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KAPITOLA 1

Primivny algoritmus a algoritmus Karacuba

1. Primitivny algoritmus

Nech a a b su ¢isla v ststave o zdklade B, potom ich mdZeme zapisat nésle-
dovne:

kde a;,b; € {0,...,B —1}.
Primitivny algoritmus je klasické , papierové“ nasobenie. Schématicky ho mé-
zeme znézornit takto:
Ap—1 ce ao

bin—1 e bo

—|—’ bm—_10 | ‘

| ab |

Pri néasobeni dvoch ¢&sel nasobime m-krat ¢islo dlzky n, urobime teda mn
krokov. Na nasledujtce s¢itanie potrebujeme dalsich O(mn) operacii, teda celkova
¢asové zlozitost ndsobenia je O(mn). Ak budeme predpokladat, Ze ndsobime ¢isla
rovnakej dlzky n (to krat$ie mozeme vidy na zaciatku doplnif nulami), potom je
¢asova zlozitost O(n?).

2. Karacubove nasobenie

Tento algoritmus na nasobenie je zalozeny na jednoduchej myslienke a pritom
je velmi efektivny. Zakladny princip spoc¢iva v nasledujicom: Nech z,y sa dve
¢isla dlzky n v stustave o zaklade B, kde n je parne ¢islo. Kazdé ¢islo rozdélime
na polovicu, teda

z=aB"? 4+,
y =cB"? +d.
Potom zy = (aB™? +b)(cB™? + d) = acB" + (ad + bc) B"/? 4 bd. Potrebovali by
sme zistit 4 sti¢iny éisel dizky n/2 a niekolko sti¢tov ¢isel délky n. AvSak pomocou
jednoduchej tpravy dostavame:
zy = acB" + (ad + bc) B"? + bd = acB" + ((a + b)(c + d) — ac — bd) B"? + bd.
4



2. KARACUBOVE NASOBENIE 5

Teda nasobime uz len trikrat ¢isla dlzky n/2. Mame sice viac s¢itani, ale to nevadi,
pretoZze s¢itanie ma mensSiu zlozitost ako nasobenie. A prave kvoli tomuto triku
bude celkova ¢asova zlozitost algoritmu mensia nez O(n?).

Algoritmus je zalozeny na metdde ,rozdeluj a panuj* a mozeme ho zapisat

nasledovne:

ALGORITMUS (KARACUBA(z,y)).

VSTUP:  z,y celé cisla
VISTUP: a2y

1.

n := maxz(dlzka z, dizka y)

Ak n mensej dlzky nez nejaka konstanta, odpovedz zy,

kde sa nasobi pomocou primtivneho algoritmu; koniec

Ak n je neparne, potom n:=n+1

Definuj a, b, ¢, d, aby platilo 2 = aB™2 + b a y = ¢B"? + d.
u; :=KARACUBA(a+b,c+d)

ug :=KARACUBA(a,c)

uz :=KARACUBA(b,d)
Odpovedz ugB™ + (u1 — ugz — ug)B"/2 + us

Teraz potrebujeme zistif ¢asovi zlozitost algoritmu. Oznacme ju T'(n) pre

vstup dlzky n. Dostavame, ze T(1) = 1 a T(n) = 3T(n/2) + kn pro nejakt
konstantu k (tri ndsobenia &isel dizky n/2 a potom niekolko séitani ¢isel dizky
n). Budem predpokladat, ze n = 2' pre nejaké i celé. Rekurentnym rozpisanim
dostavame:

T(2") = 3T(2" 1) + k2" = 3(3T(2"7%) + k2 1) + k2" = 3*T(2"°%) + 1<:2Z’(§ +1)

2
= BETY) K2 1R+ 1) =BT RGP + 5 +)
7 i—1 % 3 i—1 % Z(%)Z —1
= =3T(27") + k2 ((5) +-o 4 1) =3"T1) + k2'5—— :
-

= 3' + 2k3" — 2k2" = n'*82® 4 2kn'82® — 2kn = O(n'*%2?)

TakZe mame algoritmus na nésobenie, ktory ma ¢asovii zloZitost O(n!°s23).



KAPITOLA 2

Pomocné tvrdenia

1. Cinska veta o zvySkoch

VETA 1 (Cinska veta o zvyskoch). Nech my, ma, ..., m, si po dvoch neside-
litelné celé c¢isla, oznac¢me N = mymsy---m,. Potom pre ui,...,u, € Z existuje
prave jedno riesenie x € {0,1,..., N — 1}, ktoré spliuge:

r=wu; (mod my),

r=uy (mod my),

r=u, (modm,).

DOKAz. Najprv dokazem jednoznac¢nost. Ak platiz =y (mod m;) pre vSetky
Jj=1,2,...,n, potom x — y je ndsobok m; a m; st nestdelitelné, teda = — y je
nasobkom N. Stcasne plati, ze v —y € {—(N —1),..., N — 1} a preto x = y.

Existencia bude vidiet z algoritmu, ktory nasleduje.

O

Algoritmus, ktory ndjde x z predchadzajtcej vety sa nazyva Garnerov algo-
ritmus. Niektora literattura ho casto uvadza aj pod nazvom Newtonov algoritmus.
Mozeme ho zapisat nasledovne:

ALGORITMUS (GARNER).
VSTUP: mq,...,my € Z, U1,..., Uy € Z
VYSTUP: z € Z také, ze v = u; (mod m;) pre 1 <i<n,0<z <N
1. ai = uq
i+1. aj+1 = (Uz'+1 —aip —agmi —asmimg — - — a;M1Mmy . .. mi_l)ci mod mi+1,
kde ¢; je také, ze my...mic; =1 (mod m;yq)
n+tl. z:=ay+ami+---+a,mi...myp_1 mod mi...my

Na otazku ¢i tento algoritmus pocita to ¢o potrebujeme odpoveda nasledujtce
tvrdenie.

TVRDENIE 2. Garnerov algoritmus ndjde x také, Ze x = u; (mod m;) pre
1=1,2,...,n.

DOKAz. Potrebujeme dokazat, ze = u; (mod m;) pre vSetky 1 < i < n.
Pre i =1 je to zrejmé z algoritmu. Nech ¢+ > 1. Oznac¢me

Yi = Uj+1 — A1 — A2 — agMqmyo — ... — QG;MMo .. . M—1.
Potom plati
T =ai+tasmi+...+a,my - Mp_1 = Ui—Y;—1ta;M1 ... M1+ +aApM1 ... Mpy_1.
Teda sta¢i dokézaft, ze a;my...m;—1 —y;—1 =0 (mod m;).
6
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Z algoritmu vieme, ze a; = y;_1¢;1 mod m;, teda a; = y;_1¢;_1 (mod my).
Potom a;m; ... m;_1 = y;_1¢;_1my...m;_1 (mod m;). Pretoze ¢;_ymy ... m; 1 =
1 (mod m;), tak plati a;my ... m;_1 = y;—1 (mod m;).

U

2. Fourierova transformacia

DEFINiCIA 3. Nech K je okruh. Potom prvok w € K sanazyva n-td primitivna
odmocnina z jednej prave vtedy, ked w” =1aw’ # 1 pre 0 < j < n.

VETA 4. V Z, existuje primitivna n-td odmocnina z jednej prave vtedy, ked
n|(p —1).

DOKAzZ. Podla Lagrangeovej vety rad prvku grupy deli rad grupy. Kedze mul-
tiplikativna grupa Z; ma rad p — 1, n musi delit p — 1.

Naopak predpokladajme, Ze n|(p — 1). Multiplikativna grupa Z; je cyklick4,
teda ma generator, ktory ozna¢im «. Prvok [ := o'+ marad n v Z,, teda 3 je
primitivna n-t4& odmocnina z jedne;j.

O

VETA 5. Nech n a w si mocniny dvojky s kladnymi exponentmsi a nech m =
w2 + 1. Potom v okruhu Z,, existuje inverzng prvok k n vzhladom k ndsobeniu
a w je primitivna n-td odmocnina z jednej v Z,.

DoOkAz. Cisla m a n st nestdelitelné, teda n je invertibilny v Z,,. Kedze
W' = w?w"? = (—=1)(=1) = 1 (mod m), w je n-t4 odmocnina z jednej v Z,,.
Este potrebujem dokazaf, Ze w’ # 1 pre 0 < j < n. Pre 0 < j < n/2 mame
1 <w/ <m—1,teda w’ # +1 (mod m). Pre j = n/2 mame v’ = —1 (mod m).
Pre n/2 < j < n méme w’ = w"%w7 ™2 = —7 /2 £ 4+1 (mod m).

0J

DEFINICIA 6. Nech w je n-ta primitivna odmocnina z jednej v okruhu K. Nech
A = (Ajj)o<ij<n je matica, kde A;; = w”. Nech a = (ag, a1, ...,a,-1)" je vektor
dlzky n nad K. Vektor F,(a) = A-a, ktorého i-ta zlozka je 27— arw™, 0 < i < n,
sa nazyva diskrétna Fourierova transformdcia vektoru a (skratene DFT') a vektor
FY(a) = A - a sa nazyva inverznd diskrétna Fourierova transformdcia vektoru

w

a (skratene IDFT).

Po rozpisani dostaneme:

1 1 1 . 1 Qg

1 w w? oo wvl ay
F,la)=A-a=

1 w1 21 w(n—1)2 [

ap+ay+ag+ -+ ap
ag + aw + a2w2 4+ -4 an,lw”_l
ag + alw"* —+ aj2w2(”*1) 4+ 4 an_lw(nfl)2
TVRDENIE 7. Ak je w primitivna n-td odmocnina z jednej v okruhu K, prvok
1+1+--+1, kde n € N, je invertibilng v K a matica A je tvaru (w7)" 2
————

i,j=0

n
-1 _ 1 —i7\n—1
potom A™h = S(w™Y)i" 5,
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Teda F;'(a) = A -a= LF,(a).
DOKAZ. Stac¢i dokazat, ze AA™! = E, kde FE je jednotkova matica. Plati, Ze

n—1

— ij\n 1 —i ik, —
AA lz(w])z,j:lO'HG'U .7 zj 0_ (Zwk k])

4,J=0

Ak = j, potom 1 3070 Wik = LS Hik ki = LS = 1y = 10 Ak

n

i # j, potom Yop—g whw ™ = YL WD) = S i)k = LN Vieme, ze

. wimi-1
w7 #£ 1, pretoze i—j € {+1,£2,...,£(n—1)} aw je primitivna n-t4 odmocnina
z jednej a preto menovatel zlomku m4 zmysel. Dalej (w'™7)" = (w")"7 =177 = 1.
Plati tedy Zl J])n 1111 _,

1 wr—I—-1

O

Ak budeme mat algoritmus na vypocet DFT, predchadzajice tvrdenie hovori,
ze budeme vediet pomocou neho zistit i IDFT. Teraz sa budeme snazit takyto
algoritmus popisat. ZtotoZnime vektor a = (ag, ay,...,a, 1) s polynémom a(z)
tak, ze a(x) = ag + a1z + azx® + -+ + a, 12" 1. Z (1) vidime, Ze

Predpokladajme, zZe n je parne ¢islo a oznac¢ime si m = n/2. PretoZe plati, ze

a(x) = ag+ ayx + apx® + ...+ ap_ 2"t

= (ag + ag@® + agx* + ...+ ap_ 22" ) + (ax + azz® + ...+ ap_ 12"

S

g g

q(x?) ar(z?)

- Q(‘r2) + I?”(IZ),

kde g(z) = S0 agia® a r(x) = 327 agiaat. Teda

a(1> q21) +T(1)2
un )+ wr(e?)
F(a) = : - g(w?) + wr(w?)
a(w™t) g(w?D) Jru;VHLT(Wz(n—l))

Predpokladajme, Ze n = 2% pre nejaké k € N a w je n-t4 primitivna odmocnina
z jedné v K. Potom algoritmus, ktory rekurzivne vyuziva predchadzajtce zistenie
na vypocet DF'T sa dé zapisat nasledujicim spdsobom:
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ALGORITMUS (Rychla Fourierova transformdcia-FFT(w)).
VSTUP:  (ag,...,0n—1)
VYSTUP: F,((ao,...,an—1))
1. Ak n =1, odpovedz ag, koniec
2. m:=n/2
(b(), cee ,bmfl) = FFT(wz)(ag, as, ... ,anfg)
(coy---yem—1) := FFT(w?)(a1,as,...,an—1)
3. preiod0dom—1 dosad
di = bi + wici
dm-i—i = bi — wici
4. odpovedz (dy,...,dn—1)

TVRDENIE 8. Ak je w primitivna n-ta odmocnina z jednej v K, potom algo-
ritmus funguje.

DOKAZ. Najprv musime dokizat, Ze w? je primitivna m-t4 odmocnina z jed-

nej. Plati
(W™ = (W?)? =w? =w" = 1.

Pre vietky i = 1,2,...,m — 1 plati (w?)" = w? # 1, pretoze 2i € {1,...,n — 1}
a w je primitivna n-t4 odmocnina z jednej.

Dalej dokdzeme, Ze algoritmus poé¢ita to, ¢o chceme. Dokaz budeme robit
indukciou podla n.

Pre n = 1 algoritmus funguje. Z induk¢ného predpokladu platia rovnosti

(bo, - - bm1) = (q(1), q(w?), g(w?), ..., (W ?))
(CO’ e 7cm—1) = (7’(1), T(w2)7 T(w4)7 S ’T(W2n_2)).
Pre i« = 0,1,...,m — 1 chceme dokézaft, ze d; = a(w') a d,,; = a(w™"). Z
algoritmu a induk¢ného predpokladu dostavame, ze
d; = b + w'e; = q(w”) + w'r(w®) = a(w')

PretoZze (w™)? = 1 aw™ # 1 (w je primitivna n-t4 odmocnina z jednej), musi byt
rovnd —1, pretoZe st len dve druhé odmocniny z 1 (korene polynému z* — 1).
Teda plati

dm+i — bz — u)iCZ’ = q(wm) — wir(w%) — q(WQZ) + wm-i-i,r,(w%)‘
Dalej plati, Ze

2(m+i) 2 2m 2 n 2i

w =w w =W W =Ww

a teda
i = q(@*) + Wi (W¥) = g(WHmMH) 4 Wi (W) = a(W™ ).
O

VETA 9. Nech w an st mocniny 2 a m = w™? + 1. Nech a = (ag,. .., 0, 1)
je vektor nad okruhom Z.,,. Potom DFT a IDFT vektoru a v okruhu Z.,, maju
casovi zloZistost n?lognlogw.

DOkAZ. Nech T'(n,w) je ¢asova zlozitost FFT(w) v okruhu Z,, na vstupe
dlzky n. Vsetky operacie budii prebiehaf v okruhu Z,,. Zlozitost T'(n,w) je rovna
dvakrat T'(n/2,w?) (z kroku 2) plus 2m-krat casova zlozitost ndsobenia w’ a
nasledného s¢itania a od¢itania na vypocet d; a d,,.; z kroku 3.
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PretoZe w je mocnina dvojky, je ndsobenie w’ posunutim dolava a vysledok je
urcite mensi ako w”. Teda moéZeme napisat:

Wiej =2+ nw? =2 —2 (mod m),

kde 0 < z; < w™?2. Dostévame, Ze ¢asova zlozitost na vypocet d; je O(logm) =
O(nlogw). Potom

T(n,w) = 2T (n/2,w?) + O(n*logw).
Rozpisanim dostaneme:

T(n,w) < 2T (n/2,w?) + c(n*logw)
< 2(2T(n/4,w*) + c(n*/4logw?)) + c¢(n*logw)
= 4T (n/4,w*) + 2c(n*logw) < --- < nT(1,w") + clogn(n?logw),

kde ¢ je nejakd konstanta. Pretoze T'(1,w™) = T(1,1) ma konStantnt c¢asovi
zlozitost, plati T'(n,w) = O(n*lognlogw).

Dokézali sme si, ze poc¢itat IDFT znamend pocitat DFT s parametrom w™
a vysledok vydelit n. Ndsobenie w™/ je to isté ako nasobenie w™ 7. To znamena,
ze v kroku 3 je nasobenie zase len posunutim dolava. Pretoze n/2 < n —j < n,
vysledok je mensi nez w®/?" a mézeme napisat, ze

1

wle; =z + 210" + 200™ = 29 — 21 + 29 (mod m).

Naviac nasobime c; aspori w™'? a preto z, = 0. Teda ¢asova zlozitost na vypocet
d; je O(logm) = O(nlogw) ako pre DFT.
Este musime vysledok vynasobit 1/n. Ak n = 2¥ potom

gkgnlogw—k — gnlogw — n — 1 (mod m)

Takze nasobenie 1/n mdzeme pocitat ako posunutie dolava o nlogw — k pozicii
a pretoze w™? < 2nlogw—k < ()" mpzeme postupovat ako vyssie. Teda nasobenie
1/n modulo m moézeme vypocitat v ¢ase O(nlogw). Podobnym rozpisanim ako
u DFT dostaneme, Ze IDFT ma ¢asovi zlozitost O(n?lognlogw).

0]

VETA 10. Nech w je n-td primitivna odmocnina z jednej v okruhu K, 1? = w.
Nech a = (ag,...,an—1) a b= (by,...,by_1) st vektory dlzky n nad okruhom K a

nech ¢ = (co, ..., Cn_1) je vektor, ktory splriuje
p n—1
cp = Zajbp_j — Z ajbpip—; pre p=0,....,n—1
=0 j=p+1

Definujme vektory a = (ag,vay, ..., 0" ta,_1), b := (b, ¥b1,..., " b, 1) a

¢ = (co,ver, ..., 0" Teyq), potom

&= F Y F,(a)- F,(b)).

w
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DOKAzZ. Nech F,(¢) = (c{), .., d ), teda

>_n

n—1 n—1

/ Pl — _ P e
o= E Cpw E E YPa;b,_ jw E E YPa;bnqp—jw
p= p=0 j=0 p=0 j=p+1

n—1 n—1

—ZZ@M]MW £33 e, W (2)

p=0 j=0 p=0 j=p+1
Na druhej strane, nech
n—1
Fo(a) = (ap, ., a,_q), ap =Y Wraw’,
p=0
~ n—1
F(b) = (b, ..., 0, _,), b= ¢rbw’.
p=0
n—1 n—1
ab) = Z Z I, by 0+
q—O r=0
n—1 n—1
= ZZ¢ b’ +Z Z P by s = (2).
s=0 t=0 5=0 t=s5+1

Druht rovnost dostaneme, ak si uvedomime, ze Z;:& Z:,:& YT a,b w0+ sa
dé napisat ako 3 , ¥t a,b,w!@*") kde A = {[q,7],0 < ¢,7 < n — 1}. Pretoze
Apg U Ap, je disjunktny rozklad mnoziny A, kde

Ap=A{lg.;rlir+q<n—-10<gqr<n-1}

AH:{[(Lr]ﬂ”—i-q>n—1,0§q7r§n_1}’
plati, ze

Z qurrarbqwl(qur) _ Z z/}quraquwl(qH) + Z wtﬁrarbqwl(tﬂrr)7
A Ap Apn

takze dostdvame pozadovani rovnost.



KAPITOLA 3

Schénhageov-Strassenov algoritmus

Nech u a v st bindrne &sla dlzky n, kde n = 2* pre nejaké k € N. Schénhageov-
Strassenov algoritmus je algoritmus na nasobenie modulo 2™ 4+ 1. Ak chceme ne-
moduldrny vysledok, pridame pred ¢sla n nil. Dostaneme tak dve ¢éisla dizky 2n,
ktoré vynasobime modulo 22" + 1. Vysledok tohto nasobenia je nami pozadovany
sti¢in, pretoze sucin dvoch binarnych é&isel dizky n je mensi ako 2.

Nech wu,v st dve binarne cisla také, ze 0 < u,v < 27, ktorych sucin chceme
vypocitat modulo 2" + 1. Ak je jedno z u, v rovno 2", rieSime to ako $pecidlny
pripad tj. nech v = 2", potom wv = u2" = —u=2"+1—u (mod 2" + 1).

Inak rozdelime u a v na b blokov po [ bitoch tak, ze b = 2¥/2 ak k je parne
a b= 20"1D/2 ak k je neparne. Naviac plati, Ze [ = n/b a dalej I/b = 1 alebo
I/b=2 tedab]|l.

Up—1 e Uo Up—1 e Vo

~—— —_— N——
l l l l

Teraz ¢isla u, v mdzeme zapisat néasledovne:
w=up 207 4 g2+ g,
v = Ub_12(b_1)l + o402t 4 V0.
Potom plati, ze
wo = Yoy 1227 2!y, (3)
kde

b—1
Yi = Zujvi,j, 0 <17 <20
j=0

(Pre j > b—1 alebo j < 0 polozime u; = v; = 0.) Aby sme mohli vypocitat stéin
u a v, musime zistit hodnoty y; pre i =0,...,2b — 1.
7Z rovnosti 2" + 1 = 2% + 1 dostdvame

Y2 + 20 = (1 — )2 (mod 27 4 1).
Potom plati
wv = yap 123 4y 2 4y
= (yo—1 — Yoo 1)20 o (g1 — yer1)2" + (o — W)
= w1 207V w28 4wy (mod 2" + 1),

kde
w; = (y; — Ypri) pre 0 < i < b.

Takze namiesto 2b — 1 hodndt y; budeme pocitat b hodnodt w; pre i =0,...,b—1.
Vysledok dostaneme, ak najprv spoc¢itame stcet w;2%, kde w; > 0, potom sucet

12
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w;2" pre w; < 0 a nakoniec od prvej sumy odé&tame druhti. Dévodom tohto
postupu namiesto obycajného sc¢itania je zachovanie zlozitosti algoritmu.
Pretoze nasobok dvoch bindrnych &sel dizky [ je mensi nez 2% a y; je sucet
i+ 1 st¢inov dvoch binarnych ¢isel dlzky [ a ., je sucet b— (i 4 1) sucinov dvoch
bindrnych ¢ésel dizky [, mame odhad
(i+1—0)2% <w; < (i +1)2%,

prei =0,...,b—1. Teda w; mdze nabyvat najviac b2% réznych hodnot a mozeme
teda pocitat w; modulo b2?% a to néasledovne:
Budeme najprv pocitat modulo b a modulo 2% + 1. Oznac¢ime

w) = w; mod b, w! = w; mod (2% + 1).

KedZe b je mocnina dvojky a 2% + 1 je neparne ¢islo, st nestdelitelné. Mézeme
teda aplikovat Cinsku vetu o zvyskoch a z Garnerovho algoritmu dostavame, Ze

zi = w! + (2% + 1)((w), — w!) mod b)  pro0<i<b,
a plati
zi=w; (mod b(2? +1)) pro 0<i<b. (4)

Navyse 0 < z; < (2% + 1)b. Pretoze b2? < b(2%' + 1) a musi platit (3) a stcasne
(4), potom

w; = 7z pre z < (i+1)2%,
w; = 2z — b(2% 4 1) pre z > (i +1)2%. (5)
Teda w; vieme vypocitat, ak pozname w} a w} prei=0,1,...,b— 1.

Teraz budeme pocitat w;. Ozna¢ime

u; = u; mod b,

)
/
)

a zkonstruujeme cisla 4, 0 tak, Ze medzi kazdé v , a uj a kazdé v}, a v] pre
1=20,1,...,b— 2 vsunieme 2log b nil.

@ =wuy ,00...0u, 50...... Oug,
0=, 100...00, ,0...... 0vg (6)
2logb

Tieto ¢sla maja dizku 3blogb. Pocitanim stéinu 40 pomocou Karacubovho al-
goritmu dostaneme

2b—1 b—1
v = yoBloed)i kde 4 = E Wi
i=0 Jj=0

Pretoze y, < 23!°8% Tahko ho dostaneme z 4t (ako i-tj blok o 3logb bitoch).
Potom

w; = w; mod b =y, — y,,, mod b.
Este nam zostava vypocitat w!. Kedze w! = w; mod (2% + 1), budeme pra-
covat v okruhu Z,,, kde m = 2% + 1. Nech w = 2%/, Z vety 5ma 1 +--- + 1
b
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inverzny prvok v tomto okruhu a w je b-ta primitivna odmocnina z jednej. Nech
Y? = w a teda ) = 22/*, Nech ¢ = (cy, ..., cp—1) je vektor, ktory spliuje

i b—1
=) Ui = > Ui = Yi — Yori = W;. (7)
§=0 j=it1
Definujme u, 7 a ¢ nasledovne:
@ = (ug, Yur, ..., " up_y),
o = (vo, Yvy, ..., Y up_y),
¢ = (co,ber, ..., 0 tepy), (8)

kde zlozky vektorov si modulo m. Podla vety 10 plati, ze ¢ = F,!(F,(a)- F,(?)).
Teda podla (7)

w! = w; mod m = ¢; mod m = ~'¢; mod m.

Algoritmus mozeme zapisat nasledovne:

AvLcoriTMUs (NASOBSS).
VSTUP:  w,v - 2 binéarne ¢&isla dlzky n, kde n = 2 pre nejaké k € N
VYSTUP: w také, Ze w = uv mod 2" + 1
1. pre n mensej dizky ako nejaka konstanta pouzi nejaky jednoduchy
algoritmus na nasobenie; koniec
2. definuj b, I, m a reprezentuj u a v v bazi o zaklade 2°:
- ak k je parne b := 2%/2 inak b := 2(k—1)/2

- l:=n/b

- m:=22+41

- u—zb_luQ” v—zb_va” kde 0 < u;,v; <20 —1
- =0 7 ’ - =0 Y1 ) > WUgy, U

3. vypocet w! prei=0,1,...,b—1:
- definuj @, ¥ podla (8)
a. p:=FFT(w)(a) Vv Zn
q:=FFT(w)(®) Vv Zp,
b. 7:=p-q, kde - je ndsobenie po zlozkich pomocou NASOBSS (v Z,,)
c. ¢=3FFT(w)(r)vZn
d. w! ="' modmprei=0,1,...,b—1
4. vypocet w) prei=0,1,...,b—1:
a. konstrukcia u, v ako v (6)
b. 40 pomocou Karacubovho algoritmu
c. w;=w; modb=y;—y,, modb,
kde y; je i-ty blok 40 o 3logb bitoch, pre ¢ =0,1,...,0—1
5. w; podla (5) prei=0,1,...,b—1
6. wh:=Y, owi2"
wT o= Zwi<0 —w; 21
w = (wT —w~) mod 2" + 1

VETA 11. Algoritmus NASOBSS md ¢asovii zloZitost O(nlognloglogn).

DOKAz. Oznacime si T'(n) ¢asovi zlozitost algoritmu NASOBSS pre vstupné
binarne ¢sla dlzky n.

Kroky 1 a 2 maju zlozitost maximélne linearnu.
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Krok 3.a a krok 3.c: Z vety 9 vieme, Ze Casova zlozitost FFT v Z,, je
O(b* log blogw) = O(b*log blog 2/*) = O(b*4 log b) = O(bl log b).

Krok 3.b ma ¢asovu zlozitost bT'(logm) = bT'(2) (b je pocet zloZiek vektoru,
teda nasobim b-krat ¢islo dlzky najviac logm).

Krok 3.d ma ¢asovi zlozitost mensiu alebo rovnaku ako krok 3. c, pretoze né-
sobenie inverznym prvkom k mocnine dvojky a pocitanie modulo m sa vykonava
aj v kroku 3.c.

Takze celkova asymptotickd ¢asova zlozitost kroku 3 je 07'(21) + O(bllogb).

Krok 4 trva O((3blogb)*s3) < O(b?) < O(b*logblogw). Teda jeho ¢asova
zlozitost je mensia nez ¢asova zlozitost kroku 3.

Jednoducho sa da dokazaf, Ze krok 5 a krok 6 maju linearnu zlozitost. Dostali
sme, ze

T(n) =bT'(2l) + O(bllogb) = bT'(21) + O(nlogb).
Takze plati
T(n) < bT'(2l) + cnlogb,

kde ¢ je nejaka konstanta. Oznacim 7" (n) := @ Potom

b 2
T'(n) < =T(2l) + clogb = ZT(%) + clogb = 2T"(21) + clogb.
n

Pretoze | = n/b, je | = 25 = \/n alebo | = 2"% =2/n. Teda | < 2\/na b < n,
potom

T'(n) < 2T'(4y/n) + clogn.
Teraz budem indukciou podla n, dokazovat, ze T"(n) < ¢'lognloglogn, pre ne-
jaku konstantu ¢ a n dostatocne velké. Vhodnou volbou ¢ to plati pre vsetky

n, ng < n < "Tg, kde ng zvolime neskor. Nech n > %3 a predpokladajme, ze
plati 77(m) < logmloglogm pre ng < m < n. PretoZe ng < 4y/n < n a

2+ %logn < %logn pre n dost velké, plati:
T'(n) < 2T'(4y/n) + clogn < 2¢ log(4v/n) loglog(4v/n) + clogn

1
= (4 + ' logn)log(2 + 3 logn) + clogn
2
< (4¢ + d'logn) log(g logn) + clogn

2 2
= 4c log 3 + 4c' loglogn + ¢’ log nlog 3 + ' lognloglogn + clogn
Vieme, ze log§ < —% a zvolime ¢ tak, aby 4c¢ < ¢’. Potom:

2 / /
clogn + 4c' loglogn + ' lognlog = < C—logn + 4c' loglogn — Elogn

/

/
= —%logn +4c loglogn = %(1610g10gn —logn) <0,

pre velké n. Aby vSetky vysSie uvedené nerovnosti platili, staci zvolif napriklad
Ng = 212,

Kedze 4¢'log 2 < 0 a plati (9) a (10) dostdvame, ze T"(n) < ¢'log nloglogn.

O
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Realizacia algoritmov

Uvedené algoritmy som naprogramovala v programovacom jazyku Object Pas-
cal (Delphi).

1. Reprezentacia velkych ¢isel

Na reprezentaciu velkych celych ¢isel som pouzila datova Struktiaru record
skladajtcu sa zo znamienka, dlzky ¢isla a ukazatel na miesto v pamiiti, kde je
dané cislo ulozené:

type
TDigits=array [0..0] of longword;
PDigits="TDigits;
TBigInt=record
sgn,len:integer;
digit:PDigits;
end;
Vzhladom k tomu, Ze pracujem s 32-bitovym procesorom, ¢isla st uloZené v su-
stave o zaklade 232.

2. Primitivny algoritmus

Procedura, ktora realizuje primitivny algoritmus je multnaive_ . Na vylepsenie
primitivneho algoritmu som vyuzila knihu [K].

procedure multnaive_(a,b:TBigInt; var c:TBiglnt);
\\nédsobi ¢isla a,b a vysledok uklada do c
var i,j,z:integer;
ta,tb,tc:longword;
begin
if (a.sgn and b.sgn)=0 then begin c.sgn:=0; c.len:=0; exit; end;
if a.sgn>0 then c.sgn:=b.sgn else c.sgn:=-b.sgn;
\\pokial je jedno z &isel nulové vysledok je tieZ nula
c.len:=a.len+b.len;
fillchar(c.digit”,4%*a.len,0);
\\vynuluje miesto v pamdti
for j:=0 to b.len-1 do begin
tb:=b.digit[j];
if tb=0 then c.digit[a.len+j]:=0 else
\\ak je cifra nulova zbytolne nendsobi
begin
z:=0;
for i:=0 to a.len-1 do
begin
16



ta:=a

asm
mov
mul
add
adc
add
adc
mov
mov

end;

c.digit[i+]j]:=tc;

end;

eax,ta
eax,tb
eax,z
edx,0
eax,tc
edx,0
tc,eax
z,edx
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.digit[i]; tc:=c.digit[i+j];

//eax:=ta

//eax:=taxtb mod 2732, edx:=ta*tb div 2732
//eax:=eax+z

//pripadny prenos do vy8Sej cifry v edx
//eax:=eax+tc

//pripadny prenos do vys&Sej cifry v edx
//uloz visledok tc:=taxtb+z+tc mod 2732
//uloz zvySok z:=taxtb+z+tc div 2732

c.digit[j+a.len] :=z;

end;
end;

if z=0 then dec(c.len);

end;

3. Algoritmus Karacuba

Na realizaciu Karacubovho algoritmu sluzi procedura karatsuba_ . Na optima-
lizaciu algoritmu mi ¢iastocne pomohol ¢lanok [M]. Pomocou zlepSenia budem
potrebovat len miesto na uloZenie vysledku, ktoré mé velkost M + N a 2N + 180

.....

kost pracovného miesta uvedend v [M] je 2(N — 4 + 3|log(N — 3)]). Toto ¢islo
je pre jednoduchost odhadnuté mnou pouzitou hodnotou, pretoze N < 2% (ak
uvdzime maximalnu velkost pamiti pre 32-bitovii architektiru). Dalej budeme

pouzivat n = [N/2].

procedure karatsuba_(a,b:TBigInt; work:PDigits; var c:TBiglnt);

\\vynasobi &isla

var u0,vO,ul,vl,rl1,r2,r:TBiglnt;
i,n:integer;

begin

if b.len>a.len then begin u0O:=a; a:=b; b:=ul; end;

\\dlh3ie ¢islo bude a

if b.sgn=0 then begin c.sgn:=0; c.len:=0; exit; end;

\\ak jedno je nula, potom vysledok je nulovy

if a.len<=KAR_THR then begin multnaive_(a,b,c); exit; end;
\\KAR_THR je konStanta, od ktorej sa vold primitivny algoritmus

n:=(a.len+1) shr 1;

u0.sgn:=1; u0.digit:=a.digit;

i:=n-1; while (i>=0) and (u0.digit[i]=0) do dec(i);
u0.len:=i+1; if u0.len=0 then u0.sgn:=0;
\\inicializacia u0, v ktorom bude uloZené b z algoritmu
ul.sgn:=1; ul.digit:=@a.digit[n]; ul.len:=a.len-n;
\\inicializacia a z algoritmu

if b.len>n then begin \\inicializacia c, d z algoritmu
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vO.sgn:=1; v0.digit:=b.digit;
i:=n-1; while (i>=0) and (v0.digit[i]=0) do dec(i);
vO.len:=i+1; if v0.len=0 then v0.sgn:=0;
vl.sgn:=1; vl.digit:=0@b.digit[n]; vl.len:=b.len-n;
end else begin
vO.sgn:=1; v0.digit:=b.digit; vO.len:=b.len;
vl.sgn:=0; vl.len:=0;
end;
rl.digit:=work; \\rl ukazuje na zaliatok pracovného miesta
r2.digit:=Qwork[n+1];
\\r2 ukazuje na n+2 miesto pracovného miesta
i_sum(uO,ul,rl);
\\sticet ul a u0 uloZ na zacliatok pracovného miesta
i_sum(v0,vl,r2);
\\sicet vl a v0 uloZ do pracovného miesta
\\so zaliatkom na n+l-ej pozicii
r.digit:=@c.digit[n]; \\r ukazuje na nt+1-té miesto v§jsledku
karatsuba_(rl,r2,0@work[2*n+2] ,r);
\\st@éin (u0+ul) a (vO+vl) uloZ do visledku na miesto
\\zalinajice na n-td poziciu
karatsuba_(u0,v0,@work[2*n] ,rl);
\\sti¢in u0 a vO uloZ na zaliatok pracovného miesta
i_sub(rl,r);
\\od (u0+ul) (vO+v1l) odpocitaj uOvO a uloZz do vysledku na miesto
\\zalinajice n-tou poziciu miesta
\\vysledok r nemdZe byt nula
i_addspecr(n,rl,r);
\\u0v0+2~{n/2} ((u0+ul) (vO+v1)-uOv0) na zaliatku vysledku
karatsuba_(ul,vl,@work[2*n] ,rl);
\\si@c¢in ulvl uloZ na zaliatok pracovného miesta
i_sub(ri,r);
\\od (u0+ul) (vO+v1)-uOv0 odpocitaj ulvl
i_addspecl(n,rl,r);
\\ulv1*2~n+((u0+ul) (vO+v1)-uOvO-ulvl) *2~{n/2}+u0v0
\\vysledok r nemdZe byt nula
c.len:=r.len+n;
c.sgn:=1;
end;

Ak moj postup nakreslim schématicky, kde w bude oznacovat pracovné miesto
pre rekurzivne volanu proceduru:
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vysledok pracovné miesto
L L L 72
| | - |
L L L7 lw
- | [wrm [ra |
2n+2
lr L
| |2 = (o +ur)(wo+v1) | | |
L L lw
EE [ |
2n
CT—
lr L
’ I.%' — UpVo ‘ ’ UeVo
+
| uovo |
lr L
’ Vo + 2™ (x — ugvp) ‘ ’ ‘
L L lw
’ ugvg + 2™ (x — ugvp) ‘ ULV, ‘
2n
o]
’ uvg + 2™ (x — ugvg — u1vy) ‘ ’ulvl ‘
+
o]

’ ugvo + 2™ (ugvy + u1vg) + ugv12%" ‘ ’ ‘

4. Schonhageov-Strassenov algoritmus

Procedtra, ktora pocita nasobok pomocou Schénhageovho-Strassenovho al-
goritmu je multss_. Na optimalizaciu algoritmu je dobré si uvedomit, ze 1 a w
mozu byt rovné len dvom hodnotdm a to ¢ = 22 a w = 2%, ak k je parne, a ¢ = 24
aw = 2% ak k je neparne. Dalej som sa snazila zminimalizovaf pracovné miesto
a to ako som postupovala sa d4 znazornit takto:
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lw
| we
U ) *
1wy
| wa
Fu(0) - Fu(9)
c
1 1
’lUO . wb—l
| ws
w()’ wg—l U ) *
wy wy_y | 0 i
1! 1! !/ /
Wo Wy_1| Wy wy_4q
il 21 il
2w, >0 Wi2! wy | e |wyg |[BRF A1) D0, o —wi2! *
> w; 2"

Rozmery tabulky neodpovedaju skutoénym velkostiam miest potrebnych na
ulozenie. Ukazatele w,wy, ws a w3 oznac¢uju pracovné miesto pre multss_, na re-
kurzivne volanie multss., FFT v Z,, a na nasobenie 4 a © pomocou algoritmu
Karacuba. Teda pracovné miesto potrebné na proceduru multss. bude maximum
z minimélneho miesta potrebného na uloZenie idajov v riadkoch oznacenych *.
Vypoctom dostaneme, Ze najviac miesta potrebujeme na ulozenie druhého riadku.

Toto miesto mé velkost 2 (2L + 1) 32-bitovych ¢islic.
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Porovnanie algoritmov

1. Optimalizacia parametrov

Po naprogramovani jednotlivych algoritmov som sa zacala zistovat od akej
dlzky ¢isla st jednotlivé algoritmy efektivnejsie nez ostatné. Najprv som vsak
chcela zefektivnif jednotlivé algoritmy. Primitivny algoritmus nema4 Ziadny para-
meter, ktorym by sa dal zefektivnit. Dalsie dva sa daji vylepsit vhodnou volbou
konstant KAR_THR a SS_THR.

Konstanta KAR_THR sa pouziva v algoritme KARACUBA v kroku 1 a udava
dizku v 32-bitovjch &slicach, kde pre ¢isla mensej dlzky ako hodnota tejto kon-
Stanty, sa nevolaju dalSie kroky algoritmu.

Konstanta SS_THR sa pouziva v algoritme NASOBSS a 2%%THE je konstanta
v kroku 1, ktord urcuje, ze pre &isla dizky mensej, sa nasobia algoritmom KA-
RACUBA a algoritmus skonéi. Teda SS_THR ovplyviiuje hibku rekurzie. Dlzka
sa udava v bitoch.

Prvé meranie rychlosti algoritmov som previedla s minimalnymi konstantami.
Vysledky méjho merania st znazornené na grafe 1 v prilohach. Graf odpoveda-
jaci Schonhageovmu-Strassenovmu algoritmu je ,schodovity“, pretoze program
pridava pred ¢sla nuly, aby mali dizku najbliZSej vidSej mocniny dvojky a preto
nastéava skok v mocninach dvojky.

1.1. Algoritmus KARACUBA. Na vylepsenie algoritmu KARACUBA
som merala ¢as vypoctu tohto algoritmu s hodnotami KAR_THR v rozmezi od
5 do 40 a porovnavala som tieto Casy s primitivnym algoritmom. Zaznamenané
Casy znéazornuje graf 2. Po preskiimani grafu (je vidiet po postupnom odoberani
grafov pre jednotlivé hodnoty konstanty) som zistila, Ze pri hodnote konstanty
22 dosahuje algoritmus v porovnani s primitivnym najlepsie casy. Pouzila som
tento poznatok tak, ze za konstantu KAR_THR som dosadila hodnotu 22. Tato
konstanta zaroven urcuje hranicu, kde je algoritmus KARACUBA je rychlejsi ako
primitivny algoritmus.

1.2. Algoritmus NASOBSS. Pri analyze NASOBSS je potrebné si uve-
domit, Ze je to modularny algoritmus, ktory pocita uv mod 2™ + 1, pre vstup u, v
dlzky n = 2*. Ak chceme vysledok uv, musime predlzit v a v pridanim nil na
zatiatok na dlzku 2n a poditat uv = uv mod 22" + 1. Teda pri porovnavani dizky
trvania vipoctu uv poéita algoritmus NASOBSS so vstupmi az Styrikrat dlh-
$§imi ako algoritmus KARACUBA. (Pretoze vstupy st umelo predlzené dvakrat a
potom este doplnené na dlzku 2*.)

Najprv som hladala optimélnu konStantu, ktord rozhoduje, ¢i sa v kroku 1
ma volat rekurzivne Schénhageov-Strassenov algoritmus alebo rekurziu ukoncit
a pouzit algoritmus KARACUBA. Tuto konstantu som oznadcila SS_THR. Do-
lezité je uvedomit si, Ze v tomto kroku potrebujeme modulédrny vysledok, teda
uv mod 2"+ 1 pro vstupy u, v dlzky n = 2%, takze pri volani algoritmu NASOBSS

21
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sa neprevadza predlzovanie. Ak pouzijeme algoritmus KARACUBA, musime vy-
pocitat este uv mod 2™ + 1. Pre optimalizaciu kroku 1 teda neporovnavame rych-
lost algoritmu NASOBSS a KARACUBA pre celo¢iselné nasobenie, ale rychlost
modularneho Schénhageovho-Strassenovho algoritmu oproti operacii ,,nasobenie
pomocou KARACUBA a modulo®. Naviac ma zaujimaji len vstupy dlzky 2%,
pretoze pri rekurzivnom volani budd mat vstupy vzdy dlzku 2F.

Aby som zistila najvhodnejsiu konstantu SS_THR urobila som sériu merani
pre rovnaké vstupy a rozne konstanty SS_THR. Previedla som merania casu algo-
ritmu NASOBSS s konstantou SS_THR s hodnotami od 9 do 22. Graf 3 zobrazuje
vysledok mojich merani. Po analyze grafu som zistila, ze najlepsie ¢asy dosahuje
algoritmus s konstantou 13, ktora odpoveda dlzke 256 32-bitovirch ¢islic. Pomocou
tohto zistenia som algoritmus vylepsila dosadenim 13 za SS_THR.

2. Porovnanie algoritmov

V poslednom merani som porovnévala efektivnosti vylepsenych verzii algorit-
mov. Rychlosti jednotlivych algoritmov st zaznamenané v grafe 4. Uz z druhého
merania vieme, ze algoritmus KARACUBA je efektivnejsi nez primitivny algorit-
mus pre c¢isla, ktoré su dlhsie ako 22 ¢islic.

Aby sme zistili hranicu, od ktorej je NASOBSS lepsi nez KARACUBA pre
nasobenie celych ¢isel, sa stac¢i pozrief na grafy 4, 4a, 4b.

Na grafu 4a je vidiet, ze kvoli schodovitému priebehu grafu Schénhageovho-
Strassenovho algoritmu si intervaly, kde je lepsi NASOBSS a intervaly, kde je
lepsi KARACUBA. Mohli by sme sa v optimélnom algoritme pre nasobenie roz-
hodovat, aky algoritmus pouzijeme podla toho, v ktorom intervale lezia vstupné
hodnoty. V tomto pripade by bol Schénhageov-Strassenov algoritmus pouZitelny
uz pre ¢sla dlzky medzi 900 a 1024 &slic. Ak by sme nechceli rozhodovaci proces
komplikovat a chceli by sme poznaf priblizna hranicu, kedy je NASOBSS efek-
tivnejsi nez KARACUBA, mohli by sme vziat napriklad hranicu 1380. (Pri dizke
okolo 2200 je sice algoritmus KARACUBA rychlejsi, ale asi len 1.15 kréat.)

3. Zaver

Nésobenie je jedna zo zakladnych vypoctovych operacii, na ktort sa preva-
dzaju aj dalSie operacie, napriklad zistenie najviicsieho spolo¢ného delitela. Vo
vacsine algoritmov, kde sa pouziva, vyznamne ovplyviiuje celkovy cas vypoctu a
preto je dolezité mat ¢o najoptimélnejsi sposob vypoctu.

Na nasobenie celych ¢isel existuje mnoho algoritmov, roézne komplikovanych a
s roznymi asymptotickymi zlozitostami. Na principe rozdeluj a panuj su zaloZzené
napriklad Karacubov algoritmus (so zlozitostou O(n'°%23)) a dalsie rozpracovanie
jeho zakladnej myslienky v roznych verziach algoritmu Toom-Cook (O(n'™¢); vid
[K]). Dalsim typom algoritmov na nasobenie st algoritmy zalozené na pouziti
rychlej Fourierovej transformacie. Medzi takéto patria napriklad ,,One-prime FFT
multiplication® [YL], , Three-primes FFT multiplication“ (tieto algoritmy maja
velkost vstupu obmedzent, teda nemajt Ziadnu asymptotickt zlozitost). Dalej
tu patri zjednoduSeny Schénhageov-Strassenov algoritmus (O(n(logn)'*®), [Y]),
Strassenov FFT algoritmus vyuzivajici komplexné ¢isla (O(nlogn(loglogn)'™),
[K]) a nakoniec i Schonhageov-Strassenov algoritmus (O(nlognloglogn), [W]),
ktory ma najlepSiu asymptotick zlozitost zo vSetkych.
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Schénhageov-Strassenov algoritmus je délezity najméi z teoretického hladiska,
pretoze umoziuje zkonstruovat subkvadratické algoritmy na mnozstvo problémov
ako napr. test prvociselnosti.

Tato praca sa zaoberda implementaciou dvoch z tychto algoritmov a to algo-
ritmu Karacuba, ktory je nejjednoduchsi, ale ma najvicsiu asymptotickt zlozitost
a algoritmom Schénhageovym-Strassenovym, ktory je najkomplikovanejsi, ale ma
najmensiu znamu asymptoticki zlozitost. Moje zistenia st popisané vyssie.
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