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s použit́ım citovaných pramen̊u. Souhlaśım se zap̊ujčováńım práce a jej́ım
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Kapitola 1

Kvadratura

1.1 Úvod

K řešeńı problémů z oblast́ı aplikované matematiky nebo fyziky je často
potřeba vyč́ıslit hodnotu určitého integrálu. Tyto př́ıpady se mohou řešit
pomoćı kvadratury neboli numerické integrace. Jde o aproximaci určitého
integrálu, která vypadá následovně :

b∫

a

v(x)f(x)dx =
n∑

i=0

Hif(xi) + En(f), (1.1)

kde {xi}n
i=0 je děleńı intervalu [a, b]; xi se nazývaj́ı uzly, v(x) je váhová funkce

a Hi jsou koeficienty formule. Aproximace tedy spoč́ıvá v jakémsi váhovém
pr̊uměru funkce f v uzlech xi. Součet (1.1) se nazývá kvadraturńı vzorec,
En(f) je jeho zbytek.
Numerická integrace je výhodná z několika d̊uvod̊u. Jak lze vypozorovat
z (1.1), funkce může být známa pouze v některých bodech intervalu, dokonce
nemuśı být znám ani vzorec pro primitivńı funkci (např. pro f(x) = e−x2

).
Existuj́ı i př́ıpady, kdy známe primitivńı funkci, ale použit́ı numerické inte-
grace je snadněǰśı - např́ıklad neurčitý integrál je dán jako nekonečná řada,
nekonečný součin a podobně. Též může být vzorec pro primitivńı funkci tak
složitý, že je lépe už́ıt numerickou integraci pro výpočet určitého integrálu.
Váhová funkce v(x) neńı samoúčelná. Ve výpočtu je často snazš́ı vyč́ıslit hod-
notu f(xi) než hodnotu v(xi)f(xi). Daľśı výhoda spoč́ıvá v tom, že chybu
kvadratury t́ımto zp̊usobem lze vyjádřit pouze pomoćı derivaćı funkce f . To
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je výhodné jestliže např́ıklad váhová funkce nebo některá jej́ı derivace neńı
na daném intervalu omezená.

1.2 Newton - Cotes

Newton - Cotesovy vzorce je speciálńı tř́ıda kvadraturńıch vzorc̊u. Vy-
značuj́ı se t́ım, že maj́ı ekvidistantńı uzly, což znamená xi+1 − xi = h pro
i = 1, 2, . . . , n− 1, kde h je konstanta. Koeficienty Hi se nazývaj́ı Cotesova
č́ısla. Vzorce se děĺı na otevřené a uzavřené. Otevřené vzorce nemaj́ı za uzly
krajńı body intervalu a uzly jsou položeny souměrně podle středu intervalu.
Uzavřené vzorce naopak berou krajńı body za uzly, tedy x0 = a, xn = b.
Newton - Cotesova metoda použ́ıvá k aproximaci integrálu Lagrangeovy
interpolačńı polynomy. Tato vlastnost je vidět v následuj́ıćı větě, kde je
vyjádřeńı koeficient̊u Hi pro i = 1, 2, . . . , n − 1 právě pomoćı těchto poly-
nomů. Dále můžeme vyč́ıst, že metoda neńı omezena pouze na reálné funkce,
ale lze s jej́ı pomoćı poč́ıtat i integrály komplexńı funkce.

Věta 1.2.1 Necht’ funkce f(z) je holomorfńı v otevřené množině Ω. Necht’ C
je uzavřená křivka taková, že C ⊂ Ω a body xi = −1+2i/n, i = 0, 1, . . . , n
lež́ı na této křivce. Potom koeficienty Hi Newton - Cotesovy kvadratury

1∫

−1

f(x)dx =
n∑

i=0

Hif(xi) + En(f) (1.2)

jsou tvaru

Hi =

1∫

−1

pn+1(x)

(x− xi)p′n+1(xi)
dx, i = 0, 1, . . . , n, (1.3)

kde

pn+1(x) =
n∏

i=0

(x− xi)

a pro zbytek vzorce En(f) plat́ı

En(f) =
1

πi

∫

C

f(z)qn(z)

pn+1(z)
dz, kde qn(z) =

1

2

1∫

−1

pn+1(z)

z − x
dx.
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Funkce uvnitř integrálu (1.3) se nazývá Lagrange̊uv interpolačńı polynom.
Zjednodušeně řečeno : funkci f aproximujeme pomoćı Lagrangeova poly-
nomu a poté obě strany zintegrujeme. Výsledkem je kvadraturńı vzorec
s chybou aproximace.
Z jiného vyjádřeńı Newton - Cotesovy kvadratury źıskáme odhad řádu přes-
nosti definovaný takto:

Definice 1.2.2 Kvadraturńı vzorec má algebraický stupeň přesnosti m, jest-
lǐze E(xk) = 0 pro k = 0, . . . , m a E(xm+1) 6= 0, kde E je chyba vzorce.

Nejdř́ıve si uvedeme vzorec Lagrangeova interpolačńıho vzorce pro funkci
f(x) definované na intervalu [a, b]:

f(x) =
n∑

i=0

li(x)f(xi) +
pn+1(x)fn+1(ξ)

(n + 1)!
, (1.4)

kde ξ ∈ (a, b) a záviśı na x, součet je Lagrange̊uv interpolačńı polynom,
druhý člen uvád́ı chybu vzorce. Daľśı použité výrazy jsou :

pn+1(x) =
n∏

j=0

(x− xj), li(x) =

∏n
j=0,j 6=i(x− xj)∏n
j=0,j 6=i(xi − xj)

.

Nyńı použijeme vzorce (1.4) s uzly odpov́ıdaj́ıćı uzl̊um kvadratury. Poté
obě strany rovnosti vynásob́ıme vahou v(x) a zintegrujeme-li ji od a do b,
dostaneme

b∫

a

v(x)f(x)dx =
n∑

i=0

Hif(xi) +
1

(n + 1)!

b∫

a

v(x)pn+1(x)f (n+1)(ξ)dx,

kde ξ ∈ (a, b) je závislé na x a

Hi =

b∫

a

v(x)li(x)dx. (1.5)

Vzhledem k výskytu (n + 1)-ńı derivace v chybovém členu lze usuzovat,
že vzorec (1.5) bude přesný pro polynomy stupně nejvýše n. Algebraický
stupeň přesnosti tedy bude n, kde n je počet uzl̊u v intervalu [a, b].
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Kapitola 2

Newton - Cotesovy vzorce

2.1 Lichoběžńıkové pravidlo

Mezi jedny z nejpouž́ıvaněǰśıch vzorc̊u patř́ı lichoběžńıkové pravidlo. Je
to dvoubodový uzavřený vzorec. To znamená, že má pouze dva uzly a to
jsou krajńı body intervalu. Vzorec je tvaru

b∫

a

f(x)dx =
h

2
(f(a) + f(b))− h3

12
f ′′(ξ), (2.1)

kde ξ ∈ (a, b) je závislé na x a h = b − a. Posledńı výraz (2.1) plat́ı za
předpokladu, že f ∈ C(2)[a, b]. Tento výraz zároveň udává chybu vzorce.
Často se však lichoběžńıkové pravidlo se uvád́ı ve tvaru složeného vzorce,
kdy se funkce na jednotlivých intervalech spočte pomoćı dvoubodového vzorce
a výsledné hodnoty se sečtou

b∫

a

f(x)dx = h

n∑
i=0

′′f(a + ih) + En(f). (2.2)

Dvojitá čárka znamená, že prvńı a posledńı výraz v součtu se nav́ıc děĺı
dvěma. Veličina h je jako výše h = b−a

n
. Výraz En(f) dává chybu vzorce

En(f) = −nh3f ′′(ξ)
12

pro jisté ξ ∈ (a, b) závislé na x. (2.3)

Použit́ı tohoto pravidla neńı př́ılǐs složité. Lze ho snadno naprogramovat
(uvedeno v př́ıloze 1) a použ́ıt i na velmi jemné děleńı intervalu, přes který
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integrujeme. Jde o rychleǰśı zp̊usob než poč́ıtáńı na paṕı̌re, což je časově
nevýhodné. Naopak jedna z výhod lichoběžńıkového pravidla je možnost
výpočtu určitého integrálu přes nekonečný interval. Přesněji formulováno
v následuj́ıćı větě.

Věta 2.1.1 Necht’ f(x) je sudá funkce. Pak plat́ı

∞∫

−∞

exp(−x2)f(x)dx = T (h)− E(h),

kde

T (h) = h

(
f(0) + 2

∞∑
n=1

f(nh)exp(−n2h2)

)
.

Jestlǐze nav́ıc pro komplexńı funkce f plat́ı, že f(z) nemá mezi reálnou osou
a př́ımkami z = ±iπ/h žádné singularity, pak

E(h) = 2exp
(
− (π/h)2

) ∞∫

−∞

exp(−x2)f(x− iπ/h)

1− exp(−2πix/h− 2π2/h2)
dx.

Pro ilustraci metody jsou uvedeny př́ıklady:

Př́ıklad 1. Odvod’te vzorec lichoběžńıkového pravidla.

Odvozeńı provedeme pomoćı aproximace Lagrangeovými polynomy. Integrál
rozděĺıme následovně

b∫

a

f(x)dx =

x1∫

a=x0

f(x)dx +

x2∫

x1

f(x)dx · · ·+
xn=b∫

xn−1

f(x)dx.

Děleńı {xi}n
i=0 uvažujeme ekvidistantńı. Předpokládejme, že f ∈ C(2)[a, b].

Tento předpoklad je nutný, abychom mohli použ́ıt věty o zbytku Lagrangeo-
vých polynomů. V každém intervalu [xi, xi+1] aproximujeme funkci pomoćı
vzorce (1.4) pro n = 1:

xi+1∫

xi

f(x)dx =

xi+1∫

xi

L1(x)dx +

xi+1∫

xi

f ′′(ξi)

2!
p2(x)dx
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Nyńı oba integrály postupně uprav́ıme:

xi+1∫

xi

L1(x)dx =

[
(x− xi)

2

2(xi − xi+1)
f(xi) +

(x− xi+1)
2

2(xi+1 − xi)
f(xi+1)

]xi+1

x=xi

=
(xi+1 − xi)

2

[
f(xi+1) + f(xi)

]
.

Označme hi+1 = xi+1 − xi. Je zřejmé, že h = h1 = h2 = . . . = hn. Sečteńım
všech výraz̊u dostaneme:

b∫

a

f(x)dx =
h

2

[
f(x0) + 2f(x1) + · · ·+ 2f(xn−1) + f(xn)

]
.

Odtud plyne prvńı část vzorce (2.2). Zbývá odvodit chybový člen.

xi+1∫

xi

f ′′(ξi)

2!
p2(x)dx =

f ′′(ξi)

2

[
x3

3
− x2(xi + xi+1)

2
+ xxixi+1

]xi+1

x=xi

=
f ′′(ξi)

2

(xi − xi+1)
3

6
= −f ′′(ξi)(xi+1 − xi)

3

12
,

pro jisté ξi ∈ (xi, xi+1) závislé na x. Pro xi+1 − xi použijeme stejné značeńı
jako v předešlém př́ıpadě a dostaneme:

n−1∑
i=0

xi+1∫

xi

f ′′(ξi)

2!
p2(x)dx = −h3

12

[
f ′′(ξ0) + f ′′(ξ1) + · · ·+ f ′′(ξn−1)

]
.

Nyńı uvedeme Lagrangeovu větu, ze které odvod́ıme chybový člen.

Věta 2.1.2 Necht’ funkce g je definovaná na intervalu [a,b] a necht’ jsou
splněny následuj́ıćı podmı́nky:
(1) g je spojitá na intervalu [a,b],
(2) g(x) existuje pro všechna x ∈ (a, b).

Potom existuje ξ ∈ (a, b) tak, že g′(ξ) = g(b)−g(a)
b−a

.

Pro naš́ı potřebu zavedeme g(x) = f ′(x), g′(x) = f ′′(x). Z věty vyplývá

rovnost g′(ξ1)+g′(ξ2)
2

= g′(ξ) pro ξ1 ∈ (a, c), ξ2 ∈ (c, b), ξ ∈ (a, b)
a h = b− c = c− a takto:

g′(ξ1) + g′(ξ2)

2
=

1

2

[
g(c)− g(a)

c− a
+

g(b)− g(c)

b− c

]
=

g(b)− g(a)

2h
= g′(ξ),

10



pro ξ ∈ (a, b). Z rovnosti g′(x) = f ′′(x) plyne

f ′′(ξ0) + f ′′(ξ1) + · · ·+ f ′′(ξn−1) = nf ′′(ξ),

pro určité ξ ∈ (a, b) závislé na x. T́ımto dostáváme úplný vzorec (2.2).

Př́ıklad 2. Použijte lichoběžńıkové pravidlo s děleńım na 4 podintervaly
pro integrál

∫ 1.5

1
sin xdx a srovnejte s přesnou hodnotou.

Dosad́ıme do vzorce s h = 1.5−1
4

= 0.125

1.5∫

1

sin xdx = h

4∑
i=0

′′f(1 + ih) = 0.125

[
f(1)

2
+ f(1.125) + f(1.25) +

+ f(1.375) +
f(1.5)

2

]
= 0.4690

se zaokrouhleńım na 4 desetinná mı́sta. Přesná hodnota integrálu je
[− cos x]1.5

1 = 0.4696, tedy je vidět, že aproximace se bĺıž́ı přesnému řešeńı.
O konvergenci metody až později.

Př́ıklad 3. Spočtěte hodnotu integrálu I =
∫ 1

0
1/(1 + e1−2x)dx

s děleńım na 2 a 4 intervaly.

Dosad́ıme do (2.2) pro n = 2

I ' 1

2

[
1

2(1 + e)
+

1

2
+

1

2(1 + e−1)

]
=

1

2
,

pro n = 4

I ' 1

4

[
1

2(1 + e)
+

1

1 + e1/2
+

1

2
+

1

1 + e−1/2
+

1

2(1 + e−1)

]
=

1

2
.
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Přesná hodnota integrálu je však

I =

∫ 1

0

1/(1 + e1−2x)dx =
[1

2
ln(e2x − e)

]1

0
=

1

2
.

Tedy chyba je nulová. Totéž nastane při libovolném počtu děleńı intervalu.

Poznámka k př.3 Vlastnosti popsané v př́ıkladu 3 si povšiml Church-
house [1]. Ten také dokázal, že hodnota integrálu

I =

1∫

0

F (x)dx pro F (x) =
f(x)

f(x) + f(1− x)

se vždy rovná 1/2 a při použit́ı lichoběžńıkového pravidla dostaneme výsledek
s nulovou chybou.

2.2 Simpsonovo pravidlo

Zat́ımco v prvńım př́ıpadě šlo o aproximaci pomoćı lineárńı funkce,
Simpsonovo pravidlo už́ıvá funkci kvadratickou. Jde o tř́ıbodový vzorec.

b∫

a

f(x)dx =
h

3
(f(x0) + 4f(x1) + f(x2))− h5

90
f (4)(ξ) (2.4)

kde ξ ∈ (a, b), h = b−a
2

, x0 = a, x1 = a+h, x2 = b. Z posledńıho členu (2.4)
udávaj́ıćı chybu vzorce plyne, že vzorec plat́ı, jestliže f ∈ C(4)[a, b].
Simpsonovo pravidlo se použ́ıvá také sṕı̌se ve složeném vzorci. Pro ten je
však d̊uležité, aby interval, přes který se integruje, byl rozdělen na sudý
počet podinterval̊u:

b∫

a

f(x)dx =
h

3
[f1 + 4f2 + 2f3 + 4f4 + · · ·

+ 2fn−1 + 4fn + fn+1] + En(f), (2.5)

kde fi = f(xi), h = (b− a)/n a pro ξ ∈ (a, b) závislé na x dostáváme zbytek

En(f) = − 1

90
h4f (4)(ξ).

12



Př́ıklad 1. Pomoćı Simpsonova pravidla spočtěte hodnotu integrálu
I =

∫ 1.5

1
sin xdx s n = 4.

Dosazeńım do vzorce (2.5) s h = (1.5− 1)/4 = 1/8 źıskáme

I ' 1

24

[
sin

(
5

4

)
+ 4 sin

(
3

2

)
+ 2 sin

(
7

4

)
+ 4 sin(2) + sin

(
9

4

)]
= 0.4718

se zaokrouhleńım na 4 desetinná mı́sta.

(
I =

1.5∫

1

sin xdx = [− cos x]1.5
1

.
= 0.4700

)

2.3 Vı́cebodové vzorce

Podobným zp̊usobem jako předchoźı se daj́ı odvodit i v́ıcebodové vzorce.
Převážně se formuluj́ı ve složených vzorćıch. Pro přehled uvedeme pár ná-
sledných vzorc̊u.
Nejprve 4-bodové Simpsonovo 3/8 pravidlo:

b∫

a

f(x)dx =
3

8
h
(
f(x0) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)

)

− 3

80
h5f (4)(ξ), (2.6)

5ti-bodové Booleovo pravidlo:

b∫

a

f(x)dx =
2

45
h
(
7f(x0) + 32f(x1) + 12f(x2) + 32f(x3) + 7f(x4)

)

− 8

945
h7f (4)(ξ), (2.7)

kde v obou př́ıpadech posledńı člen ve výrazu udává chybu vzorce
a ξ ∈ (a, b) záviśı na x.
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2.4 Euler - Maclaurinova formule

Tato formulace vycháźı z lichoběžńıkového pravidla.

b∫

a

f(x)dx = h

n∑
r=0

′′f(xr)−
m∑

k=1

B2k

(2k)!
h2k

(
f (2k−1)(b)− f (2k−1)(a)

)

+ Em(f) (2.8)

s xr = a + rh, h = b−a
n

a zbytkem

Em(f) = −nh2m+3B2m+2

(2m + 2)!
f 2m+2(ξ), kde ξ ∈ (a, b).

Výrazy Bp označuj́ı Bernoulliho č́ısla, definovaná vzorcem

Bn = 4n

∞∫

0

f (2n−1)(t)

e2πt − 1
dt,

nebo pomoćı Bernoulliho polynomů

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn(x)
1

n!
, kde pak Bn = Bn(0).

Důkaz Euler - Maclaurinovy formule lze nalézt např. v [2]. Dále si všimněme,
že prvńı součet na pravé straně (2.8) je př́ımo lichoběžńıkové pravidlo. Lze
tedy předpokládat, že E.- M. vzorec dává větš́ı přesnost výpočtu.

Př́ıklad 1. Spočtěte hodnotu integrálu I =
∫ 1

−1
e−xdx pro n = 4,

m = 2.
Dosad́ıme do vzorce (2.8) s h = 1/2:

1

2
(e−1 + e−1/2 + 1 + e1/2 + e)−

[
B2

2!

(
1

2

)2

+
B4

4!

(
1

2

)4]
,

kde B2 = 1/6 a B4 = −1/30. Vyjde nám I = 3.14995
.
= 3.15.
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2.5 Rombergova metoda

Romberg [3] odvodil metodu aproximace integrálu s rostoućım řádem
přesnosti. Jedná se o jakési zobecněńı lichoběžńıkového pravidla. Metoda
využ́ıvá lichoběžńıkového pravidla (2.2) s děleńım na 1, 2, 4, 8 . . . , 2k podin-
terval̊u. Rombergova metoda vycháźı z lichoběžńıkového pravidla následuj́ıćı
extrapolaćı zvané též T-schéma :

T0,0

T1,0 T1,1

T2,0 T2,1 T2,2

T3,0 T3,1 T3,2 T3,3
...

Prvek Tk,0 udává hodnotu (2.2) pravidla s použit́ım 2k podinterval̊u a zbý-
vaj́ıćı prvky vycháźı ze vztahu, který bude odvozen ńıže:

Tk+1,i+1 = (4i+1Tk+1,i − Tk,i)/(4
i+1 − 1). (2.9)

Vzhledem k použit́ı lichoběžńıkového pravidla v prvńım přibĺıžeńı T-sché-
matu a explicitńımu vzorci (2.9) můžeme tuto situaci naprogramovat (uve-
deno v př́ıloze 2). Za programovaćı jazyk jsem zvolil Borland Pascal. Struk-
tura zdrojového kódu je př́ımočará. Ve výsledné matici nejdř́ıve pomoćı li-
choběžńıkového pravidla spočteme hodnoty v prvńım sloupci T-schématu.
Hodnoty v daľśıch sloupćıch už se poč́ıtaj́ı pomoćı vzorce (2.9) a hodnot
prvńıho sloupce. Jako výslednou hodnotu program zobraźı člen matice
s koeficienty T[n,n], které udávaj́ı námi zadanou velikost matice.

Věta 2.5.1 Necht’ funkce f má všechny derivace z (2.2) v intervalu [-1,1].
Potom lichoběžńıkové pravidlo (2.2) m̊uže být vyjádřeno ve tvaru

1∫

−1

f(x)dx = h

n∑
i=0

′′f(xi) +
∞∑

j=1

tjh
2j,

kde xi = −1 + ih, h = 2
n

a koeficienty tj zaviśı pouze na funkci f .

Odvozeńı Rombergovy metody je založeno na předešlé větě, jej́ıž d̊ukaz
můžeme nalézt v [4], a použit́ı indukce podle indexu i pro členy Tk,i. Necht’
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š́ı̌rka každého podintervalu lichoběžńıkového pravidla (2.2) je hk = 21−k,
čili předpokládáme 2k podinterval̊u v (2.2). Potom z věty (2.5.1) dostáváme

I = Tk,0 + t1h
2
k + t2h

4
k + · · · . (2.10)

Jestliže zdvojnásob́ıme počet podinterval̊u ve vzorci (2.2) dostaneme

I = Tk+1,0 +
1

4
t1h

2
k +

1

16
t2h

4
k + · · · . (2.11)

Nyńı pomoćı obou rovnic provedeme eliminaci koeficientu t1.

I =
1

3
(4Tk+1,0 − Tk,0)− 1

4
t2h

4
k + · · · .

Výraz 1
3
(4Tk+1,0−Tk,0) je prvńı přibĺıžeńı Rombergovy metody, v T-schématu

označeno symbolem Tk+1,1. Daľśım opakováńım tohoto postupu s výrazem
I = Tk+1,1 + r2h

4
k źıskáme vztah (2.9).

Při zvyšováńı počtu podinterval̊u v lichoběžńıkovém pravidle se bude zmen-
šovat chyba vzorce, tud́ıž bude konvergovat k přesné hodnotě integrálu.
Chyba vzorce (2.2)

En(f) = −nh3f ′′(ξ)
12

=
(b− a)3f ′′(ξ)

12n2

konverguje k nule pro n →∞ a pro |f ′′(ξ)| 6 M < ∞. Tuto situaci ilustruje
posloupnost {Tk,0}∞k=0. Rychlost konvergence je řádu O(n2).

Věta 2.5.2 Necht’ I je přesná hodnota integrálu
∫ 1

0
f(x)dx a Tk,i je člen

Rombergova T-schématu. Potom má vzorec Tk,i chybu

I − Tk,i = (−1)i+1 1

(2i + 2)!

1

4(i+1)k

1

2i(i+1)
B2i+2f

(2i+2)(ξ),

kde ξ ∈ (0, 1) a výraz Bj označuje Bernoulliho č́ısla.

Z této věty vyplývá konvergence nejen pro posloupnost {Tk,0}∞k=0, ale pro
každou posloupnost {Tk,i}∞k=0 ∀i = 0, 1, . . . , k. Vybraná posloupnost
{Tk,k}∞k=0 má tedy nejrychleǰśı konvergenci. V tom také spoč́ıvá hlavńı výhoda
Rombergovy metody - značné urychleńı konvergence k přesnému řešeńı úlohy.
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Př́ıklad 1. Spočtěte integrál I =
∫ 1

−1
1/(3 + x)dx pomoćı Rombergovy

metody pro n = 1, 2, 4, 8, 16.
Nejprve spočteme výrazy Tk,0 pro k = 0, 1, 2, 3, 4 pomoćı vzorce (2.2)
a dostaneme prvńı sloupec T-schématu

T0,0 = 0.750000

T1,0 = 0.708333

T2,0 = 0.697024

T3,0 = 0.694120

T4,0 = 0.693391

Dále ze vztahu (2.9) spočteme hodnoty Tk,1 pro k = 1, . . . , 4.

T1,1 = 0.694444

T2,1 = 0.693254

T3,1 = 0.693155

T4,1 = 0.693148

Posledńı hodnoty jsou řazeny stejně jako v uvedeném T-schématu :

T2,2 = 0.693175
T3,2 = 0.693148 T3,3 = 0.693148
T4,2 = 0.693148 T4,3 = 0.693147 T4,4 = 0.693147.

Přesná hodnota I = ln 2 = 0.693147. At’ již bereme za výsledek metody
posloupnost {Tk,k}4

k=0 nebo jen člen T4,4 je zřejmé, že metoda k řešeńı kon-
verguje. Vzhledem k tomu, že veškeré hodnoty ve výpočtu jsou zaokrouhleny
na 6 desetinných mı́st, je řešeńı uvedeno s touto chybou.
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Kapitola 3

Konvergence

3.1 Obecně

Důležitá vlastnost pro každou iteračńı metodu je jej́ı přibĺıžeńı k přesné-
mu řešeńı. V této kapitole se zaměř́ıme právě na otázku konvergence Newton
- Cotesovy kvadratury. Nejdř́ıve uvedeme Banach - Steinhausovu větu o kon-
vergenci operátor̊u. Tuto větu použijeme v d̊ukazu věty o divergenci Newton
- Cotesovy metody.

Věta 3.1.1 (Banach - Steinhaus) Necht’ Tn je posloupnost spojitých line-
árńıch operátor̊u zobrazuj́ıćı Banach̊uv prostor R1 do Banachova prostoru
R2. Pak Tn konverguje k lineárńımu operátoru T právě tehdy, pokud plat́ı
následuj́ıćı podmı́nky:
(1) existuje takové K, že plat́ı ‖Tn‖ < K pro všechna n,
(2) Tnf → Tf pro každou funkci f ∈ X ⊂ R1, X je hustá v R1.

Následuj́ıćı věta se zabývá pouze konvergenćı funkćı f ∈ C[−1, 1]. Každý
integrál přes interval [a, b] lze však vhodnou transformaćı převést na integrál
přes [−1, 1] z funkce spojité na tomto intervalu.

Věta 3.1.2 Newton - Cotesova kvadratura nekonverguje pro každou funkci
f ∈ C[−1, 1].

Důkaz Prvńı podmı́nka Banach - Steinhausovy věty neńı splněna. Přesto je
možné zkonstruovat spojitou funkci f , pro kterou Qnf konverguje. Předpo-
kládejme tedy, že Qnf konverguje, ačkoliv ‖Qn‖ 66 C pro všechna n. Zvolme
spojité funkce tak, že

Qnfn = ‖Qn‖ a |fn(x)| 6 1

18



Protože ‖Qn‖ neńı omezená, existuje posloupnost nk ∈ N taková, že

‖Qnk
‖ 6 k!k →∞ pro k →∞,

což je ve sporu s konvergenćı podle Banach - Steinhausovy věty. Nyńı stač́ı
dokázat, že ‖Qn‖ neńı omezená a d̊ukaz je hotov. K tomu použijeme asymp-
totický rozvoj vah Ai, které uvedl Ouspenski [2]:

An =
2

n(ln n)2
(1 + sn), kde sn → 0 pro n →∞

a

Ak = − 2

n(ln n)2

(
n− 1

k − 1

)[
(−1)k−1

k − 1
+

(−1)n−k

n− k

]
(1 + tn)

s tn → 0 pro n →∞ pro k = n−1. Součtem absolutńıch hodnot
dostáváme odhad

‖Qn‖ =
n∑

k=1

|Ak| > 2

n(ln n)2

[
2 +

n−1∑

k=2

(
n− 1

k − 1

)∣∣∣∣
(−1)k−1

k − 1
+

(−1)n−k

n− k

∣∣∣∣
]
bn,

kde bn ≡ min
{∣∣∣1 − |sn|

∣∣∣,
∣∣∣1 − |tn|

∣∣∣
}

6 1 a bn → 1 pro n → ∞. Zároveň

předpokládáme, že n je dostatečně velké tak, aby bn > 0. Necht’

a
(n)
k ≡

∣∣∣∣
(−1)k−1

k − 1
+

(−1)n−k

n− k

∣∣∣∣ =
1

(k − 1)(n− k)
|(n−k)(−1)k−1+(k−1)(−1)n−k|.

Povšimněme si, že posloupnost a
(n)
k monotónně klesá pro k 6 [n/2]. Dosad́ı-

me-li za n = 2N + 1 > 2, dostaneme

a
(n)
k =

1

(k − 1)(2N + 1− k)
|(2N + 1− k)(−1)k−1 + (k − 1)(−1)k−1|

=
2N

(k − 1)(2N + 1− k)

=
n− 1

(k − 1)(n− k)
> 1

(n− 2)2
, k = n− 1.

Zat́ımco pro n = 2N máme

a
(n)
k =

1

(k − 1)(2N − k)
|(2N − k)(−1)k−1 + (k − 1)(−1)k|

=
|2N − 2k + 1|

(k − 1)(2N − k)

=
|n− 2k + 1|

(k − 1)(n− k)
> 1

(n− 2)2
, k = 2(1)n− 1.
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Z předchoźıho vyplývá

n∑

k=1

Ak =
2

n(ln n)2

[
2 +

n−1∑

k=2

(
n− 1

k − 1

)
1

(n− 2)2

]
bn

=
2

n(ln n)2

[
2 +

2n−1 − 2

(n− 2)2

]
bn

> 2n − 4

n(n− 2)2(ln n)2
bn =

2n

n(n− 2)2(ln n)2
bn,

kde bn ≡ bn(1 − 22−n) 6 1, tedy bn → 1 pro n → ∞. Tedy pro Newton
- Cotesovu metodu ‖Qn‖ =

∑ |Ak| neńı omezená a nemůže být zaručena
konvergence pro každou funkci f ∈ C[−1, 1]. ¤

3.2 Speciálně

Věta z předchoźı části byla o divergenci kvadratury. Daľśı věta je
o konvergenci, ale již na funkce klade větš́ı požadavky. Dále si všimněme
směru implikace. Věta totiž nic neř́ıká o konvergenci metody pro funkce,

které danou podmı́nku nesplňuj́ı. Např́ıklad funkce f(x) = 1
x3 e

− 1
x2 neńı

holomorfńı v nule (podrobněji v př́ıkladu), ale jej́ı integrál vyč́ıslený po-
moćı lichoběžńıkového pravidla přesto konverguje k přesnému řešeńı.

Př́ıklad Funkce f(x) = 1
x3 e

− 1
x2 neńı definována v nule. Z limity plyne,

že v nule má odstranitelnou izolovanou singularitu

lim
x→0

f(x) = 0.

Funkce f(x) je holomorfńı jen v prstencovém okoĺı nuly, ale ne v nule. Určitý
integrál lze spoč́ıtat př́ımo z primitivńı funkce:

2∫

−1

e−
1

x2

x3
dx =

[e−
1

x2

2

]2

x=−1
= 0.20546.

Určitý integrál poč́ıtaný pomoćı lichoběžńıkového pravidla s děleńım na 100
podinterval̊u je I = 0.20548. Tedy hodnota opravdu konverguje k přesnému
řešeńı, přestože neńı holomorfńı v okoĺı nuly.
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Věta 3.2.1 Newton - Cotesova kvadratura konverguje pro funkce f(z), které
jsou holomorfńı v kruhu komplexńı roviny o poloměru alespoň 2.

Důkaz Použijeme větu o zbytku rozvoje [5] pro funkce holomorfńı na množině
|z| < R. Odtud plyne

‖En‖ =
∞∑

k=n(2)

ε2k

( 1∫

−1

xkdx−
n∑

i=1

Aix
k
i

)2

, ε =
1

R
< 1, n sudé

Jestliže n je liché, potom k = n + 1(2)∞. Nyńı omeźıme ‖En‖ takto,

‖En‖ =
∞∑

k=n(2)

[(
2εk

k + 1

)2

− 4

k + 1

n∑
i=1

Ai(ε
2xi)

k +
n∑

i=1

n∑
j=1

AiAjε
2kxk

i x
k
j

]

<

∞∑

k=n(2)

(
2εk

k + 1

)2

+
4ε2nan

n

n∑
i=1

1

1− ε2xi

+ ε2na2
n

n∑
i=1

n∑
j=1

1

1− ε2xixj

< 4ε2n

∞∑

k=n(2)

(
1

k + 1

)2

+
4ε2nan

1− ε2
+

n2ε2na2
n

1− ε2
,

kde an ≡
∑n

i=1 |Ai|. Dále v́ıme, že 1
k+1

< 1
n
, xi 6 1 a

n∑
i=1

1

1− ε2xi

<
n

1− ε2
,

n∑
i=1

n∑
j=1

1

1− ε2xixj

<
n2

1− ε2
.

Tedy ‖En‖ < ε2n

1−ε2

[
4
∑∞

k=n

(
1

k+1

)2

+4an +n2a2
n

]
, kde součet uvnitř závorky

jde k nule pro n →∞. Pro konvergenci jsou tedy d̊uležité výrazy n2ε2na2
n ,

an. Dostáváme, nεnan
εn2n

(ln n)2
→ 0 pro n → ∞ jestliže ε 6 1/2, což znamená

konvergenci jestliže R > 2. ¤

3.3 Trocha z historie

Newton - Cotesova kvadratura je jedna ze starš́ıch kvadraturńıch metod.
Otázkou konvergence této metody se mezi prvńımi zabýval Stieltjes ve své
korespondenci s Hermitem. Ouspenski [6] v roce 1925 odvodil asymptotické
vyjádřeńı pro váhové funkce a z chováńı ‖Qn‖ vyvodil, že tato kvadratura
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neńı vhodná metoda pro praktické využit́ı. V pozděǰśıch letech Kusmin [7]
dokázal, že kvadratura nekoverguje pro každou funkci f ∈ C0[−1, 1] a násled-
ně, roku 1933, Polya [8] ukázal, že kvadratura neńı konvergentńı pro každou
holomorfńı funkci. Jako př́ıklad si vzal funkci

g(z) = −
∞∑

k=4

ak! sin k![(z + 1)/2]

cos π[(z + 1)/2]
,

1

2
< a < 1,

kde g(z) je holomorfńı v pásu | Im(z) |< 2
π

log 2. Následně se podařilo
Davisovi dokázat, že Newton - Cotesova metoda konverguje alespoň pro
všechny funkce f ∈ Eρ pro ρ > 4 ; pro ρ = 4 je Eρ taková elipsa, že g(z) /∈ Eρ.
Nicméně prudký r̊ust ‖Qn‖ omezuje použitelnost a kv̊uli zaokrouhlovaćım
chybám v f(xi) může být nepřesná i pro malé h, kde h určuje délku jed-
notlivých podinterval̊u.
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Kapitola 4

Př́ıloha

Př́ıloha 1

program Lichobeznik;

var a,b,h,x,y,suma:real;

n,i:integer;

function fce(x:real):real;

begin

fce:=1/(3+x); {zde je přı́mo zadaná funkce z přı́kladu 1}

end;

BEGIN

writeln(’Zadejte meze integrálu a počet podintervalů’)

read(a,b,n);

suma:=0;

h:=(b-a)/n;

for i:=0 to n do;

begin

x:=a+i*h;

y:=fce(x);

if (i=0) or (i=n) then y:=y/2;

suma:=suma+y;

end;

suma:=h*suma;

writeln(’Výsledek je’,suma:10:10);

END.
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Př́ıloha 2

program Romberg;

const max=50;

type matice=array [0..max,0..max] of real;

var T:matice;

ctyri:longint;

i,k,n:integer;

a,b:real;

procedure Tisk(C:matice;radky,sloupce:integer);

var i,j:integer;

begin

for i:=0 to radky do;

begin;

for j:=0 to sloupce do write(C[i,j]:5:6,’ , ’);

writeln;

end;

end;

function licho(k:integer):real;

var suma,x,y,h:real;

j,ka:integer;

function fce(x:real):real;

begin;

fce:=1/(3+x);

end;

begin

suma:=0;

ka:=1;

if k<>0 then for j:=1 to k do ka:=ka*2;

h:=(b-a)/ka;

for j:=0 to ka do;

begin

x:=a+j*h;

y:=fce(x);

if (j=0) or (j=ka) then y:=y/2;

suma:=suma+y;
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end;

suma:=h*suma;

licho:=suma;

end;

BEGIN

writeln(’Zadejte meze integrálu a počet iteracı́:’);

read(a,b,n);

ctyri:=1;

for i:=0 to n do;

for k:=0 to n do T[k,i]:=0;

for k:=0 to n do T[k,0]:=licho(k);

for i:=0 to (n-1) do;

begin

ctyri:=ctyri*4;

for k:=i to (n-1) do

T[k+1,i+1]:=(ctyri*T[k+1,i]-T[k,i])/(ctyri-1);

end;

writeln(’Výsledek je:’,T[n,n]);

END.
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