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Kapitola 1

Uvod

Algoritmy pro Feseni soustav linearnich rovnic lze v zasadé rozdélit do dvou
skupin podle toho, zda poskytuji pouze priblizné feseni nebo presné reseni.

Algoritmy pro nalezeni ptiblizného feseni jsou pfedmétem numerické ma-
tematiky a v této praci se jimi nebudeme zabyvat. Oproti algoritmtiim po-
skytujici presné feSeni, jez jsou predmétem této prace, jsou obvykle daleko
rychlejsi, avsak praveé z divodu chyby jsou pro nékteré typy tloh nepouzi-
telné.

Budeme pracovat se soustavami, jejichz koeficienty jsou z oboru celych
¢isel nebo z oboru polynomit s celo¢iselnymi koeficienty. Ackoliv je mozné
provést vypocty v podilovych télesech téchto obori, lze postupovat efektiv-
néji. Cilem bude odvodit metodu bezzlomkové Gaussovy eliminace, ktera
se po svém autorovi nazyva nékdy v literatufe jako Bareisstiv algoritmus, a
modularni algoritmus, jez vyuziva zrychleni vypoctt s prvky v modularni
reprezentaci.

1.1 Zakladni pojmy

Nyni v kratkosti zopakujme zakladni pojmy z linearni algebry, které pro nas
budou klicové.



Definice 1.1 Soustavou m linearnich rovnic o n nezndmych nad télesem T'
rozumime soustavu tvaru

anry + apry + ...+ apr, = by,
a91T1 + 9299 + ... + Aon Ly = bg,
Am1T1  + Qoo + ...+ QpaTn = by,
kde a;j, bij, i =1, ..., m, j =1, ..., n jsou nejaké prvky télesa T'. Vektor
(x1,22,...,x,) takovy, Ze jeho dosazenim do soustavy je splnéno vsech m
rovnosti, se nazyvd teseni soustavy. Matice A = (a;;) typu (m,n) se nazyvd
matice soustavy. Vektorb = (by, by, ..., by)T je sloupec pravijch stran. Matice
aii, a2, ..., Qip bl
a1, A2, ..., Q2 ba
Am1, Am2, ---, Omn bm

typu (m,n + 1) se nazyvd rozsitend matice soustavy.

Pozorovani 1.2 PouZijeme-li znaceni z predchozi definice: A = (a;;), v =
(r1, T2, ..., 20)T, b = (by, by, ..., b,)T, lze soustavu prepsat do maticového
tvaru

Ar=1b

Definice 1.3 Nenulovd matice A typu (m,n) nad télesem T se nazyvd Gaus-
sova, jestlize existuji indexy 1 < i1 < ig < ... < iy < n tak, Ze ay;; # 0,
asi, 0, ..., agi, # 0 a aj; = 0, jestlize bud k < j < m, nebo j < k a
zdroven i < ;.

Véta 1.4 KazZdou nenulovou matici lze konecnym poctem elementdrnich
transformaci na radky matice prevést na Gaussovu matici.

Reseni soustavy linearnich rovnic ziskdme tak, Ze rozsifenou matici sou-
stavy transformujeme na Gaussovu matici, coz diky pfedchozi vété lze pro-
vést vzdy.

V této praci budeme predpokladat, ze prvky vstupni matice jsou z R,
kde R je n&jaky obor integrity, napf. Z nebo Z[z|. V principu lze pracovat v
podilovém télese (), ale je to neefektivni. Nasim cilem bude vyvinout metody,
kde se vétsina vypocti odehrava v R.



Kapitola 2

(GGaussova eliminac¢nl metoda

Uvazme soustavu linedrnich rovnic nad oborem integrity R zapsanou ve
tvaru

Az = b, (2.1)

kde A je matice typu (m,n), = (v1,22,...,2,)" a b = (b1,ba,...,by)7".
Rozsifenou matici soustavy oznaéme A®. Na matici A© aplikujeme sérii
transformaci

A AM

tak, aby vysledna matice soustavy byla Gaussova matice.

2.1 Klasicka Gaussova metoda

Algoritmus popiseme v uplné obecnosti bez dodateénych predpokladi jako
je ¢tvercovost ¢i regularnost matice soustavy.

Algoritmus 2.1 (GO)
Méjme tedy rozsifenou matici soustavy A = (a;;) typu (m,n + 1).

0. V inicializa¢ni fazi nastavime pomocné proménné v = 1, v = 1, prvek
Gy je vedoucim prvkem.

1. Je-liu < m av <n+ 1, pokracujeme déle, v opac¢ném pripadé jsme
hotovi a ukonc¢ime algoritmus.

2. Je-li a,, = 0, hledame takové i > u, aby a;, # 0. Jestlize takové 7
existuje prohodime radky u a 7.



3. Je-li nyni a,, # 0, pak od i-tych fadka, i = u + 1,...,m odeCteme
Ay [ Gy nésobek u-tého Fadku a nakonec zvysime u o 1.

4. Zvysime v o 1 a prejdeme na krok 1.

Pozorovani 2.2 Vyse popsany algoritmus prevede v konecném poctu kroki
pomoci elementdrnich radkovych transformact libovolnou nenulovou matict
na Gaussovu matici.

Princip algoritmu je jasny, staci se podivat, co se déje s v-tym sloupcem v
kroku 3.

Ay

Ay — auv:aiv_aiyzo,Z':U/‘i‘].,...,m
a’UﬂJ
Postupné dojde v kazdém sloupci k vynulovani vSech prvki lezicich pod

vedoucim prvkem a tim se matice prevede na Gausstv tvar dle definice 1.3.

Priklad 2.3 Ukazme si, jak vypadaji jednotlivé kroky algoritmu na jedno-
duchém prikladé soustavy 4 rovnic o 4 neznamych.

5 2 -2 1 -2
-3 7 4 -1 2
0) —
A 19 -2 2 4
46 4 -3 2
5 2 -2 1 -2
Am_ | 0 45 145 —2/5 4/5
~ | 0 43/5 —8/5  9/5 22/5
0 22/5 28/5 —19/5 18/5
5 2 —2 1 —2
@ _ | 0 4175 14/5  —2/5  4/5
“l 0 0 —186/41  91/41 146/41
0 0 168/41 —147/41 130/41
5 0 2 —2 1 )
A _ | 0 415 14/5  —2/5  4/5
10 0 —186/41 91/41 146/41
0 0 0 —49/31 198/31



Jestlize obor R neni téleso, je nevyhnutelné pracovat s jeho podilovym té-
lesem. V nasem piipadé soustav s celo¢iselnymi koeficienty vede tento postup
na pocitani se zlomky, coz se negativné projevi na dobé vypoctu. Pokroci-
lejsi metody umoznuji provadét vétsinu vypocti v oboru celych cisel a tim
snizit ¢asovou naroc¢nost.

2.2 Gaussova metoda bez déleni

Jednoduchou tipravou predchoziho algoritmu mtzeme docilit toho, Ze se zba-
vime nepiijemného déleni v tfetim kroku.

Algoritmus 2.4 (GDF)

0. V inicializa¢ni fazi nastavime pomocné proménné v = 1, v = 1, prvek
Gy je vedoucim prvkem.

1. Je-liu < m av <n+ 1, pokracujeme déle, v opacném pripadé jsme
hotovi a ukonc¢ime algoritmus.

2. Je-li a,, = 0, hledame takové i > u, aby a;, # 0. Jestlize takové 7
existuje prohodime tadky u a .

3. Je-li nyni a,, # 0, pak kazdy fadek ¢ = u + 1,...,m vynasobime a,,
a odecteme od ného a;, nasobek radku u. Nakonec zvysime u o 1.

4. Zvysime v o 1 a prejdeme na krok 1.

Priklad 2.5 Ukazme si jak vypadaji jednotlivé kroky algoritmu na prikladé.

5 2 =2 1 -2
-3 7 4 -1 2
©0) —

4 19 -2 2 4
4 6 4 -3 2

5 2 =2 1 -2

A0 — 0 41 14 -2 4
0 43 -8 9 22

0 22 28 —-19 18



5 2 =2 1 -2
qo_ |04 14 2 4
0 0 —930 455 730
0 0 840 —735 650
5 2 =2 1 —2
am_ |04 4 —2 4
0 0 —930 455 730
0 0 0 301350 —1217700

Jiz. z prikladu je patrné, ze nevyhodou této metody je velky rust délky
koeficient. Ackoliv je tato metoda pro vétsi soustavy nepouzitelnd, lze z ni
vychazet a vylepsit ji.

2.3 Bezzlomkova Gaussova metoda
Vezméme matici A® a aplikujme na ni nékolik krokt algoritmu GDF. Pro

zjednoduseni oznaéme fadky matice @ = (a1,...,am), b = (b1,...,bm), ...
Predpokladejme, Ze a; # 0 a (a1bs — agby) # 0.

a

b
A0) — c

a

all_) —bia

AW = aiC — Cc1a
a

A(2) _ alb - bla

(CleQ — blag)(alé — Clc_L) — (a102 — Clag)(all_) — blc_l,)
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Tieti fadek matice A?® déle upravime.

(albg — b1a2)(a15 — Cl(_l) — (a102 — clag)(all_) — blC_L) =

a%bgé — albgcl(_z — alagblé + Cllech_L — CﬁCQb + CL1b1C2(_Z + alagclb - aleclc_L =

al((blcg — bgCl)EL + (CLQCl — alcg)l_) + (a1b2 - agbl)é)

Jak je vidét, tfeti Fadek matice A® je délitelny prvkem a;. Stejné tak jsou
a délitelné i vSechny nasledujici radky. Analogicky vztah plati pro vSechny
matice A®. Tim dostévame algoritmus bezzlomkové Gaussovy eliminace.

Algoritmus 2.6 (GFF)

0.

4.

V inicializa¢ni fazi nastavime pomocné proménné u = 1, v = 1, prvek
Gy je vedoucim prvkem. Déle potfebujeme pomocné proménné r = 0,
s = 0, prvkem a,, budeme délit. Pro tyto tcely dodefinujme agy = 1.

. Je-li u <m av < n+1, pokracujeme dale, v opacném pripadé jsme

hotovi a ukonc¢ime algoritmus.

. Je-li ay, = 0, hledame takové i > u, aby a;, # 0. Jestlize takové i

existuje, prohodime fadky u a 1.

Je-li nyni a,, # 0, pak kazdy fadek i = v + 1,...,m vynasobime
Gy, 0decteme od ného a;, nasobek fadku u a vydélime prvkem a,..
Nakonec polozime r = u, s = v a zvysime u o 1.

Zvysime v o 1 a pfejdeme na krok 1.

Priklad 2.7 Algoritmus aplikujeme na prikladé.

A0 —

5 2 =2 1 =2
-3 7 4 -1 2
19 -2 2 4
4 6 4 -3 2

2 -2 1 -2
41 14 -2 4
43 -8 9 22
22 28 —-19 18

S O O L

11



5 2 =2 1 -2
qo_ |04 14 2 4
0 0 —18 91 146
0 0 168 —147 130
5 2 -2 1 -2
am_ |04 1 2 4
0 0 —18 91 146
0 0 0 294 —1188

Tato metoda spliuje nase pozadavky, vypocty se provadi celociselné a
rist délky koeficientti je piijatelny.

Dalsi zptisob zrychleni algoritmu spociva ve spojeni dvou kroki GFF v
jeden. Pro ucely této prace oznac¢me vylepseny GFF algoritmus jako GF2.

Algoritmus 2.8 (GF2)

0. V inicializa¢ni fazi nastavime pomocné proménné v = 1, v = 1, prvek
ay, je vedoucim prvkem. Déale potfebujeme pomocné proménné r = 0,
s = 0, prvkem a,, budeme délit. Pro tyto ucely dodefinujme agy = 1.

1. Je-liu < m av <n+ 1, pokracujeme déle, v opacném pripadé jsme
hotovi a ukonc¢ime algoritmus.

2. Je-li ay, = 0, hledame takové i > u, aby a;, # 0. Jestlize takové ¢
existuje, prohodime tfadky u a .

3. Je-li nyni a,, # 0, pak hleddme fadek i > u takovy, aby a; 4104, —
iy i1 7 0. Neexistuje-li, pak kazdy radek ¢ = w4+ 1,...,m vyna-
sobime a,,,, ode¢teme od ného a;, nasobek fadku u, vydélime prvkem
a,s a polozime r = u, s = v a zvysime u o 1, stejné jako v pripadé

GFF.

Pokud takové ¢ nalezneme, prohodime -ty a v + 1 fadek a spocitame:

2 = (auvau+1,v+1 - au+1,vau,v+1)/a7"s

Nésledné pro kazdé k = u + 2, ..., m spocitame:
Zy = (aqul,vak,erl - au+1,v+1ak,v)/ars
3 = (au,erlak,v - au,vak,v+1>/ars
24 = (21015 + 2204 + 230y115)/rs

12



Nakonec do ay; uloZzime hodnotu z4, vypocitame v + 1 fadek podle
GFF schematu, nastavime r =u+1, s =v+ 1, u a v zvySime o 2 a
prejdeme na krok 1

4. Zvysime v o 1 a prejdeme na krok 1.

2.4 Modularni algoritmus

Bezzlomkova Gaussova eliminace je metodou, ktera vylepsuje klasickou Gaus-
sovu eliminaci tim, Ze vétsi ¢ast vypoctld probihd v oboru R bez nutnosti
prechazet k podilovému télesu ). Konkrétné v pripadé oboru integrity celych
¢isel to znamena, ze se vyhneme pocitani se zlomky. Modularni algoritmus
pristupuje k problému odlisné. Prvky matice nahradi jejich modularni repre-
zentaci a v této reprezentaci se provadi vSechny vypocty. Vysledek je poté
preveden z modularni reprezentace zpét. Pro obor celych ¢isel je vhodnou
modulérni reprezentaci konecné téleso Z,, pro nékteré jiné obory nemusi ani
zadna vhodna reprezentace existovat, coz zuzuje moznost pouziti modularni
metody oproti univerzalnosti Gaussovy elimina¢ni metody.

Mame-li soustavu s celoc¢iselnymi koeficienty, lze ocekavat, ze koeficienty
feseni budou lezet v QQ, coz ndm znemoznuje pouzit modularni reprezentaci.
Ma-li soustava pravé jedno feseni, lze jej vyjadrit jako podil determinanti.
7 toho duvodu funguje modularni algoritmus pouze pro ¢tvercové soustavy
s regularni matici. Nez pfistoupime k popisu modularniho algoritmu pro
feseni soustav linedrnich rovnic, pottebujeme nékolik vét.

Véta 2.9 (Cramerovo pravidlo) Méjme soustavu linedrnich rovnic tvaru
Az = b, kde A = (ai;) je reguldrni ¢tvercovd matice stupné n a vektor b =

(b1, ba, ..., b,)T je sloupec pravijch stran. Oznacme A; matici, kterd vanikne z
detAj

matice A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b, a ddle oznacme x; = -,

j=1,2,...,n. Potom (x1,%s,...,T,) je feSenim soustavy.

Véta 2.10 (Cinska véta o zbytcich) Nechf mi,mo, ..., m, jsou po dvou ne-
soudélna cisla, N = mq..... my. Pak pro kaZdé uq,us,...u, existuje prdvée
jedno 0 < x < N, Ze pro vSechna i = 1,2,...n plati = u; (mod m;).

Diikaz. Staci nalézt ay, as, . . . a, spliujici kongruence a; = 1 (mod m;) a a; =

0 (mod m;) pro j # 4. Polozime-li z = > | u;a; (mod N), ziskdme hledané
feSeni. Oznacime-li M; = [] i T pak z predpokladu véty plyne, ze m; a
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M; jsou nesoudélnd. Pomoci rozsiteného Euklidova algoritmu najdeme s; a
t; takova, ze s;m; +t;M; = 1. Snadno nahlédneme, Ze a; = 1 —s;m; (mod N)
ma pozadovanou vlastnost.

Necht ¢isla z; a x5 spliuji soustavu kongruenci z; = u; (mod m;), pro
j=12ai=1,...n. Bez ijmy na obecnosti lze predpokladat, ze 0 < z; <
xe < N. Odectenim rovnic dostavame zo—x1 = 0 (mod m;) proi = 1,...,n,
odkud diky nesoudélnosti ¢isel m; plyne x5 — ;7 = 0 (mod N). Protoze je
0 <x9—x1 < N, musi byt x5 —x1 = 0 a tedy 1 = x5. Tim je jednoznacnost
dokéazana.

Tyto véty nyni vyuzijeme ke konstrukci modularniho algoritmu. Méjme
soustavu n lineadrnich rovnic o n neznamych ve tvaru

Az =b.

Predpokladejme navic, ze A je regularni matice. Podle véty 2.9 plati, ze
soustava mé pravé jedno feSeni (x1, s, ...,z,), kde x; je rovno podilu de-
terminantt prislusnych matic A4;, A.

Ozna¢me A* = (a;;) rozsifenou matici soustavy a pro zvolené prvoéislo p
definujme matici M* = (m;;) typu (n,n+1) vztahem m;; = a;; (mod p). Nad
télesem Z, vyfesme Gaussovou eliminaci soustavu piisluSnou matici M*.
Necht M je matice soustavy piislusné rozsifené matici soustavy M* a M,
je matice, ktera vznikne z M nahrazenim ¢-tého sloupce sloupcem pravych
stran. Jestlize p nedéli detA, pak detM # 0 a soustava ma pravé jedno
feSeni (y1,Y2,...,Yn), kde y; = ‘fleei]\]\?, odkud dostavame detM; = y; det M.
Vratime-li se zpét k ptivodni soustavé, obdrzime

detA = detM (mod p) detA; = detM; (mod p).

Jestlize nyni postup zopakujeme pro dostatecné mnoho prvocisel py, ps, .. .,

jsme schopni pomoci véty 2.10 ziskat detA,detAq,...,detA, a tim i FeSeni
soustavy prislusné matici A* podle véty 2.9.
Protoze pfedem nevime nic o hodnotach detA,detAy,...,detA,, nelze

predem urcit, kolik dil¢ich vypocti s prvocisly p; je tfeba provést. Navic ne
vSechna prvocisla jsou vhodné, nebot musi platit, Ze p; nedéli detA. Je-li
detA = 0, pak Cramerovo pravidlo nelze pouzit. Tuto situaci ale nelze dete-
kovat okamzité, protoze jediné, co béhem vypoctu ziskame, jsou kongruence
detA =0 (mod p;), pro néjaka i = 1,..., k. Z ¢ehoz plyne pouze, Ze Hle D
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déli detA, nikoliv rovnost detA = 0. Nasledujici véta nam poskytne horni
odhad determinantu.

Véta 2.11 (Hadamardova nerovnost) Necht aq,...,a, € R™ jsou sloupce
ctvercové matice A = (a;;) takové, Ze |a;j| <1 pro vSechna 1 <i,j <n. Pak
plati nerovnost
|detA| < [T lail.
i=1

kde |a;| znaci Euklidovu normu vektoru a; v R™.

Diikaz. Predpokladejme, ze A je regularni, pro singularni piipad nerovnosti

plati trividlné. Na mnozinu {a4, ..., a,} aplikujme Grammuv-Schmidttv or-
togonaliza¢éni proces a ziskdme ortonormalni bazi {bi,...,b,}. Pro kazdé
m=1,...,n plati
Ay = Z<(lm, bz>bz
i=1
Ozna¢me matici B = (by,...,b,) a dale definujme matici C' = (cy) typu

n takto

e = (a,by) je-li 1 <k <1,

Crl = 0 jinak.

To ndm umoznuje vyjadiit matici A jako
A= BC.
Dale plati
(detA)? = detAT A = detCT BT BC = detC? C' = (detC)?

(@i, bi)|* < H Z (@, bs)|* = H i |?
i=1

1 i=1 m=1

n

(2

a tim je dikaz hotov.

Lemma 2.12 (Odhad determinantu) Necht A = (a;;) je ctvercovd matice
nad R rddu n. Oznac¢me M = max; j|a;;|. Pak plati

detA] < M [ [ las] < M™n?

=1
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Diikaz. Vydélime kazdy matice radek ¢islem M a aplikujeme Hadamardovu
nerovnost.

Algoritmus 2.13 (HOM)

0.

s . . vz Y v n ’
V inicializa¢ni fazi spo¢teme H = 2nz(max; ;|a;;|)" a nastavime po-
mocné promeénné k = 0, py = 1.

.k . o x ”
. Je-li [[,_, p; > H, algoritmus netspésné skonci.

Zvysime k o 1, nalezneme prvocislo pp > pr_1 a spo¢teme matici My =
(mf;) podle vzorce m;; = a;; (mod p).

. Na matici M}, aplikujeme algoritmus GO v télese Z,,, determinant

matice M}, ozna¢me dj,.

Je-li di # 0, urc¢ime jediné feSeni soustavy piislusné matici My z, =
(Tr1s - - Thn) @ vektor yr = (Yr1s - - -, Yan) = dpTi.

. Uréime mnozinu indextt K = {1 < k, dj # 0} a pomoci ¢inské véty o

zbytcich hledame s takové, aby
s =dy, (mod py), k € K,
a takové s;, 1 =1,...,n, aby
Si = Ygi (mod py), k € K,
pfi¢emZ volime hodnoty ze symetrické reprezentace okruhu Z,, p =

[I;cx Pr- Oveiime, zda vektor %(31, ..., 8yp) je FeSenim puvodni sou-
stavy, pokud ne, pfejdeme na krok 1, jinak algoritmus tspésné skonci.

Priiklad 2.14 Algoritmus aplikujeme na ptikladé, pro ndzornost pouzijeme
prvocisla p; = 11, ps = 13, p3 = 17.

A* =

5 2 =2 1 -2
-3 7 4 -1 2
19 -2 2 4
6 4 -3 2
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529 19 529 1 9
M*_874102N06543
I~ 1199 24 0 0 7 10 10
4 6 4 8 2 000 8 0
5 2 11 1 11 5 2 11 1 11
M — 107 412 2| (03 810 6
2 1 9 11 2 4 0 0 11 0 8
4 6 4 10 2 0 0 0 11 11
5 2 15 1 15 5 2 9 1 9
M — 47 416 2| [015 13 3 11
3 1 9 15 2 4 0 0 5 13 16
4 6 4 14 2 0 0 0 5 2

VyfeSenim soustav a aplikaci ¢inské véty o zbytcich ziskdme z matic M7, My, M3
hodnoty o determinantech.
mod 11 mod 13 mod 17 mod 2431

detA -3 ) ) 294
detA; 4 ) 2 —304
det A, ) 1 -7 248
detAs 2 —6 4 —812
detA, 0 -5 2 —1188

Dosadime-li z; = detA;/det A dostaneme

xry = —152/147, w9 = 124/147, x3 = —58/21, x4 = —198/409.

Nakonec ovérime, ze se jednéa skutecné o feseni ptivodni soustavy.
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Kapitola 3

Slozitost algoritmu

V predchozi kapitole jsme odvodili a popsali rtizné metody feseni soustav
linearnich rovnic, aniz bychom se zabyvali ¢asovou nebo prostorovou slozi-
tosti. Odhad slozitosti popsanych metod bude predmétem této kapitoly.

3.1 Casova sloZitost

Méjme soustavu n linearnich rovnic o m neznamych zadanou pomoci matice
AQ typu (n,m + 1). Metody GO, GDF a GFF popsané v kapitole 2 se lisi
aritmetickymi operacemi, jez se provadéji s prvky matice, vnéjsi cyklus je
pro vsSechny algoritmy totozny. Predpokladejme, Ze vypocet jednoho prvku
matice uvnitt cyklu trva konstatni ¢as t. Definujeme-li

N = max {n,m+ 1},

snadno odhadneme shora ¢as T'(N) potfebny pro transformaci matice po-
moci vysSe zminénych metod.

Pro v¥pocet matice A®) z matice A®~Y je tieba projit nejvyse N fadkd,
pricemz na prvnich ¢ soufadnicich bude jisté 0. To znamena, Ze je nutno
provést nejvyse N(N — 4) aritmetickych operaci pro vypocet matice A®.
Tim dostavame odhad pro T'(N)

N
1
T(N) <) N(N—i)t= §N2(N — 1)t < N3
=1

Vidime tedy, ze pocet aritmetickych operaci potiebnych k transformaci
matice zavisi na jeji velikosti kubicky.
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Algoritmus HOM spociva v opakovaném provedeni algoritmu GO nad
télesem Z, pro rtizna p spolu s aplikaci ¢inské véty o zbytcich a ovéfeni
spravnosti dosazenim.

3.2 Prostorova slozitost

U vsech popsanych algoritmti s vyjimkou algoritmu HOM lze provadét vypo-
¢ty piimo se vstupnimi daty, které vsak béhem procesu rostou. Tento rist je
teoreticky velmi tézké odhadnout, nebot hruby horni odhad silné presahuje
skutec¢né vyuziti paméti. Nejvyssi prostorovou slozitost vykazuje algoritmus
GDF, kde dochézi v kazdém kroku k vyraznému zvétsovani koeficienti, coz
ho ¢ini pro vétsi vstupy zcela nepouzitelnym.

V pripadé algoritmu HOM je tieba v kazdém kroku uchovavat vSechna
feSeni v Z, pro rtzna p, avSak samotny vypocet je nendrocny na prostor,
nebot je kazdy koeficient omezen p.
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Kapitola 4

Implementace a testy

P1i implementaci metod pro feseni soustav linearnich rovnic byl kladen du-
raz zejména na rychlost. Proto byl pouzit programovaci jazyk C, ktery ma
kromé rychlosti dalsi podstatnou vyhodu, a tou je prenositelnost. Ackoliv
byl program ptivodné vyvijen v prostfedi Windows, je snadno pouzitelny v
prostiedi Linux.

Pro praci s dlouhymi ¢isly byla pouzita knihovna GNU Multiple Precision
Arithmetic Library (GMP), jez je proslula svou rychlosti a navic je diky
licenci GNU snadno dostupna. Kromé knihovny GMP byl navic pouzit The
Netwide Assembler (NASM) pro implementaci modularni aritmetiky, zbytek
programu je napsany v Cistém C, pouzité jsou pouze standardni knihovny
tohoto jazyka.

4.1 Porovnani algoritmi GO, GFF a GF2

Pro porovnani ¢asové slozitosti algoritmi GO, GFF a GF2 bylo vygenero-
véano 50 matic typu (N, N+1). Prvky matic byly vygenerovany pomoci pseu-
donahodného generatoru s nula-jednickovym rozdélenim s pravdépodobnosti
p = 0,5. Kazda z téchto matic se stala vstupem pro testované algoritmy, z
nameérenych c¢asovych iidaju byl spoc¢itan aritmeticky primér. Vysledky shr-
nuje tab.1, namérené hodnoty jsou v sekundach. Obr.1 obsahuje grafické
znazornéni, vodorovna osa predstavuje velikost vstupu N, svisla dobu vypo-
¢tu. Test probéhl na pocitaci s procesorem Intel Pentium IT 350MHz, 128MB
RAM.
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N GO | GFF | GF2 N GO | GFF | GF2
20 | 0,023 | 0,002 | 0,002 | 60 | 0,661 | 0,059 | 0,043
25 10,041 | 0,004 | 0,003 | 65| 0,869 | 0,079 | 0,055
30 [ 0,071 | 0,005 | 0,005 70 | 1,124 | 0,105 | 0,072
350,117 | 0,009 | 0,006 | 75| 1,436 | 0,133 | 0,094
40 | 0,177 | 0,015 | 0,011 80 | 1,843 | 0,171 | 0,119
45 | 0,255 | 0,022 | 0,016 | 85| 2,310 | 0,213 | 0,149
50 | 0,358 | 0,031 | 0,023 || 90 | 2,864 | 0,262 | 0,183
551 0,489 | 0,043 | 0,032 || 100 | 4,400 | 0,417 | 0,283

tab.1

obr.1
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S rostouci velikosti vstupni matice roste béhem vypoctu velikost prvki
matice a tim i ¢asova narocnost provadénych aritmetickych operaci. Z obr.1
plyne, ze operace provadéné v algoritmu GO jsou vyrazné pomalejsi. Tab. 1
dale ukazuje, ze bez ohledu na velikost N je rychlost algoritmu GF2 oproti
GFF zhruba 1,5 krat vyssi.

Tab.2 ukazuje dobu vypoctu, zméni-li se velikost prvkia vstupni matice.
Misto nula-jedni¢kového rozdéleni byl zvolen vybér z mnoziny {z € Z;|a| <
100} s rovnomérnym rozdélenim.

N| GO | GFF | GF2 N| GO | GFF | GF2
20 | 0,044 | 0,005 | 0,002 || 60 | 3,600 | 0,295 | 0,191
250,110 | 0,011 | 0,009 || 65 | 4,987 | 0,404 | 0,263
30 10,216 | 0,022 | 0,012 | 70 | 6,743 | 0,541 | 0,352
35 10,407 | 0,038 | 0,023 || 75 | 9,263 | 0,743 | 0,482

40 | 0,712 | 0,063 | 0,040 | 80 - | 1,108 | 0,697

45| 1,135 | 0,098 | 0,063 | 85 -1 1,210 | 0,793

50 | 1,715 | 0,145 | 0,095 90 -1 1,595 | 1,004

55 | 2,534 | 0,209 | 0,136 || 100 - | 2,445 | 1,617
tab.2
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Vstupem pro nésledujici test byla opét matice, jejiz prvky maji nula-
jednickové rozdéleni. Tab.3 ukazuje vysledek pro idké matice, kde p = ?V—Az/
2N

Tab.4 obsahuje vysledky pro husté matice, kde p =1 — 3z.

N| GO | GFF | GF2 N| GO | GFF | GF2
40 | 0,110 | 0,010 | 0,007 || 70 | 0,584 | 0,038 | 0,025
451 0,144 | 0,015 | 0,009 | 75| 0,723 | 0,044 | 0,029
50 | 0,237 | 0,020 | 0,012 || 80 | 0,861 | 0,058 | 0,052
55 | 0,283 | 0,026 | 0,014 | 85 | 1,001 | 0,062 | 0,042
60 | 0,326 | 0,028 | 0,018 | 90 | 1,213 | 0,076 | 0,054
65 | 0,492 | 0,034 | 0,022 || 100 | 1,512 | 0,084 | 0,060

tab.3

N| GO | GFF | GF2 N| GO | GFF | GF2
20 | 0,030 | 0,002 | 0,002 || 60 | 0,795 | 0,062 | 0,042
25 10,048 | 0,004 | 0,003 | 65 | 1,024 | 0,091 | 0,064
30 1 0,084 | 0,005 | 0,005 | 70| 1,335 | 0,124 | 0,082
35 10,138 | 0,010 | 0,007 || 75| 1,710 | 0,157 | 0,109
40 | 0,210 | 0,015 | 0,012 || 80 | 2,189 | 0,203 | 0,135
451 0,302 | 0,023 | 0,017 || 85 | 2,744 | 0,254 | 0,169
50 | 0,425 | 0,034 | 0,025 || 90 | 3,406 | 0,311 | 0,212
55 | 0,580 | 0,047 | 0,034 || 100 | 5,227 | 0,495 | 0,334

tab.4
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4.2 Test algoritmu HOM

Vstupem pro tento test byla matice, jejiz prvky maji nula-jednickové rozdé-
leni s pravdépodobnosti p = 0,5. Kromé velikosti vstupu a casového tudaje
obsahuje tab.5 v sloupci k pocet prvocisel pouzitych pti vypoctu. Pro po-
rovnani byl na stejné vstupy aplikovan také algoritmus GF2.

N | HOM | k | GF2 N| HOM | k| GF2
20 | 0,000 | 10,000 | 105 | 1,091 | 6| 0,340
251 0,010 | 10,000 | 110 | 1,221 | 6| 0,420
30| 0,020 | 10,010 || 115 | 1,352 | 6 | 0,490
351 0,030 | 10,010 | 120 | 1,710 | 7| 0,560
40| 0,050 | 2 | 0,010 || 125 | 1,892 | 7| 0,711
45| 0,070 | 2 | 0,010 || 130 | 2,083 | 7| 0,821
50| 0,080 | 210,030 || 135 | 2,543 | 8| 0,951
55| 0,110 | 2 | 0,030 || 140 | 2,814 | 8 | 1,081
60 | 0,160 | 3 | 0,050 || 145 | 3,084 | 8 | 1,231
65| 0,210 | 3 | 0,060 || 150 | 3,725 | 9 | 1,482
70 | 0,240 | 30,070 || 155 | 4,045 | 9 | 1,602
75| 0,340 | 4 | 0,100 || 160 | 4,857 | 10 | 1,872
80 | 0,400 | 4 | 0,120 | 165 | 5,227 | 10 | 2,103
85| 0,460 | 4| 0,160 | 170 | 6,129 | 11 | 2,373
90| 0,530 | 5| 0,180 || 180 | 7,170 | 11 | 2,944
951 0,731 | 5| 0,230 | 190 | 8,953 | 12 | 3,755
100 | 0,841 | 5| 0,270 || 200 | 10,895 | 13 | 4,116

tab.b

Pro n = 200 je podle lemmatu 2.12 hodnota determinantu nula-jednickové
matice nejvyse rovna d = 2001 = 1,28.10%%°. Znamen4 to, ze potiebujeme
zhruba 24 prvodcisel o délce 32 biti, aby platilo 2d < [][px. V testovaném
pripadé nam ale stacilo pouze 13 prvocisel.
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Kapitola 5
Zaver

Prace obsahuje popis nékolika algoritmi pro feseni soustav linearnich rovnic
s celoCiselnymi koeficienty. Prvnim je algoritmus klasické Gaussovy elimi-
nace, ktery nijak nevyuziva celociselnosti a pracuje v télese Q. Kazda ope-
race provadéna v Q vyzaduje vysledné zlomky zkracovat na zakladni tvar,
aby jejich velikost nerostla netnosné. S tim je spojen vypocet nejvétsiho
spolecného délitele citatele a jmenovatele zlomku, coz se nepiiznivé projevi
na dobé vypoctu.

Dalsim algoritmem je Gaussova eliminace bez déleni, kde jiz veskeré vy-
pocty probihaji v Z, ale prudce se zvysujici délka koeficient ¢ini tento
algoritmus pro tento obor nepouzitelnym. Uplatnéni by vSak mohl najit na-
piiklad v télese Z,,.

Bezzlomkova Gaussova eliminace nebo téz Barreistiv algoritmus se uké-
zal byt nejrychlejsim algoritmem na vsSech testovanych datech. Vychéazi z
predchoziho algoritmu, ale délenim koeficientt béhem eliminace zamezuje
jejich rastu. Algoritmus byl déle vylepSen spojenim dvou krokt eliminace v
jeden, ¢imz byla doba vypoctu zkracena zhruba o 40%.

Modulérni algoritmus byl v testech zhruba trikrat pomalejsi nez bezzlom-
kova Gaussova eliminace, navic dokaze Tesit pouze soustavy, jejichz matice
jsou regularni, coz zna¢né omezuje jeho aplikovatelnost. Pro nalezeni feseni
vyuziva Crammerovo pravidlo a determinanty ptivodnich matic rekonstruuje
pomoci ¢inské véty o zbytcich. Pro odhad velikosti determinantu je pouzita
Hadamardova nerovnost.
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