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Kamila Bárnetová
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práce jako školńıho d́ıla podle §60 odst. 1 autorského zákona.
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Název práce: Intervaly spolehlivosti pro parametry multinomického rozděleńı
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Úvod

V praxi se často setkáváme s úlohou hledáńı interval̊u spolehlivosti pro mul-
tinomické rozděleńı. Typickým př́ıkladem jsou volebńı modely, hojně už́ıvané
předevš́ım pro předvolebńı odhady výsledk̊u. Uvažujme tento problém: Mějme
k kandidát̊u ve volbách. Dále z dat źıskaných při předvolebńım pr̊uzkumu známe
rozsah výběru n, tj. počet respondent̊u, a četnosti Xi, představuj́ı počet hlas̊u pro
jednotlivé kandidáty.

Kapitola 1 této práce se věnuje interval̊um spolehlivosti pro parametr bino-
mického rozděleńı. Jsou v ńı popsány a odvozeny běžně už́ıvané intervaly i ty,
které jsou méně známé.

Dva r̊uzné zp̊usoby konstrukce interval̊u pro parametry multinomického
rozděleńı jsou pak popsány v kapitole 2. Prvńı z nich je založen na Pearsonově
statistice, je odvozen v článku [6] a dále upravován v článku [5]. Druhý je
založený na Bonferroniho nerovnosti a popsán v článku [4].

Kapitola 3 je věnována simulaćım multinomického rozděleńı a jejich využit́ı
pro porovnáńı vybraných interval̊u spolehlivosti z předchoźıch dvou kapitol.

Ještě poznamenejme, že v celé práci je použ́ıvána desetinná tečka namı́sto
desetinné čárky. Z jazykového hlediska by byla správněǰśı desetinná čárka, na
druhou stranu většina programů použ́ıvá desetinnou tečku.
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Kapitola 1

Intervaly spolehlivosti pro
parametr binomického rozděleńı

1.1 Definice a základńı vlastnosti binomického

rozděleńı

Definice 1. Necht’ n ∈ N a p ∈ (0,1). Předpokládejme, že veličina X nabývá
pouze hodnot 0,1, . . . ,n, a to s pravděpodobnostmi P (X = k) =

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k,

k = 0,1, . . . ,n. Pak ř́ıkáme, že X má binomické rozděleńı. Znač́ıme X ∼ Bi(n,p).

Nyńı uvedeme dvě známé věty, jejichž d̊ukazy lze snadno naj́ıt v učebnićıch
statistiky.

Věta 1. Necht’ X ∼ Bi(n,p), pak E X = p a varX = p(1 − p).

Věta 2. Necht’ X ∼ Bi(n,p), kde p ∈ (0,1). Pak pro n → ∞ plat́ı

X−np√
np(1−p)

d−→ N(0,1).

Označme z = u(α/2) kritickou hodnotu normálńıho rozděleńı N(0,1) na hla-
dině α/2.

1.2 Wald̊uv interval

Necht’ X ̸= 0, X ̸= n, pak p̂ = X
n

je maximálně věrohodný odhad parametru p.
Dále označme q̂ = 1 − p̂. Podle věty 2 plat́ı, že

p̂− p√
p(1 − p)

n

d−→ N(0,1).
(1.1)

Tedy

P

 |p̂− p|√
p(1 − p)

n

≤ z

−→1 − α. (1.2)
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Odtud

P

[
p̂− z

√
p(1 − p)

n
≤ p ≤ p̂ + z

√
p(1 − p)

n

]
−→ 1 − α. (1.3)

T́ım źıskáme interval

I =

[
p̂− z

√
p(1 − p)

n
, p̂ + z

√
p(1 − p)

n

]
. (1.4)

Protože krajńı body tohoto intervalu záviśı na parametru p, jehož hodnotu
neznáme, nahrad́ıme p maximálně věrohodným odhadem p̂ a dostaneme

Is =

[
p̂− z

√
p̂(1 − p̂)

n
, p̂ + z

√
p̂(1 − p̂)

n

]
. (1.5)

T́ım jsme źıskali Wald̊uv interval spolehlivosti. Jedná se o jeden z nejčastěji v li-
teratuře uváděných interval̊u spolehlivosti pro binomické rozděleńı. Někdy ho
můžeme naj́ıt i pod názvem standardńı interval spolehlivosti.

1.3 Wilson̊uv skórový interval

Alternativou k Waldovu intervalu je interval spolehlivosti založený
na úpravách následuj́ıćı nerovnosti:

|p̂− p| ≤ z

√
p(1 − p)

n
. (1.6)

Postupně dostaneme

(p̂− p)2 ≤ z2p(1 − p)/n,

n(p̂− p)2 ≤ z2p(1 − p),

n(p̂2 − 2pp̂ + p2) ≤ z2p− z2p2,

p2(n + z2) − p(2p̂n + z2) + np̂2 ≤ 0

(1.7)

kvadratickou nerovnici pro p, kterou budeme dále řešit.

Rovnice
p2(n + z2) − p(2p̂n + z2) + np̂2 = 0 (1.8)

má kořeny

p1,2 =
(2p̂n + z2) ±

√
(2p̂n + z2)2 − 4(n + z2)np̂2

2(n + z2)

=
(2p̂n + z2) ±

√
4p̂nz2 + z4 − 4z2np̂2

2(n + z2)

=
p̂n +

z2

2
n + z2

± z
√
n

n + z2

√
p̂(1 − p̂) +

z2

4n
.

(1.9)
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Koeficient u p2 v řešené nerovnici je kladný, proto interval (p1,p2) je námi hledaný
interval spolehlivosti. Použijeme-li nav́ıc značeńı q̂ = 1 − p̂, źıskáme

IW =
p̂n +

z2

2
n + z2

± z
√
n

n + z2

√
p̂q̂ +

z2

4n
.

(1.10)

Tento interval byl zřejmě poprvé uveden v práci [8], proto ho nazýváme Wilson̊uv
interval spolehlivosti, nebo také skórový či q-interval.

1.4 Agresti-Coull̊uv interval

Ke zkonstruováńı tohoto intervalu spolehlivosti použijeme střed Wilsonova

intervalu spolehlivosti z vyjádřeńı v (1.10). Označme X̃ = X +
z2

2
a ñ = n + z2.

Necht’ p̃ =
X̃

ñ
a q̃ = 1− p̃. Dosad́ıme do vztahu (1.4) mı́sto parametr̊u p a p̂ odhad

p̃. Źıskáme Agresti-Coull̊uv interval s koncovými body

IAC = p̃± z

√
p̃q̃

ñ
. (1.11)

Oba intervaly, Wilson̊uv i Agresti-Coull̊uv, maj́ı střed ve stejném bodě p̃.
Podle [3] Agresti-Coull̊uv interval nikdy neńı kratš́ı než Wilson̊uv. Je-li α = 0.05
a dosad́ıme-li za z hodnotu 2 mı́sto 1.96, je tento interval

”
přidáńı dvou úspěch̊u

a dvou neúspěch̊u“ intervalem popsaným v [1]. Z tohoto d̊uvodu ho nazýváme
Agresti-Coull̊uv.

1.5 Bayes̊uv interval

Beta rozděleńı je konjugováno s apriorńı hustotou binomického rozděleńı a
je běžné použ́ıvat apriorńı hustotu rozděleńı beta k usuzováńı o parametru p.
Jedná se o tzv. beta-binomický model.

Necht’ X ∼ Bi(n, p) a necht’ p má apriorńı rozděleńı Beta(a1, a2). Necht’ dále
nastane x úspěch̊u v n nezávislých pokusech. Pak aposteriorńı hustota parametru
p je

1

B(a1 + x, a2 + n− x)
pa1+x−1(1 − p)a2+n−x−1. (1.12)

Tato hustota je hustotou rozděleńı Beta(X + a1, n−X + a2).

Dále budeme hledat interval IB = [L,U ] tak, aby platilo

L∫
0

1

B(a1 + x, a2 + n− x)
pa1+x−1(1 − p)a2+n−x−1 dx =

α

2
. (1.13)

5



a

1∫
U

1

B(a1 + x, a2 + n− x)
pa1+x−1(1 − p)a2+n−x−1 dx =

α

2
. (1.14)

Tedy chceme, aby plocha pod grafem aposteriorńı hustoty byla pro x ∈ (0,L)
rovna α/2, podobně pro x ∈ (U,1). Protože pak obsah plochy pod grafem bude
pro x ∈ (L,U) roven 1 − α.

Integrál v (1.13) je roven P (X ≤ L). Z toho vyplývá, že L je (α/2)-kvantil
rozděleńı Beta(X + a1, n−X + a2), který budeme značit
Beta(α/2;X + a1, n−X + a2). Rovnice v (1.14) je ekvivalentńı s

U∫
0

1

B(a1 + x, a2 + n− x)
pa1+x−1(1 − p)a2+n−x−1 dx = 1 − α

2
. (1.15)

Podobně jako v předchoźım př́ıpadě z (1.15) vyplývá, že U je (1 − α/2)-kvantil
rozděleńı Beta(X + a1, n−X + a2).
Proto Bayes̊uv interval spolehlivosti je dán vztahem

IB = [B(α/2;X + a1, n−X + a2), B(1 − α/2;X + a1, n−X + a2)]. (1.16)

1.6 Jeffreys̊uv interval

Speciálńım př́ıpadem Bayesova intervalu spolehlivosti je interval Jeffreys̊uv.
Jeho konstrukce je založena Jeffreysově apriorńım rozděleńı, které definujeme

takto: πj(p) ∝
√

I(p), kde I(p) = −E p
d2 lnP (X|p)

dp2
je Fisherova informace.

Necht’ X ∼ Bi(n,p), 0 ≤ p ≤ 1 a

P (X|p) =
(
n
X

)
pX(1 − p)n−X .

Postupně tuto rovnici zlogaritmujeme a dvakrát zderivujeme:

lnP (X|p) = ln

(
n

X

)
+ X ln p + (n−X) ln(1 − p),

d

dp
lnP (X|p) =

X

p
− n−X

1 − p
,

d2

dp2
lnP (X|p) =

−X

p2
− n−X

(1 − p)2
.

(1.17)

Protože E pX = np, je
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I(p) =

[
−X

p2
− n−X

(1 − p)2

]
=

np

p2
+

n− np

(1 − p)2

=
n

p
+

n

1 − p
=

n

p(1 − p)
.

(1.18)

Tedy πj(p) =
√

I(p) ∝ p−1/2(1 − p)−1/2 je hustota rozděleńı B(1/2,1/2).

Nyńı využijeme poznatky o aposteriorńım rozděleńı a intervalu spolehlivosti
źıskané v předchoźı sekci. V tomto př́ıpadě se B(a1, a2) = B(1/2, 1/2). Po pozo-
rováńı x úspěch̊u v n pokusech je aposteriorńı rozděleńı B(x+ 1/2, n− x+ 1/2).
Je-li x ̸= 0 a x ̸= n, je interval

IJ = [B(α/2;x + 1/2,n− x + 1/2), B(1 − α/2;x + 1/2, n− x + 1/2)] (1.19)

Jeffreys̊uv interval spolehlivosti.

Př́ıslušné kvantily Beta rozděleńı je třeba dopoč́ıtat numericky, to je ale snadné
s využit́ım programů jako např. Mathematica.

1.7 Clopper-Pearson̊uv interval

Necht’ x je počet úspěch̊u v n pokusech. Pak hledaný interval je

ICP = [LCP (x),UCP (x)],

kde LCP (x) je ta hodnota p, pro kterou plat́ı rovnice

Pp(X ≥ x) = α/2,

podobně hodnotu UCP (x) źıskáme z rovnice

Pp(X ≤ x) = α/2.

K řešeńı těchto rovnic použijeme vztah mezi binomickým a beta rozděleńım.

Tvrzeńı 3. Necht’ X ∼ Bi(n,p), pak

P (X ≥ x) =
n∑

j=x

(
n

j

)
pj(1 − p)n−j =

∫ p

0

tx−1(1 − t)n−x

B(x, n− x + 1)
dt. (1.20)

D̊ukaz. Nejprve připomeňme známé vztahy

B(a1,a2) =
Γ(a1)Γ(a2)

Γ(a1 + a2)
, Γ(a) = (a− 1)!.
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Proto∫ p

0

tx−1(1 − t)n−x

B(x, n− x + 1)
dt =

n(n− 1) . . . (n− x + 1)

(x− 1)!

∫ p

0

tx−1(1 − t)n−xdt.

Tento integrál vypoč́ıtáme metodou per partes

n(n− 1) . . . (n− x + 1)

(x− 1)!

∫ p

0

tx−1(1 − t)n−xdt

=
n(n− 1) . . . (n− x + 1)

(x− 1)!

px

x
(1 − p)n−x

+
n(n− 1) . . . (n− x + 1)

(x− 1)!

∫ p

0

tx

x
(n− x)(1 − t)n−x−1dt

=

(
n

x

)
px(1 − p)n−x +

n(n− 1) . . . (n− x + 1)(n− x)

(x− 1)!

px+1

x + 1
(1 − p)n−x+1

+
n(n− 1) . . . (n− x + 1)

(x− 1)!

∫ p

0

tx+1

x + 1
(n− x− 1)(1 − t)n−x−2dt

=

(
n

x

)
px(1 − p)n−x +

(
n

x + 1

)
px+1(1 − p)n−x−1 + . . .

=
n∑

j=x

(
n

j

)
pj(1 − p)n−j.

�

Z předchoźıho tvrzeńı vyplývá, že

Pp(X ≥ x) =

∫ p

0

tx−1(1 − t)n−x

B(x, n− x + 1)
dt =

α

2
, (1.21)

tedy p je α/2 − kvantil Beta(x, n− x + 1). Podobně z platnosti

Pp(X ≤ x) = 1 − Pp(X > x) =
α

2

a z předchoźıho tvrzeńı plyne, že

Pp(X > x) =

∫ p

0

tx(1 − t)n−x−1

B(x + 1, n− x)
dt = 1 − α

2
, (1.22)

a tedy p je (1 − α/2) − kvantil Beta(x + 1, n− x).
Proto LCP (x) = B(α/2;x, n− x + 1) a UCP (x) = B(1 − α/2;x + 1, n− x).
Tedy

ICP = [B(α/2;x, n− x + 1),B(1 − α/2,x + 1, n + x)] (1.23)

je Clopper-Pearson̊uv interval spolehlivosti.
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1.8 Arkussinový interval

Konstrukce tohoto intervalu je založená na hojně využ́ıvané transformaci
stabilizuj́ıćı rozptyl pro binomické rozděleńı.

Necht’ X je náhodná veličina, E X = θ, varX = σ2(θ). Hledáme hladkou
funkci g tak, aby rozptyl var g(X) nezávisel na θ. Z Taylorova rozvoje máme

g(X)
.
= g(θ) + (X − θ)g′(θ),

a tedy E g(x)
.
= g(θ) a var g(x)

.
= σ2(θ)[g′(θ)]2.

Rozptyl var g(X) nebude záviset na θ , bude-li σ(θ)[g′(θ)] = c, kde c je nějaká

konstanta. Z toho vyplývá, že g′(θ) =
c

σ(θ)
. Tedy g(θ) = c

∫ dθ

σ(θ)
.

Necht’ ξ ∼ Bi(n,p). Pak pro X =
ξ

n
je E X = p, varX =

p(1 − p)

n
.

Poč́ıtejme

g(p) = c

∫
dp√

p(1 − p)

n

= 2c
√
n

∫
dp

2
√
p
√

1 − p

= 2c
√
n

∫
dt√

1 − t2
= 2c

√
n arcsin t = 2c

√
n arcsin

√
p.

(1.24)

Volbou c =
1

2
√
n

, dostáváme g(p) = arcsin
√
p. Odtud E g(X)

.
= g(p) a

var g(X)
.
=

1

4n
.

Dá se dokázat, že

arcsin
√
p̂− arcsin

√
p√

1

4n

→ N(0,1).
(1.25)

Pak

P

 | arcsin
√
p̂− arcsin

√
p|√

1

4n

≤ z

 −→ 1 − α. (1.26)
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Postupně upravujeme výše uvedenou nerovnost:

| arcsin
√
p̂− arcsin

√
p|√

1

4n

≤ z,

|2
√
n(arcsin

√
p̂− arcsin

√
p)| ≤ z,

arcsin
√

p̂− z
1

2
√
n
≤ arcsin

√
p ≤ arcsin

√
p̂ + z

1

2
√
n
,

sin

(
arcsin

√
p̂− z

1

2
√
n

)
≤ √

p ≤ sin

(
arcsin

√
p̂ + z

1

2
√
n

)
,

sin2

(
arcsin

√
p̂− z

1

2
√
n

)
≤ p ≤ sin2

(
arcsin

√
p̂ + z

1

2
√
n

)
.

(1.27)

T́ım jsme źıskali hledaný interval spolehlivosti:

IArc =

[
sin2

(
arcsin

√
p̂− z

2
√
n

)
, sin2

(
arcsin

√
p̂ +

z

2
√
n

)]
. (1.28)

V knize [7] na str. 472 je uvedeno, že nahrazeńım maximálně věrohodného
odhadu parametru p̂ odhadem p̌ = (X+3/8)/(n+3/4) dostaneme lepš́ı stabilizaci
rozptylu.

1.9 Interval spolehlivosti poměrem

věrohodnost́ı

Necht’ X ∼ Bi(n,p). Necht’ dále θ = p. Maximálně věrohodný odhad θ̂ = p̂,

kde p̂ =
X

n
pro X ̸= 0, X ̸= n. Dále mějme hypotézu H0 : pi = p0i , i = 1,2,

kde p0i jsou kladná č́ısla splňuj́ıćı podmı́nku
∑2

i=1 p
0
i = 1. Pak pro logaritmické

věrohodnostńı funkce plat́ı

L(θ) = ln
n!

X!(n−X)!
+

2∑
i=1

Xi ln p0i ,

L(θ̂) = ln
n!

X!(n−X)!
+

2∑
i=1

Xi ln
Xi

n
.

Proto

2[L(θ̂) − L(θ)] =
2∑

i=1

Xi ln
Xi

np0i

má za platnosti hypotézy H0 asymptoticky rozděleńı χ2
1. Tedy

2[L(θ̂) − L(θ)] ≤ χ2
1(1 − α).

10



Označme q = χ2
1(1 − α) a upravujme předchoźı nerovnost:

2

[
X ln

X

n
+ (n−X) ln

n− x

n
−X ln p− (n−X) ln(1 − p)

]
≤ q,

X ln
X

n
+ (n−X) ln

n−X

n
− [X ln p + (n−X) ln(1 − p)] ≤ q

2
,

ln pX + ln(1 − p)n−X ≥ X ln
X

n
+ (n−X) ln

n−X

n
− q

2
,

ln pX(1 − p)n−X ≥ X ln
X

n
+ (n−X) ln

n−X

n
− q

2
,

pX(1 − p)n−X ≥ exp

{(
X ln

X

n
+ (n−X) ln

n−X

n
− q

2

)}
.

Pro známé hodnoty n, X a α je na pravé straně výsledné nerovnice konstanta.
Tuto nerovnici s neznámým parametrem p lze snadno vyřešit numericky např.
pomoćı programu Mathematica. Připomeňme, že hledáme řešeńı pro p ∈ (0,1).
T́ım dostaneme hledaný interval spolehlivosti.
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Kapitola 2

Intervaly spolehlivosti pro
parametry multinomického
rozděleńı

Definice 2. Necht’ n, k ∈ N a p1, . . . , pk jsou nezáporné parametry, pro které plat́ı∑k
j=1 pj = 1. Necht’ dále pro náhodné veličiny X1, . . . , Xk plat́ı

∑k
i=1 Xi = n.

Pak

P (X1 = x1, . . . , Xk = xk) =
n!

x1! . . . xk!
px1
1 · · · pxk

k , (2.1)

pro nezáporná celá č́ısla x1, . . . , xk, jejichž součet je n. Pravděpodobnostńı
rozděleńı dané vzorcem (2.1) se nazývá multinomické. Znač́ıme
X1,X2, . . . ,Xk ∼ M(n,p1,p2, . . . ,pk).

Chceme-li zkonstruovat intervaly spolehlivosti pro parametry multinomického
rozděleńı, znamená to, že potřebujeme naj́ıt takovou množinu interval̊u {Ii}
i = 1, . . . , k, pro kterou plat́ı, že

P

{
k∩

i=1

(pi ∈ Ii)

}
≥ 1 − α, (2.2)

pro danou hodnotu α. Tedy chceme, aby pravděpodobnost, že každý interval Ii
obsahuje př́ıslušnou hodnotu parametru pi, byla nejméně 1 − α.

Stejně jako v minulé kapitole bude z označovat kritickou hodnotu normálńıho
rozděleńı N(0,1) na hladině α/2.

2.1 Intervaly založené na Pearsonově statistice

Nyńı se budeme věnovat odvozeńı interval̊u spolehlivosti na základě Pearso-
novy statistiky, které je popsané v [6].

Věta 4. Je-li (X1,X2, . . . ,Xk) ∼ M(n,p1,p2, . . . ,pk), pak Pearsonova statistika

χ2 =
k∑

i=1

(Xi − npi)
2

npi
(2.3)
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má při n → ∞ asymptoticky rozděleńı χ2
k−1.

D̊ukaz. Viz ([2], věta 12.5)
�

Předpokládejme že n je
”
dostatečně velké“. Tedy takové, že i pro nejmenš́ı

hodnotu pi (i = 1, . . . ,k) je npi alespoň 5. Pak lze tuto aproximaci použ́ıt. Proto

P

(
k∑

i=1

(Xi − npi)
2

npi
≤ χ2

α,k−1

)
.
= 1 − α, (2.4)

kde χ2
α,k−1 znač́ı α-kvantil rozděleńı χ2

k−1.

Dosad́ıme maximálně věrohodný odhad parametru pi, p̂i =
Xi

n
a upravujeme

P

(
k∑

i=1

np̂i
2

pi
− n ≤ χ2

α,k−1

)
.
= 1 − α,

P

(
n

k∑
i=1

p̂i
2

pi
≤ χ2

α,k−1 + n

)
.
= 1 − α.

(2.5)

T́ım źıskáme nerovnici
k∑

i=1

p̂i
2

pi
≤

χ2
α,k−1

n
+ 1, (2.6)

která vymezuje pro pevné α, k a n oblast v parametrickém prostoru, jej́ıž hranice
źıskáme řešeńım př́ıslušné rovnice

k∑
i=1

p̂i
2

pi
= C,

kde C =
χ2
α,k−1

n
+ 1. Vyjádř́ıme

pi =
p̂i

2

C −
∑

j ̸=i

p̂j
2

pj

, i = 1,2, . . . ,k

Pro nalezeńı maxima a minima této funkce v́ıce proměnných (p1, p2, . . . ,pk) s vaz-
bou

k∑
i=1

pi = 1. (2.7)

použijeme metodu řešeńı pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u. Proto hledáme
maximum a minimum funkce

Q = (1 − λ)
p̂i

2

C −
∑

j ̸=i

p̂j
2

pj

− λ
(∑k

i=1 pi − 1
)
,

13



kde λ je Lagrange̊uv multiplikátor. Tuto funkci parciálně zderivujeme podle všech
proměnných a źıskáné výrazy polož́ıme rovny 0. Vyřešeńım těchto k rovnic a
rovnice (2.7), dostáváme

p+i , p
−
i =

C + 2p̂i − 1 ±
√

(C + 2pi − 1)2 − 4Cp̂i
2

2C
,

po dosazeńı za C

p+i , p
−
i =

χ2
k−1,α + 2Xi ±

√
χ2
k−1,α[χ2

k−1,α + 4Xi(n−Xi)/n]

2(n + χ2
k−1,α)

. (2.8)

Proto Ii = [p−i ,p
+
i ] i = 1,2, . . . ,k jsou hledané intervaly spolehlivosti.

Poznamenejme, že hodnoty p−i ,p
+
i jsme mohli podle [5] źıskat i snadněǰśım

zp̊usobem, a to vyřešeńım kvadratické rovnice pro neznámou pi

(p̂i − pi)
2 =

χ2
k−1,αpi(1 − pi)

n
, i = 1,2, . . . ,k. (2.9)

Jestliže n → ∞, je pravděpodobnost, že všechny intervaly spolehlivosti z (2.8)
obsahuj́ı skutečnou hodnotu parametru, alespoň 1 − α.

Dále se budeme věnovat modifikaćım interval̊u z (2.8), které jsou po-
psané v [5]. Naš́ım ćılem bude tyto intervaly zjednodušit a zkrátit (zejména
pro běžně použ́ıvané hodnoty α = 0.01, 0.05 a 0.1). Zároveň ale pořád muśı
platit, že všechny intervaly současně pokrývaj́ı př́ıslušnou hodnotu parametru
s pravděpodobnost́ı alespoň 1−α. Pro k = 2 a n → ∞, je tato pravděpodobnost
rovna 1−α, ale pro k > 2 je pravděpodobnost vyšš́ı než 1−α. Je-li k = 2, jedná
se o binomické rozděleńı. Proto můžeme předpokládat, že k > 2. Spolehlivost
interval̊u z (2.8) zlepš́ıme, nahrad́ıme-li χ2

k(α) kvantilem χ2
1(α/k). Pro běžné

hodnoty α = 0.01, 0.05, 0.1 plat́ı F < E, kde E = χ2
k(α) a F = χ2

1(α/k).

Nyńı poṕı̌seme jiný zp̊usob, jak intervaly (2.8) zjednodušit. U binomického
rozděleńı se často použ́ıvá nahrazeńı pi(1−pi) výrazem p̂i(1− p̂i), pro dostatečně
velká n. Provedeme-li nyńı tu záměnu v (2.9), pak dostaneme kvadratickou rovnici

(p̂i − pi)
2 =

χ2
k−1,αp̂i(1 − p̂i)

N
, i = 1,2, . . . ,k.

Jej́ı řešeńı jsou

p−i = p̂i −

√
χ2
k−1,αp̂i(1 − p̂i)

N
,

p+i = p̂i +

√
χ2
k−1,αp̂i(1 − p̂i)

N
,

(2.10)

kde i = 1,2, . . . ,k. I v tomto př́ıpadě lze nahradit E hodnotou F . Porovnáńım
těchto interval̊u (2.10), kdy v jednom př́ıpadě χ2

k(α) = E a v druhém př́ıpadě
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je F = χ2
1(α/k), snadno źıskáme pod́ıl délek

√
F

E
. Protože intervaly z (2.8) se

asymptoticky rovnaj́ı (2.10), jejich poměr je pro n → ∞ také roven

√
F

E
.

2.2 Intervaly založené na Bonfferoniho nerov-

nosti

Na začátek připomeňme, že ze vzorce (∩Ai)
c = ∪Ac

i vyplývá

P (∩Ai) = 1 − P (∪Ac
i) ≥ 1 −

∑
P (Ac

i) = 1 −
∑

[1 − P (Ai)].

Tato nerovnost se nazývá Bonferroniho

Necht’ (X1,X2, . . . ,Xk) ∼ M(n,p1,p2, . . . ,pk). Maximálně věrohodný odhad pa-

rametru pi je p̂i =
xi

n
, pro xi ̸= 0, xi ̸= n.

Označme

Ai =

{
|p̂i − pi| ≤

z

2
√
n

}
, Bi =

{
|p̂i − pi| ≤ z

√
pi(1 − pi)

n

}
.

Protože plat́ı pi(1 − pi) ≤
1

4
, máme Bi ⊂ Ai, a tedy

P (Bi) ≤ P (Ai).

Poč́ıtejme

P (Ai) = P


|p̂i − pi|√
pi(1 − pi)

n

≤ z

2
√
n

√
n

pi(1 − pi)


= P


|p̂i − pi|√
pi(1 − pi)

n

≤ z

2
√

pi(1 − pi)


≈ Φ

(
z

2
√
pi(1 − pi)

)
− Φ

(
− z

2
√
pi(1 − pi

)

= 2Φ

(
z

2
√
pi(1 − pi)

)
− 1.
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Proto

P (∩Ai) = 1 −
k∑

i=1

[1 − P (Ai)]

≈ 1 − k +
k∑

i=1

2Φ

(
z

2
√

pi(1 − pi)

)
− k

= 1 − 2k + 2
k∑

i=1

2Φ

(
z

2
√
pi(1 − pi)

)
− k

= F (k,p,z).

(2.11)

Označme

Π(k,p,α) = lim
n→∞

P

(
k∩

i=1

Ai(α)

)
.

Z Bonferroniho nerovnosti vyplývá, že

Π(k,p,α) ≥ lim
n→∞

P

[
1 −

k∑
i=1

[1 − P (Ai)]

]
= F (k,p,z).

Podle tvrzeńı, které je dokázané v článku [4], nabývá funkce F (k,p,z) svého
minima pro pi = 1/k i = 1,2, . . . ,k.

Položme pi = 1/k pro i = 1, . . . ,k a označme

g(k,α) = 1 − 2k + 2kΦ

(
kz

2
√
k − 1

)
.

Pak tedy

1 −
k∑

i=1

[1 − P (Ai)] ≈ g(k,α).

V článku [4] je dokázáno že pro funkci Π(k,p,α) a k = 2,3 . . . plat́ı nerovnost

Π(k,p,α) ≥ L(α),

kde

 L(α) =

 1 − 2α, α ≤ 0.016,

6Φ

(
3z(α/2)√

8

)
− 5, 0.016 ≤ α ≤ 0.150.

(2.12)

Graf této funkce můžeme vidět na obrázku 2.1, kde a je rovno α.
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Obrázek 2.1: Obrázek 1: Funkce L(a)

Tedy 99% intervaly spolehlivosti pi ± z(0.01/2)

2
√
n

.
= pi ± 2.58

2
√
n

maj́ı

pravděpodobnost pokryt́ı alespoň 0.98 a 95% intervaly pi±
z(0.05/2)

2
√
n

.
= pi±

1.96

2
√
n

alespoň 0.8871. Z toho vyplývá, že často použ́ıvané intervaly spolehlivosti pi±
1√
n

maj́ı pravděpodobnost pokryt́ı alespoň 0.89.
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Kapitola 3

Simulačńı studie

V této kapitole budeme pomoćı programu R simulovat náhodné výběry z mul-
tinomického rozděleńı a budeme pro vybrané intervaly spolehlivosti zjǐst’ovat,
jaká je celková pravděpodobnost pokryt́ı, tedy jestli pro každé i = 1,2, . . . ,k lež́ı
hodnota pi v př́ıslušném intervalu.

Výsledky těchto simulaćı budeme zaznamenávat do tabulek, kde n znač́ı roz-
sah výběru, k je počet tř́ıd multinomického rozděleńı, vektor p = (p1,p2, . . . ,pk)′

udává skutečné hodnoty parametru. Také si označ́ıme dva vektory. Nejprve

△ = p

= (0.2045,0.1865,0.1461,0.1199,0.0772,0.0688,0.0678,0.0319,0.0266,0.0246,0.0151)′

Tento vektor jsme nezvolili náhodně, jedná se o výsledek parlamentńıch voleb
z roku 2013 a jsou zde zaznamenány pouze výsledky stran, které źıskaly ve volbách
v́ıce než jedno procento hlas̊u. Dále vektor
♣ = p = (0.2421,0.2340,0.1635,0.1612,0.0684,0.0495,0.0323,0.0246,0.0239)′

znázorňuje výsledky prvńıho kola prezidentských voleb z roku 2013.

3.1 Simulace pro intervaly založené na Bon-

ferroniho nerovnosti

Nejprve uved’me kód podle kterého budeme simulace provádět.

z<-qnorm(1-a/2)

o<-10000

set.seed(78)

m<-0

for (i in 1:o)

{x=rmultinomial(n,p)

h<-1

for (j in 1:k){if (abs((x[1,j]/n)-p[1,j])>(z/(2*sqrt(n)))){h=h+1}}

if (h==1){m=m+1}

}

m
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Generovali jsme 10 000 náhodných výběr̊u z multinomického rozděleńı každý
o rozsahu n pozorováńı. Pro každý tento výběr a pro každou z k-tř́ıd multino-

mického rozděleńı jsme pomoćı vzorce
Xi

n
± z

2
√
n

spoč́ıtali interval spolehlivosti

a zjǐst’ovali, jestli v něm lež́ı skutečná hodnota parametru pi, pro i = 1, . . . , k.

Tedy ověřovali jsme platnost nerovnosti |Xi/n − pi| ≤
z

2
√
n

. Byla-li tato nerov-

nost splněna ve všech k-př́ıpadech, označili jsme tento výběr za
”
úspěsný“. Pod́ıl

počtu
”
úspěsných“ výběr̊u ku všem výběr̊um vyjadřuje pravděpodobnost pokryt́ı.

Výsledky jsou zaznamenány v tabulce, kde je nav́ıc v posledńım sloupci uvedena
i hodnota funkce L(α), kterou jsme popisovali v sekci 2.2.

α n k p = (p1,p2, . . . ,pk)′ Pravděpodobnost pokryt́ı L(α)
0.01 100 3 (1/3,1/3,1/3) 0.9859 0.98
0.01 100 11 △ 0.9958 0.98
0.01 100 9 ♣ 0.9948 0.98
0.05 100 3 (1/3,1/3,1/3) 0.9161 0.8871
0.05 100 3 (2/3,1/6,1/6) 0.9604 0.8871
0.05 100 4 (1/4,1/4,1/4,1/4) 0.9073 0.8871
0.05 100 5 (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5) 0.9207 0.8871
0.05 100 11 △ 0.9552 0.8871
0.05 100 9 ♣ 0.9502 0.8871
0.05 500 3 (1/3,1/3,1/3) 0.9054 0.8871
0.05 500 3 (2/3,1/6,1/6) 0.9537 0.8871
0.05 500 4 (1/4,1/4,1/4,1/4) 0.9100 0.8871
0.05 500 5 (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5) 0.9259 0.8871
0.05 500 11 △ 0.9417 0.8871
0.05 500 9 ♣ 0.9442 0.8871
0.1 100 3 (1/3,1/3,1/3) 0.8003 0.7568
0.1 100 3 (2/3,1/6,1/6) 0.8753 0.7568
0.1 100 4 (1/4,1/4,1/4,1/4) 0.8451 0.7568
0.1 100 5 (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5) 0.8528 0.7568
0.1 100 11 △ 0.8611 0.7568
0.1 100 9 ♣ 0.8569 0.7568
0.1 500 3 (1/3,1/3,1/3) 0.8163 0.7568
0.1 500 3 (2/3,1/6,1/6) 0.8935 0.7568
0.1 500 4 (1/4,1/4,1/4,1/4) 0.8212 0.7568
0.1 500 5 (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5) 0.8340 0.7568
0.1 500 11 △ 0.8486 0.7568
0.1 500 9 ♣ 0.8634 0.7568
0.15 100 3 (1/3,1/3,1/3) 0.7034 0.6196
0.15 100 4 (1/4,1/4,1/4,1/4) 0.7471 0.6196
0.15 500 3 (1/3,1/3,1/3) 0.7194 0.6196
0.15 500 4 (1/4,1/4,1/4,1/4) 0.7315 0.6196

Tabulka 3.1: Pravděpodobnost pokryt́ı pro intervaly spolehlivosti

Z tabulky můžeme vidět, že pravděpodobnost pokryt́ı byla vždy vyšš́ı než hod-
nota L(α). Nejbĺıže př́ıslušné hodnotě L(α) byla hodnota pravděpodobnosti po-
kryt́ı u trinomického rozděleńı při výběru o rozsahu n = 100 a pro α = 0.01. Dále
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vid́ıme, že nejnižš́ı hodnota pravděpodobnosti pokryt́ı byla vždy u již zńıměného
trinomického rozděleńı. Naopak nejvyšš́ı hodnotu jsme zaznamenali u rozděleńı
daných vektory (2/3,1/6,1/6)′, △, ♣.

3.2 Simulace pro Wald̊uv interval

Pro simulace použijeme následuj́ıćı kód:

z<-qnorm(1-a/2)

o<-10000

set.seed(78)

m<-0

for (i in 1:o)

{x=rmultinomial(n,p)

h<-1

for (j in 1:k){if (abs((x[1,j]/n)-p[1,j])>

(z*(sqrt((x[1,j]/n*(1-(x[1,j])/n))/n))))

{h=h+1}}

if (h==1){m=m+1}

}

m

Jako v minulém př́ıpadě jsme generovali jsme 10 000 náhodných výběr̊u z mul-
tinomického rozděleńı každý o rozsahu, v tomto př́ıpadě n = 500 pozorováńı.
Pro každý tento výběr a pro každou z k-tř́ıd multinomického rozděleńı jsme
poč́ıtali pomoćı vzorce pro Wald̊uv interval spolehlivosti, viz (1.5). Pro zjǐstěńı,
zda v něm lež́ı skutečná hodnota parametru pi, pro i = 1, . . . , k, jsme ověřovali

platnost nerovnosti |Xi/n − pi| ≤ z

√
p̂(1 − p̂)

n
. Byla-li tato nerovnost splněna

ve všech k-př́ıpadech, označili jsme tento výběr za
”
úspěsný“ a dopoč́ıtali jsme

pravděpodobnost pokryt́ı. Výsledky najdeme v tabulce 3.2.

α k p = (p1,p2, . . . ,pk)′ Pravděpodobnost pokryt́ı
0.01 3 (1/3,1/3,1/3) 0.9726
0.01 3 (2/3,1/6,1/6) 0.9667
0.01 11 △ 0.8268
0.01 9 ♣ 0.8601
0.05 3 (1/3,1/3,1/3) 0.8735
0.05 3 (2/3,1/6,1/6) 0.8656
0.05 11 △ 0.5502
0.05 9 ♣ 0.5925
0.1 3 (1/3,1/3,1/3) 0.7804
0.1 3 (2/3,1/6,1/6) 0.7700
0.1 11 △ 0.2808
0.1 9 ♣ 0.3973

Tabulka 3.2: Pravděpodobnost pokryt́ı pro Wald̊uv interval

Z tabulky vid́ıme, že pro vektory (1/3,1/3,1/3), (2/3, 1/6, 1/6) je hodnota
pravděpodobnosti pokryt́ı vysoká, ale o málo nižš́ı než v předchoźım př́ıpadě.
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Naopak pro vektory △, ♣ je tato hodnota velmi malá, a to hlavně v př́ıpadě
α = 0.05 a 0.1.

3.3 Simulace pro Agresti-Coull̊uv interval

Opět uvedeme kód, který použijeme:

z<-qnorm(1-a/2)

o<-10000

set.seed(78)

m<-0

for (i in 1:o)

{x=rmultinomial(n,p)

h<-1

for (j in 1:k){if (abs(((x[1,j]+y)/(n+2*y))-p[1,j])>

(z*sqrt(( ((x[1,j]+y)/(n+2*y))

*(1-((x[1,j]+y)/(n+2*y))))/(n+2*y))))

{h=h+1}}

if (h==1){m=m+1}

}

m

Postupovali jsme naprosto obdobně jako v předchoźım př́ıpadě. Ověřovali jsme

platnost nerovnosti |(Xi + y)/(n + 2y) − pi| ≤ z

√√√√√Xi + y

n + 2y

(
1 − Xi + y

n + 2y

)
n + 2y

, kde

y = z2 vycházej́ıćı z (1.11).

α k p = (p1,p2, . . . ,pk)′ Pravděpodobnost pokryt́ı
0.01 3 (1/3,1/3,1/3) 0.9725
0.01 3 (2/3,1/6,1/6) 0.9740
0.01 11 △ 0.8733
0.01 9 ♣ 0.9298
0.05 3 (1/3,1/3,1/3) 0.8835
0.05 3 (2/3,1/6,1/6) 0.8858
0.05 11 △ 0.5235
0.05 9 ♣ 0.6559
0.1 3 (1/3,1/3,1/3) 0.7804
0.1 3 (2/3,1/6,1/6) 0.7864
0.1 11 △ 0.2833
0.1 9 ♣ 0.4196

Tabulka 3.3: Pravděpodobnost pokryt́ı pro Agresti-Coull̊uv interval

Pohledem do tabulky zjist́ıme, že jsem źıskali podobné výsledky jako u Wal-
dova intervalu. Např́ıklad pro vektor ♣ je pravděpodobnost pokryt́ı vždy vyšš́ı,
ale pořád je pro hodnoty α = 0.05 a 0.1 výrazně nižš́ı než u interval̊u ze sekce
3.1.
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Závěr

V této práci jsem popsala a odvodila intervaly spolehlivosti pro parametry
binomického a multinomického rozděleńı. V kapitole 3 jsem se věnovala
simulaćım multinomického rozděleńı a následnému výpočtu pravděpodobnosti
pokryt́ı pro konkrétńı intervaly spolehlivosti.

Podrobně jsem tuto pravděpodobnost poč́ıtala pro interval spolehlivosti

založený na Bonferroniho nerovnosti, interval
Xi

n
± z

2
√
n
, jehož odvozeńı jsem

se věnovala v sekci 2.2. Pravděpodobnost pokryt́ı vycházela
”
poměrně“ vysoká,

např. pro běžně použ́ıvanou hladinu α = 0.05 byla jej́ı hodnota vždy vyšš́ı než
0.9, a vždy byla vyšš́ı než hodnota funkce L(α). Proto je vhodné pro výpočet in-
terval̊u spolehlivosti pro parametry multinomického rozděleńı použ́ıvat intervaly
Xi

n
± 1√

n
. Tyto intervaly lze snadno spoč́ıtat a zároveň jejich pravděpodobnost

pokryt́ı je alespoň 0.89.

Dále jsem zjǐst’ovala, jaká je pravděpodobnost pokryt́ı, konstruujeme-li in-
tervaly spolehlivosti pro parametry multinomického rozděleńı individuálně pro
každou pravděpodobnost. V tomto př́ıpadě jsem vybrala Wald̊uv interval a
Agresti-Coull̊uv interval. U obou vycházely pravděpodobnosti pokryt́ı podobně.
V př́ıpadě trinomického rozděleńı byla jej́ı hodnota podobná jako u výše po-
psaného intervalu. Naproti tomu u př́ıkladu z praxe - výsledk̊u minulých voleb -
byla pravděpodobnost pokryt́ı velmi ńızká, pro α = 0.05 se jej́ı hodnota pohybo-
vala jen mezi 0.52 a 0.65.
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