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Uvod

Otédzka vhodné reprezentace matematickych objektu (¢isel, polynomu) je klicova
pro jejich dalsi vyuziti. Kromeé obvyklé reprezentace vzhledem k mocninam néjakého
zékladu (napf. 2, nebo 10 pro ¢isla, x pro polynomy) muze byt vyhodna i tzv.
modularni reprezentace. Celé ¢islo takto muzeme reprezentovat pomoci zbytku po
jeho déleni ruznymi prvocisly, polynom zase pomoci funkénich hodnot v ruznych
bodech definiéniho oboru. Vhodnost téchto reprezentaci zavisi na typu uloh, které
s objekty chceme provadét. Napiiklad pro nasobeni polynomu, vypocet deter-
minantu matic, nebo nejvétsi spoleény délitel celo¢iselnych polynomu existuji
efektivni algoritmy pracujici s modularni reprezentaci. Ta vSak obvykle neni pro
¢lovéka prilis srozumitelnd, je tedy nutné mit k dispozici i algoritmy na pievod
zpét do reprezentace pomoci mocnin zakladu. Pro tento ticel se v ptripadé celych
¢isel vyuziva klasicka ¢inské véta o zbytcich, pro polynomy zase véta o interpolaci.

Obé tyto véty maji spolecné zobecnéni (zobecnénd ¢inska véta o zbytcich,
kterou uvadim v prvni kapitole této prace). Déle se v této bakalarské préaci vénuji
predevsim problému interpolace. V prvni kapitole jde o klasickou polynomialni
interpolaci a dale Hermitovu interpolaci, ve druhé kapitole se vénuji rozkladum
racionalnich funkci na parcialni zlomky. Zbytek préace se tyka racionalnich funkei:
Cauchyova interpolace, Padého aproximace a nakonec racionalni ¢inska véta o
zbytcich. Forma, ktera pro to byla zvolena odpovida zadani: jde o feseni cviceni
z 5. kapitoly ucebnice [1]. Vybér tiloh byl podminén zejména jejich naroc¢nosti.
Mnoho cviéeni se do prace nehodilo, jelikoz byly bud mechanické, nebo piilis
piipadné ji dopliuji (napiiklad jako dukazy jednodussich tvrzeni). V feseni téchto
cviceni spo¢iva muj vlastni piinos.



1 Cinskda véta o zbytcich, interpolace

V prvni kapitole nejprve struc¢né shrneme znamou teorii tykajici se poly-
nomidlni interpolace. Jejim hlavnim obsahem pak budou fesend cviceni z [1] a
nakonec se budeme vénovat problému Hermitovy interpolace.

1.1 Polynomialni interpolace

Vsechny dukazy uvedenych tvrzeni lze nalézt v [1] nebo [2]. V této kapitole
budeme jako R vzdy znacit obor integrity. Pro r,s € R budeme jako (r) znacit
idedl generovany prvkem 7, jako ged(r,s) zase nejvétsi spoleény délitel r,s. Cinskou
vétu o zbytcich vyuzijeme i v dalsich kapitolach této préce.

Véta 1.1 (¢inskd véta o zbytcich). Bud R obor integrity hlavnich idedli, r € N,

mo,....,my—1 € R, takové, Ze ged(m;m;) =1 pro 0 < i < j <r, a ddle oznacme
r—1 . Lo o

m = [[:_, m;. Potom existuje izomorfismus okruhi

R/(m) = R/(m1) X ... x R/(my_1).

Piedpokladejme, Ze je na R definovano déleni se zbytkem. Izomorfismus z Cinské
véty o zbytcich mé potom tvar r +— (r mod my,...,r mod m,_1). Pro libovolnd
Vg,---,Ur € R 1ze TeSeni f € R soustavy kongruenci

f=wv; (mod m;) pro0<i<r
nalézt pomoci Lagrangeova algoritmu:
1. pro kazdé i = 0,...,r — 1 proved
(i) najdi s; splnujici s;N; = 1 (mod m;)
(iil) ¢; + v;s; mod m;
2. odpovéz Z::_é c;N;

Dusledkem véty 1.1 je klasickda ¢inska véta o zbytcich pro celd cisla, stejné jako
véta o interpolaci. V piipadé R = Fz|, kde F je téleso, ma Lagrangeuv algoritmus
kvadratickou casovou slozitost.

Véta 1.2. Necht R = Flz], kde F je téleso, mg,....m,_1 € R, m = H;:& m;.
Necht deg m; > 1 a v; € R af spliugi deg v; < deg m; pro 0 < i < r. Dale
oznacme n = deg m. Pak md Lagrangeiv algoritmus casovou sloZitost O(n?)
operaci v F.

1.2 Resena cviceni
Obsahem této sekce jsou feseni vybranych cviceni z [1]. V zdvorce je vzdy
uvedeno jejich cislo v této ucebnici. V prvnim se vénujeme interpolaci v okruhu

L, kde m je souc¢inem dvou ruznych prvocisel (Z,, tedy neni téleso, ani obor
integrity).



Uloha 1.1 (5.22). Necht po,p1 € N jsou miznd prvocisla, m = pop1, n € N a
UQ,--yUp—1, V0,..-,Up—1 € 7.

(i) Dokazte, Ze polynom f € Z|x] takovy, Ze

koeficienty f lezi v mnoziné {0,...m — 1}, deg f <n a f(u;) = v; (mod m)
(1)

pro 0 < i < n, existuje, prave kdyz plati implikace
u; = uj (mod pp) = v; = v; (mod py), (2)
0<i<j<n, k=01

(i1) Ukazte, Ze (1) md jednoznacné teseni <= w; # u; (mod py) pro kazdé
0<i<j<n, k=0,1.

(iii) Spoctéte viechny interpolacni polynomy f € Zx] s koeficienty z mnoZiny
{0,...,14}, deg f < 3 splnugici

f(1) =2 (mod 15)

f(2) =5 (mod 15)
f(4) = —1 (mod 15).

Resend. (i) Hleddme polynom f € Z,,[z], f = Z;:Ol c;ja?, takovy, ze f(u;) = v;
pro kazdé i = 0,..n — 1, kde @; = w; mod m, v; = v; mod m. Bez Ujmy na
obecnosti muzeme predpoklddat, ze vsechny w;, v; € Zy,. Necht ¢ : Z,, — Zp, X

Ly, je izomorfismus okruht z Cinské véty o zbytcich. Pak

n—1

flw) =vi <= o(f(w)) = p(vi) = @(Z cul) = o(v;)

n—1
— Zs@(cj)so(ui)j = (v; mod po, v; mod p1)
=0
n—1
— Z(Cj mod pg)(u; mod py)’ = v; mod py a zérovei
§=0
n—1

(¢; mod py)(u; mod p1) = v; mod py
pro kazdé i € {0,....n — 1}. Nyni je vidét, ze hledany polynom f existuje, préve
kdyz existuji polynomy g € Z,, [x],
deg gr < n, takové, ze gi(u; mod pg) = v; mod py, i = 0,....n — 1, (3)

k = 0,1. Pokud vsak existuje trojice (i,5,k) € {0,...,n—1}*x{0,1} takovd, ze 1 # j,
u; = u; (mod pg), v; # v; (mod py), pak polynom gi s pozadovanou vlastnosti
existovat nemtuze, a neexistuje tedy ani hledany polynom f. Pfedpokladejme, ze
plati (2). Pak kazdé dvé dvojice (u; mod py,v; mod py), (u; mod py,v; mod py)
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jsou bud’ stejné, nebo u; # u; (mod py). Pro k € {0,1} oznacme

di := |{(u; mod pg,v; mod pyi) : 0 < i < n}|. Podle véty o interpolaci pak existuje
pro kazdé k polynom gy € Z,, [z], deg g < di < n spliujici (3). Tim je dukaz
hotov.

(11) Hledany polynom f € Z,,[z] je uréen jednoznacné, pravé kdyz pro kazdé
k € {0,1} je polynom g; € Z,, [z] spliujici (3) urcen jednoznacéné. Necht pro
k € {0,1} je dy, < n, gx € Zy,[x] spliuje (3) a deg gr < di. Necht ddle a; :=
uy mod pg,...,aq, = ug, mod py € Z,, jsou po dvou ruzné. Pak polynom h(z) =
gr(x) + 1% (x — a;) € Zy, [x] sphiuje (3) a gx # h. Pokud naopak di = n, pak je
podle véty o interpolaci polynom g splnujici (3) urcen jednoznaéné. Déle ziejmeé
di = n, prave kdyz w; # u; (mod py) pro kazdé 0 < ¢ < j < n. Tim je dikoz
hotov.

(111) Najdeme gg € Zs[z], g1 € Zs[z] spliujici (3) (kde n = 3, po = 3, p1 = 5).
Jelikoz d; = 3 = n, je polynom g; urcen jednoznacné a lze ho spocitat (napiiklad
pomoci Lagrangeova algoritmu) jako g; = 322 + 4z. Je viak dy = 2 < n (ug =

=4 = uy (mod 3)) a polynom gy jednoznacné urcéen neni. Vsechny polynomy
h(z) € Zs|z] splaujici (3) (pro k = 0) jsou tvaru, h;(x) = go(x) +i(x + 1)(z + 2),
kde gy = 2 je konstantni polynom a i € Zs. Proi = 0 to je polynom hg(x) = 2, pro
i = 1 polynom h;(z) = 22 + 1 a hy(x) = 22°. Pokud potom jako a;»,a;1,a:0 € Zs3
oznacime koeficienty polynomu h; (h; = Z?:o aijal), by = 3, by = 4, bp = 0
koeficienty polynomu g; a polozime ¢;; = ¢~ *(as;,b;), i,j = 0,1,2, budou polynomy
fo(r) = coor®+corr+coo = 322 +92+5, f1(x) = crox’+cpiw+cip = 1322 +92+ 10,
fo(x) = cooa® + o1+ 99 = 82+ 9z pravé viechny polynomy splitujici podminky
ze zadani.

]

Jak je ukazéno napiiklad v [1, str. 102], Lagrangetv interpolaéni polynom
stupné mensiho nez n € N lze (pomoci Lagrangeova algoritmu) spocitat pomoci
7n? — Tn operaci v télese F'. Dald{ moznosti je vyuzit tzv. Garneriv algoritmus
(viz [2]). Jeho asymptoticka casovd slozitost (v piipadé okruhu polynomi) vychézi
stejné jako slozitost Lagrangeova algoritmu. Jak je ale ukédzano v nasledujici tiloze,
pocet elementarnich pocet operaci v télese potiebnych k vypoctu je mensi nez v
pripadé Lagrangeovy interpolace.

Uloha 1.2 (5.11). Predpokladejme, Ze jsou dany prvky ug,...,Un_1,V0,...,0n_1 télesa
F, kde ug,...,un_1 jsou po dvou rizné. Necht f € Flx] je stupné mensiho nez n,
splriugict f(u;) = v; pro vSechna i. Pokud f vydélime se zbytkem polynomem x—uy,
ziskame polynom g € F[x] stupné deg f — 1 takovy, Ze f = (x — ug)g + f(ug) =
(x — up)g + vo. Pro i > 1 pak plati g(u;) = (v; — vo)/(u; — wg) a polynom g
spocitame rekurzivné stejnym zpusobem.

(i) Na zdkladé predchozich dvah navrhnéte algoritmus pro pocitand interpolacéniho
polynomu, dokazte jeho spravnost a odhadnéte jeho casovou sloZitost. Resent
je mozné najit pomoci méné nez 5n?/2 operaci v F.

(i) Pomoci tohoto algoritmu najdéte polynom [ € F;lx] stupné nejuyse 2,
splniugict f(0) =1, f(1) =5, f(6) = 2.

Resen (i) Ulohu fesf algorimus 1.



Algoritmus 1

Vstup: ug,...,u,—1 € F po dvou ruzné, vy,...,v,_1 € F', F téleso, n > 2.
Vystup: f € F[x] stupné nejvyse n — 1 splaujici f(u;) =v; pro0 <i<n
0,0 <= Vo, Lo,1 ¢ V1, oy ton—1 < Upn—1
fori< 1,..n—1do

for j < i,...n — 1 do

tij < (tic1y — ticio1)(uj — wi1)”

end for
end for
fnfl <~ tnfl,nfl
fori<n—-2n-3,..,0do

fi+ (v —w)fiza +tis
end for
return f,

Spravnost algoritmu dokazeme indukei podle n. V piipadé n = 1 je vystupem
algoritmu konstantni polynom fy = too = vo € Fl[z], ktery ziejmé spliuje
podminku deg fo < n =1, f(uy) = vg. Necht n > 1. Podle indukéniho predpokladu
spiuje polynom f; podminku deg f1 <n—1, fi(w;) =t;,; pro 1 <i < n a jelikoz
fo = (x —uo) f1(x) + to,, plati

fo(ug) = too = o,

aprol <i<n

Jo(wi) = (ui — o) fi(us) + too = (u; — uo)t1,; + vo

to; — too

:(UZ‘—U()) +U0:(Ui—1}0)+vozvi

U; — Ug
adeg fo=deg (r —up) +deg fi<1l+(n—1)=n.
Co se tyce casové slozitosti algoritmu, prvni cyklus probéhne n(n — 1)/2-krét
a v kazdém kole se provedou tii operace v télese F' (dvakrat odéitani a jedno
déleni), za prvni cyklus tedy celkem %nQ — %n operaci. Pro odhad slozitosti druhé
¢asti algoritmu si vSimnéme, ze pro j € {0,....,n — 1} je deg f; < n —j — 1. Pro
0 < i < n—2 potom sou¢in polynomu (z — u;)f;y1 vyzaduje nejvyse n — i — 1
nasobeni a n—i— 2 séitani v F. Po pricteni konstanty ¢;; je to celkem 2(n—i—1)
operaci a cely druhy cyklus tedy vyzaduje provedeni ZZ:(? 2n—i—1)=n*>-n
operaci. Celkova casova slozitost algoritmu je tedy
3 9 2 5 9
5" —§n—|—n —n < 5"
operaci v F'.
(ZZ) Polozime to,o = Vg = ]_, t071 =V = 5, to,g = Uy = 2, dale Uy = 0,
u; = 1, ug = 6. Podle predpisu z algoritmu 1 spocitdme

to1 — 1 too — T t1o—1
t, = 0,1 00—4,t1’2: 0,2 0’0—6,t22: 1,2 11_6
Uy — Ugp Uz — U Ug — U
a
fo=122=06,



fi=@—w)fo+ti1=(x+6)6+4=06x+5,
fo=(r —up)fi +too=x(6x+5)+1=062"+5x+1
a fo je hledany polynom.

0

Dalsi uloha ukazuje, ze za jistych podminek je mozné omezit se pii interpolaci
pouze na sudé (ptripadné liché) polynomy.

Uloha 1.3 (5.12). Necht F je téleso, ug,...,un_1 € F \ {0} takové, e u; # +u;
pro 0 <1< j<n avy,..,v,_1 €F.

(1) Necht f € Fl[z] je polynom stupné mensiho nez 2n, spliujici f(u;) = f(—u;)
pro 0 <i < n. Dokazte, Ze f(x) = f(—x), a tedy f je sudy.

(ii) Pouzijte vétu o interpolaci a predchozi ¢ast cvicent, abyste ukdzali, Ze exis-
tuje jednoznaéné uréeny sudy polynom f € Flx] stupné mensiho nez 2n,
splrugict f(u;) = v; pro 0 <i < n.

(111) Bud g € Flx] jednoznacné uréeny polynom stupné nejvyse n — 1 spliujici
g(u?) = v;, i = 0,....n—1. Jaky je vztah polynomu f z predchozi ¢dsti cvicent

k polynomu g?
(iv) Uved'te analogické tvrzend jako v (i)-(i1) tykajici se lichijch polynomyi.

Resend. (i) Polynom g(x) := f(z) — f(—x) je stupené menstho nez 2n a
zaroven pro kazdé i € {0,....,n — 1} plati g(w;) = f(u;) — f(—u;) = 0, g(—w;) =
f(=u;) — f(u;) = 0. M& tedy 2n ruznych kofenu a je to nutné nulovy polynom.
Odtud f(z) = f(—=).

(11) Podle véty o interpolaci existuje polynom f € F[z], deg f < 2n takovy, ze
f(£u;) = v;. Podle (i) je takovy polynom sudy. Pokud h € Fz] je sudy polynom
takovy, ze deg h < 2n, h(u;) = v;, i = 0,...,n—1, pak ze sudosti plyne h(—u;) = v;,
i =0,...,n — 1 a diky jednoznaé¢nosti interpolacniho polynomu mame h = f.

(11i) Piedné poznamenejme, ze diky predpokladu na prvky wu; je splnéna
podminka ¢ # j = u? # u? a polynom g je korektné definovany. Dale dokazeme,

7e pokud g = Z;:& c;?, pak f = Z;:& c;x®. Oznaéme h = Z;.:Ol c;x%. Vzhle-

dem k podmince jednoznacnosti z predchozi ¢asti cviceni staci dokdzat (zfejmeé
deg h < 2n, h je sudy), ze h(u;) = v;, i = 0,...,n—1. Ovsem h(u;) = Z?:_ol cul =
Z;:& cj(u?) = g(u?) = v;. Plati tedy h = f a dukaz je hotov.

(iv) Piislusna tvrzeni lze formulovat nésledovné:

e Necht f € Flz], deg f < 2n, f(uw;) = —f(—u;), i = 0,....n — 1. Pak [ je
lichy.

e Existuje jednozna¢né urc¢eny lichy polynom f € F[z]| stupné nejvyse 2n — 1
splnujici f(w;) = v; pro i =0,...,n — 1.

e Necht g € Flz], deg g < n, g(u?) = B prod = 0,...n — 1. Jestlize g =
uA

(2
—1 i —1 i
Z?:o c;ja’, pak f = Z?:o Cj$2]+1'



O

V nasledujicim cviceni se budeme vénovat interpolaci polynomu dvou proménnych.

Uloha 1.4 (5.13). Bud F téleso, n € N, ug,...,u,_1 € F po dvou rizné, v; € F[x]
prot=20,..n—1.

(i) Navrhnéte algoritmus pro vypocet polynomu f € Flxyy|, kde stupen f v
promenné y je mensi nezn a

f(zu;) =vi(x), i =0,...n — 1.
Ukazte, Ze [ je urcen jednoznacné.

(11) Za predpokladu, Ze stupen v; je mensi neZz m € N pro kazdé i, odvod'te
casovou sloZitost vaseho algoritmu.

(iii) Spocitejte f € Fiyi[z,y] takovy, Ze
f(@0) =2 +7, f(z,1) =2° + 20 + 3, f(x,2) =2° +5.

Resend. (i) Piedpokladejme, Ze pro kazdé i € {0,...,n — 1} plati deg v; < m,
m € N. Déle pro kazdé i oznacme v;(x) = b; ,,_12™ ' +...4+b; o. Uvazme nasledujic
algoritmus.

Algoritmus 2

Vstup: ug,...,un_1 € F po dvou ruzné, vy,...,v,_1 € F|x]

Vystup: f € Fla,y] takovy, ze deg, f <n a f(z,u;) = vi(x), i = 0,...n — 1.

for j «+ 0,....m — 1 do
Spocitej polynom ¢; € Fly|, deg ¢; < n, spliujici ¢;(u;) = b;; pro i =
0,....n—1

end for

return f(x,y) = Z?:Ol cj(y)z?

Stupen f v proménné y je ziejmé mensi nez n a pro i € {0,...,n — 1} déle plati
f(r) = cpmo1(u)x™  + o+ co(w;) = bim12™ H + o+ big = vi(T).

Pokud h(z,y) € Flx,y] m& v proménné y stupen mensi nez n a zaroven
spliuje h(z,u;) = v;(x) pro kazdé i € {0,....,n — 1}, muzeme vyjadrit h(x,y) =
Bon—1(y)x™ + ... + ho(y), kde hg,....h,—1 € F[y] jsou polynomy stupné menstho
nez n. Potom f(z,y) — h(@,y) = (em-1(y) = hm-1(y))2™ " + ... + (co(y) — ho(y))
a f(z,u;) — g(x,u;) je nulovy polynom pro kazdé i. Pro kazdé i tedy ¢, 1(u;) —
hm-1(u;) = 0 a protoze stupen polynomu ¢, 1(y) — hpm_1(y) € F[y] je mensi
nez n, je to nutné nulovy polynom a ¢, 1 = h,_;. Podobné odvodime, ze
Cm—2 = hy_9,...,co = hg a polynom f je urc¢en jednoznacné.

(it) Pro dané j € {0,...,m — 1} lze podle véty 1.2 polynom ¢; € Fly|, deg
¢; < m, spliwjict ¢;(u;) = b j, @ = 0,...,n — 1, spocitat pomoci O(n?) operaci v
telese F. Celkova casova slozitost algoritmu 2 je tedy mO(n?) = O(mn?) operact
v télese F'.

(iii) Mame

ug =0, up =1, up = 2,
vo(x) = 2> + 7, vi(x) = 2° + 22+ 3, va(x) = 2° + 5

a hleddme polynom f(z,y) = c3(y)a® + ca(y)a® + c1(y)z + co(y), kde
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Polynomy c3,co,c1,¢0 € Fy| 1ze spocitat jako co(y) = 3y?+4y+7, c1(y) = 9y*>+4y,
ea(y) = 6y% + 4y + 1, c3(y) = 5y? + 7y a vysledkem je tedy

(
flzy) = 5y + Ty)z® + (6y° + 4y + 1)a® + (9y” + dy)z + 3y° + 4y + 7

1.3 Hermitova interpolace

Hermitova interpolace je zobecnénim klasické Lagrangeovy interpolace. Umoznuje
najit polynom takovy, ze kromé predepsanych funkénich hodnot nabyva i predepsanych
hodnot derivaci. Nejprve tento problém definujme obecné.

Necht F je téleso, ug,...,u,—1 € F po dvou rtzné, eg,....e,_1 € N, vg,...,0,_1 €
Flz] a deg v; < €;, 0 < i < r. Problémem Hermitovy interpolace rozumime
najit polynom f € F[x] stupné mensiho nez n = e + ... + e,_1 spliujici

f =wv; (mod (z — u;)%) (4)

pro kazdé i € {0,...,r — 1}.
Nasledujici tvrzeni je dusledkem véty 1.1.

Tvrzeni 1.3. Budte ug,...,u,—1 € F po dvou rizné, eg,....e,_1 € N, vg,...,0_1 €
Flz] a degv; < e;, 0 < i < r. Potom existuje jednoznacéné urceny polynom
f € Flx], deg f < n, spliujici (4).

Z véty 1.2 déle plyne:

Disledek 1.4. Problém Hermitovy interpolace popsany vyse lze vyresit pomoci
O(n?) operaci v télese F.

Nyni se podivame na to, jak vySe popsany problém Hermitovy interpolace
souvisi s derivaci polynomu. Nejprve pripomeneme znamé definice. Jako R opét
znacime obor integrity.

Definice 1.5. Necht f =" ¢;z* € R[x]. Derivaci polynomu f definujeme jako
polynom

—_

n—

fl@)=Y Q4.4+ a2’
(i+1)x

Il
o

pokud n > 1 a jako nulovy polynom, pokud deg f < 0. Derivace vyssich radi pak
definujeme induktivné

FO=f fED = (£,
kde k € N.

Pokud R < C, pak m& uvedend definice stejny vyznam, jako definice derivace
ve smyslu matematické analyzy. Pro [ € N budeme dale | € R chapat jako
1+ ...+ 1 € R. Nésledujici tvrzeni je dokdzano napiiklad v [3].

—
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Tvrzeni 1.6. Necht f,g € R[z] an € N. Pak
(i) (F+9)™ = [ +4g"
(i) (fg)™ =320 (7) FPgn
(iii) (f") =nf"7'f
Lemma 1.7. Necht f € R|z|, deg f < n € N. Pak pro kaZdé v € R existugi

jednoznacné uréené fo,....fn € R, Ze f = fo(v—u)"+ fo1(z—u)" 1+ ...+ fi(z—
u) + fo-

Diukaz. Dukaz existence lze provést indukci: pro n = 0 je tvrzeni ziejmé, pokud
n > 0, pak lze vyjadiit f(z) = q(z)(x—u)+r, kde r € R. Polozime fy =raq(z) =
fo(z —w)" '+ ...+ fi podle indukéniho predpokladu. Pro dikaz jednoznacnosti
predpokladejme, Ze

falx —uw)"+ .+ file—u)+ fo=gulz —w)"+ ...+ q1(x —u) + g0, (D)

90,--,gn € R. Pokud n = 0, pak fo = go. Necht n > 0. Z binomické véty je videét,
ze vedouci koeficient polynomu na levé strané (5) je f,, zatimco vedouci koeficient
polynomu na pravé strané je g,. Musi platit f,, = g, a (5) je ekvivalentni s

foa(e =u)" 4t i@ = u) + fo=gna(z — )"+ i —w) + go.
Podle indukéniho predpokladu je f,-1 = gn_1,.--.Jo = go- O]

Dusledek 1.8. Necht f € R[z]|, deg f <n €N, f(z) = fu(z —uw)" + fr1(z —
w)" L+ .+ fi(x —u) + fo. Pak pro kazdé e e N, 1 < e <mn, plati f = f._1(z —
w) P+ L+ filr —u) + fo (mod (z — u)9).

Pozorovani 1.9. Viimnéme si, Ze k-ta derivace polynomu f(x) = fu(x —u)" +
fooi(z—w)" 1+ 4 filx—u)+ fo € Rlx], kde f; € R, 0 < k < n, se podle tvrzeni
1.6 rovnd f®(x) = n(n —1)...(n — k + 1) fulz —w)"* + .. + (k!) fi. Specidlné
tedy [ (u) = (k!) fi.

Lemma 1.10. Nechf f € R[z], deg f < n = ey + ... + e¢,_1, u; € R po dvou
ruzné, v; € Rlx|, deg v; < e;, i =0,....,r — 1. Pak

f=wi (mod (z —u;)%), 0 <i <,
prave kdyz
f= Faoa(m—w)" o fr(a—w)+ fo = foa(@—u) T o fo = vi(x), 0 < i <
kde for.... [, € R.

Diikaz. Necht f =wv; (mod (z —u;)%), f = fa_1(x —u)" 4.+ filz — w;) + fo,
0 <4 < r. Potom podle dusledku 2.4 f = fe,_1(z—u;)“ '+..4+ f1(z—u;)+ fo (mod
(r—w;)%). Z tranzitivity relace = plyne v; = fo._1 (v —u;)“ ' +...+ fi(z —w;) + fo
(mod (z—u;)%). Jelikoz jsou oba polynomy stupné mensitho nez e;, musi se rovnat.
Opacnd implikace nefika nic jiného, nez dusledek 1.8. n
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Ptipomenme, Ze pro obor integrity R definujeme charakteristiku R jako nejmensi
n € N takové, ze 1 4+ ... +1 = 0, pokud takové n existuje, jinak je charakteris-
——

nx
tika R rovnda 0. Predpoklddejme, ze F' je téleso nulové charakteristiky. Problém
Hermitovy interpolace je potom ekvivalentni nalezeni polynomu f € Fx], jehoz
prvnich e; derivaci (pocinaje nultou) v bodé u; nabyvé predepsanych hodnot z F
(opét predpokladame, Ze w; jsou po dvou ruzné prvky télesa F'). Presnéji feceno,
hleddme polynom f stupné mensiho nez n = ey + ... + e,_1 spliujici

fug) = Co,o,---af(eofl)(uo) = C0,e0—1

flup—1) = Crfl,ﬂr--af(er_l_l)(urfl) = Cr—ler1-1,

kde ¢;; € I, 0 <11 <r, 0<j <e; jsou pfedepsané hodnoty. Polozme potom pro
0<i<r

Cie;—1 e;i—
Uz<$) = m(l‘—ul) 1+...+Ci71(I—Ui)+Ci70

anecht f je feSeni problému Hermitovy interpolace s parametry g, ...,Uy—1,€0;-..,€r_1,
Vo,---,Ur—1. Pro kazdé i pak podle lemmatu 1.7 muzeme vyjadiit f jako f(z) =
fooi(x —w)" '+ ..+ fi(x — u;) + fo. Podle pozorovdni 1.9 plati pro kazdé
0<k<e

FO (ui) = (R fi
a podle lemmatu 1.10 .
ik

Dostavame tedy f® (u;) = ¢y pro kazdé i € {0,....r — 1}, k € {0,...,e; — 1}.

Uloha 1.5. Najdeéme polynom f € Qz] stupné nejugse 5 spliugici
f(0) =1, f'(0) =0, f(0) = -2
f)y =1, f(1)=2, f(1) = 10.

Reseni. Oznacme

P +1=—2*+1

vo(z) =

10
v(r) = —~(r—1)*+2(x—1) +1=>52" -8z +4.

(21
Polynom f spliujici
f = vo(z) (mod 2*),

f=wv(z) (mod (z — 1)),
najdeme napiiklad pomoci Lagrangeova algoritmu jako
flx)=a*—2*+1

a derivovanim lze ovérit, ze takovy polynom spliuje podminky ze zadani.
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2 Rozklady na parcialni zlomky

V této casti ukazeme efektivni algoritmus pro rozklad racionalni funkce na
parcidlni zlomky. Potteba tesit takovy problém nastava napiiklad pfi integrovani
racionalnich funkci. Nejprve definujeme pojem p-adického rozkladu a ukézeme
algoritmus na jeho vypocet.

2.1 p-adicka reprezentace polynomu

Definice 2.1. Bud R okruh, a,p € R[z|, kde p je monicky stupné m > 0 a a je
stupné mensiho nez km, pro kom € N. p-adicky rozvoj polynomu a je vyraz

a= ak_lpk_l + ... +aip + ao,
kde ag,...,ax_1 € R[x] jsou stupné mensiho nez m.

p-adicky rozvoj polynomu lze pocitat podle algoritmu 3.

Algoritmus 3 p-adicky rozvoj
Vstup: p € R[z] monicky stupné m > 0, k € N, a € R|x] je stupné mensiho
nez km
Vystup: ao,...,ar—1 € R tak, ze a = ap_1p" ' + ... + a1p + ag
if deg a < m then
return ay = a je p-adicky rozvoj a
else
spoc¢ti ¢,r € Rx] tak, ze a = gqp+ 1, degr <m
poloz ag =r
Spocti ai,...,ax_1 tak, 7ze ¢ = ap_1p" 2 + ... + asp + a;
return a = ap_1p* ' + ... + aip + ag je p-adicky rozvoj a
end if

2.2 Rozklad na parcialni zlomky

Bud nyni F téleso, fi,....fr € F[x] jsou nekonstantni, monické a po dvou ne-
soudélné. Dale necht ey,....e, € N a ozna¢me f = fi'...f¢. Piedpoklddejme, ze
g € Flx] je stupné menstho nez n = deg f. Rozkladem funkce g/f € F(x) na
parcidlni zlomky vzhledem k dané faktorizaci jmenovatele f = fi*...f¢ rozumime
vyraz tvaru

gz&—l—...—i——gl’el—l—...—l—%—k._ﬁ_g’”ﬁ (6)

[ h . fr fer’
kde g; ; € F[x] jsou stupné mensiho nez f; pro vsechna i,j.
Priklad 2.1. Pro F = Q, g(x) = 2 + 2 — 22 — 2, f(z) = 2% — 23 — 222

bude mit rozklad funkce g/f € Q(x) na parcidlni zlomky vzhledem k faktorizaci
f(x) = 2*(x* — x — 2) tvar

x3+x2—2x—2_1/2+1 x/24+1/2

x4 — a3 — 222 x 2 2 —x =2

12



Jak je dokézano napiiklad v [1], rozklad (6) existuje vzdy a navic je urcen jed-
nozna¢né. Prirozenym zpusobem, jak takovy rozklad hledat, je vyjadrit kazdy
polynom g;; stupné nejvyse deg f; pomoci nezndmych koeficientu a z (6) po
prendsobeni spoleénym jmenovatelem odvodit soustavu linearnich rovnic s koefi-
cienty polynomi g; ; jako neznamymi. Matice takové soustavy mé potom rozmér
n X n a pomoci Gaussovy eliminace by jeji feSeni mélo asymptotickou slozitost
O(n?). Uvidime, Ze postup navrzeny v [1] je efektivnéjsi.

2.3 Algoritmus na pocitani parcialnich zlomku
Prvnim krokem k rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky je nalézt

¢; € Flx], deg ¢; < e;deg f;, pro které plati

?:F—i_m_'_ff

K tomu pouzijeme algoritmus 4:

(7)

g C1 Cr
T

Algoritmus 4
Vstup: f = fi...fr € Flz|, g € F[z], kde fi,....f. € Flz] jsou nekonstantni,
monické a po dvou nesoudélné, deg g < deg f.
Vystup: ¢; € Flz], deg ¢; < e;deg f;, splnujici (7)
fori <+ 1,...,r do
Ny« ffi"
najdi s; splaujici s;N; = 1 (mod f{*)
¢; < gs; mod f7
end for
return ci,...,c,

Lze nahlédnout, ze pro cy,...,c, spo¢itané podle algoritmu 4 plati nasledujici rov-
nost:
c=g]]f; (mod f)
J#

pro kazdé i. Pokud pravou stranu (7) vyndsobime f, ziskdme polynom ¢* =
aff~ "+ ...+c.ff7° jehoz stupen je mensi nez stupen polynomu f a pro ktery
plati g* = ¢ (mod f{*) pro kazdé i. Podle ¢inské véty o zbytcich je g* = ¢ (mod
f) a jelikoz jsou oba polynomy stupné mensiho nez deg f, musi se rovnat. Odtud
jiz plyne vztah (7).

V dalsim kroku vyuzijeme algoritmus 3: pokud kazdé ¢; vyjadiime v f;-
adickém rozvoji:

¢ = ginfi T+ o A Gier1 fi T Gisers

kde g¢;; jsou stupné menstho nez f;, budou polynomy g, ; zfejmé spliovat (6).
Provedené tvahy doplni nésledujici véta, jejiz dukaz je v [1].

Véta 2.2. Bud F téleso, e1,....e, € N, fi,....f, € F[x] nekonstantni, monické a
po dvou nesoudélné, f = fit...fer, g € Flz] je stupné mensiho nez n = deg f.
Rozklad na parcidlni zlomky (6) je urcen jednoznacéné a lze ho spoéitat pomoct
O(n?) operaci v télese F .
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Cely postup hledani rozkladu na parcialni zlomky nyni ilustrujeme na piikladu z
[1].

Uloha 2.1 (5.45). Rozlozte na parcidlni zlomky funkci

T+ 2
o1 U@
Reseni. Oznacme
g(x) =x+2,

filr)=x+1, folz) =2 —1.
Nyni spocitame c;,co € Q[x] podle algoritmu 2:
Ni(z) = fo(2)* = (z = 1),
pro s1(z) = 3/16x* + 5/8x + 11/16 plati s;N; = 1 (mod f}) a
ci(z) =gs1 = i(73[:2 + 227 + 19) (mod f}).

16
Podobné spocitame polynom c, jako

co(x) = i(—7x + 13).

16
Nyni vime, ze
x4+ 2 _7x2+22x+19+—7x+13
(z+13(x—1)2  16(z+1)3 16(x — 1)2

Déle ¢; vyjadiime v fi-adickém rozvoji. Jelikoz
702 +222+19 = (Tr+15)(x+1)+4 = (7(z+1)+8) (x+1)+4 = T(z+1)*+8(z+1)+4,

muzeme c¢; napsat jako

7 , 1 1
c(r) =—=(x+1) +§(x+1) + 1

16
Podobné . 13 . 3
co(x) = ~15% + 6= —1—6(x - 1)+ 3
Odtud je jiz vidét, ze
x4+ 2 7 1 1 7 3

Cr1P@—12 16+  2@+12 dz+1P 16(z—1)  8@—1)7

je rozklad dané funkce na parcidlni zlomky:.
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3 Rekonstrukce racionalnich funkci

3.1 Eukleidtav algoritmus

V prvni ¢ésti této kaptioly bude nutné ptripomenout Eukleiduv algoritmus
a ukazat nékteré jeho aspekty nad rdmec zakladniho kurzu algebry. Za¢néme s
pojmen nejvétsiho spolecného délitele.

Necht R je obor integrity. Nejvétsi spoleény délitel prvki a,b € R je uréen az
na asociovanost. Pro kazdou dvojici (a,b) € R? vybereme jednoho reprezentanta
z mnoziny D(ab) = {d € R:d|a, d|b, (¢c|a, c| b= c|d} atoho
budeme znacit jako ged(a,b). V piipadé R = F[z], F téleso, jsou dva polynomy
asociované, pravé kdyz se lis{ o nenulovy konstantni ndsobek. Jako ged(a,b) pak
budeme znacit monicky polynom z D(a,b).

Algoritmus 5 Rozsiteny Eukleiduv algoritmus
Vstup: f,g € R, kde R je Eukleidovsky obor
Vystup: | € Nory,s:,t; € Rpro 0 < i <[+ 1 takové, ze r; = s;f +t,9 || gcd(f,9)
ro f, s 1,19+ 0,

r 4 g,81 0t 1

141

while r; # 0 do
Qi < Ti—1 div T
Tiv1 < Tim1 — @75
Si41 < Si—1 — QiS;
Liv1 < tic1 — qity
11+ 1

end while

[+—1i—1

return [,r;,s;,t; pro0 <i<I[l+1

Jelikoz posloupnost norem v(rq),v(rs),... je ostie klesajici, musi algoritmus
skon¢it po konetném poctu kroku. Déle ze vztahu r;.1 = r;_1 — ¢;r; plyne, ze
dvojice (r;—1,r;) a (r;,rix1) maji pro 1 < ¢ <1 stejné spolecné délitele, a tedy

r || ged(0m) = ged(ripa,m) || ged(rom) = ged(f, g)-

Dalsi vlastnosti algoritmu 5, na které se dale budeme odvolavat, shrnuje lemma
3.1.

Lemma 3.1. Pro kazdé i € {0,...,l} plati

(i) ri = sif +tig

(ii) sitiv1 — Sivits = (=1)" a s;,t; jsou tedy nesoudélné.
(iii) ged(riti) || ged(ft:)

Diikaz. (i) Tvrzeni ziejmé plati pro i = 0. Necht ¢ > 0. Pak podle indukénfho
piedpokladu i1 = ri_1 — qiry = (si—1f +tic1g) — Gi(sif +tig) = (5i-1 — @isi) f +
(tic1 — qiti)g

= Siv1f + tit1g.
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(ii) Pro ¢ = 0 je tvrzeni o¢ividné. Pro i > 0 pak muzeme s vyuzitim indukéniho
predpokladu vyjadrit s;t; 11— sip1t; = si(tic1—qits) — (Sic1—qisi)t; = (—1)(si—1t;—
siti-1) = (=1)(=1)""! = (-1)".

(iii) Necht d € R déli t;. Ukdzeme, ze d | r; <= d | f. Implikace (<) plyne
okamzité z (i). Pokud naopak d déli r;, pak, opét podle (i), d déli s;f. Protoze
si,t; jsou podle (ii) nesoudélné a d | ¢;, jsou d a s; také nesoudélné. Musi tedy
platit d | f. O

Dukaz nésledujiciho lemmatu je obsahem ¢asti cviceni 3.21 z [1].
Lemma 3.2. Necht F je téleso, R = F[z]|. Pak pro kazdé i € {1,....l + 1} plati
deg t; = deg f — deg r;_1.
Diikaz. Budeme dokazovat

deg t; = »  deg g (8)

1<j<i
pro 1 <i¢ <[+ 1, pficemz
deg q; = deg(rj_y div r;) = deg rj_y — deg r;

a tedy
Z deg q; = deg f —deg r;_4

1<j5<e

(pokud 7 = 1, pak jde o sumu pfes prazdnou mnozinu, kterd se definitoricky
rovna nule, stejné jako rozdil deg f — deg ro). Déle si vS§imnéme, ze pro j > 2
je deg ¢; = deg rj_1 — deg r; > 0. Indukci dokdzeme, Ze pro 1 < ¢ < [+ 1
plati zaroven (8) a degt; 1 < degt;. Pro i = 1 mdme deg t; = deg1 = 0 =
> <j<ideg g; (opét jde o soucet pres prazdnou mnozinu) a deg ty = deg 0 =
—1 < 0 = deg t; (stupen nulového polynomu definujeme jako —1). Necht 1 < i
a predpokladejme, ze dokazované plati pro 1 < j < 4. Nejprve ukazeme, ze
deg(ti—1—qit;) = deg (git;). Proi = 1, jde o zfejmé pozorovani, jelikoz t;_; =ty =
0. Pro 2 < i je podle indukéniho predpokladu deg t; 1 < deg t; < deg t;+deg q; =
deg ¢;it;. Nyni je vidét, ze deg t;11 = deg(t;_1—q;t;) = deg(qit;) = deg ¢;+deg t; >
deg t; a zaroven

deg t;41 = deg ¢; + deg t; = deg ¢; + Zl§j<i deg ¢; = 21§j<7,‘+1 deg g;. U

Pro j € {0,...,l + 1} budeme trojici (r;,s;,t;) nazyvat j-ty fddek rozsiteného
Eukleidova algoritmu. Lemma 3.3 budeme potiebovat v dalsi ¢asti. Jeho dukaz
lze nalézt v [1].

Lemma 3.3. Necht F je téleso, R = Flz| a f,g,r,s,;t € R tak, Ze r = sf + tg,
pricemZ t # 0 a deg r+deg t < deg f. Necht ddle r;,s;,t; € R, 0 < i <I1+1, jsou
radky rozsiteného FEukleidova algoritmu pro vstup f, g a definujme j € {1,...,l+1}
tak, Ze deg r; < degr < degrj_y. Pak existuje « € R\ {0} tak, Ze r = ar;,
s =as;, t = at;.
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3.2 Rekonstrukce racionalnich funkci obecné

Predpokladejme, ze m € F[z] je stupné n > 0, g € F[z] je stupné menstho
nez n, k € {0,...,n}. Dvojici (r,t) polynomu z F[z| budeme nazyvat (k,n — k)-
racionalizace polynomu g modulo m, pokud

e gcd(t,m) =1, rt71 = g (mod m)
e degr<k,degt<n-—k
piipadné slaba (k,n — k)-racionalizace polynomu g modulo m, pokud
e = gt (mod m)
o degr <k,degt<n-—=k

kde t7! je inverzni prvek k ¢ modulo m. Déle uvidime, ze (k,n — k) racionalizace
nemusi existovat pro kazdé k, slaba (k,n — k) racionalizace polynomu g modulo
m vsak existuje vidy. Uvedme jednoduchy piiklad.

Priklad 3.1. Pokud budem = 2> —1, g =x+1 € Qlz], pakr =0, t = x—1 nend
(0,2)-racionalizace polynomu g modulo m, protoZe ged(t,m) = ged(x — 1,22 —1) =
x — 1, ale je to slabd (0,2)-racionalizace polynomu g modulo m.

O raciondlni funkci r/t € F(x) fekneme, ze je v kanonickém tvaru, pokud
ged(rit) =1 at € F[z] je monicky. Nésledujici véta zajistuje teoreticky podklad
pro cely zbytek kapitoly. Jeji dukaz v [1] vyuzivd lemma 3.3, nicméné postrada
ovéreni nékterych jeho predpokladu, proto ho zde uvadim cely.

Véta 3.4. Necht m € Flx] je stupné n > 0, g € F[z] je stupné mensiho ne?
n, k € {0,...n}. Necht ddle r,s,t € F[x] je j—ty rddek roz§iceného Fukleidova
algoritmu pro vstup m,q, kde j je neymensi takové, Ze deg r < k. Potom

(i) Dwogice (r,t) je slabd (k,n — k)-racionalizace polynomu g modulo m. Pokud
navic plati ged(r,t) = 1, pak (r,t) je (k,n — k)-racionalizace g modulo m.

(i) Pokud % € F(x) je v kanonickém tvaru a (7,t) je (k,n — k)-racionalizace

polynomu g modulo m, pak ¥ = 77 'r, t = 774, kde 7 = lc(t) € F \
{0}. Specidlné tedy (k,n — k)-racionalizace g modulo m existuje, pravé kdyz
ged(rit) = 1.

Diikaz. (i) Podle lemmatu 3.1-(i) plati r = ms+gt = gt (mod m). Podle lemmatu
3.2 degt =degm —degr =n—degr atedy deg t < n — k diky minimalité j.
(r,t) je tedy slaba (k,n— k)-racionalizace g modulo m. Déle diky lemmatu 3.1-(iii)
plati ged(r,t) = 1 = ged(m,t) = 1, t je v takovém piipadé invertibilni modulo m
a (r,t) je (k,n — k) racionalizace g modulo m.

(ii) Jelikoz 7 = gt (mod m), existuje 5 € F[z] tak, ze ¥ = ms + gt. Bud
ri,Siti € Flx] i—ty fadek rozsifeného Eukleidova algoritmu pro vstup m, g tak,
ze deg r; < deg 7 < deg ;1 (r;_1 je prvni ¢len taddku, predchazejictho i-ty).
Ukazeme, ze ¢ = j. Protoze degr; < degr < k a j je nejmensi takové, ze
deg r; < k, plati ¢ > j. Déle vime, ze deg 7 < k, degt < n — k a je tedy splnén
predpoklad deg 7 + deg t < n lemmatu 3.3 (predpoklad ¢ # 0 také ziejmé plati)
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a existuje tedy nenulové a € F[z] tak, ze ¥ = ar;, § = as;, t = at;. Nyn{ ovéifme
nerovnost k < deg r;_;. Plati deg t = deg a + deg t; < n — k a podle lemmatu
3.2 deg t; = n — deg r;_1, dohromady tedy deg oo + k < deg r;_1. Vime, ze a # 0
a tim padem k < deg r;_1. ¢ je tedy nejmensi takové, ze deg r; < k a nutné ¢ = j.
Jelikoz 7t jsou nesoudélné a « je jejich spolecny délitel, musi byt « invertibilni,
coz znamend a € F \ {0}. Navic £ je monicky, takze o = lc(t;) . O

3.3 Cauchyova interpolace

Na problém Cauchyovy interpolace lze nahlizet jako na zobecnéni problému
polynomialni interpolace. Opét budeme mit predepsané funkéni hodnoty v ruznych
bodech definiéniho oboru a cilem bude najit racionalni funkei, ktera v danych bo-
dech nabyva predepsanych hodnot. Podobné jako v pripadé polynomidlni interpo-
lace budeme na takovou funkei klast jisté podminky tykajici se stupnu a uvidime,
ze, narozdil od polynomialni interpolace, nebude takova funkce existovat vzdy.

Bud F téleso,n € N, k € {0,....,n}, ug,...,un_1 € F po dvou ruzné, vy,...,v,_1 €
F libovolné. Oznacme M = {(ug,v0),...,(un_1,0n_1)} € F*. Dvojici (r,t) polynomu
z F[z] nazveme (k,n — k)-Cauchytv interpolant pro M, pokud

r(u;)
t(u;)

o degr<k,degt<n-—k

o t(u;)) #0a =v;pro0<i<n

V prtipadé, ze £ = n, pak nejde o nic jiného, nez o polynomidlni interpolaci:
zvolime ¢t = 1 a hleddme polynom 7 stupné mensiho nez n splaujici r(u;) = v; pro
v8echna i. Déle fekneme, ze (r,t) je slaby (k,n — k)-Cauchyuv interpolant
pro M, pokud

o r(u;) =t(u)v; pro0 <i<n
o degr<k,degt<n—=~k

Bud nyni g € F[z] interpola¢ni polynom splitujici g(u;) = v;, deg g < n. Pro kazdé
i pak plati, ze r(u;) = vit(u;) = g(u;)t(u;), pravé kdyz r = gt (mod (z — w;)).
Pokud oznac¢ime m = [[ ) (z — w;), je podle ¢inské véty o zbytcich (r,t) slaby
(k,n — k)-Cauchyuv interpolant pro M, prave kdyz je to slaba (k,n — k) raciona-
lizace polynomu g modulo m. Déle je ziejmé, ze t(u;) # 0 Vi <= ged(t,m) = 1.
Jinymi slovy, (rt) je (k,n — k)-Cauchyuv interpolant pro M, pravé kdyz je to
(k,n — k)-racionalizace ¢ modulo m. Diky témto tivahdm a vété 3.4 muzeme nyni
zodpoveédét otazku existence a jednoznacnosti Cauchyovych interpolantu.

Dusledek 3.5. Bud F téleso, n € N, k € {0,...n}, up,....un_1 € F po dvou
rizné, vy,....Un_1 € F libovolné. Oznaéme M = {(ug,v0),...,(un_1,0n_1)} C F?,
m = [11=, (x —w;). Ddle bud’ g € F[x] stupné mensiho nez n takovy, Ze g(u;) = v;
pro vechna i. Necht r,s;t € F[x] je j-ty rddek rozsireného Fukleidova algoritmu
pro dvojici m,q, kde j je nejmensi takové, Ze deg r < k. Potom

(i) (rit) je slaby (k,n — k)-Cauchyuv interpolant pro M. Pokud navic plati
ged(ryt) =1, pak (rt) je (k,n-k)-Cauchyiv interpolant pro M.
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(i) Pokud %
Cauchyiiv interpolant pro M, pak 7 = 77 'r, t = 7%, kde 7 = lc(t) €
F\{0}. Specidglné tedy (k,n — k)-Cauchyiv interpolant existuje, pravé kdyz
ged(rit) = 1.

€ F(z) je v kanonickém tvaru takovd, Ze (7,t) je (k,n — k)-

Uvedenou vétu ilustrujeme na jednoduchém piikladu.

Uloha 3.1 (5.37). Pro 1 < k < 5 zjistéte, zda existuji (k,5 — k)-Cayuchovy
interpolanty pro M = {(ug,v0),...,(us,v4)} € F5 x F5, kde u; = i, 0 < i < 4,
Uozl, 01:2, ’U2:3, U3:2, U4:1.

Resend. Interpolacni polynom g(z) € Fs[z] takovy, ze g(i) = v;, lze obvyklym
zplisobem spocitat jako g(z) = x* +22% + 222 42 + 1, déle m(z) = [[1y(z —i) =
2% + 4x a rozsifeny Eukleidiv algoritmus pro dvojici m,g probéhne nasledovné:

7 T S; tl

0 m 1 0

1 g 0 1

2| 223 + 322 4+ 2 1 4o + 2

3 3 20+ 1 322 + 3243
4 0 20t + 423 + 42° + 22 + 2 3x° + 22

Pifpad k = 5 lze vytesit volbou r(z) = g(z) = 2* + 223 + 222 + x + 1, t(z) = 1.
Jelikoz ged(ra,te) = ged(22 + 322 + 2, 4x + 2) = x — 2 je netrividlni, je podle
lemmatu 3.1 ged(m,ty) = ged(rate) = © — 2 a t2(2) = 0, takze (r2,t2) neni
(4,1)-Cauchyuv interpolant pro M. Podle predchozi véty dokonce zadny (4,1)-
Cauchyuv interpolant pro M neexistuje. Pro k = 1,2,3 bude 5 = 3 a jelikoz
ged(rs,ts) = ged(3, 3z +3x+3) =1, je (rs,t3) = (3, 322 +32+3) pro k € {1,2,3}
(k,5 — k)-Cauchyuv interpolant pro M. Po prevodu do kanonického tvaru bude
r=1,t=a?+x+1 alze ovéfit, Ze pro kazdé i € F5 plati
(¢) 1

. r
t(z)#oat(z‘) TRl

V;.

]

Nasledujici piiklad ukazuje jistou nutnou podminku pro existenci Cauchyovych
interpolantu.

Uloha 3.2 (5.38). Bud F téleso, ug,...,un_1 € F po dvou rizné, vy,...,v,_1 € F
libovolné, M = {(ug,v0),...,(un—1,vn-1)}, k € {0,...,n}. Ddle oznacme S = {0 <
i < n:v = 0}. Ukazte, Ze (k,n — k)-Cauchyiv interpoland neexistuje, pokud
k <|S| < n.

Resend. Predpokladejme, ze (r,t) je (k,n—k)-Cauchytiv interpolant a k < |S|.
Ukdzeme, ze |S| = n. Protoze —(u;) = 0 implikuje r(u;) = 0, je 7 bud nulovy,
nebo mé stupen aspon |S|. Predpoklad deg r < k vsak druhou variantu vylucuje,

tudiz je r = 0 a v; = 0 pro kazdé i.

]
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3.4 Padého aproximace

Ulohu aproximace funkce v daném bodé pomoci polynomu fesi Tayloriuv po-
lynom. V ptipadé, ze misto polynomu pouzijeme racionalni funkci, pujde o tzv.
Padého aproximaci.

Necht F je téleso, n € N, k € {0,....n} a g =Y ,o, g:ix* € F[[z]], kde F[[z]] je
okruh formalnich mocninnych fad. Potom racionalni funkce r /t € F(z), r,t € F[x]
se nazyvé (k,n — k)-Padého aproximant pro g, pokud

o xfta%zg(mod:c”)
e degr <k, degt<n-—k

Obecnéjsi otdzkou je hledani Padého aproximantu pro mocninné rady se stiedem
ne nutné v pocatku. Tento pripad lze vSak na predchozi prevést pomoci substi-
tuce. Souvislost s Taylorovym polynomem je zfejméa: pokud g je Taylorova tfada
zkoumané funkce a r je jeji Tayloruv polynom tadu n, pak r/1 je (n,0)-Padého
aproximant pro g.

Déle tekneme, ze r/t € F(z) je slaby (k,n — k)-Padého aproximant pro
g, pokud

e r =gt (mod x™)
o degr <k,degt<n-—=k

Podobné jako Cauchyovy interpoanty, i Padého aproximanty lze hledat pomoci
vety 3.4:

Dusledek 3.6. Necht g € F|x] je stupené mensiho nezn € N, k € {0,...,n},
oznac¢me m = x". Necht r,s,t € Flz] je j-tij rddek rozsireného Eukleidova algo-
ritmu pro m,q, kde j je nejmensi takové, Ze deg r < k. Potom

(i) r/t je slaby (k,n—k)-Padého aproximant pro g. Pokud navic plati ged(r,t) =
1, pak (rt) je (k,n — k)-Padého aproximant pro g.

(i) Pokud % € F(x) je v kanonickém tvaru takovd, Ze (T,t) je (k,n— k)-Padého

aprozimant, pak T = 77 lr, t = 774, kde 7 = lc(t) € F'\ {0}. Specidlné tedy
(k,n — k)-Padého aproximant existuje, prdvé kdyz ged(rit) = 1.

Uvedenou vétu ilustrujeme na piikladu exponencialni funkce. Predtim jesté
poznamenejme, ze podle bodu (ii) pfedchoziho dusledku je pocet ruznych Padého
aproximantu pro g modulo ™ nejvyse roven poc¢tu déleni v rozsiteném Eukleidovée
algoritmu. Aby byl tento pocet roven n (jako v ndsedujicim piikladu), musi se
pri kazdém déleni stupen snizit o 1.

Uloha 3.3 (5.40). Aprozimujte exponencidlni funkci e = 1+ x + x2/2 + 23 /6 +
21 /24 + ... v okoli pocdtku pomoct raciondlnich funkci.

Resend. Nejprve spocitame vystup rozsifeného Eukleidova algoritmu pro m(z) =
o ag(r)=at/24+23/6+2%/2+ 2+ 1.
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1 T S; tl

0 m(x) 1 0

1 g(x) 0 1

2 | 4x3 + 242% + 722 + 96 1 —24z + 96

31 22/A13/20+3 | —2/96+ 1/48 24— 320 1 3

4 242 + 96 2?6 —x/3+1 —4a3 + 242% — T2 + 96

5 1 —x3/576 — /72 | /24 — 23 /6 + 22 /2 —x + 1
6 0 Sg —a°

Jelikoz polynomy ¢; nejsou délitelné = pro zaddné j = 1,...,5, dostdvame podle
predchoziho dusledku, ze

r1/t1 = g je (5,0)-Padého aproximant,

—2%/6 — 2 — 3z — 4
_T% [6—= ’ je (4,1)-Padého aproximant,
t2 r—4
2+6 12
:_2 = % je (3,2)-Padého aproximant,
—6z — 24
Z_i‘ = 5= 6$2x+ 83 91 je (2,3)-Padého aproximant a

:—z = T 1;;12 Y Py je (1,4)-Padého aproximant.
Obrazek 1 zobrazuje absolutni hodnotu rozdilu funkce e* a (k,5 — k)-Padého
aproximantu na intervalu (—0.5,0.5) pro k£ = 1,...,5. Kromé pfipadu k& = 1 jsou
vSechny tyto aproximanty lepsi, nez Tayloruv polynom (k = 5). Pro iplnost jesté
poznamenejme, Ze sg = x1/24 + 23/6 + 22 /2 + x + 1.

0.0001

1 III 0.00008 -
: k=1
\ I". 000008 k=3 (Tayloriv polynom)
k=2
k=4
k=3

Vo 0.00004 [
A A

0.00002

Obrazek 1: Odchylka (k,5—k)-Padé aproximantu od exponencialy v okoli po¢atku.

O

Dusledek 3.6 tikd, ze feSeni problému Padého aproximace je vzdy (az na
nasobek) néjaky radek rozsiteného Eukleidova algoritmu. Nésledujici piiklad se
zabyva opacnym piistupem: pro kterd k je dany tadek Eukleidova algoritmu
Padého aproximantem?

Uloha 3.4 (5.41). Necht r; = s;a"+t;qg je libovolny rddek rozsireného Eukleidova
algoritmu pro dvojici x", g, kde deg g < n. Urcete, pro kterd k € {1,....n} je dany
radek slabym (k,n — k)-Padého aproximantem pro g.
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Reseni. Vztah r; = gt; (mod 2™) ziejmé plati. Déle ozna¢me ng = deg ro,
ny = deg rq,...,n; = deg r;, kde rg = 2", r1 = g,...,r; = 1 jsou fadky rozsiteného
Eukleidova algoritmu. Aby (r;,t;) byl slabym (k,n— k)-aproximantem pro g, musf
dédle platit deg r; < k, deg t; < n — k. Z podminky deg r; < k plyne n; < k
a dale podle lemmatu 3.2 mame deg ¢t; = n — deg ;-1 = n — n;_;. Podminka
deg t; < n — k tedy implikuje k& < nj;_;. Nyni je vidét, Ze fesenim jsou pravé
ke{n;+1,.n;_1}.

]

3.5 Racionalni ¢inska véta o zbytcich

Vétu 3.4 lze formulovat jesté obecnéji a rozsitit tak okruh 1loh, které diky ni
Ize Tesit. Nejprve uvedme potiebné predpoklady: my,...,m;_1 € F|x] jsou nekon-
stantni, monické, po dvou nesoudélné, m = myg...m;_1 je stupné n, vg,...,v;_1 €
F[z] takové, ze deg v; < deg m; pro 0 < i < [, k € {0,....,n}. O dvojici (r,t)
polynomit z F[z| budeme mluvit jako o zobecnéné (k,n — k)-racionalizaci
polynomu vy,...,v;_; modulo my,...,m;_1, pokud

e gcd(t,m;) =1, rt™r = v; (mod m;) pro 0 <i <[
e degr <k,degt<n-—=k

Pokud I = 1, pak nejde o nic jiného, nez definici (k,n — k)-racionalizace vy mo-
dulo mg. Déle tekneme, Ze (r,t) je zobecnénd slaba (k,n — k)-racionalizace
polynomu vy,...,v;_; modulo my,...,m;_1, pokud

e r =tv; (mod m;) pro0<i<lI
o degr <k,degt<n-—=~k
Dikaz véty 3.7 je obsahem cviceni 5.42 z [1].

Véta 3.7. Necht mq,....,my_1 € Flx] jsou nekonstantni, monické, po dvou ne-
soudélné, m = myg...my_y je stupnén, v,...,u;_1 € F[x] takové, Ze deg v; < deg m;
pro 0 < i <1, k € {0,...,n}. Podle Cinské véty o zbytcich ddle existuje polynom
g € Flz] stupné mensiho nez n takovy, Ze g = v; (mod m;) pro véechna i. Na-
konec at r,sit € Flx] je j-ty Fddek roz§ireného Eukleidova algoritmu pro dvojici
m,q, kde j je minimdlni takové, Ze deg r < k. Potom

(i) (r,t) je zobecnénd slabd (k,n — k)-racionalizace polynomi vy,...,v;—1 modulo
mo,...,my—1. Pokud navic plati ged(rit) = 1, pak (r,t) je zobecnénd (k,n—k)-
racionalizace polynoma vy,...,v;_1 modulo mq,...,m;_1.

(ii) Pokud
(k,n — k)-racionalizace polynomi vy,...,v;—1 modulo my,....,my_y, pak 7 =
7, t =77, kde 7 = lc(t) € F \ {0}. Specidlné tedy zobecnénd (k,n — k)
racionalizace existuge, pravé kdyz ged(rit) = 1.

Sall il

€ F(z) je v kanonickém tvaru takovd, Ze 7t € F[x] je zobecnénd
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Drikaz. (i) Dikaz je podobny dikazu véty 3.4. Mame r; = s;m+t,g, déle pro
kazdé i plati m = 0 (mod m;) a g = v; (mod m;). Odtud r; = t;v; (mod m;) pro
kazdé i. Pokud navic ged(r;,t;) = 1, pak podle lemmatu 3.1 ged(m,t;) = 1 a tim
padem ged(m;,t;) = 1 pro kazé i. Jelikoz jsme j vybrali tak, ze deg r;_1 > k,
platiin —k > n — deg r;_1 = deg t; podle lemmatu 3.2.

K bodu (ii) staci ovéfit, ze existuje s € F|x] takové, ze r = sm + tg. Zbytek
dikazu projde zcela stejné jako ve vété 3.4. Jelikoz rt= = v; (mod m;) a g = v;
(mod m;) pro kazdé i, dostdvdme z tranzitivity relace =, ze rt~! = g (mod m;)
pro kazdé i a (jelikoz m; jsou po dvou nesoudélné) rt=' = g (mod m). To je
ekvivalentni s tim, ze r = tg (mod m) a odtud jiz plyne zbytek.

O
Nyni ukézeme, jak lze vétu 3.7 vyuzit.

Uloha 3.5 (5.43). Najdéte, pokud ezistuje, raciondlni funkei p = g € Q(x) tak
aby

(a)
p(—l) =2, pl(_l) =1, p(l) =—1, pl(1> =2,

deg r <1, degt < 3.

(b)
p(=1) =1, p(0) =2, p(1) = 1, p'(1) = —1,

degr < 3,degt < 1.

Resend. (a) Pro | = 2 budeme hledat zobecnénou (1,3)-racionalizaci pro po-
lynomy vo(z) = (z+ 1) +2 =z + 3, vi(z) = 2(x — 1) — 1 = 22 — 3 modulo
mo(z) = (z + 1)%, my(x) = (z — 1)%

Pomoci ¢inské véty o zbytcich zjistime, Ze pro g(x) = 3/223+1/42% —3x+1/4
plati g = v; (mod m;), i = 0,1. Eukleiduv algoritmus pro dvojici m = (z—1)*(z+
1)?, g probéhne takto:

1 T S; tz

0 m(z) 1 0

1 g(x) 0 1

2 1/3622 — 1/20 + 37/36 | 1 —2/3z +1/9

3 432z — 1008 S3 3622 + 648z — 108

1 1/81 51| —1/43227 — 7/12062% — 1/14dz + 1/432
) 0 S5 81zt — 16222 + 81

j =4 je nejmensi j takové, ze deg r; < k = 1. Zbyva oveétit, ze ged(ry,ty) =1,
coz plati, a (ry,t4) je podle ptredchozi véty zobecnéna (1,3)-racionalizace vg,v;
modulo mg,m;. Snadno se pak ovéri, ze

o —16
P T 3+ T2+ 92— 3
spliiuje podminky zadani. Pro iplnost doplime, ze s3 = —54x — 981,

sq4 = 1/288x% +5/576x + 61/5184 a s5 = —243/2x — 81/4x* + 243x — 81/4.
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Pro¢ tento postup funguje? Necht rt € F[z]. UkdZeme, Ze podminka

T T

() = v, (5) (= Q)

kde u,vg,v1 € F, je ekvivalentni s
r = vt (mod (x — u)?), (10)

kde v(z) = vi(z — u) + vo. (10) podle definice znamend (z —u)? | v(z)t(x) — r(z)
a lze ukazat, ze to je ekvivalentni podmince

(vt —7r)(u) =0, (vt —7)"(u) =0 (11)

Jelikoz
(vt —r)(u) = vot(u) — r(u),
(vt — ) (u) = (Vt 4+ vt" —7")(u) = vit(u) + vot' (u) — ' (u),

je (11) ekvivalentni

coz lze napsat téz jako

r
¥<u> = Yo,

Pt Zr ) _ (1Y () —

2(u) t
Takto jsme ukdzali, ze (9) je ekvivalentni (11).

(b) Podobné jako vyse lze ukazat, ze p = r/t, rt € Q|x], spliuje podminky ze
zadéani, pravé kdyz (r,t) je zobecnénd (3,1)-racionalizace polynomu vg,v; modulo
mo,m1, kde

mo(z) = (x + 1z, vo(z) = x + 2,

mi(r) = (x— 1% vi(z) = (-D(z—1)+1=—x+2.

vo(x) jsme zvolili nejmensiho stupné tak, aby platilo vg(—1) = p(—1) = 1, v(0)
p(0) = 2. Pro g(x) = 1/22% — 2% — 1/2z + 2 plati g = v; (mod m;), i = 0,
Eukleiduv algoritmus pro m = z(z + 1)(z — 1)?, g probéhne takto:

1.

1 r; S; ti

0 m(z) 1 0

1 g(x) 0 1

2| 222 — 2z — 4 1 —2x — 2

3 1 —1/4x +1/4 1/22* +1/2

4 0 1/223 —a? —1/20+2 | —a* + 2% + 2% — 2

Déle j = 2 je nejmensi takové, ze deg r; < k = 3. Jelikoz vSak gcd(ra,ts) =
ged(22* — 2z — 4, — 22 — 2) = x + 1, zobecnénd (3,1)-racionalizace mg,m; modulo
mg,m, podle véty 3.7 neexistuje, a neexistuje tedy ani hledand funkce p.

]
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