
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikálńı fakulta
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Úvod

Otázka vhodné reprezentace matematických objekt̊u (č́ısel, polynomů) je kĺıčová
pro jejich daľśı využit́ı. Kromě obvyklé reprezentace vzhledem k mocninám nějakého
základu (např. 2, nebo 10 pro č́ısla, x pro polynomy) může být výhodná i tzv.
modulárńı reprezentace. Celé č́ıslo takto můžeme reprezentovat pomoćı zbytk̊u po
jeho děleńı r̊uznými prvoč́ısly, polynom zase pomoćı funkčńıch hodnot v r̊uzných
bodech definičńıho oboru. Vhodnost těchto reprezentaćı záviśı na typu úloh, které
s objekty chceme provádět. Např́ıklad pro násobeńı polynomů, výpočet deter-
minant̊u matic, nebo největš́ı společný dělitel celoč́ıselných polynomů existuj́ı
efektivńı algoritmy pracuj́ıćı s modulárńı reprezentaćı. Ta však obvykle neńı pro
člověka př́ılǐs srozumitelná, je tedy nutné mı́t k dispozici i algoritmy na převod
zpět do reprezentace pomoćı mocnin základu. Pro tento účel se v př́ıpadě celých
č́ısel využ́ıvá klasická č́ınská věta o zbytćıch, pro polynomy zase věta o interpolaci.

Obě tyto věty maj́ı společné zobecněńı (zobecněná č́ınská věta o zbytćıch,
kterou uvád́ım v prvńı kapitole této práce). Dále se v této bakalářské práci věnuji
předevš́ım problému interpolace. V prvńı kapitole jde o klasickou polynomiálńı
interpolaci a dále Hermitovu interpolaci, ve druhé kapitole se věnuji rozklad̊um
racionálńıch funkćı na parciálńı zlomky. Zbytek práce se týká racionálńıch funkćı:
Cauchyova interpolace, Padého aproximace a nakonec racionálńı č́ınská věta o
zbytćıch. Forma, která pro to byla zvolena odpov́ıdá zadáńı: jde o řešeńı cvičeńı
z 5. kapitoly učebnice [1]. Výběr úloh byl podmı́něn zejména jejich náročnost́ı.
Mnoho cvičeńı se do práce nehodilo, jelikož byly bud’ mechanické, nebo př́ılǐs
jednoduché. Snažil jsem se naopak vyb́ırat takové, které rozšǐruj́ı teorii z učebnice,
př́ıpadně j́ı doplňuj́ı (např́ıklad jako d̊ukazy jednodušš́ıch tvrzeńı). V řešeńı těchto
cvičeńı spoč́ıvá můj vlastńı př́ınos.
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1 Č́ınská věta o zbytćıch, interpolace

V prvńı kapitole nejprve stručně shrneme známou teorii týkaj́ıćı se poly-
nomiálńı interpolace. Jej́ım hlavńım obsahem pak budou řešená cvičeńı z [1] a
nakonec se budeme věnovat problému Hermitovy interpolace.

1.1 Polynomiálńı interpolace

Všechny d̊ukazy uvedených tvrzeńı lze nalézt v [1] nebo [2]. V této kapitole
budeme jako R vždy značit obor integrity. Pro r,s ∈ R budeme jako (r) značit
ideál generovaný prvkem r, jako gcd(r,s) zase největš́ı společný dělitel r,s. Č́ınskou
větu o zbytćıch využijeme i v daľśıch kapitolách této práce.

Věta 1.1 (č́ınská věta o zbytćıch). Bud’ R obor integrity hlavńıch ideál̊u, r ∈ N,
m0,...,mr−1 ∈ R, takové, že gcd(mi,mj) = 1 pro 0 ≤ i < j < r, a dále označme
m =

∏r−1
i=0 mi. Potom existuje izomorfismus okruh̊u

R/(m) ∼= R/(m1)× ...×R/(mr−1).

Předpokládejme, že je na R definováno děleńı se zbytkem. Izomorfismus z Č́ınské
věty o zbytćıch má potom tvar r 7→ (r mod m0,...,r mod mr−1). Pro libovolná
v0,...,vr ∈ R lze řešeńı f ∈ R soustavy kongruenćı

f ≡ vi (mod mi) pro 0 ≤ i < r

nalézt pomoćı Lagrangeova algoritmu:

1. pro každé i = 0,...,r − 1 proved’

(i) Ni ← m
mi

(ii) najdi si splňuj́ıćı siNi ≡ 1 (mod mi)

(iii) ci ← visi mod mi

2. odpověz
∑r−1

i=0 ciNi

Důsledkem věty 1.1 je klasická č́ınská věta o zbytćıch pro celá č́ısla, stejně jako
věta o interpolaci. V př́ıpaděR = F [x], kde F je těleso, má Lagrange̊uv algoritmus
kvadratickou časovou složitost.

Věta 1.2. Necht’ R = F [x], kde F je těleso, m0,...,mr−1 ∈ R, m =
∏r−1

i=0 mi.
Necht’ deg mi ≥ 1 a vi ∈ R at’ splňuj́ı deg vi < deg mi pro 0 ≤ i < r. Dále
označme n = deg m. Pak má Lagrange̊uv algoritmus časovou složitost O(n2)
operaćı v F .

1.2 Řešená cvičeńı

Obsahem této sekce jsou řešeńı vybraných cvičeńı z [1]. V závorce je vždy
uvedeno jejich č́ıslo v této učebnici. V prvńım se věnujeme interpolaci v okruhu
Zm, kde m je součinem dvou r̊uzných prvoč́ısel (Zm tedy neńı těleso, ani obor
integrity).
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Úloha 1.1 (5.22). Necht’ p0,p1 ∈ N jsou r̊uzná prvoč́ısla, m = p0p1, n ∈ N a
u0,...,un−1, v0,...,vn−1 ∈ Z.

(i) Dokažte, že polynom f ∈ Z[x] takový, že

koeficienty f lež́ı v množině {0,...,m− 1}, deg f < n a f(ui) ≡ vi (mod m)
(1)

pro 0 ≤ i < n, existuje, právě když plat́ı implikace

ui ≡ uj (mod pk) =⇒ vi ≡ vj (mod pk), (2)

0 ≤ i < j < n, k = 0,1.

(ii) Ukažte, že (1) má jednoznačné řešeńı ⇐⇒ ui 6≡ uj (mod pk) pro každé
0 ≤ i < j < n, k = 0,1.

(iii) Spočtěte všechny interpolačńı polynomy f ∈ Z[x] s koeficienty z množiny
{0,...,14}, deg f < 3 splňuj́ıćı

f(1) ≡ 2 (mod 15)

f(2) ≡ 5 (mod 15)

f(4) ≡ −1 (mod 15).

Řešeńı. (i) Hledáme polynom f ∈ Zm[x], f =
∑n−1

j=0 cjx
j, takový, že f(ūi) = v̄i

pro každé i = 0,...n − 1, kde ūi = ui mod m, v̄i = vi mod m. Bez újmy na
obecnosti můžeme předpokládat, že všechny ui, vi ∈ Zm. Necht’ ϕ : Zm → Zp0 ×
Zp1 je izomorfismus okruh̊u z Č́ınské věty o zbytćıch. Pak

f(ui) = vi ⇐⇒ ϕ(f(ui)) = ϕ(vi) ⇐⇒ ϕ(
n−1∑
j=0

cju
j
i ) = ϕ(vi)

⇐⇒
n−1∑
j=0

ϕ(cj)ϕ(ui)
j = (vi mod p0, vi mod p1)

⇐⇒
n−1∑
j=0

(cj mod p0)(ui mod p0)
j = vi mod p0 a zároveň

n−1∑
j=0

(cj mod p1)(ui mod p1)
j = vi mod p1

pro každé i ∈ {0,...,n − 1}. Nyńı je vidět, že hledaný polynom f existuje, právě
když existuj́ı polynomy gk ∈ Zpk [x],

deg gk < n, takové, že gk(ui mod pk) = vi mod pk, i = 0,...,n− 1, (3)

k = 0,1. Pokud však existuje trojice (i,j,k) ∈ {0,...,n−1}2×{0,1} taková, že i 6= j,
ui ≡ uj (mod pk), vi 6≡ vj (mod pk), pak polynom gk s požadovanou vlastnost́ı
existovat nemůže, a neexistuje tedy ani hledaný polynom f . Předpokládejme, že
plat́ı (2). Pak každé dvě dvojice (ui mod pk, vi mod pk), (uj mod pk, vj mod pk)
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jsou bud’ stejné, nebo ui 6≡ uj (mod pk). Pro k ∈ {0,1} označme
dk := |{(ui mod pk, vi mod pk) : 0 ≤ i < n}|. Podle věty o interpolaci pak existuje
pro každé k polynom gk ∈ Zpk [x], deg gk < dk ≤ n splňuj́ıćı (3). T́ım je d̊ukaz
hotov.

(ii) Hledaný polynom f ∈ Zm[x] je určen jednoznačně, právě když pro každé
k ∈ {0,1} je polynom gk ∈ Zpk [x] splňuj́ıćı (3) určen jednoznačně. Necht’ pro
k ∈ {0,1} je dk < n, gk ∈ Zpk [x] splňuje (3) a deg gk < dk. Necht’ dále a1 :=
u1 mod pk,...,adk := udk mod pk ∈ Zpk jsou po dvou r̊uzné. Pak polynom h(x) =

gk(x) +
∏dk

i=1(x− ai) ∈ Zpk [x] splňuje (3) a gk 6= h. Pokud naopak dk = n, pak je
podle věty o interpolaci polynom gk splňuj́ıćı (3) určen jednoznačně. Dále zřejmě
dk = n, právě když ui 6≡ uj (mod pk) pro každé 0 ≤ i < j < n. T́ım je d̊ukoz
hotov.

(iii) Najdeme g0 ∈ Z3[x], g1 ∈ Z5[x] splňuj́ıćı (3) (kde n = 3, p0 = 3, p1 = 5).
Jelikož d1 = 3 = n, je polynom g1 určen jednoznačně a lze ho spoč́ıtat (např́ıklad
pomoćı Lagrangeova algoritmu) jako g1 = 3x2 + 4x. Je však d0 = 2 < n (u0 =
1 ≡ 4 = u2 (mod 3)) a polynom g0 jednoznačně určen neńı. Všechny polynomy
h(x) ∈ Z3[x] splňuj́ıćı (3) (pro k = 0) jsou tvaru, hi(x) = g0(x) + i(x+ 1)(x+ 2),
kde g0 = 2 je konstantńı polynom a i ∈ Z3. Pro i = 0 to je polynom h0(x) = 2, pro
i = 1 polynom h1(x) = x2 + 1 a h2(x) = 2x2. Pokud potom jako ai2,ai1,ai0 ∈ Z3

označ́ıme koeficienty polynomu hi (hi =
∑2

j=0 aijx
j), b2 = 3, b1 = 4, b0 = 0

koeficienty polynomu g1 a polož́ıme cij = ϕ−1(aij,bj), i,j = 0,1,2, budou polynomy
f0(x) = c02x

2+c01x+c00 = 3x2+9x+5, f1(x) = c12x
2+c11x+c10 = 13x2+9x+10,

f2(x) = c22x
2+c21x+c20 = 8x2+9x právě všechny polynomy splňuj́ıćı podmı́nky

ze zadáńı.

Jak je ukázáno např́ıklad v [1, str. 102], Lagrange̊uv interpolačńı polynom
stupně menš́ıho než n ∈ N lze (pomoćı Lagrangeova algoritmu) spoč́ıtat pomoćı
7n2 − 7n operaćı v tělese F . Daľśı možnost́ı je využ́ıt tzv. Garner̊uv algoritmus
(viz [2]). Jeho asymptotická časová složitost (v př́ıpadě okruhu polynomů) vycháźı
stejně jako složitost Lagrangeova algoritmu. Jak je ale ukázáno v následuj́ıćı úloze,
počet elementárńıch počet operaćı v tělese potřebných k výpočtu je menš́ı než v
př́ıpadě Lagrangeovy interpolace.

Úloha 1.2 (5.11). Předpokládejme, že jsou dány prvky u0,...,un−1,v0,...,vn−1 tělesa
F , kde u0,...,un−1 jsou po dvou r̊uzné. Necht’ f ∈ F [x] je stupně menš́ıho než n,
splňuj́ıćı f(ui) = vi pro všechna i. Pokud f vyděĺıme se zbytkem polynomem x−u0,
źıskáme polynom g ∈ F [x] stupně deg f − 1 takový, že f = (x − u0)g + f(u0) =
(x − u0)g + v0. Pro i ≥ 1 pak plat́ı g(ui) = (vi − v0)/(ui − u0) a polynom g
spoč́ıtáme rekurzivně stejným zp̊usobem.

(i) Na základě předchoźıch úvah navrhněte algoritmus pro poč́ıtáńı interpolačńıho
polynomu, dokažte jeho správnost a odhadněte jeho časovou složitost. Řešeńı
je možné naj́ıt pomoćı méně než 5n2/2 operaćı v F .

(ii) Pomoćı tohoto algoritmu najděte polynom f ∈ F7[x] stupně nejvýše 2,
splňuj́ıćı f(0) = 1, f(1) = 5, f(6) = 2.

Řešeńı (i) Úlohu řeš́ı algorimus 1.
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Algoritmus 1

Vstup: u0,...,un−1 ∈ F po dvou r̊uzné, v0,...,vn−1 ∈ F , F těleso, n ≥ 2.
Výstup: f ∈ F [x] stupně nejvýše n− 1 splňuj́ıćı f(ui) = vi pro 0 ≤ i < n
t0,0 ← v0, t0,1 ← v1, ..., t0,n−1 ← vn−1
for i← 1,...,n− 1 do

for j ← i,...,n− 1 do
ti,j ← (ti−1,j − ti−1,i−1)(uj − ui−1)−1

end for
end for
fn−1 ← tn−1,n−1
for i← n− 2, n− 3,...,0 do
fi ← (x− ui)fi+1 + ti,i

end for
return f0

Správnost algoritmu dokážeme indukćı podle n. V př́ıpadě n = 1 je výstupem
algoritmu konstantńı polynom f0 = t0,0 = v0 ∈ F [x], který zřejmě splňuje
podmı́nku deg f0 < n = 1, f(u0) = v0. Necht’ n > 1. Podle indukčńıho předpokladu
spňuje polynom f1 podmı́nku deg f1 < n− 1, f1(ui) = t1,i pro 1 ≤ i < n a jelikož
f0 = (x− u0)f1(x) + t0,0, plat́ı

f0(u0) = t0,0 = v0,

a pro 1 ≤ i < n

f0(ui) = (ui − u0)f1(ui) + t0,0 = (ui − u0)t1,i + v0

= (ui − u0)
t0,i − t0,0
ui − u0

+ v0 = (vi − v0) + v0 = vi

a deg f0 = deg (x− u0) + deg f1 < 1 + (n− 1) = n.
Co se týče časové složitosti algoritmu, prvńı cyklus proběhne n(n− 1)/2-krát

a v každém kole se provedou tři operace v tělese F (dvakrát odč́ıtáńı a jedno
děleńı), za prvńı cyklus tedy celkem 3

2
n2− 3

2
n operaćı. Pro odhad složitosti druhé

části algoritmu si všimněme, že pro j ∈ {0,...,n − 1} je deg fj ≤ n − j − 1. Pro
0 ≤ i ≤ n − 2 potom součin polynomů (x − ui)fi+1 vyžaduje nejvýše n − i − 1
násobeńı a n− i−2 sč́ıtáńı v F . Po přičteńı konstanty ti,i je to celkem 2(n− i−1)
operaćı a celý druhý cyklus tedy vyžaduje provedeńı

∑n−2
i=0 2(n− i− 1) = n2 − n

operaćı. Celková časová složitost algoritmu je tedy

3

2
n2 − 3

2
n+ n2 − n ≤ 5

2
n2

operaćı v F .
(ii) Polož́ıme t0,0 = v0 = 1, t0,1 = v1 = 5, t0,2 = v2 = 2, dále u0 = 0,

u1 = 1, u2 = 6. Podle předpisu z algoritmu 1 spoč́ıtáme

t1,1 =
t0,1 − t0,0
u1 − u0

= 4, t1,2 =
t0,2 − t0,0
u2 − u0

= 6, t2,2 =
t1,2 − t1,1
u2 − u1

= 6

a
f2 = t2,2 = 6,
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f1 = (x− u1)f2 + t1,1 = (x+ 6)6 + 4 = 6x+ 5,

f0 = (x− u0)f1 + t0,0 = x(6x+ 5) + 1 = 6x2 + 5x+ 1

a f0 je hledaný polynom.

�

Daľśı úloha ukazuje, že za jistých podmı́nek je možné omezit se při interpolaci
pouze na sudé (př́ıpadně liché) polynomy.

Úloha 1.3 (5.12). Necht’ F je těleso, u0,...,un−1 ∈ F \ {0} takové, že ui 6= ±uj
pro 0 ≤ i < j < n a v0,...,vn−1 ∈ F .

(i) Necht’ f ∈ F [x] je polynom stupně menš́ıho než 2n, splňuj́ıćı f(ui) = f(−ui)
pro 0 ≤ i < n. Dokažte, že f(x) = f(−x), a tedy f je sudý.

(ii) Použijte větu o interpolaci a předchoźı čast cvičeńı, abyste ukázali, že exis-
tuje jednoznačně určený sudý polynom f ∈ F [x] stupně menš́ıho než 2n,
splňuj́ıćı f(ui) = vi pro 0 ≤ i < n.

(iii) Bud’ g ∈ F [x] jednoznačně určený polynom stupně nejvýše n − 1 splňuj́ıćı
g(u2i ) = vi, i = 0,...,n−1. Jaký je vztah polynomu f z předchoźı části cvičeńı
k polynomu g?

(iv) Uved’te analogické tvrzeńı jako v (i)-(iii) týkaj́ıćı se lichých polynom̊u.

Řešeńı. (i) Polynom g(x) := f(x) − f(−x) je stupeně menš́ıho než 2n a
zároveň pro každé i ∈ {0,...,n − 1} plat́ı g(ui) = f(ui) − f(−ui) = 0, g(−ui) =
f(−ui) − f(ui) = 0. Má tedy 2n r̊uzných kořen̊u a je to nutně nulový polynom.
Odtud f(x) = f(−x).

(ii) Podle věty o interpolaci existuje polynom f ∈ F [x], deg f < 2n takový, že
f(±ui) = vi. Podle (i) je takový polynom sudý. Pokud h ∈ F [x] je sudý polynom
takový, že deg h < 2n, h(ui) = vi, i = 0,...,n−1, pak ze sudosti plyne h(−ui) = vi,
i = 0,...,n− 1 a d́ıky jednoznačnosti interpolačńıho polynomu máme h = f .

(iii) Předně poznamenejme, že d́ıky předpokladu na prvky ui je splněna
podmı́nka i 6= j ⇒ u2i 6= u2j a polynom g je korektně definovaný. Dále dokážeme,

že pokud g =
∑n−1

j=0 cjx
j, pak f =

∑n−1
j=0 cjx

2j. Označme h =
∑n−1

j=0 cjx
2j. Vzhle-

dem k podmı́nce jednoznačnosti z předchoźı části cvičeńı stač́ı dokázat (zřejmě
deg h < 2n, h je sudý), že h(ui) = vi, i = 0,...,n−1. Ovšem h(ui) =

∑n−1
j=0 cju

2j
i =∑n−1

j=0 cj(u
2
i )

j = g(u2i ) = vi. Plat́ı tedy h = f a d̊ukaz je hotov.
(iv) Př́ıslušná tvrzeńı lze formulovat následovně:

• Necht’ f ∈ F [x], deg f < 2n, f(ui) = −f(−ui), i = 0,...,n − 1. Pak f je
lichý.

• Existuje jednoznačně určený lichý polynom f ∈ F [x] stupně nejvýše 2n− 1
splňuj́ıćı f(ui) = vi pro i = 0,...,n− 1.

• Necht’ g ∈ F [x], deg g < n, g(u2i ) =
vi
ui

pro i = 0,...,n − 1. Jestliže g =∑n−1
j=0 cjx

j, pak f =
∑n−1

j=0 cjx
2j+1.
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V následuj́ıćım cvičeńı se budeme věnovat interpolaci polynomů dvou proměnných.

Úloha 1.4 (5.13). Bud’ F těleso, n ∈ N, u0,...,un−1 ∈ F po dvou r̊uzné, vi ∈ F [x]
pro i = 0,...,n− 1.

(i) Navrhněte algoritmus pro výpočet polynomu f ∈ F [x,y], kde stupeň f v
proměnné y je menš́ı než n a

f(x,ui) = vi(x), i = 0,...,n− 1.

Ukažte, že f je určen jednoznačně.

(ii) Za předpokladu, že stupeň vi je menš́ı než m ∈ N pro každé i, odvod’te
časovou složitost vašeho algoritmu.

(iii) Spoč́ıtejte f ∈ F11[x,y] takový, že

f(x,0) = x2 + 7, f(x,1) = x3 + 2x+ 3, f(x,2) = x3 + 5.

Řešeńı. (i) Předpokládejme, že pro každé i ∈ {0,...,n − 1} plat́ı deg vi < m,
m ∈ N. Dále pro každé i označme vi(x) = bi,m−1x

m−1+...+bi,0. Uvažme následuj́ıćı
algoritmus.

Algoritmus 2

Vstup: u0,...,un−1 ∈ F po dvou r̊uzné, v0,...,vn−1 ∈ F [x]
Výstup: f ∈ F [x,y] takový, že degyf < n a f(x,ui) = vi(x), i = 0,...,n− 1.
for j ← 0,...,m− 1 do

Spoč́ıtej polynom cj ∈ F [y], deg cj < n, splňuj́ıćı cj(ui) = bi,j pro i =
0,...,n− 1

end for
return f(x,y) =

∑m−1
j=0 cj(y)xj

Stupeň f v proměnné y je zřejmě menš́ı než n a pro i ∈ {0,...,n−1} dále plat́ı
f(x,ui) = cm−1(ui)x

m−1 + ...+ c0(ui) = bi,m−1x
m−1 + ...+ bi,0 = vi(x).

Pokud h(x,y) ∈ F [x,y] má v proměnné y stupeň menš́ı než n a zároveň
splňuje h(x,ui) = vi(x) pro každé i ∈ {0,...,n − 1}, můžeme vyjádřit h(x,y) =
hm−1(y)xm−1 + ...+ h0(y), kde h0,...,hm−1 ∈ F [y] jsou polynomy stupně menš́ıho
než n. Potom f(x,y)− h(x,y) = (cm−1(y)− hm−1(y))xm−1 + ...+ (c0(y)− h0(y))
a f(x,ui) − g(x,ui) je nulový polynom pro každé i. Pro každé i tedy cm−1(ui) −
hm−1(ui) = 0 a protože stupeň polynomu cm−1(y) − hm−1(y) ∈ F [y] je menš́ı
než n, je to nutně nulový polynom a cm−1 = hm−1. Podobně odvod́ıme, že
cm−2 = hm−2,...,c0 = h0 a polynom f je určen jednoznačně.

(ii) Pro dané j ∈ {0,...,m − 1} lze podle věty 1.2 polynom cj ∈ F [y], deg
cj < n, splňuj́ıćı cj(ui) = bi,j, i = 0,...,n − 1, spoč́ıtat pomoćı O(n2) operaćı v
tělese F . Celková časová složitost algoritmu 2 je tedy mO(n2) = O(mn2) operaćı
v tělese F .

(iii) Máme
u0 = 0, u1 = 1, u2 = 2,

v0(x) = x2 + 7, v1(x) = x3 + 2x+ 3, v2(x) = x3 + 5

a hledáme polynom f(x,y) = c3(y)x3 + c2(y)x2 + c1(y)x+ c0(y), kde
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c3(u0) = 0 c2(u0) = 1 c1(u0) = 0 c0(u0) = 7
c3(u1) = 1 c2(u1) = 0 c1(u1) = 2 c0(u1) = 3
c3(u2) = 1 c2(u2) = 0 c1(u2) = 0 c0(u2) = 5

Polynomy c3,c2,c1,c0 ∈ F [y] lze spoč́ıtat jako c0(y) = 3y2+4y+7, c1(y) = 9y2+4y,
c2(y) = 6y2 + 4y + 1, c3(y) = 5y2 + 7y a výsledkem je tedy

f(x,y) = (5y2 + 7y)x3 + (6y2 + 4y + 1)x2 + (9y2 + 4y)x+ 3y2 + 4y + 7

1.3 Hermitova interpolace

Hermitova interpolace je zobecněńım klasické Lagrangeovy interpolace. Umožňuje
naj́ıt polynom takový, že kromě předepsaných funkčńıch hodnot nabývá i předepsaných
hodnot derivaćı. Nejprve tento problém definujme obecně.

Necht’ F je těleso, u0,...,ur−1 ∈ F po dvou r̊uzné, e0,...,er−1 ∈ N, v0,...,vr−1 ∈
F [x] a deg vi < ei, 0 ≤ i < r. Problémem Hermitovy interpolace rozumı́me
naj́ıt polynom f ∈ F [x] stupně menš́ıho než n = e0 + ...+ er−1 splňuj́ıćı

f ≡ vi (mod (x− ui)ei) (4)

pro každé i ∈ {0,...,r − 1}.
Následuj́ıćı tvrzeńı je d̊usledkem věty 1.1.

Tvrzeńı 1.3. Bud’te u0,...,ur−1 ∈ F po dvou r̊uzné, e0,...,er−1 ∈ N, v0,...,vr−1 ∈
F [x] a deg vi < ei, 0 ≤ i < r. Potom existuje jednoznačně určený polynom
f ∈ F [x], deg f < n, splňuj́ıćı (4).

Z věty 1.2 dále plyne:

Důsledek 1.4. Problém Hermitovy interpolace popsaný výše lze vyřešit pomoćı
O(n2) operaćı v tělese F .

Nyńı se pod́ıváme na to, jak výše popsaný problém Hermitovy interpolace
souviśı s derivaćı polynomu. Nejprve připomeneme známé definice. Jako R opět
znač́ıme obor integrity.

Definice 1.5. Necht’ f =
∑n

i=0 cix
i ∈ R[x]. Derivaci polynomu f definujeme jako

polynom

f ′(x) =
n−1∑
i=0

(1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
(i+1)×

)ai+1x
i

pokud n ≥ 1 a jako nulový polynom, pokud deg f ≤ 0. Derivace vyšš́ıch řád̊u pak
definujeme induktivně

f (0) = f, f (k+1) = (f (k))′,

kde k ∈ N.

Pokud R ≤ C, pak má uvedená definice stejný význam, jako definice derivace
ve smyslu matematické analýzy. Pro l ∈ N budeme dále l ∈ R chápat jako
1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸

l×

∈ R. Následuj́ıćı tvrzeńı je dokázáno např́ıklad v [3].
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Tvrzeńı 1.6. Necht’ f,g ∈ R[x] a n ∈ N. Pak

(i) (f + g)(n) = f (n) + g(n)

(ii) (fg)(n) =
∑n

i=0

(
n
i

)
f (i)g(n−i)

(iii) (fn)′ = nfn−1f ′

Lemma 1.7. Necht’ f ∈ R[x], deg f ≤ n ∈ N. Pak pro každé u ∈ R existuj́ı
jednoznačně určené f0,...,fn ∈ R, že f = fn(x−u)n +fn−1(x−u)n−1 + ...+f1(x−
u) + f0.

D̊ukaz. Důkaz existence lze provést indukćı: pro n = 0 je tvrzeńı zřejmé, pokud
n > 0, pak lze vyjádřit f(x) = q(x)(x−u)+r, kde r ∈ R. Polož́ıme f0 = r a q(x) =
fn(x− u)n−1 + ...+ f1 podle indukčńıho předpokladu. Pro d̊ukaz jednoznačnosti
předpokládejme, že

fn(x− u)n + ...+ f1(x− u) + f0 = gn(x− u)n + ...+ g1(x− u) + g0, (5)

g0,...,gn ∈ R. Pokud n = 0, pak f0 = g0. Necht’ n > 0. Z binomické věty je vidět,
že vedoućı koeficient polynomu na levé straně (5) je fn, zat́ımco vedoućı koeficient
polynomu na pravé straně je gn. Muśı platit fn = gn a (5) je ekvivalentńı s

fn−1(x− u)n−1 + ...+ f1(x− u) + f0 = gn−1(x− u)n−1 + ...+ g1(x− u) + g0.

Podle indukčńıho předpokladu je fn−1 = gn−1,...,f0 = g0.

Důsledek 1.8. Necht’ f ∈ R[x], deg f ≤ n ∈ N, f(x) = fn(x − u)n + fn−1(x −
u)n−1 + ...+ f1(x− u) + f0. Pak pro každé e ∈ N, 1 ≤ e ≤ n, plat́ı f ≡ fe−1(x−
u)e−1 + ...+ f1(x− u) + f0 (mod (x− u)e).

Pozorováńı 1.9. Všimněme si, že k-tá derivace polynomu f(x) = fn(x− u)n +
fn−1(x−u)n−1+ ...+f1(x−u)+f0 ∈ R[x], kde fi ∈ R, 0 ≤ k ≤ n, se podle tvrzeńı
1.6 rovná f (k)(x) = n(n − 1)...(n − k + 1)fn(x − u)n−k + ... + (k!)fk. Speciálně
tedy f (k)(u) = (k!)fk.

Lemma 1.10. Necht’ f ∈ R[x], deg f < n = e0 + ... + er−1, ui ∈ R po dvou
r̊uzné, vi ∈ R[x], deg vi < ei, i = 0,...,r − 1. Pak

f ≡ vi (mod (x− ui)ei), 0 ≤ i < r,

právě když

f = fn−1(x−ui)n−1+...+f1(x−ui)+f0 ⇒ fei−1(x−ui)ei−1+...+f0 = vi(x), 0 ≤ i < r,

kde f0,...,fn ∈ R.

D̊ukaz. Necht’ f ≡ vi (mod (x−ui)ei), f = fn−1(x−ui)n−1 + ...+ f1(x−ui) + f0,
0 ≤ i < r. Potom podle d̊usledku 2.4 f ≡ fei−1(x−ui)ei−1+...+f1(x−ui)+f0 (mod
(x−ui)ei). Z tranzitivity relace ≡ plyne vi ≡ fei−1(x−ui)ei−1+ ...+f1(x−ui)+f0
(mod (x−ui)ei). Jelikož jsou oba polynomy stupně menš́ıho než ei, muśı se rovnat.
Opačná implikace neř́ıká nic jiného, než d̊usledek 1.8.
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Připomeňme, že pro obor integrityR definujeme charakteristikuR jako nejmenš́ı
n ∈ N takové, že 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸

n×

= 0, pokud takové n existuje, jinak je charakteris-

tika R rovná 0. Předpokládejme, že F je těleso nulové charakteristiky. Problém
Hermitovy interpolace je potom ekvivalentńı nalezeńı polynomu f ∈ F [x], jehož
prvńıch ei derivaćı (poč́ınaje nultou) v bodě ui nabývá předepsaných hodnot z F
(opět předpokládáme, že ui jsou po dvou r̊uzné prvky tělesa F ). Přesněji řečeno,
hledáme polynom f stupně menš́ıho než n = e0 + ...+ er−1 splňuj́ıćı

f(u0) = c0,0,...,f
(e0−1)(u0) = c0,e0−1

...

f(ur−1) = cr−1,0,...,f
(er−1−1)(ur−1) = cr−1,er−1−1,

kde ci,j ∈ F, 0 ≤ i < r, 0 ≤ j < ei jsou předepsané hodnoty. Položme potom pro
0 ≤ i < r

vi(x) =
ci,ei−1

(ei − 1)!
(x− ui)ei−1 + ...+ ci,1(x− ui) + ci,0

a necht’ f je řešeńı problému Hermitovy interpolace s parametry u0,...,ur−1,e0,...,er−1,
v0,...,vr−1. Pro každé i pak podle lemmatu 1.7 můžeme vyjádřit f jako f(x) =
fn−1(x − ui)

n−1 + ... + f1(x − ui) + f0. Podle pozorováńı 1.9 plat́ı pro každé
0 ≤ k < ei

f (k)(ui) = (k!)fk

a podle lemmatu 1.10

fk =
ci,k
(k!)

.

Dostáváme tedy f (k)(ui) = ci,k pro každé i ∈ {0,...,r − 1}, k ∈ {0,...,ei − 1}.

Úloha 1.5. Najděme polynom f ∈ Q[x] stupně nejvýše 5 splňuj́ıćı

f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = −2

f(1) = 1, f ′(1) = 2, f ′′(1) = 10.

Řešeńı. Označme

v0(x) =
(−2)

(2!)
x2 + 1 = −x2 + 1

v1(x) =
10

(2!)
(x− 1)2 + 2(x− 1) + 1 = 5x2 − 8x+ 4.

Polynom f splňuj́ıćı
f ≡ v0(x) (mod x3),

f ≡ v1(x) (mod (x− 1)3),

najdeme např́ıklad pomoćı Lagrangeova algoritmu jako

f(x) = x4 − x2 + 1

a derivováńım lze ověřit, že takový polynom splňuje podmı́nky ze zadáńı.
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2 Rozklady na parciálńı zlomky

V této části ukážeme efektivńı algoritmus pro rozklad racionálńı funkce na
parciálńı zlomky. Potřeba řešit takový problém nastává např́ıklad při integrováńı
racionálńıch funkćı. Nejprve definujeme pojem p-adického rozkladu a ukážeme
algoritmus na jeho výpočet.

2.1 p-adická reprezentace polynomů

Definice 2.1. Bud’ R okruh, a,p ∈ R[x], kde p je monický stupně m > 0 a a je
stupně menš́ıho než km, pro k,m ∈ N. p-adický rozvoj polynomu a je výraz

a = ak−1p
k−1 + ...+ a1p+ a0,

kde a0,...,ak−1 ∈ R[x] jsou stupně menš́ıho než m.

p-adický rozvoj polynomu lze poč́ıtat podle algoritmu 3.

Algoritmus 3 p-adický rozvoj

Vstup: p ∈ R[x] monický stupně m > 0, k ∈ N, a ∈ R[x] je stupně menš́ıho
než km
Výstup: a0,...,ak−1 ∈ R tak, že a = ak−1p

k−1 + ...+ a1p+ a0
if deg a < m then

return a0 = a je p-adický rozvoj a
else

spočti q,r ∈ R[x] tak, že a = qp+ r, deg r < m
polož a0 = r
spočti a1,...,ak−1 tak, že q = ak−1p

k−2 + ...+ a2p+ a1
return a = ak−1p

k−1 + ...+ a1p+ a0 je p-adický rozvoj a
end if

2.2 Rozklad na parciálńı zlomky

Bud’ nyńı F těleso, f1,...,fr ∈ F [x] jsou nekonstantńı, monické a po dvou ne-
soudělné. Dále necht’ e1,...,er ∈ N a označme f = f e1

1 ...f
er
r . Předpokládejme, že

g ∈ F [x] je stupně menš́ıho než n = deg f . Rozkladem funkce g/f ∈ F (x) na
parciálńı zlomky vzhledem k dané faktorizaci jmenovatele f = f e1

1 ...f
er
r rozumı́me

výraz tvaru
g

f
=
g1,1
f1

+ ...+
g1,e1
f e1
1

+ ... +
gr,1
fr

+ ...+
gr,er
f er
r

, (6)

kde gi,j ∈ F [x] jsou stupně menš́ıho než fi pro všechna i,j.

Př́ıklad 2.1. Pro F = Q, g(x) = x3 + x2 − 2x − 2, f(x) = x4 − x3 − 2x2

bude mı́t rozklad funkce g/f ∈ Q(x) na parciálńı zlomky vzhledem k faktorizaci
f(x) = x2(x2 − x− 2) tvar

x3 + x2 − 2x− 2

x4 − x3 − 2x2
=

1/2

x
+

1

x2
+
x/2 + 1/2

x2 − x− 2
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Jak je dokázáno např́ıklad v [1], rozklad (6) existuje vždy a nav́ıc je určen jed-
noznačně. Přirozeným zp̊usobem, jak takový rozklad hledat, je vyjádřit každý
polynom gi,j stupně nejvýše deg fi pomoćı neznámých koeficient̊u a z (6) po
přenásobeńı společným jmenovatelem odvodit soustavu lineárńıch rovnic s koefi-
cienty polynomů gi,j jako neznámými. Matice takové soustavy má potom rozměr
n × n a pomoćı Gaussovy eliminace by jej́ı řešeńı mělo asymptotickou složitost
O(n3). Uvid́ıme, že postup navržený v [1] je efektivněǰśı.

2.3 Algoritmus na poč́ıtáńı parciálńıch zlomk̊u

Prvńım krokem k rozkladu racionálńı funkce na parciálńı zlomky je nalézt
ci ∈ F [x], deg ci < eideg fi, pro které plat́ı

g

f
=

c1
f1

e1
+ ...+

cr
f er
r

(7)

K tomu použijeme algoritmus 4:

Algoritmus 4

Vstup: f = f1...fr ∈ F [x], g ∈ F [x], kde f1,...,fr ∈ F [x] jsou nekonstantńı,
monické a po dvou nesoudělné, deg g < deg f .
Výstup: ci ∈ F [x], deg ci < eideg fi, splňuj́ıćı (7)
for i← 1,...,r do
Ni ← ff−eii

najdi si splňuj́ıćı siNi ≡ 1 (mod f ei
i )

ci ← gsi mod f ei
i

end for
return c1,...,cr

Lze nahlédnout, že pro c1,...,cr spoč́ıtané podle algoritmu 4 plat́ı následuj́ıćı rov-
nost:

ci ≡ g
∏
j 6=i

f
−ej
j (mod f ei

i )

pro každé i. Pokud pravou stranu (7) vynásob́ıme f , źıskáme polynom g∗ =
c1ff

−e1 + ...+ crff
−er jehož stupeň je menš́ı než stupeň polynomu f a pro který

plat́ı g∗ ≡ g (mod f ei
i ) pro každé i. Podle č́ınské věty o zbytćıch je g∗ ≡ g (mod

f) a jelikož jsou oba polynomy stupně menš́ıho než deg f , muśı se rovnat. Odtud
již plyne vztah (7).

V daľśım kroku využijeme algoritmus 3: pokud každé ci vyjádř́ıme v fi-
adickém rozvoji:

ci = gi,1f
ei−1
i + ...+ gi,ei−1fi + gi,ei ,

kde gi,j jsou stupně menš́ıho než fi, budou polynomy gi,j zřejmě splňovat (6).
Provedené úvahy doplńı následuj́ıćı věta, jej́ıž d̊ukaz je v [1].

Věta 2.2. Bud’ F těleso, e1,...,er ∈ N, f1,...,fr ∈ F [x] nekonstantńı, monické a
po dvou nesoudělné, f = f e1

1 ...f
er
r , g ∈ F [x] je stupně menš́ıho než n = deg f .

Rozklad na parciálńı zlomky (6) je určen jednoznačně a lze ho spoč́ıtat pomoćı
O(n2) operaćı v tělese F .
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Celý postup hledáńı rozklad̊u na parciálńı zlomky nyńı ilustrujeme na př́ıkladu z
[1].

Úloha 2.1 (5.45). Rozložte na parciálńı zlomky funkci

x+ 2

(x+ 1)3(x− 1)2
∈ Q(x)

Řešeńı. Označme
g(x) = x+ 2,

f1(x) = x+ 1, f2(x) = x− 1.

Nyńı spoč́ıtáme c1,c2 ∈ Q[x] podle algoritmu 2:

N1(x) = f2(x)2 = (x− 1)2,

pro s1(x) = 3/16x2 + 5/8x+ 11/16 plat́ı s1N1 ≡ 1 (mod f 3
1 ) a

c1(x) ≡ gs1 ≡
1

16
(7x2 + 22x+ 19) (mod f 3

1 ).

Podobně spoč́ıtáme polynom c2 jako

c2(x) =
1

16
(−7x+ 13).

Nyńı v́ıme, že

x+ 2

(x+ 1)3(x− 1)2
=

7x2 + 22x+ 19

16(x+ 1)3
+
−7x+ 13

16(x− 1)2
.

Dále c1 vyjádř́ıme v f1-adickém rozvoji. Jelikož

7x2+22x+19 = (7x+15)(x+1)+4 = (7(x+1)+8)(x+1)+4 = 7(x+1)2+8(x+1)+4,

můžeme c1 napsat jako

c1(x) =
7

16
(x+ 1)2 +

1

2
(x+ 1) +

1

4
.

Podobně

c2(x) = − 7

16
x+

13

16
= − 7

16
(x− 1) +

3

8
.

Odtud je již vidět, že

x+ 2

(x+ 1)3(x− 1)2
=

7

16(x+ 1)
+

1

2(x+ 1)2
+

1

4(x+ 1)3
− 7

16(x− 1)
+

3

8(x− 1)2
.

je rozklad dané funkce na parciálńı zlomky.
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3 Rekonstrukce racionálńıch funkćı

3.1 Eukleid̊uv algoritmus

V prvńı části této kaptioly bude nutné připomenout Eukleid̊uv algoritmus
a ukázat některé jeho aspekty nad rámec základńıho kurzu algebry. Začněme s
pojmen největš́ıho společného dělitele.

Necht’ R je obor integrity. Největš́ı společný dělitel prvk̊u a,b ∈ R je určen až
na asociovanost. Pro každou dvojici (a,b) ∈ R2 vybereme jednoho reprezentanta
z množiny D(a,b) = {d ∈ R : d | a, d | b, (c | a, c | b ⇒ c | d)} a toho
budeme značit jako gcd(a,b). V př́ıpadě R = F [x], F těleso, jsou dva polynomy
asociované, právě když se lǐśı o nenulový konstantńı násobek. Jako gcd(a,b) pak
budeme značit monický polynom z D(a,b).

Algoritmus 5 Rozš́ı̌rený Eukleid̊uv algoritmus

Vstup: f,g ∈ R, kde R je Eukleidovský obor
Výstup: l ∈ N,ri,si,ti ∈ R pro 0 ≤ i ≤ l+ 1 takové, že rl = slf + tlg || gcd(f,g)
r0 ← f , s0 ← 1, t0 ← 0,
r1 ← g, s1 ← 0, t1 ← 1
i← 1
while ri 6= 0 do
qi ← ri−1 div ri
ri+1 ← ri−1 − qiri
si+1 ← si−1 − qisi
ti+1 ← ti−1 − qiti
i← i+ 1

end while
l← i− 1
return l,ri,si,ti pro 0 ≤ i ≤ l + 1

Jelikož posloupnost norem ν(r1),ν(r2),... je ostře klesaj́ıćı, muśı algoritmus
skončit po konečném počtu krok̊u. Dále ze vztahu ri+1 = ri−1 − qiri plyne, že
dvojice (ri−1,ri) a (ri,ri+1) maj́ı pro 1 ≤ i ≤ l stejné společné dělitele, a tedy

rl || gcd(0,rl) = gcd(rl+1,rl) || gcd(r0,r1) = gcd(f, g).

Daľśı vlastnosti algoritmu 5, na které se dále budeme odvolávat, shrnuje lemma
3.1.

Lemma 3.1. Pro každé i ∈ {0,...,l} plat́ı

(i) ri = sif + tig

(ii) siti+1 − si+1ti = (−1)i a si,ti jsou tedy nesoudělné.

(iii) gcd(ri,ti) || gcd(f,ti)

D̊ukaz. (i) Tvrzeńı zřejmě plat́ı pro i = 0. Necht’ i ≥ 0. Pak podle indukčńıho
předpokladu ri+1 = ri−1− qiri = (si−1f + ti−1g)− qi(sif + tig) = (si−1− qisi)f +
(ti−1 − qiti)g
= si+1f + ti+1g.
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(ii) Pro i = 0 je tvrzeńı očividné. Pro i > 0 pak můžeme s využit́ım indukčńıho
předpokladu vyjádřit siti+1−si+1ti = si(ti−1−qiti)−(si−1−qisi)ti = (−1)(si−1ti−
siti−1) = (−1)(−1)i−1 = (−1)i.

(iii) Necht’ d ∈ R děĺı ti. Ukážeme, že d | ri ⇐⇒ d | f . Implikace (⇐) plyne
okamžitě z (i). Pokud naopak d děĺı ri, pak, opět podle (i), d děĺı sif . Protože
si,ti jsou podle (ii) nesoudělné a d | ti, jsou d a si také nesoudělné. Muśı tedy
platit d | f .

Důkaz následuj́ıćıho lemmatu je obsahem části cvičeńı 3.21 z [1].

Lemma 3.2. Necht’ F je těleso, R = F [x]. Pak pro každé i ∈ {1,...,l + 1} plat́ı

deg ti = deg f − deg ri−1.

D̊ukaz. Budeme dokazovat

deg ti =
∑
1≤j<i

deg qj (8)

pro 1 ≤ i ≤ l + 1, přičemž

deg qj = deg(rj−1 div rj) = deg rj−1 − deg rj

a tedy ∑
1≤j<i

deg qj = deg f − deg ri−1

(pokud i = 1, pak jde o sumu přes prázdnou množinu, která se definitoricky
rovná nule, stejně jako rozd́ıl deg f − deg r0). Dále si všimněme, že pro j ≥ 2
je deg qj = deg rj−1 − deg rj > 0. Indukćı dokážeme, že pro 1 ≤ i ≤ l + 1
plat́ı zároveň (8) a deg ti−1 ≤ deg ti. Pro i = 1 máme deg t1 = deg 1 = 0 =∑

1≤j<i deg qj (opět jde o součet přes prázdnou množinu) a deg t0 = deg 0 =

−1 ≤ 0 = deg t1 (stupeň nulového polynomu definujeme jako −1). Necht’ 1 ≤ i
a předpokládejme, že dokazované plat́ı pro 1 ≤ j ≤ i. Nejprve ukážeme, že
deg(ti−1−qiti) = deg (qiti). Pro i = 1, jde o zřejmé pozorováńı, jelikož ti−1 = t0 =
0. Pro 2 ≤ i je podle indukčńıho předpokladu deg ti−1 ≤ deg ti < deg ti+deg qi =
deg qiti. Nyńı je vidět, že deg ti+1 = deg(ti−1−qiti) = deg(qiti) = deg qi+deg ti ≥
deg ti a zároveň
deg ti+1 = deg qi + deg ti = deg qi +

∑
1≤j<i deg qj =

∑
1≤j<i+1 deg qj.

Pro j ∈ {0,...,l + 1} budeme trojici (rj,sj,tj) nazývat j-tý řádek rozš́ı̌reného
Eukleidova algoritmu. Lemma 3.3 budeme potřebovat v daľśı části. Jeho d̊ukaz
lze nalézt v [1].

Lemma 3.3. Necht’ F je těleso, R = F [x] a f,g,r,s,t ∈ R tak, že r = sf + tg,
přičemž t 6= 0 a deg r+ deg t < deg f . Necht’ dále ri,si,ti ∈ R, 0 ≤ i ≤ l+ 1, jsou
řádky rozš́ıřeného Eukleidova algoritmu pro vstup f, g a definujme j ∈ {1,...,l+1}
tak, že deg rj ≤ deg r < deg rj−1. Pak existuje α ∈ R \ {0} tak, že r = αrj,
s = αsj, t = αtj.
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3.2 Rekonstrukce racionálńıch funkćı obecně

Předpokládejme, že m ∈ F [x] je stupně n > 0, g ∈ F [x] je stupně menš́ıho
než n, k ∈ {0,...,n}. Dvojici (r,t) polynomů z F [x] budeme nazývat (k,n− k)-
racionalizace polynomu g modulo m, pokud

• gcd(t,m) = 1, rt−1 ≡ g (mod m)

• deg r < k, deg t ≤ n− k

př́ıpadně slabá (k,n− k)-racionalizace polynomu g modulo m, pokud

• r ≡ gt (mod m)

• deg r < k, deg t ≤ n− k

kde t−1 je inverzńı prvek k t modulo m. Dále uvid́ıme, že (k,n− k) racionalizace
nemuśı existovat pro každé k, slabá (k,n − k) racionalizace polynomu g modulo
m však existuje vždy. Uved’me jednoduchý př́ıklad.

Př́ıklad 3.1. Pokud bude m = x2−1, g = x+1 ∈ Q[x], pak r = 0, t = x−1 neńı
(0,2)-racionalizace polynomu g modulo m, protože gcd(t,m) = gcd(x−1,x2−1) =
x− 1, ale je to slabá (0,2)-racionalizace polynomu g modulo m.

O racionálńı funkci r/t ∈ F (x) řekneme, že je v kanonickém tvaru, pokud
gcd(r,t) = 1 a t ∈ F [x] je monický. Následuj́ıćı věta zajǐst’uje teoretický podklad
pro celý zbytek kapitoly. Jej́ı d̊ukaz v [1] využ́ıvá lemma 3.3, nicméně postrádá
ověřeńı některých jeho předpoklad̊u, proto ho zde uvád́ım celý.

Věta 3.4. Necht’ m ∈ F [x] je stupně n > 0, g ∈ F [x] je stupně menš́ıho než
n, k ∈ {0,...,n}. Necht’ dále r,s,t ∈ F [x] je j−tý řádek rozš́ıčeného Eukleidova
algoritmu pro vstup m,g, kde j je nejmenš́ı takové, že deg r < k. Potom

(i) Dvojice (r,t) je slabá (k,n− k)-racionalizace polynomu g modulo m. Pokud
nav́ıc plat́ı gcd(r,t) = 1, pak (r,t) je (k,n− k)-racionalizace g modulo m.

(ii) Pokud
r̄

t̄
∈ F (x) je v kanonickém tvaru a (r̄,t̄) je (k,n − k)-racionalizace

polynomu g modulo m, pak r̄ = τ−1r, t̄ = τ−1t, kde τ = lc(t) ∈ F \
{0}. Speciálně tedy (k,n− k)-racionalizace g modulo m existuje, právě když
gcd(r,t) = 1.

D̊ukaz. (i) Podle lemmatu 3.1-(i) plat́ı r = ms+gt ≡ gt (mod m). Podle lemmatu
3.2 deg t = deg m − deg r = n − deg r a tedy deg t ≤ n − k d́ıky minimalitě j.
(r,t) je tedy slabá (k,n−k)-racionalizace g modulo m. Dále d́ıky lemmatu 3.1-(iii)
plat́ı gcd(r,t) = 1⇒ gcd(m,t) = 1, t je v takovém př́ıpadě invertibilńı modulo m
a (r,t) je (k,n− k) racionalizace g modulo m.

(ii) Jelikož r̄ ≡ gt̄ (mod m), existuje s̄ ∈ F [x] tak, že r̄ = ms̄ + gt̄. Bud’

ri,si,ti ∈ F [x] i−tý řádek rozš́ı̌reného Eukleidova algoritmu pro vstup m, g tak,
že deg ri ≤ deg r̄ < deg ri−1 (ri−1 je prvńı člen řádku, předcházej́ıćıho i-tý).
Ukážeme, že i = j. Protože deg ri ≤ deg r̄ < k a j je nejmenš́ı takové, že
deg rj < k, plat́ı i ≥ j. Dále v́ıme, že deg r̄ < k, deg t̄ ≤ n − k a je tedy splněn
předpoklad deg r̄ + deg t̄ < n lemmatu 3.3 (předpoklad t̄ 6= 0 také zřejmě plat́ı)
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a existuje tedy nenulové α ∈ F [x] tak, že r̄ = αri, s̄ = αsi, t̄ = αti. Nyńı ověř́ıme
nerovnost k ≤ deg ri−1. Plat́ı deg t̄ = deg α + deg ti ≤ n − k a podle lemmatu
3.2 deg ti = n− deg ri−1, dohromady tedy deg α+ k ≤ deg ri−1. Vı́me, že α 6= 0
a t́ım pádem k ≤ deg ri−1. i je tedy nejmenš́ı takové, že deg ri < k a nutně i = j.
Jelikož r̄,t̄ jsou nesoudělné a α je jejich společný dělitel, muśı být α invertibilńı,
což znamená α ∈ F \ {0}. Nav́ıc t̄ je monický, takže α = lc(tj)

−1.

3.3 Cauchyova interpolace

Na problém Cauchyovy interpolace lze nahĺıžet jako na zobecněńı problému
polynomiálńı interpolace. Opět budeme mı́t předepsané funkčńı hodnoty v r̊uzných
bodech definičńıho oboru a ćılem bude naj́ıt racionálńı funkci, která v daných bo-
dech nabývá předepsaných hodnot. Podobně jako v př́ıpadě polynomiálńı interpo-
lace budeme na takovou funkci klást jisté podmı́nky týkaj́ıćı se stupň̊u a uvid́ıme,
že, narozd́ıl od polynomiálńı interpolace, nebude taková funkce existovat vždy.

Bud’ F těleso, n ∈ N, k ∈ {0,...,n}, u0,...,un−1 ∈ F po dvou r̊uzné, v0,...,vn−1 ∈
F libovolné. OznačmeM = {(u0,v0),...,(un−1,vn−1)} ⊆ F 2. Dvojici (r,t) polynomů
z F [x] nazveme (k,n− k)-Cauchẙuv interpolant pro M , pokud

• t(ui) 6= 0 a
r(ui)

t(ui)
= vi pro 0 ≤ i < n

• deg r < k, deg t ≤ n− k

V př́ıpadě, že k = n, pak nejde o nic jiného, než o polynomiálńı interpolaci:
zvoĺıme t = 1 a hledáme polynom r stupně menš́ıho než n splňuj́ıćı r(ui) = vi pro
všechna i. Dále řekneme, že (r,t) je slabý (k,n − k)-Cauchẙuv interpolant
pro M , pokud

• r(ui) = t(ui)vi pro 0 ≤ i < n

• deg r < k, deg t ≤ n− k

Bud’ nyńı g ∈ F [x] interpolačńı polynom splňuj́ıćı g(ui) = vi, deg g < n. Pro každé
i pak plat́ı, že r(ui) = vit(ui) = g(ui)t(ui), právě když r ≡ gt (mod (x − ui)).
Pokud označ́ıme m =

∏n−1
i=0 (x − ui), je podle č́ınské věty o zbytćıch (r,t) slabý

(k,n− k)-Cauchẙuv interpolant pro M , právě když je to slabá (k,n− k) raciona-
lizace polynomu g modulo m. Dále je zřejmé, že t(ui) 6= 0 ∀i ⇐⇒ gcd(t,m) = 1.
Jinými slovy, (r,t) je (k,n − k)-Cauchẙuv interpolant pro M , právě když je to
(k,n− k)-racionalizace g modulo m. Dı́ky těmto úvahám a větě 3.4 můžeme nyńı
zodpovědět otázku existence a jednoznačnosti Cauchyových interpolant̊u.

Důsledek 3.5. Bud’ F těleso, n ∈ N, k ∈ {0,...,n}, u0,...,un−1 ∈ F po dvou
r̊uzné, v0,...,vn−1 ∈ F libovolné. Označme M = {(u0,v0),...,(un−1,vn−1)} ⊆ F 2,
m =

∏n−1
i=0 (x−ui). Dále bud’ g ∈ F [x] stupně menš́ıho než n takový, že g(ui) = vi

pro všechna i. Necht’ r,s,t ∈ F [x] je j-tý řádek rozš́ıřeného Eukleidova algoritmu
pro dvojici m,g, kde j je nejmenš́ı takové, že deg r < k. Potom

(i) (r,t) je slabý (k,n − k)-Cauchẙuv interpolant pro M . Pokud nav́ıc plat́ı
gcd(r,t) = 1, pak (r,t) je (k,n-k)-Cauchẙuv interpolant pro M .
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(ii) Pokud
r̄

t̄
∈ F (x) je v kanonickém tvaru taková, že (r̄,t̄) je (k,n − k)-

Cauchẙuv interpolant pro M , pak r̄ = τ−1r, t̄ = τ−1t, kde τ = lc(t) ∈
F \ {0}. Speciálně tedy (k,n− k)-Cauchẙuv interpolant existuje, právě když
gcd(r,t) = 1.

Uvedenou větu ilustrujeme na jednoduchém př́ıkladu.

Úloha 3.1 (5.37). Pro 1 ≤ k ≤ 5 zjistěte, zda existuj́ı (k,5 − k)-Cayuchovy
interpolanty pro M = {(u0,v0),...,(u4,v4)} ∈ F5 × F5, kde ui = i, 0 ≤ i ≤ 4,
v0 = 1, v1 = 2, v2 = 3, v3 = 2, v4 = 1.

Řešeńı. Interpolačńı polynom g(x) ∈ F5[x] takový, že g(i) = vi, lze obvyklým
zp̊usobem spoč́ıtat jako g(x) = x4 + 2x3 + 2x2 +x+ 1, dále m(x) =

∏4
i=0(x− i) =

x5 + 4x a rozš́ı̌rený Eukleid̊uv algoritmus pro dvojici m,g proběhne následovně:

i ri si ti
0 m 1 0
1 g 0 1
2 2x3 + 3x2 + 2 1 4x+ 2
3 3 2x+ 1 3x2 + 3x+ 3
4 0 2x4 + 4x3 + 4x2 + 2x+ 2 3x5 + 2x

Př́ıpad k = 5 lze vyřešit volbou r(x) = g(x) = x4 + 2x3 + 2x2 + x + 1, t(x) = 1.
Zaj́ımavěǰśı je př́ıpad k = 4, kdy j = 2 je nejmenš́ı j takové, že deg rj < 4.
Jelikož gcd(r2,t2) = gcd(2x3 + 3x2 + 2, 4x + 2) = x − 2 je netriviálńı, je podle
lemmatu 3.1 gcd(m,t2) = gcd(r2,t2) = x − 2 a t2(2) = 0, takže (r2,t2) neńı
(4,1)-Cauchẙuv interpolant pro M . Podle předchoźı věty dokonce žádný (4,1)-
Cauchẙuv interpolant pro M neexistuje. Pro k = 1,2,3 bude j = 3 a jelikož
gcd(r3,t3) = gcd(3, 3x2 +3x+3) = 1, je (r3,t3) = (3, 3x2 +3x+3) pro k ∈ {1,2,3}
(k,5 − k)-Cauchẙuv interpolant pro M . Po převodu do kanonického tvaru bude
r = 1, t = x2 + x+ 1 a lze ověřit, že pro každé i ∈ F5 plat́ı

t(i) 6= 0 a
r(i)

t(i)
=

1

i2 + i+ 1
= vi.

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje jistou nutnou podmı́nku pro existenci Cauchyových
interpolant̊u.

Úloha 3.2 (5.38). Bud’ F těleso, u0,...,un−1 ∈ F po dvou r̊uzné, v0,...,vn−1 ∈ F
libovolné, M = {(u0,v0),...,(un−1,vn−1)}, k ∈ {0,...,n}. Dále označme S = {0 ≤
i < n : vi = 0}. Ukažte, že (k,n − k)-Cauchẙuv interpoland neexistuje, pokud
k ≤ |S| < n.

Řešeńı. Předpokládejme, že (r,t) je (k,n−k)-Cauchẙuv interpolant a k ≤ |S|.
Ukážeme, že |S| = n. Protože

r

t
(ui) = 0 implikuje r(ui) = 0, je r bud’ nulový,

nebo má stupeň aspoň |S|. Předpoklad deg r < k však druhou variantu vylučuje,
tud́ıž je r = 0 a vi = 0 pro každé i.
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3.4 Padého aproximace

Úlohu aproximace funkce v daném bodě pomoćı polynomu řeš́ı Taylor̊uv po-
lynom. V př́ıpadě, že mı́sto polynomu použijeme racionálńı funkci, p̊ujde o tzv.
Padého aproximaci.

Necht’ F je těleso, n ∈ N, k ∈ {0,...,n} a g =
∑

i≥0 gix
i ∈ F [[x]], kde F [[x]] je

okruh formálńıch mocninných řad. Potom racionálńı funkce r/t ∈ F (x), r,t ∈ F [x]
se nazývá (k,n− k)-Padého aproximant pro g, pokud

• x - t a
r

t
≡ g (mod xn)

• deg r < k, deg t ≤ n− k

Obecněǰśı otázkou je hledáńı Padého aproximantu pro mocninné řady se středem
ne nutně v počátku. Tento př́ıpad lze však na předchoźı převést pomoćı substi-
tuce. Souvislost s Taylorovým polynomem je zřejmá: pokud g je Taylorova řada
zkoumané funkce a r je jej́ı Taylor̊uv polynom řádu n, pak r/1 je (n,0)-Padého
aproximant pro g.

Dále řekneme, že r/t ∈ F (x) je slabý (k,n− k)-Padého aproximant pro
g, pokud

• r ≡ gt (mod xn)

• deg r < k, deg t ≤ n− k

Podobně jako Cauchyovy interpoanty, i Padého aproximanty lze hledat pomoćı
věty 3.4:

Důsledek 3.6. Necht’ g ∈ F [x] je stupeně menš́ıho než n ∈ N, k ∈ {0,...,n},
označme m = xn. Necht’ r,s,t ∈ F [x] je j-tý řádek rozš́ıřeného Eukleidova algo-
ritmu pro m,g, kde j je nejmenš́ı takové, že deg r < k. Potom

(i) r/t je slabý (k,n−k)-Padého aproximant pro g. Pokud nav́ıc plat́ı gcd(r,t) =
1, pak (r,t) je (k,n− k)-Padého aproximant pro g.

(ii) Pokud
r̄

t̄
∈ F (x) je v kanonickém tvaru taková, že (r̄,t̄) je (k,n−k)-Padého

aproximant, pak r̄ = τ−1r, t̄ = τ−1t, kde τ = lc(t) ∈ F \ {0}. Speciálně tedy
(k,n− k)-Padého aproximant existuje, právě když gcd(r,t) = 1.

Uvedenou větu ilustrujeme na př́ıkladu exponenciálńı funkce. Předt́ım ještě
poznamenejme, že podle bodu (ii) předchoźıho d̊usledku je počet r̊uzných Padého
aproximant̊u pro g modulo xn nejvýše roven počtu děleńı v rozš́ı̌reném Eukleidově
algoritmu. Aby byl tento počet roven n (jako v náseduj́ıćım př́ıkladu), muśı se
při každém děleńı stupeň sńıžit o 1.

Úloha 3.3 (5.40). Aproximujte exponenciálńı funkci ex = 1 + x+ x2/2 + x3/6 +
x4/24 + ... v okoĺı počátku pomoćı racionálńıch funkćı.

Řešeńı. Nejprve spoč́ıtáme výstup rozš́ı̌reného Eukleidova algoritmu prom(x) =
x5 a g(x) = x4/24 + x3/6 + x2/2 + x+ 1.
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i ri si ti
0 m(x) 1 0
1 g(x) 0 1
2 4x3 + 24x2 + 72x+ 96 1 −24x+ 96
3 x2/4 + 3/2x+ 3 −x/96 + 1/48 x2/4− 3/2x+ 3
4 24x+ 96 x2/6− x/3 + 1 −4x3 + 24x2 − 72x+ 96
5 1 −x3/576− x/72 x4/24− x3/6 + x2/2− x+ 1
6 0 s6 −x5

Jelikož polynomy tj nejsou dělitelné x pro žádné j = 1,...,5, dostáváme podle
předchoźıho d̊usledku, že

r1/t1 = g je (5,0)-Padého aproximant,

r2
t2

=
−x3/6− x2 − 3x− 4

x− 4
je (4,1)-Padého aproximant,

r3
t3

=
x2 + 6x+ 12

x2 − 6x+ 12
je (3,2)-Padého aproximant,

r4
t4

=
−6x− 24

x3 − 6x2 + 18x− 24
je (2,3)-Padého aproximant a

r5
t5

=
24

x4 − 4x3 + 12x2 − 24x+ 24
je (1,4)-Padého aproximant.

Obrázek 1 zobrazuje absolutńı hodnotu rozd́ılu funkce ex a (k,5 − k)-Padého
aproximantu na intervalu (−0.5,0.5) pro k = 1,...,5. Kromě př́ıpadu k = 1 jsou
všechny tyto aproximanty lepš́ı, než Taylor̊uv polynom (k = 5). Pro úplnost ještě
poznamenejme, že s6 = x4/24 + x3/6 + x2/2 + x+ 1.

Obrázek 1: Odchylka (k,5−k)-Padé aproximant̊u od exponenciály v okoĺı počátku.

Důsledek 3.6 ř́ıká, že řešeńı problému Padého aproximace je vždy (až na
násobek) nějaký řádek rozš́ı̌reného Eukleidova algoritmu. Následuj́ıćı př́ıklad se
zabývá opačným př́ıstupem: pro která k je daný řádek Eukleidova algoritmu
Padého aproximantem?

Úloha 3.4 (5.41). Necht’ rj = sjx
n+tjg je libovolný řádek rozš́ıřeného Eukleidova

algoritmu pro dvojici xn, g, kde deg g < n. Určete, pro která k ∈ {1,...,n} je daný
řádek slabým (k,n− k)-Padého aproximantem pro g.
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Řešeńı. Vztah rj ≡ gtj (mod xn) zřejmě plat́ı. Dále označme n0 = deg r0,
n1 = deg r1,...,nl = deg rl, kde r0 = xn, r1 = g,...,rl = 1 jsou řádky rozš́ı̌reného
Eukleidova algoritmu. Aby (rj,tj) byl slabým (k,n−k)-aproximantem pro g, muśı
dále platit deg rj < k, deg tj ≤ n − k. Z podmı́nky deg rj < k plyne nj < k
a dále podle lemmatu 3.2 máme deg tj = n − deg rj−1 = n − nj−1. Podmı́nka
deg tj ≤ n − k tedy implikuje k ≤ nj−1. Nyńı je vidět, že řešeńım jsou právě
k ∈ {nj + 1,...,nj−1}.

3.5 Racionálńı č́ınská věta o zbytćıch

Větu 3.4 lze formulovat ještě obecněji a rozš́ı̌rit tak okruh úloh, které d́ıky ńı
lze řešit. Nejprve uved’me potřebné předpoklady: m0,...,ml−1 ∈ F [x] jsou nekon-
stantńı, monické, po dvou nesoudělné, m = m0...ml−1 je stupně n, v0,...,vl−1 ∈
F [x] takové, že deg vi < deg mi pro 0 ≤ i < l, k ∈ {0,...,n}. O dvojici (r,t)
polynomů z F [x] budeme mluvit jako o zobecněné (k,n − k)-racionalizaci
polynomů v0,...,vl−1 modulo m0,...,ml−1, pokud

• gcd(t,mi) = 1, rt−1 ≡ vi (mod mi) pro 0 ≤ i < l

• deg r < k, deg t ≤ n− k

Pokud l = 1, pak nejde o nic jiného, než definici (k,n − k)-racionalizace v0 mo-
dulo m0. Dále řekneme, že (r,t) je zobecněná slabá (k,n− k)-racionalizace
polynomů v0,...,vl−1 modulo m0,...,ml−1, pokud

• r ≡ tvi (mod mi) pro 0 ≤ i < l

• deg r < k, deg t ≤ n− k

Důkaz věty 3.7 je obsahem cvičeńı 5.42 z [1].

Věta 3.7. Necht’ m0,...,ml−1 ∈ F [x] jsou nekonstantńı, monické, po dvou ne-
soudělné, m = m0...ml−1 je stupně n, v0,...,vl−1 ∈ F [x] takové, že deg vi < deg mi

pro 0 ≤ i < l, k ∈ {0,...,n}. Podle Čı́nské věty o zbytćıch dále existuje polynom
g ∈ F [x] stupně menš́ıho než n takový, že g ≡ vi (mod mi) pro všechna i. Na-
konec at’ r,s,t ∈ F [x] je j-tý řádek rozš́ıřeného Eukleidova algoritmu pro dvojici
m,g, kde j je minimálńı takové, že deg r < k. Potom

(i) (r,t) je zobecněná slabá (k,n− k)-racionalizace polynom̊u v0,...,vl−1 modulo
m0,...,ml−1. Pokud nav́ıc plat́ı gcd(r,t) = 1, pak (r,t) je zobecněná (k,n−k)-
racionalizace polynom̊u v0,...,vl−1 modulo m0,...,ml−1.

(ii) Pokud
r̄

t̄
∈ F (x) je v kanonickém tvaru taková, že r̄,t̄ ∈ F [x] je zobecněná

(k,n − k)-racionalizace polynom̊u v0,...,vl−1 modulo m0,...,ml−1, pak r̄ =
τ−1r, t̄ = τ−1t, kde τ = lc(t) ∈ F \ {0}. Speciálně tedy zobecněná (k,n− k)
racionalizace existuje, právě když gcd(r,t) = 1.

22



D̊ukaz. (i) Důkaz je podobný d̊ukazu věty 3.4. Máme rj = sjm+ tjg, dále pro
každé i plat́ı m ≡ 0 (mod mi) a g ≡ vi (mod mi). Odtud rj ≡ tjvi (mod mi) pro
každé i. Pokud nav́ıc gcd(rj,tj) = 1, pak podle lemmatu 3.1 gcd(m,tj) = 1 a t́ım
pádem gcd(mi,tj) = 1 pro kažé i. Jelikož jsme j vybrali tak, že deg rj−1 ≥ k,
plat́ı i n− k ≥ n− deg rj−1 = deg tj podle lemmatu 3.2.

K bodu (ii) stač́ı ověřit, že existuje s ∈ F [x] takové, že r = sm + tg. Zbytek
d̊ukazu projde zcela stejně jako ve větě 3.4. Jelikož rt−1 ≡ vi (mod mi) a g ≡ vi
(mod mi) pro každé i, dostáváme z tranzitivity relace ≡, že rt−1 ≡ g (mod mi)
pro každé i a (jelikož mi jsou po dvou nesoudělné) rt−1 ≡ g (mod m). To je
ekvivalentńı s t́ım, že r ≡ tg (mod m) a odtud již plyne zbytek.

Nyńı ukážeme, jak lze větu 3.7 využ́ıt.

Úloha 3.5 (5.43). Najděte, pokud existuje, racionálńı funkci ρ =
r

t
∈ Q(x) tak

aby

(a)
ρ(−1) = 2, ρ′(−1) = 1, ρ(1) = −1, ρ′(1) = 2,

deg r < 1, deg t ≤ 3.

(b)
ρ(−1) = 1, ρ(0) = 2, ρ(1) = 1, ρ′(1) = −1,

deg r < 3, deg t ≤ 1.

Řešeńı. (a) Pro l = 2 budeme hledat zobecněnou (1,3)-racionalizaci pro po-
lynomy v0(x) = (x + 1) + 2 = x + 3, v1(x) = 2(x − 1) − 1 = 2x − 3 modulo
m0(x) = (x+ 1)2, m1(x) = (x− 1)2.

Pomoćı č́ınské věty o zbytćıch zjist́ıme, že pro g(x) = 3/2x3+1/4x2−3x+1/4
plat́ı g ≡ vi (mod mi), i = 0,1. Eukleid̊uv algoritmus pro dvojici m = (x−1)2(x+
1)2, g proběhne takto:

i ri si ti
0 m(x) 1 0
1 g(x) 0 1
2 1/36x2 − 1/2x+ 37/36 1 −2/3x+ 1/9
3 432x− 1008 s3 36x2 + 648x− 108
4 1/81 s4 −1/432x3 − 7/1296x2 − 1/144x+ 1/432
5 0 s5 81x4 − 162x2 + 81

j = 4 je nejmenš́ı j takové, že deg rj < k = 1. Zbývá ověřit, že gcd(r4,t4) = 1,
což plat́ı, a (r4,t4) je podle předchoźı věty zobecněná (1,3)-racionalizace v0,v1
modulo m0,m1. Snadno se pak ověř́ı, že

ρ =
r

t
=

−16

3x3 + 7x2 + 9x− 3

splňuje podmı́nky zadáńı. Pro úplnost doplňme, že s3 = −54x− 981,
s4 = 1/288x2 + 5/576x+ 61/5184 a s5 = −243/2x3 − 81/4x2 + 243x− 81/4.
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Proč tento postup funguje? Necht’ r,t ∈ F [x]. Ukážeme, že podmı́nka

r

t
(u) = v0,

(r
t

)′
(u) = v1, (9)

kde u,v0,v1 ∈ F , je ekvivalentńı s

r ≡ vt (mod (x− u)2), (10)

kde v(x) = v1(x− u) + v0. (10) podle definice znamená (x− u)2 | v(x)t(x)− r(x)
a lze ukázat, že to je ekvivalentńı podmı́nce

(vt− r)(u) = 0, (vt− r)′(u) = 0 (11)

Jelikož
(vt− r)(u) = v0t(u)− r(u),

(vt− r)′(u) = (v′t+ vt′ − r′)(u) = v1t(u) + v0t
′(u)− r′(u),

je (11) ekvivalentńı

r(u)

t(u)
= v0, v1t(u) +

r(u)

t(u)
t′(u)− r′(u) = 0,

což lze napsat též jako

r

t
(u) = v0,

r′(u)t(u)− r(u)t′(u)

t2(u)
=
(r
t

)′
(u) = v1.

Takto jsme ukázali, že (9) je ekvivalentńı (11).

(b) Podobně jako výše lze ukázat, že ρ = r/t, r,t ∈ Q[x], splňuje podmı́nky ze
zadáńı, právě když (r,t) je zobecněná (3,1)-racionalizace polynomů v0,v1 modulo
m0,m1, kde

m0(x) = (x+ 1)x, v0(x) = x+ 2,

m1(x) = (x− 1)2, v1(x) = (−1)(x− 1) + 1 = −x+ 2.

v0(x) jsme zvolili nejmenš́ıho stupně tak, aby platilo v0(−1) = ρ(−1) = 1, v0(0) =
ρ(0) = 2. Pro g(x) = 1/2x3 − x2 − 1/2x + 2 plat́ı g ≡ vi (mod mi), i = 0,1.
Eukleid̊uv algoritmus pro m = x(x+ 1)(x− 1)2, g proběhne takto:

i ri si ti
0 m(x) 1 0
1 g(x) 0 1
2 2x2 − 2x− 4 1 −2x− 2
3 1 −1/4x+ 1/4 1/2x2 + 1/2
4 0 1/2x3 − x2 − 1/2x+ 2 −x4 + x3 + x2 − x

Dále j = 2 je nejmenš́ı takové, že deg rj < k = 3. Jelikož však gcd(r2,t2) =
gcd(2x2− 2x− 4,− 2x− 2) = x+ 1, zobecněná (3,1)-racionalizace m0,m1 modulo
m0,m1 podle věty 3.7 neexistuje, a neexistuje tedy ani hledaná funkce ρ.

.
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