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Úvod

Diplomová práce je věnována ergodické teorii markovských procesů. Jejím základem je Sunyachova věta,
původně dokázaná v [12], jež pojednává o existenci a jednoznačnosti invariantní míry markovského jádra
na úplném separabilním metrickém prostoru opatřeném borelovskou σ-algebrou. Je-li lineární operátor na
měřitelných omezených reálných funkcích přiřazený markovskému jádru kontraktivní na prostoru lipschit-
zovských funkcí a míry odpovídající markovskému jádru mají konečný moment, existuje jediná invariantní
míra markovského jádra a rozdělení markovského procesu s libovolným počátečním rozdělením k ní slabě
konverguje. Zde předvedený důkaz je snadno srozumitelný, neboť je prostým užitím Banachovy věty o
pevném bodu v prostoru měr opatřeném Wassersteinovou metrikou, kvůli čemuž je zároveň zaručena ge-
ometrická rychlost konvergence k invariantní míře. Původní Sunyachova práce možnost takového důkazu
zmiňuje jen velmi vágně a skutečný důkaz, který obsahuje, je podstatně těžší na pochopení.
Důsledkem Sunyachovy věty je její analogie pro semigrupu markovských jader, pomocí které lze se-

strojit podmínky na koeficienty autonomní stochastické diferenciální rovnice, při jejichž platnosti existuje
právě jediná invariantní míra. Opět platí, že rozdělení řešení rovnice s libovolně zvoleným bodem jako
počáteční podmínkou konverguje slabě k invariantní míře.
Silnější výsledek dostaneme, pokud je markovské jádro silně fellerovské. Je ukázáno, že slabá konver-

gence rozdělení markovského procesu získaná ze Sunyachovy věty je konvergencí měr v totální variaci
za dodatečného předpokladu silné fellerovskosti. Dalšími slabými předpoklady lze zachovat geometrickou
rychlost konvergence měr v totální variaci.
Silná fellerovskost markovského jádra se v některých případech ověřuje složitě, proto je vhodné na-

lézt její charakterizaci nebo alespoň postačující podmínky. Východiskem je pojem absolutní měřitelnosti
markovského jádra, to jest existence míry zvané báze, vzhledem ke které jsou všechny míry odpovída-
jící markovskému jádru absolutně spojité. Absolutní měřitelnost je slabší než silná fellerovskost, avšak v
mnoha aplikacích, například ve stochastické analýze, se absolutně měřitelná fellerovská markovská jádra,
která nejsou silně fellerovská, takřka neobjevují. René Schilling a Jiang Wang v preprintu [10] ukázali,
že absolutně měřitelné fellerovské markovské jádro v euklidovském prostoru s lokálně omezenou hustotou
je silně fellerovské. Povšimli jsme si, že jejich přístup lze podstatně zjednodušit a zároveň zobecnit pro
jiné prostory, pokud je užita charakterizace silné fellerovskosti v řeči stejné σ-aditivity měr odpovídajících
markovskému jádru zmíněná v článku [7]. Vyjasní se, že zásadní není lokální omezenost hustot, ale jejich
stejnoměrná integrovatelnost. Výrazně zjednodušit se podařilo i Schillingův a Wangův důkaz věty říkající,
že fellerovské markovské jádro omezeně zobrazující Orliczův prostor do L∞ je silně fellerovské. Bohužel,
pokus o popis silně fellerovských jader pomocí jejich báze nebyl úspešný, a tak například problém, zda
existuje absolutně měřitelné fellerovské jádro na [0, 1] s bází tvořenou Lebesgueovou mírou, které není
silně fellerovské, zůstává otevřený.
Práce je uspořádána následujícím způsobem. V první kapitole jsou shrnuty výsledky o topologiích v

prostorech měr a o markovských jádrech včetně popisu jejich fellerovskosti, silné fellerovskosti a ultra
fellerovskosti. Druhá kapitola obsahuje znění a důkaz Sunyachovy věty, jejího důsledku pro semigrupy
markovských jader a její využití v tvrzení o existenci a jednoznačnosti invariantní míry stochastické
diferenciální rovnice. Dále obsahuje podkapitolu věnující se rozšíření Sunyachovy věty pro konvergenci měr
v totální variaci. Třetí kapitola se věnuje popisu silné fellerovskosti markovských jader. Nejprve obsahuje
jednoduše ověřitelnou, avšak nepříliš vyčerpávající postačující podmínku, která je následně zpřesněna na
charakterizaci. Nakonec je zaveden Orliczův prostor a další postačující podmínka na silnou fellerovskost.
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1 Průpravné výsledky o mírách a markovských jádrech

V celém dalším textu bude (E, d) označovat úplný separabilní metrický prostor a E σ-algebru jeho bo-
relovských podmnožin. (E, E) je prostorem, na kterém jsou definována všechna dále uvažovaná markovská
jádra, a tedy je také prostorem hodnot jim příslušných náhodných procesů.

1.1 Konvergence měr

V následujícím budeme uvažovat čtyři druhy konvergence měr na prostoru (E, E), konkrétně slabou
konvergenci, bodovou konvergenci, konvergenci v totální variaci a konvergenci ve Wassersteinově metrice.
V této sekci jsou všechny postupně zavedeny.

1.1.1 Slabá konvergence

Označme Cb(E) prostor spojitých omezených reálných funkcí definovaných na E.

Definice 1.1. Nechť {µn}n∈N
je posloupnost konečných měr na E . Řekneme, že tato posloupnost konver-

guje slabě k míře µ na E , pokud platí

lim
n→∞

∫

E

fdµn =
∫

E

fdµ

pro každou f ∈ Cb(E).

Lemma 1.2. Nechť µ a ν jsou konečné míry na E, A ∈ E je otevřená, µ(E \ A) = ν(E \ A) = 0 a pro
každou f ∈ Cb(E), nulovou na E \A, platí

∫

E

fdµ =
∫

E

fdν,

potom je µ = ν.

Důkaz. Označme
M = {B ∈ E , µ(B) = ν(B)}

a U ⊂ E systém otevřených množin v E. Cílem je ukázat, že E =M. Nejdříve dokažme U ⊂ M, to jest,
že pro každou B ∈ E otevřenou platí µ(B) = ν(B). Stačí však ukázat, že µ(B ∩ A) = ν(B ∩ A), neboť

µ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B ∩ (E \A)) = µ(B ∩ A), protože 0 ≤ µ(B ∩ (E \A)) ≤ µ(E \A) = 0,

a stejně tak pro ν. Pro každé n ∈ N buď

fn(x) = min {1, ndist(x,E \ (B ∩ A))} ,

potom, je-li x ∈ E \ A, je také x ∈ E \ (B ∩ A), a tedy fn(x) = 0. Dále také platí fn ∈ Cb(E), 0 ≤ fn ≤
IB∩A ≤ 1 a fn ր IB∩A, z čehož s pomocí věty o monotónní nebo majorizované konvergenci plyne

µ(B ∩ A) =
∫

E

IB∩Adµ = lim
n→∞

∫

E

fndµ = lim
n→∞

∫

E

fndν =
∫

E

IB∩Adν = ν(B ∩ A).

Skutečně tedy platí U ⊂ M.
SystémM je Dynkinův, proto je také δ(M) =M, kde δ(M) značí průnik všech Dynkinových systémů

obsahujícíchM. Dále z Dynkinova lemmatu σ(U) = δ(U), neboť U je uzavřen na konečné průniky. Celkově
platí E = σ(U) = δ(U) ⊂ δ(M) =M, čímž je důkaz dokončen, neboťM ⊂ E jistě platí.

Důsledek 1.3. Slabá limita měr je určena jednoznačně.

Důkaz. Nechť {µn}n∈N
je posloupnost měr na E a µ a ν jsou míry na E , pro něž platí µn → µ slabě a

µn → ν slabě, potom z jednoznačnosti limity posloupnosti reálných čísel pro každou f ∈ Cb(E) platí
∫

E

fdµ = lim
n→∞

∫

E

fdµn =
∫

E

fdν.

Podle lemmatu 1.2 je µ = ν, v jeho předpokladech totiž stačí volit A = E.
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1.1.2 Bodová konvergence

Označme bE prostor všech omezených měřitelných reálných funkcí definovaných na E. Platí následující
jednoduché pozorování.

Poznámka 1.4. Nechť f ∈ bE a ‖f‖∞ = supx∈E |f(x)|, potom (bE , ‖·‖∞) je Banachův prostor.

Důkaz. Jistě platí, že ‖·‖∞ je norma na bE . Buď {fn}n∈N
⊂ bE cauchyovská vzhledem k ‖·‖∞, potom

pro ǫ > 0 existuje n0 ∈ N takové, že ‖fn − fm‖∞ < ǫ kdykoliv m,n > n0. Pro každé x ∈ E definujme
f(x) = limm→∞ fm(x), potom pro n > n0 platí

‖fn − f‖∞ = sup
x∈E

∣

∣

∣
fn(x) − lim

m→∞
fm(x)

∣

∣

∣
= sup

x∈E

lim
m→∞

|fn(x) − fm(x)|

≤ lim sup
m→∞

sup
x∈E

|fn(x)− fm(x)| = lim sup
m→∞

‖fn − fm‖∞ ≤ ǫ,

a tedy ‖fn − f‖∞ → 0. Zbývá ukázat platnost f ∈ bE . K tomu si však stačí uvědomit, že bodová limita
měřitelných funkcí je měřitelná funkce a dále pro n > n0

‖f‖∞ ≤ ‖fn − f‖∞ + ‖fn‖∞ ≤ ǫ+ ‖fn‖∞ <∞,

protože fn ∈ bE .

Definice 1.5. Řekneme, že posloupnost měr {µn}n∈N
na E konverguje v topologii bodové konvergence

τS na prostoru měr k míře µ, pokud pro každou A ∈ E platí µn(A)→ µ(A).

Lemma 1.6. Jsou-li µ a µn, n ∈ N, konečné míry na E, platí µn → µ v τS právě tehdy, když je pro
každou f ∈ bE splněno

lim
n→∞

∫

E

fdµn =
∫

E

fdµ.

Důkaz. Nechť µn → µ v τS a f ∈ bE . Bez újmy na obecnosti buď f ≥ 0, potom existuje posloupnost
{fk}k∈N

⊂ bE jednoduchých funkcí taková, že fn ր f stejnoměrně na E. Zároveň platí

lim
k→∞

sup
n∈N

∣

∣

∣

∣

∫

E

fkdµn −

∫

E

fdµn

∣

∣

∣

∣

≤ lim
k→∞

sup
n∈N

∫

E

‖fk − f‖∞ dµn = sup
n∈N

µn(E) lim
k→∞

‖fk − f‖∞ = 0, (1)

protože {µn(E)}n∈N
je konvergentní, a tedy omezená, posloupnost čísel. Funkce fk, k ∈ N, jsou tvaru

fk =
nk
∑

i=1

αk,iIAk,i
, Ak,i ∈ E , αk,i ≥ 0,

takže platí

lim
n→∞

∫

E

fdµn = lim
n→∞

lim
k→∞

∫

E

fkdµn = lim
k→∞

lim
n→∞

∫

E

fkdµn

= lim
k→∞

lim
n→∞

nk
∑

i=1

αk,iµn(Ak,i) = lim
k→∞

nk
∑

i=1

αk,iµ(Ak,i)

= lim
k→∞

∫

E

fkdµ =
∫

E

fdµ,

přičemž záměna limity a integrálu je možná díky větě o monotónní konvergenci a záměna limit je důsledkem
Mooreovy-Osgoodovy věty, jejíž předpoklad je ověřen vztahem (1).
Nechť naopak platí

lim
n→∞

∫

E

fdµn =
∫

E

fdµ

pro každou f ∈ bE . Buď A ∈ E libovolná, potom IA ∈ bE , a tedy

lim
n→∞

µn(A) = lim
n→∞

∫

E

IAdµn =
∫

E

IAdµ = µ(A).
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Důsledek 1.7. Konverguje-li posloupnost konečných měr v τS , potom konverguje slabě a má tutéž limitu.

Důkaz. Platí Cb(E) ⊂ bE , takže stačí použít lemma 1.6 a definici slabé konvergence měr.

Lemma 1.8. Nechť µ je míra na E a A ∈ E a ǫ > 0 jsou libovolné, potom platí následující.

(i) Existuje G ∈ E otevřená taková, že A ⊂ G a µ(G \A) < ǫ.

(ii) Existuje F ∈ E uzavřená taková, že F ⊂ A a µ(A \ F ) < ǫ.

Důkaz. Viz [9], kapitola II, věta 1.2.

Lemma 1.9. Buď {µn}n∈N
posloupnost konečných měr na E. Pokud pro míru µ na E a všechny B ∈ E

otevřené platí
lim
n→∞

µn(B) = µ(B),

potom je µn → µ v τS .

Důkaz. Jedná se o důsledek věty 4.1. v [1], pro názornost je však uveden elementární důkaz.
Je-li F ∈ E uzavřená, platí také limn→∞ µn(F ) = µ(F ). Množina E \ F je otevřená, a tedy

lim
n→∞

µn(F ) = lim
n→∞

µn(E)− lim
n→∞

µn(E \ F ) = µ(E) − µ(E \ F ) = µ(F ).

Nechť A ∈ E je libovolná a ǫ > 0, potom podle lemmatu 1.8 existují G ∈ E otevřená a F ∈ E uzavřená
takové, že µ(G \A) < ǫ

2 a µ(A \ F ) < ǫ
2 . To také znamená, že

|µ(G)− µ(F )| = µ(G \ F ) = µ(G \A) + µ(A \ F ) <
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ. (2)

Platí
µ(F ) ≤ µ(A) ≤ µ(G) a µn(F ) ≤ µn(A) ≤ µn(G), n ∈ N, (3)

takže také limitním přechodem pro n→ ∞

µ(F ) ≤ lim inf
n→∞

µn(A) ≤ lim sup
n→∞

µn(A) ≤ µ(G)

a s využitím (2) je
∣

∣

∣

∣

lim sup
n→∞

µn(A)− lim inf
n→∞

µn(A)

∣

∣

∣

∣

≤ |µ(G)− µ(F )| < ǫ.

Protože ǫ bylo libovolné, existuje limn→∞ µn(A). Z odhadů (2) a (3) je jasné, že limn→∞ µn(A) = µ(A),
takže µn → µ v τS .

Definice 1.10. Systém měr {µα, α ∈ A} na E se nazývá stejně σ-aditivní, pokud pro každou {Ak}k∈N
⊂ E

takovou, že Ak ց ∅, to jest
⋂

n∈N
An = ∅ a A1 ⊃ A2 ⊃ . . ., platí supα∈A µα(Ak)→ 0 pro k → ∞.

Lemma 1.11. Systém měr {µα, α ∈ A} na E je τS-relativně sekvenciálně kompaktní právě tehdy, když je
stejně σ-aditivní.

Důkaz. Viz [5], věta 2.6.

1.1.3 Konvergence v totální variaci

Označme ca(E) prostor konečných znaménkových měr na E . Pro µ ∈ ca(E) buď

‖µ‖ = sup
{
∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

, (4)

potom platí následující pozorování.

Lemma 1.12. ‖·‖ definovaná vzorcem (4) je norma na ca(E) a prostor ca(E) lze isometricky vnořit do
bE∗, to jest do duálního prostoru k bE.
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Důkaz. Nejprve sestrojíme vnoření ca(E) do bE∗, poté ukážeme, že vzhledem k němu odpovídá ‖·‖ duální
normě na bE∗, a tedy, že vnoření je isometrie.
Buď tedy T : ca(E)→ bE∗ takové, že

T : µ 7→ L, kde L : f 7→

∫

E

fdµ pro f ∈ bE .

Skutečně L ∈ bE∗, protože je zřejmě lineární a platí

‖L‖ = sup {|L(f)| , f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1} = sup
{
∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

(5)

= sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ+ −

∫

E

fdµ−

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

≤ sup
{

‖f‖∞
∣

∣µ+(E) + µ−(E)
∣

∣ , f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

= |µ| (E) <∞.

Pro µ, ν ∈ ca(E), µ 6= ν existuje A ∈ E splňující µ(A) 6= ν(A), z čehož plyne, že T je prosté, protože

T (µ)(IA) =
∫

E

IAdµ = µ(A) 6= ν(A) =
∫

E

IAdν = T (ν)(IA).

Ukázali jsme, že T je vnoření ca(E) do bE∗.
Podle (5) je

‖T (µ)‖ = ‖L‖ = sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

= ‖µ‖ ,

z čehož plyne, že ‖·‖ je norma na ca(E) a T je isometrie.

Dá se ukázat, že prostor (ca(E), ‖·‖) je Banachův. Následující poznámka ukazuje, že normu ‖·‖ lze
nazývat normou totální variace, protože je ekvivalentní s variací míry.

Poznámka 1.13. Pro každou µ ∈ ca(E) platí

sup
A∈E

|µ(A)| ≤ ‖µ‖ ≤ 2 sup
A∈E

|µ(A)|

a
1
2
|µ| (E) ≤ ‖µ‖ ≤ |µ| (E).

Je-li navíc µ(E) = 0, platí ‖µ‖ = |µ| (E) = 2 supA∈E |µ(A)|.

Důkaz. Platí

sup
A∈E

|µ(A)| = sup
A∈E

∣

∣

∣

∣

∫

E

IAdµ

∣

∣

∣

∣

≤ sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

= ‖µ‖ .

Nechť (P,N) je Hahnův rozklad E podle µ, potom je

|µ| (E) = µ+(E) + µ−(E) = µ(P ) + |µ(N)| ≤ 2 sup
A∈E

|µ(A)| .

Dále v (5) bylo ukázáno, že ‖µ‖ ≤ |µ| (E). Všechny dokazované nerovnosti z výše uvedeného vyplývají.
Nechť platí µ(E) = 0, zbývá ukázat 2 supA∈E |µ(A)| ≤ ‖µ‖.

2 sup
A∈E

|µ(A)| = 2 sup

{∣

∣

∣

∣

∫

E

IAdµ

∣

∣

∣

∣

, A ∈ E

}

≤ 2 sup

{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , f ≥ 0, ‖f‖∞ ≤ 1

}

= sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , f ≥ 0, ‖f‖∞ ≤ 2
}

= sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

(f + 1)dµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

= sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ+ µ(E)

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

= sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

= ‖µ‖ .
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Důsledek 1.14. Nechť µ a µn, n ∈ N jsou konečné míry na E. Pokud ‖µn − µ‖ → 0, potom také µn → µ
v τS i slabě.

Důkaz. Nechť A ∈ E , potom

lim
n→∞

|µn(A) − µ(A)| ≤ lim
n→∞

sup
A∈E

|µn(A)− µ(A)| ≤ lim
n→∞

‖µn − µ‖ = 0.

Tvrzení o slabé konvergenci je dokázáno v důsledku 1.7.

1.1.4 Konvergence ve Wassersteinově metrice

Označme P(E) množinu pravděpodobnostních měr na E a dále její podmnožinu

P1(E) =
{

µ ∈ P(E), existuje x0 ∈ E,

∫

E

d(x0, y)µ(dy) <∞

}

.

Buď C0,1(E) prostor reálných lipschitzovských funkcí definovaných na E, to jest takových f : E → R,
které splňují

Lip(f) = sup
{

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

, x, y ∈ E, x 6= y
}

<∞,

potom platí následující jednoduché pozorování.

Poznámka 1.15. Pro µ ∈ P1(E) platí C0,1(E) ⊂ L1(µ).

Důkaz. Buď f ∈ C0,1(E) a x0 ∈ E takové, že
∫

E
d(x0, y)µ(dy) <∞, potom

∫

E

|f |dµ ≤

∫

E

(|f(x0)− f(y)|+ |f(x0)|)µ(dy) ≤ Lip(f)
∫

E

d(x0, y)µ(dy) + |f(x0)| <∞.

Důsledek 1.16.

P1(E) =
{

µ ∈ P(E), pro všechna x ∈ E,

∫

E

d(x, y)µ(dy) <∞

}

Důkaz. Stačí si uvědomit, že pro f : y 7→ d(x, y) platí f ∈ C0,1(E).

Konečně buď pro µ, ν ∈ P1(E)

W1(µ, ν) = sup

{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ−

∫

E

fdν

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(E), Lip(f) ≤ 1

}

a dále

W 1(µ, ν) = inf
{
∫

E×E

d(x, y)dπ(x, y), π ∈ Π(µ, ν)
}

,

kde Π(µ, ν) je množina všech sdružených rozdělení, jejichž marginální rozdělení jsou µ a ν, to jest

Π(µ, ν) = {π ∈ P(E ⊗ E), µ(A) = π(A,E), ν(A) = π(E,A), A ∈ E} .

Uvědomme si, že W 1 je dobře definováno, neboť
∫

E×E

d(x, y)dπ(x, y) ≤

∫

E×E

d(x, z)dπ(x, y) +
∫

E×E

d(z, y)dπ(x, y)

=
∫

E

d(x, z)µ(dx) +
∫

E

d(z, y)ν(dy) <∞.

W 1 se nazýváWassersteinova metrika. Že je skutečně metrikou, ukazuje následující věta, která ji zároveň
ztotožňuje s W1. Dále pak bude řečeno, že příslušný metrický prostor je úplný. Důkazy těchto tvrzení však
nejsou elementární a proto nebudou zahrnuty.
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Věta 1.17. W1 a W 1 jsou metriky na P1(E) a pro všechny µ, ν ∈ P1(E) platí

W1(µ, ν) =W 1(µ, ν).

Důkaz. Viz [2], věta 11.8.2. a lemma 11.8.3.

Věta 1.18. (P1(E),W1), a tedy i (P1(E),W 1), je úplný metrický prostor.

Důkaz. Viz [13], věta 6.8.

Lemma 1.19. Konverguje-li posloupnost měr z P1(E) ve Wassersteinově metrice, pak konverguje i slabě
a má tutéž limitu.

Důkaz. Nechť µ, ν ∈ P1(E) a

β(µ, ν) = sup
{
∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµ−

∫

E

fdν

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(E), ‖f‖∞ + Lip(f) ≤ 1
}

.

Zřejmě platí β(µ, ν) ≤W1(µ, ν), takže je-li W1(µn, µ)→ 0, je i β(µn, µ)→ 0. Věta 11.3.3. v [2] však říká,
že β je metrika na P(E) metrizující slabou konvergenci.

Příklad 1.20. Konvergence ve Wassersteinově metrice nezaručuje bodovou konvergenci, tedy ani konver-
genci v totální variaci. Buď E = R, µn = δ 1

n
, n ∈ N a µ = δ0, potom

W1(µn, µ) = sup
{
∣

∣

∣

∣

f

(

1
n

)

− f(0)

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(R), Lip(f) ≤ 1
}

≤
1
n
→ 0,

ale
µn({0}) = 0 6→ 1 = µ({0}).

Podobně konvergence v totální variaci, tedy ani bodová konvergence, nezaručují, že platí i konvergence
ve Wassersteinově metrice. Buď opět E = R, µn = n−1

n
δ0 + 1

n
δn, n ∈ N a µ = δ0, potom

‖µn − µ‖ = sup
{∣

∣

∣

∣

1
n
f(n)−

1
n
f(0)

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

≤
2
n
→ 0,

ale pro f : x 7→ x je f ∈ C0,1(R), Lip(f) = 1, a tedy platí

W1(µn, µ) ≥

∣

∣

∣

∣

1
n
f(n)−

1
n
f(0)

∣

∣

∣

∣

= 1 6→ 0.

1.2 Markovská jádra

Definice 1.21. Zobrazení K : E×E → [0, 1] se nazývá markovským jádrem na E , pokud platí následující
podmínky.

(i) Pro každé A ∈ E je K(·, A) měřitelná funkce na E.

(ii) Pro každé x ∈ E je K(x, ·) pravděpodobnostní míra na E .

Každému markovskému jádru K na E je přirozeně přiřazen operátor K na bE (k nedorozuměním
plynoucím ze shodného značení nebude docházet) tvaru

Kf(x) =
∫

E

f(y)K(x, dy) pro x ∈ E a f ∈ bE . (6)

Poznámka 1.22. K je lineární a spojitý operátor na bE.

Důkaz. Nechť f ∈ bE , bez újmy na obecnosti f ≥ 0, ukážeme, žeKf ∈ bE . Existuje posloupnost {fk}k∈N
⊂

bE jednoduchých funkcí splňující fk ր f , kde pro každé k ∈ N je fk =
∑nk

i=0 αk,iIAk,i
pro αk,i ≥ 0,Ak,i ∈ E .

Potom s využitím věty o monotónní konvergenci platí

Kf(x) =
∫

E

f(y)K(x, dy) =
∫

E

lim
k→∞

fk(y)K(x, dy) = lim
k→∞

∫

E

fk(y)K(x, dy) = lim
k→∞

k
∑

i=0

αk,iK(x,Ak,i)
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a protože K(·, A) je měřitelná pro všechna A ∈ E , je Kf limitou měřitelných funkcí, tedy je měřitelná.
Dále platí

‖Kf‖∞ = sup
x∈E

∣

∣

∣

∣

∫

E

f(y)K(x, dy)

∣

∣

∣

∣

≤ ‖f‖∞ sup
x∈E

K(x,E) = ‖f‖∞ ,

z čehož plyne, že K je operátor na bE a že K je také spojitý. Linearita je důsledkem linearity Lebesgueova
integrálu.

Podobně jako pro omezené měřitelné funkce určuje markovské jádro K na E operátor K∗ na prostoru
ca(E). K∗ je definovaný následovně.

K∗µ(A) =
∫

E

K(y,A)µ(dy) pro µ ∈ ca(E) a A ∈ E .

Ve speciálním případě µ = K(x, ·) zavádíme značení

K(1)(x,A) = K(x,A), K(n)(x,A) = K∗
(

K(n−1)(x, ·)
)

(A),

kde n ∈ N, x ∈ E a A ∈ E . Z lemmatu 1.25 plyne, že K(n) lze zavést také ekvivalentní definicí jako
K(n)(x,A) = K

(

K(n−1)(·, A)
)

(x).

Poznámka 1.23. Pro každou µ ∈ P(E) je K∗µ ∈ P(E) a pro každé n ∈ N je K(n) markovké jádro na E.

Důkaz. K∗µ je pravděpodobnostní míra, protože

K∗µ(∅) =
∫

E

K(y, ∅)µ(dy) =
∫

E

0µ(dy) = 0,

K∗µ(E) =
∫

E

K(y, E)µ(dy) =
∫

E

1µ(dy) = 1

a pro posloupnost {An}n∈N
⊂ E disjunktních množin je s využitím Fubiniho věty

K∗µ

(

⋃

n∈N

An

)

=
∫

E

K

(

y,
⋃

n∈N

An

)

µ(dy) =
∑

n∈N

∫

E

K(y,An)µ(dy) =
∑

n∈N

K∗µ(An).

Pro A ∈ E je zřejmě K(1)(·, A) měřitelná, neboť K(1) = K. Nechť je tedy K(n) markovské jádro pro
nějaké n ∈ N, potom

K(n+1)(x,A) = K∗
(

K(n)(x, ·)
)

(A) =
∫

E

K(y,A)K(n)(x, dy) = K(n) (K(·, A)) (x)

a protože K(n) je markovské jádro, dostáváme z definice operátoru K(n) platnost K(n+1)(·, A) ∈ bE .

Poznámka 1.24. Nechť K je markovské jádro na E, f ∈ bE a µ ∈ P(E), potom platí
∫

E

f(y)K∗µ(dy) =
∫

E

Kf(y)µ(dy). (7)

Důkaz. Nechť f ∈ bE , bez újmy na obecnosti f ≥ 0, potom existuje posloupnost {fk}k∈N
⊂ bE jednodu-

chých funkcí splňující fk ր f , přičemž pro každé k ∈ N je fk tvaru fk =
∑nk

i=0 αk,iIAk,i
, kde αk,i ≥ 0 a

Ak,i ∈ E . Platí
∫

E

fk(y)K(·, dy)ր
∫

E

f(y)K(·, dy), (8)

protože pro každé k ∈ N je fk ≤ fk+1, a tedy pro všechna z ∈ E

∫

E

fk(y)K(z, dy) ≤
∫

E

fk+1(y)K(z, dy).

Důsledkem (8) a věty o monotónní konvergenci je

lim
k→∞

∫

E

∫

E

fk(y)K(z, dy)µ(dz) =
∫

E

∫

E

f(y)K(z, dy)µ(dz) =
∫

E

Kf(z)µ(dz).
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Platí však
∫

E

f(y)K∗µ(dy) = lim
k→∞

∫

E

fk(y)K∗µ(dy) = lim
k→∞

nk
∑

i=0

αk,iK
∗µ(Ak,i)

= lim
k→∞

nk
∑

i=0

αk,i

∫

E

K(z, Ak,i)µ(dz)

= lim
k→∞

∫

E

nk
∑

i=0

αk,iK(z, Ak,i)µ(dz)

= lim
k→∞

∫

E

∫

E

nk
∑

i=0

αk,iIAk,i
(y)K(z, dy)µ(dz)

= lim
k→∞

∫

E

∫

E

fk(y)K(z, dy)µ(dz),

takže je požadovaná rovnost dokázána.

Vzájemný vztah operátorů K a K∗ v (7) je důležitý například proto, že umožňuje snadným způsobem
dokázat následující velmi užitečné lemma.

Lemma 1.25 (Chapmanova-Kolmogorovova rovnost). Nechť K je markovské jádro na E, f ∈ bE, µ ∈
P(E) a m,n ∈ N, potom platí

K(n+m)f = K(n)
(

K(m)f
)

a
K(n+m)∗µ = K(n)∗

(

K(m)∗µ
)

.

Důkaz. Nejprve indukcí dokážeme první vztah. Nechť n ∈ N a x ∈ E, potom je

K(n+1)f(x) =
∫

E

f(y)K(n+1)(x, dy) =
∫

E

f(y)K∗
(

K(n)(x, ·)
)

(dy)

=
∫

E

Kf(y)K(n)(x, dy) = K(n)
(

K(1)f
)

(x),

takže rovnost platí pro m = 1 a všechna n ∈ N. Nechť tedy platí pro nějaké m ∈ N a všechna n ∈ N,
potom

K(n+m+1)f = K(n+1)
(

K(m)f
)

= K(n)
(

K(1)
(

K(m)f
))

= K(n)
(

K(m+1)f
)

,

čímž je ukázán i indukční krok a tvrzení je pravdivé pro všechna m,n ∈ N.
Dále nechť A ∈ E , důsledkem právě dokázané rovnosti je

K(n+m)∗µ(A) =
∫

E

K(n+m)(x,A)µ(dx) =
∫

E

K(n+m)IA(x)µ(dx)

=
∫

E

K(m)
(

K(n)IA

)

(x)µ(dx) =
∫

E

K(n)IA(x)K(m)∗µ(dx)

=
∫

E

K(n)(x,A)K(m)∗µ(dx) = K(n)∗
(

K(m)∗µ
)

(A).

Důsledek 1.26. Nechť K je markovské jádro na E, f ∈ bE, µ ∈ P(E) a n ∈ N, potom platí

K(n)f = Knf a K(n)∗µ = (K∗)n µ,

kde K(n)∗ je operátor odvozený z markovského jádra K(n) a (K∗)n je n-tá mocnina operátoru K∗.

Definice 1.27. Řekneme, že {Pt}t≥0 je semigrupa markovských jader na E , pokud platí následující.

(i) Pro každé t ≥ 0 je Pt markovské jádro na E .
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(ii) Je splněna Chapmanova-Kolmogorovova rovnost, to jest pro každé x ∈ E, A ∈ E a s, t ≥ 0 je

Pt+s(x,A) =
∫

E

Ps(y,A)Pt(x, dy).

Poznámka 1.28. Je-li {Pt}t≥0 semigrupa markovských jader, platí analogie lemmatu 1.25, to jest pro
f ∈ bE, µ ∈ P(E) a s, t ≥ 0 je

Pt+sf = Pt (Psf)

a
P ∗
t+sµ = P

∗
t (P

∗
s µ) .

Důkaz. Nechť A ∈ E a x ∈ E, podle definice platí

Pt+sIA(x) = Pt+s(x,A) =
∫

E

Ps(y,A)Pt(x, dy)

= Pt (Ps(·, A)) (x) = Pt (PsIA) (x).

Rovnost Pt+sf = Pt (Psf), kde f ∈ bE , je tedy pravdivá pro f = IA. Standardním postupem přejdeme
k platnosti pro jednoduché funkce a poté pro libovolné měřitelné a omezené. Důkaz P ∗

t+sµ = P ∗
t (P

∗
s µ)

dostaneme, opakujeme-li postup v důkazu lemmatu 1.25.

1.2.1 Fellerovská, silně fellerovská a ultra fellerovská markovská jádra

Až dosud jsme k žádnému výsledku o markovských jádrech nepotřebovali metrickou strukturu E,
stačilo, aby (E, E) byl libovolný měřitelný prostor. Situace se změní v následující definici, ve které je
potřebná alespoň topologie, aby bylo možné hovořit o spojitosti funkcí naE. Dále však opět předpokládáme
metrizovatelnost, separabilitu a úplnost.

Definice 1.29. Nechť K je markovské jádro na E . K se nazývá

(i) fellerovské, pokud pro každou f ∈ Cb(E) platí Kf ∈ Cb(E),

(ii) silně fellerovské, pokud pro každou f ∈ bE platí Kf ∈ Cb(E),

(iii) ultra fellerovské, pokud je zobrazení E → (P(E), ‖·‖), x 7→ K(x, ·), spojité.

Semigrupa markovských jader {Pt}t≥0 na E se nazývá fellerovská (silně fellerovská, ultra fellerovská),
pokud Pt je fellerovské (silně fellerovské, ultra fellerovské) markovské jádro pro každé t > 0.

Lemma 1.30. Markovské jádro K je silně fellerovské právě tehdy, když K(·, A) ∈ Cb(E) pro každou
A ∈ E.

Důkaz. Pokud je K silně fellerovské, je také K(·, A) ∈ Cb(E) pro každé A ∈ E , což lze získat speciální
volbou f = IA. Nechť tedy platí K(·, A) ∈ Cb(E) pro každou A ∈ E a {xn}n∈N

⊂ E je konvergentní
posloupnost taková, že xn → x0. PotomK(xn, A)→ K(x0, A) pro každou A ∈ E , což znamená K(xn, ·)→
K(x0, ·) v τS . Podle lemmatu 1.6 je pro každou f ∈ bE

lim
n→∞

Kf(xn) = lim
n→∞

∫

E

f(y)K(xn, dy) =
∫

E

f(y)K(x0, dy) = Kf(x0),

tedy Kf ∈ Cb(E).

Lemma 1.31. Markovské jádro K na E je silně fellerovské právě tehdy, když K je fellerovské a pro každou
kompaktní množinu L ∈ E je {K(x, ·), x ∈ L} stejně σ-aditivní.

Důkaz. Nechť K je fellerovské a {K(x, ·), x ∈ L} je stejně σ-aditivní pro každou L ∈ E kompaktní. Buď
{xn}n∈N

⊂ E konvergentní taková, že xn → x0, potom je {xn}n∈N
∪{x0} kompaktní a podle lemmatu 1.11

existuje µ míra na E taková, že K(xnk
, A)→ µ(A) pro všechny A ∈ E a nějakou vybranou podposloupnost

{xnk
}k∈N

. Odtud využitím lemmatu 1.6 pro každou f ∈ bE dostáváme

lim
k→∞

Kf(xnk
) = lim

k→∞

∫

E

f(y)K(xnk
, dy) =

∫

E

fdµ. (9)
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Protože K je fellerovské, je také pro každou f ∈ Cb(E)

lim
k→∞

Kf(xnk
) = Kf(x0) =

∫

E

f(y)K(x0, dy). (10)

Důsledkem (9), (10) a lemmatu 1.2 pro A = E je µ = K(x0, ·), tedy pro f ∈ bE platí
∫

E

fdµ =
∫

E

f(y)K(x0, dy) = Kf(x0)

a podle (9) a poznámky 3.7 je K silně fellerovské.
Pro důkaz obrácené implikace předpokládejme silnou fellerovskost K. Zřejmě K je také fellerovské.

Buď {xn}n∈N
⊂ E splňující xn → x0, podle lemmatu 1.30 je K(xn, A) → K(x0, A) pro každou A ∈ E ,

což znamená, že množina {K(xn, ·), n ∈ N} je τS-relativně sekvenciálně kompaktní. Důsledkem lemmatu
1.11 je stejná σ-aditivita množiny {K(xn, ·), n ∈ N ∪ {0}}, čímž je tvrzení dokázáno pro speciální případ
L = {xn}n∈N

∪ {x0}. Nechť je L ∈ E libovolná kompaktní a {K(x, ·), x ∈ L} není stejně σ-aditivní, takže
pro nějakou posloupnost Ak ց ∅ platí

lim
k→∞

sup
x∈L

K(x,Ak) 6= 0.

Existují tedy ǫ > 0, vybraná podposloupnost {Akl
}l∈N

a {xl}l∈N
⊂ L takové, že K(xl, Akl

) > ǫ. Z kom-
paktnosti L ale plyne existence vybraných podposloupností {xln}n∈N

, xln → x0 a
{

Akln

}

n∈N
splňujících

K(xln , Akln
) > ǫ, což ale znamená, že {K(xln , ·), n ∈ N ∪ {0}} není stejně σ-aditivní, čímž je tvrzení

sporem dokázáno.

Nechť F je podmnožina množiny reálných funkcí na E. Připomeňme, že F se nazývá stejně spo-
jitá v x ∈ E, pokud pro každé ǫ > 0 existuje δ > 0 takové, že kdykoliv je d(x, y) < δ, je také
sup {|f(x)− f(y)| , f ∈ F} < ǫ. Dále F se nazývá stejně spojitá, pokud je pro každé x ∈ E stejně spojitá
v x. Pomocí stejné spojitosti lze charakterizovat ultra fellerovská markovská jádra.

Lemma 1.32. Markovské jádro K na E je ultra fellerovské právě tehdy, když {Kf, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1}
je stejně omezená a stejně spojitá množina. Speciálně platí, že ultra fellerovské markovské jádro je silně
fellerovské.

Důkaz. Nechť x, y ∈ E, potom je

‖K(x, ·)−K(y, ·)‖ = sup
{
∣

∣

∣

∣

∫

E

f(z)K(x, dz)−
∫

E

f(z)K(y, dz)

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

= sup {|Kf(x)−Kf(y)| , f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1} ,

takže ze spojitosti x 7→ (K(x, ·), ‖·‖) plyne stejná spojitost {Kf, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1} a obráceně. Stejná
omezenost téhož je zřejmá.

Lemma 1.33. Nechť K a L jsou silně fellerovská markovská jádra na E, potom markovské jádro N na E
definované jako

N(x, ·) = K∗ (L(x, ·)) pro x ∈ E

je ultra fellerovské. Speciálně K(n) pro n ≥ 2 je ultra fellerovské a každá silně fellerovská semigrupa
markovských jader na E je ultra fellerovská.

Důkaz. Viz [11], důsledek 5.

17



2 Invariantní míry markovských jader

Některé poznatky této sekce, zejména lemma 2.3 a věta 2.4, jsou inspirovány přednáškou Markovské
procesy na Matematicko-fyzikální fakultě Univerzity Karlovy v Praze.

Definice 2.1. Nechť K je markovské jádro na E a µ ∈ P(E), potom se µ nazývá invariantní mírou K,
pokud platí K∗µ = µ.

Definice 2.2. Semigrupa markovských jader {Pt}t≥0 na E se nazývá měřitelná, pokud je pro každou
A ∈ E zobrazení (t, x) 7→ Pt(x,A) měřitelné vzhledem k B(R+)⊗ E .

Lemma 2.3. Nechť K je markovské jádro na E a µ je jeho invariantní míra, potom je také µ invariantní
míra markovského jádra K(n) pro všechna n ∈ N. Dále nechť {Pt}t≥0 je měřitelná semigrupa markovských
jader na E a existují t0 > 0 a míra ν na E takové, že ν je invariantní míra Pt0 , potom µ definovaná jako

µ(A) =
1
t0

∫ t0

0

P ∗
s ν(A)ds pro A ∈ E (11)

je invariantní míra Pt pro každé t ≥ 0.

Důkaz. Podle důsledku 1.26 platí
K(n)∗µ = (K∗)n µ = µ.

Dále ukažme, že µ definovaná vztahem (11) je invariantní pro Pt, kde t ≥ 0. Ověřit platnost µ ∈ P(E)
je s pomocí Fubiniho věty snadné. Podobným způsobem jako v důkazu poznámky 1.24 se dá ukázat

∫

E

f(y)µ(dy) =
1
t0

∫ t0

0

∫

E

f(y)P ∗
s ν(dy)ds

pro libovolnou f ∈ bE . Počítejme tedy

P ∗
t µ(A) =

∫

E

IA(y)P ∗
t µ(dy) =

∫

E

PtIA(y)µ(dy) =
1
t0

∫ t0

0

∫

E

PtIA(y)P ∗
s ν(dy)ds

=
1
t0

∫ t0

0

∫

E

IA(y)P ∗
t+sν(dy)ds =

1
t0

∫ t0

0

P ∗
t+sν(A)ds =

1
t0

∫ t+t0

t

P ∗
s ν(A)ds

=
1
t0

∫ t0

0

P ∗
s ν(A)ds+

1
t0

∫ t+t0

t0

P ∗
s ν(A)ds−

1
t0

∫ t

0

P ∗
s ν(A)ds

= µ(A) +
1
t0

∫ t

0

P ∗
s

(

P ∗
t0
ν
)

(A)ds−
1
t0

∫ t

0

P ∗
s ν(A)ds

= µ(A),

čímž jsme ověřili, že µ je invariantní míra Pt.

2.1 Sunyachova věta. Konvergence k invariantní míře ve Wassersteinově me-
trice

Věta 2.4 (Sunyach). Nechť K je markovské jádro na E, které splňuje následující podmínky.

(1) Existuje x0 ∈ E takové, že K(x0, ·) ∈ P1(E).

(2) Existuje θ < 1 takové, že pro všechny f ∈ C0,1b (E) = C0,1(E) ∩ bE platí Kf ∈ C0,1b (E) a Lip(Kf) ≤
θLip(f).

Potom platí dále uvedená tvrzení.

(i) Existuje jediná míra µ na E, která je invariantní pro K. Navíc je µ ∈ P1(E).

(ii) Funkce ϕ definovaná jako

ϕ(x) =
∫

E

d(x, y)K(x, dy) pro x ∈ E

splňuje ϕ ∈ C0,1(E).
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(iii) Pro každé ν ∈ P1(E) a k ∈ N platí

W1

(

K(k)∗ν, µ
)

≤
θk

1− θ

∫

E

ϕdν.

(iv) Pro každou ρ ∈ P(E) platí K(n)∗ρ→ µ slabě.

Důkaz. Nejprve ukažme, že předpoklad (1) platí pro všechna x ∈ E, to jest pro každé x ∈ E je K(x, ·) ∈
P1(E). Buď z ∈ E libovolné pevné, potom podle (1) existuje c <∞ splňující

∫

E
d(z, y)K(x0, dy) < c. Platí

∫

E

d(z, y)K(x, dy) ≤

∣

∣

∣

∣

∫

E

d(z, y)K(x, dy)−
∫

E

d(z, y)K(x0, dy)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

E

d(z, y)K(x0, dy)

∣

∣

∣

∣

< lim
k→∞

∣

∣

∣

∣

∫

E

(k ∧ d(z, y))K(x, dy)−
∫

E

(k ∧ d(z, y))K(x0, dy)

∣

∣

∣

∣

+ c

= lim
k→∞

|K (k ∧ d(z, ·)) (x) −K (k ∧ d(z, ·)) (x0)|+ c

≤ lim
k→∞

Lip (K (k ∧ d(z, ·))) d(x, x0) + c

≤ lim
k→∞

θLip (k ∧ d(z, ·)) d(x, x0) + c

≤ θd(x, x0) + c <∞,

což znamená, že K(x, ·) ∈ P1(E).
Dále platí, že předpoklad (2) je splněn pro každou f ∈ C0,1(E). Buď f ∈ C0,1(E), podle poznámky

1.15 je f ∈ L1(K(x, ·)), takže Kf je reálná funkce na E. Bez újmy na obecnosti uvažujme f ≥ 0, potom
je

|Kf(x)−Kf(y)| = lim
k→∞

|K (k ∧ f(·)) (x)−K (k ∧ f(·)) (y)|

≤ lim
k→∞

Lip (K(k ∧ f(·))) d(x, y)

≤ lim
k→∞

θLip (k ∧ f(·)) d(x, y)

≤ θLip (f) d(x, y),

tedy Kf ∈ C0,1(E) a Lip(Kf) ≤ θLip(f).
Lipschitzovskost ϕ dostáváme z následujících odhadů pro x, y ∈ E.

|ϕ(x) − ϕ(y)| = |K (d(x, ·)) (x)−K (d(y, ·)) (y)|

≤ |K (d(x, ·)) (x)−K (d(y, ·)) (x)|+ |K (d(y, ·)) (x) −K (d(y, ·)) (y)|

≤ |K (d(x, ·)− d(y, ·)) (x)|+ Lip (K (d(y, ·))) d(x, y)

≤ K (|d(x, ·)− d(y, ·)|) (x) + θd(x, y)

≤ K (d(x, y)) (x) + θd(x, y)

= (1 + θ)d(x, y).

Rovnost
∫

E

fdK∗ν =
∫

E

Kfdν

je splněna kdykoliv f ∈ C0,1(E) a ν ∈ P1(E), jak lze opět ukázat s pomocí věty o monotónní konvergenci
pro funkce fk = k ∧ f ր f . Důsledkem je K∗ν ∈ P1(E) kdykoliv ν ∈ P1(E), protože pro z ∈ E platí
K(d(z, ·)) ∈ C0,1(E), a tedy

∫

E

d(z, y)K∗ν(dy) =
∫

E

K(d(z, ·))(y)ν(dy) <∞.

V P1(E) existuje právě jeden pevný bod K∗, protože K∗ je kontrakce vzhledem k Wassersteinově
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metrice, vůči níž je P1(E) úplný. Buďte ν, γ ∈ P1(E), potom

W1 (K∗ν,K∗γ) = sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdK∗ν −

∫

E

fdK∗γ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(E),Lip(f) ≤ 1
}

= sup
{
∣

∣

∣

∣

∫

E

Kfdν −
∫

E

Kfdγ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(E),Lip(f) ≤ 1
}

≤ sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdν −
∫

E

fdγ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(E),Lip(f) ≤ θ

}

= θ sup

{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdν −
∫

E

fdγ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(E),Lip(f) ≤ 1

}

= θW1(ν, γ).

Jedinou invariantní míru K z P1(E) označme µ. Podle znění Banachovy věty pro každé k ∈ N a ν ∈ P1(E)
platí

W1

(

K(k)∗ν, µ
)

=W1
(

(K∗)k ν, µ
)

≤
θk

1− θ
W1 (K∗ν, ν) .

Ukažme, že W1 (K∗ν, ν) ≤
∫

E
ϕdν. Buď f ∈ C0,1(E), Lip(f) ≤ 1, potom

∣

∣

∣

∣

∫

E

fdK∗ν −

∫

E

fdν

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

E

Kfdν −
∫

E

fdν

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

E

∫

E

f(y)K(x, dy)ν(dx) −
∫

E

f(x)ν(dx)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

E

∫

E

(f(y)− f(x))K(x, dy)ν(dx)

∣

∣

∣

∣

≤

∫

E

∫

E

|f(y)− f(x)|K(x, dy)ν(dx)

≤

∫

E

∫

E

d(x, y)K(x, dy)ν(dx)

=
∫

E

ϕ(x)ν(dx),

takže z definice W1 skutečně dostaneme požadovanou nerovnost. Celkově tedy platí pro každou ν ∈ P1(E)
a každé k ∈ N odhad

W1

(

K(k)∗ν, µ
)

≤
θk

1− θ

∫

E

ϕdν, (12)

z čehož plyne K(k)∗ν → µ ve Wassersteinově metrice, a tedy i slabě.
Buď x ∈ E, důsledkem speciální volby ν = δx v odhadu (12) je W1

(

K(k)(x, ·), µ
)

→ 0, a tedy
K(k)(x, ·)→ µ slabě, což znamená

lim
k→∞

K(k)f(x) = lim
k→∞

∫

E

f(y)K(k)(x, dy) =
∫

E

fdµ

pro každou f ∈ Cb(E). Pak ale K(k)∗ρ→ µ slabě, protože

lim
k→∞

∣

∣

∣

∣

∫

E

fdK(k)∗ρ−
∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

= lim
k→∞

∣

∣

∣

∣

∫

E

K(k)fdρ−
∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

= lim
k→∞

∣

∣

∣

∣

∫

E

(

K(k)f(x)−
∫

E

fdµ
)

ρ(dx)

∣

∣

∣

∣

= 0

pro všechny f ∈ Cb(E), což plyne z věty o majorizované konvergenci, a tedy platí (iv).
Nakonec dokážeme, že neexistuje jiná invariantní míra ρ ∈ P(E) pro K. Je-li totiž ρ invariantní míra

pro K, platí K(k)∗ρ = ρ pro každé k ∈ N a zároveň K(k)∗ρ → µ slabě. Z jednoznačnosti slabé limity tím
získáváme ρ = µ. Míra µ je tedy jedinou invariantní mírou K.

Věta 2.5. Nechť {Pt}t≥0 je měřitelná semigrupa markovských jader na E a existuje t0 > 0, pro které jsou
splněny následující podmínky.

(1) Existuje x0 ∈ E takové, že Pt0(x0, ·) ∈ P1(E).
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(2) Existuje θ < 1 takové, že pro všechny f ∈ C0,1b (E) platí Pt0f ∈ C0,1b (E) a Lip(Pt0f) ≤ θLip(f).

(3) Existuje M < ∞ takové, že pro každou f ∈ C0,1b (E) a každé 0 ≤ s ≤ t0 je Psf ∈ C0,1b (E) a
Lip(Psf) ≤MLip(f).

Potom platí dále uvedená tvrzení.

(i) Existuje jediná míra µ na E, která je invariantní pro Pt pro každé t ≥ 0. Navíc je µ ∈ P1(E).

(ii) Funkce ϕ definovaná jako

ϕ(x) =
∫

E

d(x, y)Pt0(x, dy) pro x ∈ E

splňuje ϕ ∈ C0,1(E).

(iii) Pro každé ν ∈ P1(E) a t ≥ 0 platí

W1 (P ∗
t ν, µ) ≤ e−t

|log θ|
t0

M

θ(1 − θ)

∫

E

ϕdν.

(iv) Pro každou ρ ∈ P(E) platí P ∗
t ρ→ µ slabě.

Důkaz. Podle věty 2.4 víme, že existuje jediná invariantní míra µ markovského jádra Pt0 a navíc je
µ ∈ P1(E). Lemma 2.3 zaručuje existenci invariantní míry ρ pro Pt, t ≥ 0. Je však ρ = µ, protože Pt0 má
jedinou invariantní míru µ. Dále víme, že pro každé ν ∈ P1(E) a k ∈ N platí odhad

W1

(

(

P ∗
t0

)k
ν, µ
)

≤
θk

1− θ

∫

E

ϕdν.

Poznamenejme, že pro všechna t ≥ 0 je splněno P ∗
t ν ∈ P1(E). To lze snadno ukázat z předpokladu (3),

jehož platnost pro každou f ∈ C0,1(E) lze ukázat jako v důkazu věty 2.4, speciální volbou f = d(z, ·) pro
z ∈ E. Existují k ∈ N ∪ {0} a 0 ≤ s ≤ t0 takové, že t = kt0 + s. Potom platí

W1 (P
∗
t ν, µ) = sup

{
∣

∣

∣

∣

∫

E

fdP ∗
t ν −

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(E),Lip(f) ≤ 1
}

= sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdP ∗
kt0+sν −

∫

E

fdP ∗
s µ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(E),Lip(f) ≤ 1
}

= sup

{∣

∣

∣

∣

∫

E

PsfdP
∗
kt0
ν −

∫

E

Psfdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(E),Lip(f) ≤ 1

}

≤ M sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fd
(

P ∗
t0

)k
ν −

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ C0,1(E),Lip(f) ≤ 1
}

= MW1

(

(

P ∗
t0

)k
ν, µ
)

≤
Mθk

1− θ

∫

E

ϕdν.

Platí však

θk = θ
t−s
t0 ≤ θ

t−t0
t0 =

e
−t

|log θ|
t0

θ
,

takže je

W1 (P ∗
t ν, µ) ≤ e

−t
|log θ|

t0
M

θ(1 − θ)

∫

E

ϕdν.

Slabá konvergence P ∗
t ρ→ µ pro ρ ∈ P(E) se ukáže stejným způsobem jako ve větě 2.4, jejímž důsledkem

je i lipschitzovskost ϕ.
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2.2 Užití Sunyachovy věty v teorii stochastických diferenciálních rovnic

Buď (Ω,F , {Ft}t≥0 ,P) stochastická báze splňující obvyklé podmínky a nechť W značí n-dimenzionální

Ft-Wienerův proces. Označme Mm×n prostor matic typu m × n s normou ‖A‖ =
(

∑m
i=1

∑n
j=1 a

2
ij

)
1
2

=
√

Tr (A′A), kde Tr(A) značí stopu A ∈ Mm×n. Dále uvažujme lipschitzovské funkce b : Rm → R
m,

σ : Rm → Mm×n a stochastickou diferenciální rovnici

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt, t ≥ 0. (13)

Pro každé x ∈ R
m existuje právě jedno řešení Xx = {Xx

t }t≥0 rovnice (13) s počáteční podmínkou X
x
0 = x.

Pro t ≥ 0, x ∈ R
m a A ∈ B(Rm) definujme

Pt(x,A) = P(Xx
t ∈ A), (14)

potom se dá ukázat, že {Pt}t≥0 tvoří semigrupu markovských jader na B(R
m).

Věta 2.6. Nechť existuje ω > 0 takové, že pro koeficienty rovnice (13) platí

2〈x− y, b(x)− b(y)〉+ ‖σ(x) − σ(y)‖2 ≤ −ω ‖x− y‖2 kdykoliv x, y ∈ R
m, (15)

potom jsou pro semigrupu markovských jader definovanou vztahem (14) splněny předpoklady věty 2.5.

Důkaz. Předpoklad (1) věty 2.5 je splněn, protože pro každé x ∈ R
m platí

∫

Rm

‖y‖P1(x, dy) = E ‖Xx
1 ‖ ≤

√

E ‖Xx
1 ‖
2 ≤ c

√

1 + ‖x‖2 <∞.

Dále buď f ∈ C0,1b (E), x, y ∈ R
m a t ≥ 0, potom

|Ptf(x)− Ptf(y)| =

∣

∣

∣

∣

∫

Rm

f(z)Pt(x, dz)−
∫

Rm

f(z)Pt(y, dz)

∣

∣

∣

∣

= |Ef(Xx
t )− Ef(Xy

t )|

≤ E |f(Xx
t )− f(Xy

t )| ≤ Lip(f)E ‖Xx
t −Xy

t ‖ ≤ Lip(f)
√

E ‖Xx
t −Xy

t ‖
2
. (16)

Výraz (16) lze odhadnout následujícím postupem. Definujeme-li Yt = (Xx
t , X

y
t )

′, potom Y = {Yt}t≥0 řeší
rovnici

dYt =
(

b(Xx
t )

b(Xy
t )

)

dt+
(

σ(Xx
t )

σ(Xy
t )

)

dWt

s počáteční podmínkou Y0 = (x, y)′. Dále buď V : R2m → R taková, že V ((u, v)′) = ‖u− v‖2 pro
u, v ∈ R

m. Potom V ∈ C2(R2m) a platí

DV

((

u
v

))

= 2
(

u− v
v − u

)

,

D2V

((

u
v

))

= 2
(

I −I
−I I

)

,

kde I ∈ Mm×m je jednotková matice a DV a D2V značí první a druhou Fréchetovu derivaci V . Užitím
Itôovy formule pro vícerozměrné spojité semimartingaly dostaneme

E ‖Xx
t −Xy

t ‖
2 = ‖x− y‖2 + E

∫ t

0

{

2
〈(

Xx
s −Xy

s

Xy
s −Xx

s

)

,

(

b(Xx
s )

b(Xy
s )

)〉

+Tr
((

σ(Xx
s )

σ(Xy
s )

)′(
I −I
−I I

)(

σ(Xx
s )

σ(Xy
s )

))}

ds

+2E
∫ t

0

(

Xx
s −Xy

s

Xy
s −Xx

s

)′(
σ(Xx

s )
σ(Xy

s )

)

dWs, (17)

přičemž střední hodnota stochastického integrálu v rovnici (17) je nulová pro každé t ≥ 0, což lze ukázat
pomocí následujícího odhadu pro x ∈ R

m, A ∈ Mm×n, kde Aj značí j-tý sloupec A.

‖x′A‖
2 = ‖(〈x,A1〉, . . . , 〈x,An〉)‖

2 =
n
∑

j=1

〈x,Aj〉
2 ≤

n
∑

j=1

‖x‖2 ‖Aj‖
2 = ‖x‖2 ‖A‖2 ,
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a tedy pro t ≥ 0 je

E

∫ t

0

∥

∥

∥

∥

∥

(

Xx
s −Xy

s

Xy
s −Xx

s

)′(
σ(Xx

s )
σ(Xy

s )

)

∥

∥

∥

∥

∥

2

ds = E

∫ t

0

∥

∥(Xx
s −Xy

s )
′ (σ(Xx

s )− σ(Xy
s ))
∥

∥

2
ds

≤ E

∫ t

0

‖Xx
s −Xy

s ‖
2 ‖σ(Xx

s )− σ(Xy
s )‖

2 ds

≤ Lip(σ)2E
∫ t

0

‖Xx
s −Xy

s ‖
4 ds

≤ Lip(σ)2tE sup
0≤s≤t

‖Xx
s −Xy

s ‖
4

≤ ct ‖x− y‖4 <∞,

odkud plyne, že stochastický integrál v (17) je L2-martingal na [0, t]. Podle (17) tedy víme

E ‖Xx
t −Xy

t ‖
2 = ‖x− y‖2 + E

∫ t

0

{

2〈Xx
s −Xy

s , b(X
x
s )− b(Xy

s )〉

+Tr
(

(σ(Xx
s )− σ(Xy

s ))
′ (σ(Xx

s )− σ(Xy
s ))
) }

ds

= ‖x− y‖2 + E
∫ t

0

{

2〈Xx
s −Xy

s , b(X
x
s )− b(Xy

s )〉+ ‖σ(Xx
s )− σ(Xy

s )‖
2 }ds

≤ ‖x− y‖2 +
∫ t

0

−ωE ‖Xx
s −Xy

s ‖
2 ds.

Označíme-li nyní ψ : R+ → R řešení obyčejné diferenciální rovnice ψ′(t) = −ωψ(t), ψ(0) = ‖x− y‖2, které
je tvaru ψ(t) = e−ωt ‖x− y‖2, platí podle srovnávací věty

E ‖Xx
t −Xy

t ‖
2
≤ ψ(t) = e−ωt ‖x− y‖2 .

S využitím (16) nakonec získáváme

|Ptf(x)− Ptf(y)| ≤ e−
1
2ωtLip(f) ‖x− y‖ ,

odkud již snadno plyne platnost předpokladů (2) a (3) věty 2.5.

2.3 Konvergence k invariantní míře v normě totální variace

Lemma 2.7. Buďte µ ∈ P(E) a {µn}n∈N
⊂ P(E) takové, že µn → µ slabě. Dále buď F množina stejně

omezených a stejně spojitých reálných funkcí na E, potom platí

lim
n→∞

sup
{
∣

∣

∣

∣

∫

E

fdµn −

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ F

}

= 0.

Důkaz. Viz [2], důsledek 11.3.4.

Důsledek 2.8. Buďte µ ∈ P(E) a {µn}n∈N
⊂ P(E) takové, že µn → µ slabě. Potom, je-li K ultra

fellerovské markovské jádro na E, platí ‖K∗µn −K∗µ‖ → 0.

Důkaz. Nechť K je ultra fellerovské. Označme F = {Kf, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1}. Podle lemmatu 1.32 je stejně
omezená a stejně spojitá. S využitím lemmatu 2.7 dostáváme

‖K∗µn −K∗µ‖ = sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

fdK∗µn −

∫

E

fdK∗µ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

= sup
{
∣

∣

∣

∣

∫

E

Kfdµn −

∫

E

Kfdµ

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

= sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

gdµn −

∫

E

gdµ

∣

∣

∣

∣

, g ∈ F

}

→ 0.
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Věta 2.9. Platí následující tvrzení.

(i) Buď K silně fellerovské markovské jádro na E a µ ∈ P(E) jeho invariantní míra. Nechť ν ∈ P(E) a
K(n)∗ν → µ slabě, potom

∥

∥K(n)∗ν − µ
∥

∥→ 0.

(ii) Buď {Pt}t≥0 silně fellerovská semigrupa markovských jader na E a µ ∈ P(E) invariantní míra Pt

pro každé t ≥ 0. Nechť ν ∈ P(E) a P ∗
t ν → µ slabě, potom ‖P ∗

t ν − µ‖ → 0.

Důkaz. (i) : Podle lemmatu 1.33 je K(2)∗ ultra fellerovské. Důsledkem 2.8 tedy je

lim
n→∞

∥

∥

∥
K(n)∗ν − µ

∥

∥

∥
= lim

n→∞

∥

∥

∥
K(2)∗

(

K(n−2)∗ν
)

−K(2)∗µ
∥

∥

∥
= 0.

(ii) : Podle lemmatu 1.33 je {Pt}t≥0 ultra fellerovská semigrupa. Zbytek se ukáže opět pomocí důsledku
2.8.

Ukázali jsme, že při silné fellerovskosti K respektive {Pt}t≥0 konverguje
{

K(n)∗ν
}

n∈N
respektive

{P ∗
t ν}t≥0 v totální variaci právě tehdy, když konverguje slabě. Pro rychlost konvergence ale nemusí pla-

tit stejné horní odhady. Dále je ukázána podmínka na geometrickou respektive exponenciální rychlost
konvergence v normě totální variace.

Věta 2.10. Buď K markovské jádro na E a µ ∈ P(E) jeho invariantní míra. Nechť jsou splněny následující
podmínky.

(i) Existuje Γ <∞ takové, že pro každou f ∈ bE a x, y ∈ E platí

|Kf(x)−Kf(y)| ≤ Γ ‖f‖∞ d(x, y).

(ii) Existují ψ : E → R a θ < 1 takové, že pro každé x ∈ E, n ∈ N a f ∈ C0,1b (E) platí
∣

∣

∣

∣

K(n)f(x)−
∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

≤ θnLip(f)ψ(x).

Potom pro n ≥ 2 a každou ν ∈ P(E) takovou, že ψ ∈ L1(ν), je

∥

∥

∥
K(n)∗ν − µ

∥

∥

∥
≤ θn−1Γ

∫

E

ψdν.

Důkaz. Buď f ∈ bE a n ≥ 2, potom je
∣

∣

∣

∣

∫

E

fdK(n)∗ν −
∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

E

K(n−1) (Kf) dν −
∫

E

Kfdµ

∣

∣

∣

∣

≤

∫

E

∣

∣

∣

∣

K(n−1) (Kf) (x)−
∫

E

Kfdµ

∣

∣

∣

∣

ν(dx)

≤ θn−1Lip(Kf)
∫

E

ψdν

≤ θn−1Γ ‖f‖∞

∫

E

ψdν,

odkud z definice normy totální variace plyne požadované tvrzení.

Věta 2.11. Buď {Pt}t≥0 semigrupa markovských jader na E a µ ∈ P(E) invariantní míra Pt pro každé
t ≥ 0. Nechť jsou splněny následující podmínky.

(i) Existují Γ <∞ a T > 0 takové, že pro každou f ∈ bE a x, y ∈ E platí

|PT f(x)− PT f(y)| ≤ Γ ‖f‖∞ d(x, y).

(ii) Existují ψ : E → R a γ > 0 takové, že pro každé x ∈ E, t ≥ 0 a f ∈ C0,1b (E) platí
∣

∣

∣

∣

Ptf(x) −
∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

≤ e−γtLip(f)ψ(x).
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Potom pro t ≥ 0 a každou ν ∈ P(E) splňující ψ ∈ L1(ν) je

∥

∥P ∗
T+tν − µ

∥

∥ ≤ e−γtΓ
∫

E

ψdν.

Důkaz. Buď f ∈ bE a t ≥ 0, potom je
∣

∣

∣

∣

∫

E

fdP ∗
T+tν −

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

E

Pt (PT f) dν −
∫

E

PT fdµ

∣

∣

∣

∣

≤

∫

E

∣

∣

∣

∣

Pt (PT f) (x)−
∫

E

PT fdµ

∣

∣

∣

∣

ν(dx)

≤ e−γtLip(PT f)
∫

E

ψdν

≤ e−γtΓ ‖f‖∞

∫

E

ψdν,

odkud opět z definice normy totální variace plyne požadované tvrzení.

Poznámka 2.12. (1) Předpoklad (i) ve větách 2.10 a 2.11 již zaručuje ultra fellerovskost K a PT .

(2) Předpoklad (ii) ve větách 2.10 a 2.11 je splněn za předpokladů Sunyachovy věty.

Důkaz. Tvrzení dokážeme pouze pro markovské jádro K. Pro semigrupu {Pt}t≥0 se provede analogicky.
(1) : Nechť x, y ∈ E, potom

‖K(x, ·)−K(y, ·)‖ = sup
{∣

∣

∣

∣

∫

E

f(z)K(x, dz)−
∫

E

f(z)K(y, dz)

∣

∣

∣

∣

, f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1
}

= sup {|Kf(x)−Kf(y)| , f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1}

≤ sup {Γ ‖f‖∞ d(x, y), f ∈ bE , ‖f‖∞ ≤ 1}

= Γd(x, y),

takže E → (P(E), ‖·‖), x 7→ K(x, ·), je spojité a K je ultra fellerovské.
(2) : Označme g = f

Lip(f) , potom g ∈ C0,1b (E) a Lip(g) ≤ 1. Pro x ∈ E a n ∈ N podle Sunyachovy věty
platí

∣

∣

∣

∣

K(n)f(x)−
∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

E

f(y)K(n)∗δx(dy)−
∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

= Lip(f)

∣

∣

∣

∣

∫

E

g(y)K(n)∗δx(dy)−
∫

E

gdµ

∣

∣

∣

∣

≤ Lip(f)W1
(

K(n)∗δx, µ
)

≤
θn

1− θ
Lip(f)ϕ(x).

Stačí tedy volit ψ = ϕ
1−θ
.
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3 Postačující podmínky pro silnou fellerovskost markovských ja-
der

Definice 3.1. Markovské jádro K na E se nazývá absolutně měřitelné, pokud existuje σ-konečná míra µ
na E taková, že K(x, ·) ≪ µ pro každé x ∈ E. V takovém případě se µ nazývá bází K a κ : E × E → R

taková, že κ(x, ·) = dK(x,·)
dµ pro x ∈ E, hustotou K.

Lemma 3.2. Silně fellerovské markovské jádro je absolutně měřitelné.

Důkaz. Buď K silně fellerovské markovské jádro na E a {zk}k∈N
⊂ E spočetná a hustá množina. Položme

µ =
∑

k∈N

K(zk,·)
2k
, potom µ je bází K, což lze dokázat sporem. Nechť tedy µ(A) = 0 pro A ∈ E a

existuje z0 ∈ E takové, že K(z0, A) > 0. K(·, A) = KIA je podle předpokladu spojitá, tudíž existuje
U ∈ E otevřené okolí z0 tak, že K(x,A) > 0 pro každé x ∈ U . Víme ale, že existuje zk0 ∈ U , tedy také
K(zk0 , A) > 0, což je spor.

Příklad 3.3. Viz [8]. Absolutně měřitelné fellerovské markovské jádro nemusí být silně fellerovské. Tako-
vým příkladem je jádro K na prostoru [0, 1] s obvyklou metrikou.

Kf(x) =
{

f(0) x = 0,
2
x2

∫ x

0
(x− y)f(y)dy 0 < x ≤ 1.

K je jistě absolutně měřitelné, přičemž bázi tvoří δ0 + λ. Fellerovskost K plyne z následujících odhadů.
Nechť nejprve f ∈ Cb ([0, 1]) a 0 < x1 ≤ x2 ≤ 1, potom

|Kf(x1)−Kf(x2)| =

∣

∣

∣

∣

2
x21

∫ x1

0

(x1 − y)f(y)dy −
2
x22

∫ x2

0

(x2 − y)f(y)dy

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

2
x21

∫ x1

0

(x1 − y)f(y)dy −
2
x22

∫ x1

0

(x1 − y)f(y)dy

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2
x22

∫ x1

0

(x1 − x2)f(y)dy −
2
x22

∫ x2

x1

(x2 − y)f(y)dy

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

(

1−
x21
x22

)

2
x21

∫ x1

0

(x1 − y)f(y)dy

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2
x22

∫ x1

0

(x1 − x2)f(y)dy

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2
x22

∫ x2

x1

(x2 − y)f(y)dy

∣

∣

∣

∣

≤ ‖f‖

∣

∣

∣

∣

1−
x21
x22

∣

∣

∣

∣

+
2
x22

‖f‖ |x1 − x2|+
2
x22

‖f‖ |x1 − x2|
2 → 0 pro x1 → x2,

a tedy je Kf spojitá na intervalu (0, 1]. Je ale spojitá i v 0, neboť pro 0 < x ≤ 1 je

|Kf(x)−Kf(0)| =

∣

∣

∣

∣

2
x2

∫ x

0

(x− y)f(y)dy − f(0)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2
x2

∫ x

0

(x− y)(f(y)− f(0))dy

∣

∣

∣

∣

≤ sup
y∈(0,x)

|f(y)− f(0)| → 0 pro x→ 0.

Markovské jádro K není ale silně fellerovské, protože KI{0} = I{0} /∈ Cb ([0, 1]).

Věta 3.4. Nechť K je fellerovské a absolutně měřitelné markovské jádro na E s bází µ a hustotou κ. Je-li
µ konečná a κ omezená, je K silně fellerovské.

Důkaz. Buď L ⊂ E kompaktní a {Ak}k∈N
⊂ E taková, že Ak ց ∅, potom

lim
k→∞

sup
x∈L

|K(x,Ak)| = lim
k→∞

sup
x∈L

∣

∣

∣

∣

∫

Ak

κ(x, y)µ(dy)

∣

∣

∣

∣

≤ lim
k→∞

βµ(Ak) = 0,

kde β <∞ je libovolné takové, že κ(x, y) ≤ β pro všechna x, y ∈ E. Nyní stačí použít lemma 1.31.

Předchozí tvrzení se dá podstatným způsobem zesílit, což je dále ukázáno v sekci 3.1 ve větě 3.11 nebo
v sekci 3.2 ve větě 3.21.
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3.1 Charakterizace silné fellerovskosti pomocí hustot

Definice 3.5. Nechť µ je míra na E , potom se množina F ⊂ L1(µ) nazývá stejnoměrně intagrovatelná,
pokud je omezená v L1(µ) a pro libovolné ǫ > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každou A ∈ E platí implikace
µ(A) < δ ⇒ supf∈F

∫

A
fdµ < ǫ.

Lemma 3.6. Buď K markovské jádro na E s bází µ a hustotou κ, potom je-li pro každou kompaktní L ∈ E
množina {K(x, ·), x ∈ L} stejně σ-aditivní, je také množina {κ(x, ·), x ∈ L} stejnoměrně integrovatelná.
Je-li navíc µ konečná, platí i obrácené tvrzení.

Důkaz. Podle důsledku IV.8.11 v [3] platí první část lemmatu. K důkazu druhé části předpokládejme,
že {Ak}k∈N

⊂ E splňuje Ak ց ∅, potom kvůli konečnosti µ splňuje také µ(Ak) → 0, a tedy podle
definice stejnoměrné integrovatelnosti pro každé ǫ > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro libovolné n > n0 je
supx∈L

∫

An
κ(x, y)µ(dy) < ǫ, což také znamená, že {K(x, ·), x ∈ L} je stejně σ-aditivní.

Věta 3.11 ukazuje, že tvrzení předchozího lemmatu lze pro fellerovská jádra obrátit i bez nutnosti
předpokladu konečnosti báze µ. V jejím důkazu bude použita zobecněná verze Heineho charakterizace
spojitosti funkce na metrickém prostoru, která má následující znění.

Poznámka 3.7. Platí, že f : E → R je spojitá v x0 ∈ E právě tehdy, když pro každou konvergentní
posloupnost {xn}n∈N

⊂ E, xn → x0, existuje vybraná podposloupnost {xnk
}k∈N

splňující f(xnk
)→ f(x0).

Důkaz. Nutná podmínka pro spojitost f v x0 plyne z původní Heineho věty, neboť jestliže každá po-
sloupnost {xn}n∈N

, xn → x0, splňuje f(xn) → f(x0), pak stačí za vybranou podposloupnost zvolit opět
{xn}n∈N

.
Pro důkaz obrácené implikace předpokládejme, že f není spojitá v x0, tedy existuje ǫ > 0 takové,

že pro každé δ > 0 lze nalézt x ∈ B(x0, δ) splňující |f(x)− f(x0)| > ǫ. Nechť tedy pro každé n ∈ N

je xn ∈ B(x0, 1n ) takové, že |f(xn)− f(x0)| > ǫ. Pak jistě každá vybraná podposloupnost {xnk
}k∈N

posloupnosti {xn}n∈N
splňuje opět |f(xnk

)− f(x0)| > ǫ, a tedy f(xnk
)9 f(x0).

Definice 3.8. Míra µ na E se nazývá lokálně konečná, pokud pro každé x ∈ E existuje U ∈ E otevřená
taková, že x ∈ U a µ(U) <∞.

Lemma 3.9. Buď µ lokálně konečná míra na E, potom existuje posloupnost {Bj}j∈N
⊂ E otevřených

omezených množin taková, že pro každé j ∈ N je µ(Bj) <∞, Bj ⊂ Bj+1,
⋃

j∈N
Bj = E.

Důkaz. Nejprve ukážeme, že je-li U ∈ E neprázdná a otevřená, existuje posloupnost otevřených množin
{Vk}k∈N

⊂ E taková, že pro každé k ∈ N je Vk ⊂ Vk+1 a
⋃

k∈N
Vk = U . Buď x0 ∈ U a f funkce na E

definovaná předpisem

f(y) =
dist(y,X \ U)

dist(y,X \ U) + d(y, x0)
.

Dále nechť Vk =
{

x ∈ X, f(x) > 1
k+1

}

pro k ∈ N. Protože je f ∈ C(E) a Vk = f−1
(

1
k+1 ,∞

)

, je Vk

otevřená pro každé k ∈ N. Buď {xn}n∈N
⊂ Vk, xn → x′ ∈ Vk, potom f(xn) > 1

k+1 pro každé n ∈ N a také

f(xn) → f(x′), proto platí f(x′) ≥ 1
k+1 , což znamená, že Vk ⊂

{

x ∈ E, f(x) ≥ 1
k+1

}

, odkud již plyne

Vk ⊂ Vk+1 pro všechna k ∈ N, neboť

Vk ⊂

{

x ∈ E, f(x) ≥
1

k + 1

}

= f−1

[

1
k + 1

,∞

)

⊂ f−1

(

1
k + 2

,∞

)

= Vk+1.

Vlastnost
⋃

k∈N
Vk = U je také splněna, protože pro libovolné x′ ∈ U je f(x′) > 0, a tedy existuje k ∈ N

takové, že f(x′) > 1
k+1 , tudíž i x

′ ∈ Vk.
Buď nyní {xn}n∈N

⊂ E hustá množina. Kvůli lokální konečnosti µ a separabilitě E existují {Un}n∈N
⊂

E otevřené a omezené splňující µ(Un) < ∞ a
⋃

n∈N
Un = E. Podle předchozího však pro každou Un

existuje posloupnost otevřených množin {Vn,k}k∈N
⊂ E , pro kterou je Vn,k ⊂ Vn,k+1 a

⋃

k∈N
Vn,k = Un.

Položme

Bj =
j
⋃

n=1

Vn,j ,
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a jelikož Vn,k ⊂ Un, je µ(Vn,k) < ∞, Bj je omezená a také µ(Bj) < ∞ pro všechna j ∈ N. Vlastnost
Bj ⊂ Bj+1 je splněna, neboť

Bj ⊂

j
⋃

n=1

Vn,j ⊂

j+1
⋃

n=1

Vn,j+1 = Bj+1.

Nakonec stačí ukázat platnost
⋃

j∈N
Bj = E. Buď x ∈ E, pak existuje n ∈ N takové, že x ∈ Un, a tedy

také existuje k ∈ N takové, že x ∈ Vn,k. Platí ale Vn,k ⊂
⋃j

l=1 Vl,j = Bj , kde j ≥ max {n, k}.

Lemma 3.10. Nechť K je fellerovské absolutně měřitelné jádro s hustotou κ vzhledem k bázi µ, kde µ je
lokálně konečná. Dále buď L ∈ E kompaktní, potom je následující ekvivalentní.

(i) {κ(x, ·), x ∈ L} je stejnoměrně integrovatelná v prostoru L1(µ).

(ii) Pro každou B ∈ E otevřenou a omezenou splňující µ(B) < ∞ je {IB(·)κ(x, ·), x ∈ L} stejnoměrně
integrovatelná v prostoru L1(µ).

(iii) Existuje posloupnost {Bj}j∈N
⊂ E otevřených omezených množin taková, že pro každé j ∈ N je

µ(Bj) < ∞, Bj ⊂ Bj+1,
⋃

j∈N
Bj = E a

{

IBj
(·)κ(x, ·), x ∈ L

}

je stejnoměrně integrovatelná v

prostoru L1(µ).

(iv) Existuje posloupnost {Bj}j∈N
⊂ E otevřených omezených množin taková, že pro každé j ∈ N je

µ(Bj) < ∞, Bj ⊂ Bj+1,
⋃

j∈N
Bj = E a

{

IBj
(·)κ(x, ·), x ∈ L

}

je stejnoměrně integrovatelná v

prostoru L1(µ).

Důkaz. (i)⇒ (ii) : Víme, že pro každé ǫ > 0 existuje δ > 0 takové, že platí-li pro nějakou A ∈ E µ(A) < δ,
pak pro ni platí také supx∈L

∫

A
κ(x, y)µ(dy) < ǫ. Zároveň ale pro B ∈ E otevřenou a omezenou splňující

µ(B) <∞ platí

sup
x∈L

∫

A

IB(y)κ(x, y)µ(dy) ≤ sup
x∈L

∫

A

κ(x, y)µ(dy) < ǫ,

takže je {IB(·)κ(x, ·), x ∈ L} stejnoměrně integrovatelná.
(ii)⇒ (iv) : Existence posloupnosti {Bj}j∈N

je ukázána v lemmatu 3.9 a stejnoměrná integrovatelnost
{

IBj
(·)κ(x, ·), x ∈ L

}

je předpokládána ve (ii).
(iv) ⇒ (iii) : Je-li pro každé j ∈ N splněno Bj ⊂ Bj+1, je i Bj ⊂ Bj+1. Ostatní vlastnosti jsou

předpokládány.
(iii) ⇒ (i) : Prvním cílem je ukázat platnost KIBj

∈ Cb(E) pro každé j ∈ N. Buď tedy j prozatím
pevné a pro každé n ∈ N buď

ρn(dy) = IBj
(y)K(xn, dy),

pro libovolnou pevně zvolenou konvergentní posloupnost {xn}n∈N
⊂ E. Označme limn→∞ xn = x0. Po-

sloupnost {ρn}n∈N
je stejně σ-aditivní, neboť pro {Ak}k∈N

⊂ E takovou, že Ak ց ∅, platí

lim
k→∞

sup
n∈N

ρn(Ak) = lim
k→∞

sup
n∈N

∫

Ak

IBj
(y)K(xn, dy) = lim

k→∞
sup
n∈N

∫

Ak∩Bj

IBj
(y)κ(xn, y)µ(dy) = 0,

protože µ(Ak∩Bj)→ 0 pro k → ∞ a
{

IBj
(·)κ(xn, ·), n ∈ N

}

je stejnoměrně integrovatelná. Podle lemmatu
1.11 je tedy {ρn}n∈N

zároveň τS-relativně sekvenciálně kompaktní, a tedy existují vybraná podposloupnost
{xnk

}k∈N
a míra ρ0 na E takové, že pro libovolnou f ∈ bE je

lim
k→∞

K(fIBj
)(xnk

) = lim
k→∞

∫

E

f(y)IBj
(y)K(xnk

, dy) = lim
k→∞

∫

E

fdρnk
=
∫

E

fdρ0. (18)

Buď dále f ∈ Cb(E) nulová na E \Bj. Platí f = fIBj
, a tedy kvůli fellerovskosti K platí také

lim
k→∞

K(fIBj
)(xnk

) = lim
k→∞

∫

E

f(y)IBj
(y)K(xnk

, dy) =
∫

E

f(y)IBj
(y)K(x0, dy). (19)

Nyní z (18) a (19) dostáváme, že pro každou f ∈ Cb(E) nulovou na E \Bj je
∫

E

fdρ0 =
∫

E

f(y)IBj
(y)K(x0, dy).
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Důsledkem lemmatu 1.2 je, že
ρ0(dy) = IBj

(y)K(x0, dy), (20)

neboť ρ0(E \Bj) = 0, což lze získat dosazením f = IE\Bj
do vztahu (18), a

∫

E\Bj

IBj
(y)K(x0, dy) = K(x0, ∅) = 0,

čímž jsou ověřeny všechny jeho předpoklady. Rovnosti (18) a (20) nyní pro f ∈ bE dohromady dávají

lim
k→∞

K(fIBj
)(xnk

) =
∫

E

fdρ0 =
∫

E

f(y)IBj
(y)K(x0, dy) = K(fIBj

)(x0)

a speciálně pro f = IE je K(IBj
)(xnk

)→ K(IBj
)(x0), takže K(IBj

) ∈ Cb(E) podle poznámky 3.7.
Nyní z vlastnosti K(IBj

) ∈ Cb(E) plyne K(IE\Bj
) = IE −K(IBj

) ∈ Cb(E). Dále K(IE\Bj
)ց 0, neboť

IE\Bj
ց 0 a IE\Bj

≤ 1, takže jde o důsledek věty o majorizované konvergenci. Podle Diniho věty pro
každou kompaktní množinu L ∈ E platí

lim
j→∞

sup
x∈L

K(IE\Bj
)(x) = 0. (21)

Buď ǫ > 0 libovolné, pak podle výrazu (21) existuje j ∈ N velké tak, že

sup
x∈L

K(IE\Bj
)(x) = sup

x∈L

∫

E

IE\Bj
(y)κ(x, y)µ(dy) <

ǫ

2
.

Zároveň pro tato j a ǫ existuje δ > 0 takové, že pro každé A ∈ E , pro něž je µ(A) < δ, je také
supx∈L

∫

A
IBj
(y)κ(x, y)µ(dy) < ǫ

2 . Platí tedy

sup
x∈L

∫

A

κ(x, y)µ(dy) ≤ sup
x∈L

∫

A

IBj
(y)κ(x, y)µ(dy) + sup

x∈L

∫

A

IE\Bj
(y)κ(x, y)µ(dy)

≤ sup
x∈L

∫

A

IBj
(y)κ(x, y)µ(dy) + sup

x∈L

∫

E

IE\Bj
(y)κ(x, y)µ(dy)

<
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ,

což znamená, že množina {κ(x, ·), x ∈ L} je stejnoměrně integrovatelná.

Věta 3.11. Buď K fellerovské absolutně měřitelné jádro s lokálně konečnou bází µ a hustotou κ. Platí,
že K je silně fellerovské právě tehdy, když je množina {κ(x, ·), x ∈ L} stejnoměrně integrovatelná v L1(µ)
pro každou L ∈ E kompaktní.

Poznámka 3.12. Předpoklad stejnoměrné integrovatelnosti {κ(x, ·), x ∈ L} ve větě lze nahradit libovolnou
ekvivalentní podmínkou z lemmatu 3.10.

Důkaz věty 3.11. Dokažme nejdříve silnou fellerovskost K. Podle lemmatu 3.10 je stejnoměrná integro-
vatelnost {κ(x, ·), x ∈ L} ekvivalentní s existencí posloupnosti otevřených množin {Bj}j∈N

⊂ E , kde

pro každé j ∈ N platí µ(Bj) < ∞, Bj ⊂ Bj+1,
{

IBj
(·)κ(x, ·), x ∈ L

}

je stejnoměrně integrovatelná a
⋃

j∈N
Bj = E. Stejně jako v části (iii) ⇒ (i) tohoto lemmatu je možné ukázat, že K(fIBj

) ∈ Cb(E) pro
každé j ∈ N a libovolnou f ∈ bE a také pro libovolnou L ∈ E kompaktní

lim
j→∞

sup
x∈L

K(IE\Bj
)(x) = 0. (22)

Nechť ǫ > 0 a {xn}n∈N
⊂ E je taková, že xn → x0, potom podle (22) existuje j ∈ N dost velké, aby

supn∈N∪{0}K(IE\Bj
)(xn) < ǫ. Platí

|Kf(xn)−Kf(x0)| ≤
∣

∣Kf(xn)−K(fIBj
)(xn)

∣

∣+
∣

∣K(fIBj
)(xn)−K(fIBj

)(x0)
∣

∣

+
∣

∣K(fIBj
)(x0)−Kf(x0)

∣

∣

≤ ‖f‖
∣

∣K(IE\Bj
)(xn)

∣

∣+
∣

∣K(fIBj
)(xn)−K(fIBj

)(x0)
∣

∣+ ‖f‖
∣

∣K(IE\Bj
)(x0)

∣

∣

< (2 ‖f‖+ 1) ǫ

29



pro všechna n > n0, kde n0 ∈ N, jehož existence je důsledkem spojitosti K(fIBj
), je takové, že platí

∣

∣K(fIBj
)(xn0 )−K(fIBj

)(x0)
∣

∣ < ǫ. Ukázali jsme, že Kf ∈ Cb(E) pro libovolnou f ∈ bE , tedy K je silně
fellerovské.
Buď naopakK silně fellerovské, potom pro libovolnou L ∈ E kompaktní je podle lemmatu 1.31 množina

{K(x, ·), x ∈ L} stejně σ-aditivní. To však podle lemmatu 3.6 znamená, že {κ(x, ·), x ∈ L} je stejnoměrně
integrovatelná.

Poznámka 3.13. Nechť K je markovské jádro na E a κ je jeho hustota, potom je {κ(x, ·), x ∈ L} stej-
noměrně integrovatelná pro každou L ∈ E kompaktní právě tehdy, když je {κ(xn, ·), n ∈ N} stejnoměrně
integrovatelná pro každou {xn}n∈N

⊂ E konvergentní.

Důkaz. Nechť je {κ(x, ·), x ∈ L} stejnoměrně integrovatelná pro každou L ∈ E kompaktní a {xn}n∈N
buď

konvergentní posloupnost s limitou x0. Protože je {xn}n∈N
∪{x0} kompaktní, je také {κ(xn, ·), n ∈ N ∪ {0}}

stejnoměrně integrovatelná a taktéž její podmnožina {κ(xn, ·), n ∈ N}.
Pro důkaz obrácené implikace předpokládejme, že existuje L ∈ E kompaktní, pro kterou množina

{κ(x, ·), x ∈ L} není stejnoměrně integrovatelná, to jest existuje ǫ > 0 takové, že pro každé δ > 0 existuje
A ∈ E splňující µ(A) < δ a

∫

A
κ(x, y)µ(dy) > ǫ pro nějáké x ∈ L. Pro δ = 1

n
tedy nalezněme An ∈

E , µ(An) < 1
n
a xn ∈ L, pro které

∫

An
κ(xn, y)µ(dy) > ǫ. Je {xn}n∈N

⊂ L, a tedy existuje vybraná
podposloupnost {xnk

}k∈N
taková, že xnk

→ x0 ∈ L. Množina {κ(xnk
, ·), k ∈ N} ale jistě není stejnoměrně

integrovatelná.

Důsledek 3.14. Buď K fellerovské absolutně měřitelné markovské jádro s lokálně konečnou bází µ a
hustotou κ. Dále buď pro každou L ∈ E kompaktní a pro každou B ∈ E omezenou κ omezená na L × B,
potom K je silně fellerovské.

Důkaz. Podle lemmatu 3.9 existuje posloupnost {Bj}j∈N
⊂ E otevřených a omezených množin taková, že

pro každé j ∈ N je Bj ⊂ Bj+1, µ(Bj) < ∞ a
⋃

j∈N
Bj = E. Podle předpokladu je κ omezená na L × Bj,

a tedy je
{

IBj
(·)κ(x, ·), x ∈ L

}

stejnoměrně integrovatelná. Z věty 3.11 a lemmatu 3.10, části (i)⇔ (iv),
plyne silná fellerovskost K.

Pro speciální případ E = R
n byl předchozí důsledek dokázán též v [10].

3.2 Orliczův prostor a postačující podmínka pro silnou fellerovskost

Definice 3.15. Funkce Φ : [0,∞)→ [0,∞) se nazývá orliczovská, pokud platí následující.

(i) Φ(0) = 0 a Φ(u) > 0 pro nějaké u > 0.

(ii) Φ je neklesající a konvexní.

Poznámka 3.16. Pro orliczovskou funkci Φ platí limx→∞Φ(x) =∞.

Důkaz. Buď Φ(u) > 0 a f(x) = Φ(u)
u
x, potom pro x ≥ u platí Φ(x) ≥ f(x). Je-li totiž Φ(x) < f(x), pak

pro λ = u
x
platí

λΦ(x) + (1− λ)Φ(0) = λΦ(x) < λf(x) =
u

x

Φ(u)
u

x = Φ(u) = Φ(λx + (1− λ)0),

což je spor s konvexitou Φ. Je tedy limx→∞Φ(x) ≥ limx→∞ f(x) =∞.

Definice 3.17. Nechť Φ je orliczovská funkce, f : E → R je měřitelná a µ je míra na E , označme

MΦ(f) =
∫

E

Φ(|f |)dµ.

Orliczovým prostorem nazýváme

LΦ(µ) =
{

[f ], f : E → R měřitelná, existuje a > 0 MΦ

(

f

a

)

<∞

}

,

kde [f ] označuje množinu funkcí, které jsou měřitelné a µ-skoro všude rovné f .
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Věta 3.18. Buď Φ orliczovská funkce a

‖[f ]‖Φ = inf
{

a > 0,MΦ
(g

a

)

≤ 1, g ∈ [f ]
}

pro [f ] ∈ LΦ(µ),

potom je ‖·‖Φ norma na L
Φ(µ) a (LΦ(µ), ‖·‖Φ) je Banachův prostor.

Důkaz. Viz [4], věta 2.1.11, část (a).

Dále zápisem f ∈ LΦ(µ) budeme mínit [f ] ∈ LΦ(µ) a definujeme ‖f‖Φ = ‖[f ]‖Φ.

Poznámka 3.19. Speciální volbou Φ(u) = up pro p ≥ 1 dostaneme LΦ(µ) = Lp(µ) a ‖·‖Φ = ‖·‖Lp(µ),

protože pro f ∈ LΦ(µ) je

‖f‖Φ = inf
{

a > 0,
∫

E

(

|f |

a

)p

dµ ≤ 1
}

= inf
{

a > 0,
1
ap

‖f‖pLp(µ) dµ ≤ 1
}

= ‖f‖Lp(µ) .

Lemma 3.20. Nechť Φ je orliczovská funkce, f ∈ LΦ(µ) a fn ∈ LΦ(µ) pro n ∈ N, potom ‖fn − f‖Φ → 0
právě tehdy, když MΦ(k(fn − f))→ 0 pro každé k > 0.

Důkaz. Viz [4], tvrzení 2.1.10, část (5).

Věta 3.21. Nechť K je fellerovské markovské jádro na E a existuje lokálně konečná míra µ na E taková,
že pro každou L ∈ E kompaktní existují cL <∞ a orliczovská funkce Φ splňující

‖ILKf‖∞ ≤ cL ‖f‖Φ (23)

pro všechny f ∈ Cb(E) ∩ LΦ(µ). Potom K je silně fellerovské.

Důkaz. Nechť G ∈ E je otevřená a µ(G) < ∞. Ukážeme, že K(·, G) ∈ Cb(E). Pro n ∈ N definujme
fn ∈ Cb(E) jako

fn(x) = min {1, ndist(x,E \G)} , (24)

potom je 0 ≤ fn ≤ IG a fn → IG na E. Kvůli tomu, že Φ je neklesající, platí také Φ(fn) ≤ Φ(IG), a tedy
je pro každé n ∈ N

MΦ(fn) ≤MΦ(IG) =
∫

E

Φ(IG)dµ =
∫

G

Φ(1)dµ = Φ(1)µ(G) <∞,

z čehož plyne fn ∈ LΦ(µ) a IG ∈ LΦ(µ). Protože IG − fn → 0 na E, je Φ(k(IG − fn)) → 0 pro každé
k > 0. Podle věty o majorizované konvergenci s majorantou Φ(k)IG je

lim
n→∞

MΦ(k(IG − fn)) = lim
n→∞

∫

E

Φ(k(IG − fn))dµ =
∫

E

lim
n→∞

Φ(k(IG − fn))dµ = 0,

tedy důsledkem lemmatu 3.20 je ‖IG − fn‖Φ → 0, z čehož plyne cauchyovskost {fn}n∈N
v prostoru LΦ(µ).

Podle předpokladu (23) pro m,n ∈ N platí

sup
x∈L

|Kfn(x)−Kfm(x)| = ‖ILK(fn − fm)‖∞ ≤ cL ‖fn − fm‖Φ . (25)

Dále z fellerovskosti K plyne Kfn ∈ Cb(E) pro každé n ∈ N, a tedy důsledkem (25) je, že
{

Kfn|L
}

n∈N

je cauchyovská v Cb(L). To znamená, že existuje h ∈ Cb(L), pro kterou platí Kfn|L → h stejnoměrně
na L. Zároveň však také platí Kfn → KIG = K(·, G), což plyne z věty o monotónní nebo majorizované
konvergenci. Z jednoznačnosti limity tudíž plyne h = K(·, G)|L, a tedy K(·, G)|L ∈ Cb(L). Buď {xn}n∈N

⊂
E konvergentní taková, že xn → x0, potom volbou L = {xn}n∈N

∪{x0} dostáváme K(xn, G)→ K(x0, G),
což znamená, že K(·, G) ∈ Cb(E).
Nechť {Bj}j∈N

⊂ E je posloupnost otevřených množin a pro každé j ∈ N platí µ(Bj) <∞, Bj ⊂ Bj+1

a Bj ր E. Existence této posloupnosti je dokázána v lemmatu 3.9. Pro j ∈ N definujme funkce hj ∈ Cb(E)
předpisem

hj(x) =
dist(x,Bj)

dist(x,Bj) + dist(x,E \Bj+1)
,
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potom hj ց 0, Khj ց 0 a K(·, E \ Bj+1) = KIE\Bj+1
≤ Khj. Z fellerovskosti K je pro každé j ∈ N

splněno Khj ∈ Cb(E), a tedy podle Diniho věty platí pro každou L ∈ E kompaktní

lim
j→∞

sup
x∈L

K(x,E \Bj) = 0.

Buď nyní B ∈ E libovolná otevřená, ǫ > 0 a j ∈ N pevné takové, že supx∈LK(x,E \ Bj) < ǫ
4 . Dále

buď {xn}n∈N
⊂ E, xn → x0. Protože platí µ(B ∩Bj) <∞, existuje podle dříve ukázaného n0 ∈ N takové,

že pro každé n > n0 je |K(xn, B ∩Bj)−K(x0, B ∩Bj)| < ǫ
2 . To ale znamená, že pro n > n0 je

|K(xn, B)−K(x0, B)| ≤ |K(xn, B ∩Bj)−K(x0, B ∩Bj)|+ 2 sup
n∈N∪{0}

K(xn, E \Bj) <
ǫ

2
+ 2

ǫ

4
= ǫ,

tedy K(xn, B)→ K(x0, B) a K(·, B) ∈ Cb(E). Podle lemmatu 1.9 dostaneme K(·, A) ∈ Cb(E) pro každou
A ∈ E , a tedy K je silně fellerovské.

Příklad 3.22. Buď K silně fellerovské, µ báze K a Φ(u) = u, potom podmínka (23) nemusí být splněna.
Takovým příkladem je jádro K na prostoru [0, 1) s bází tvořenou Lebesgueovou mírou λ a hustotou κ
definovanou následovně.

κ(0, y) = 1 a pro 0 < x < 1 je κ(x, y) =
{

1
x
+ 1− x 0 < y < x2,
1− x x2 ≤ y < 1.

Nejprve ukažme, že K je silně fellerovské. Buď tedy f ∈ bE a 0 < x1 < x2 < 1, potom platí

|Kf(x2)−Kf(x1)| =

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

f(y)(κ(x2, y)− κ(x1, y))λ(dy)

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∫ x21

0

f(y)
(

1
x2

− x2 −
1
x1
+ x1

)

λ(dy)

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∫ x22

x21

f(y)
(

x1 − x2 +
1
x2

)

λ(dy)

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

x22

f(y) (x1 − x2)λ(dy)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∫ x21

0

|f(y)|λ(dy)

∣

∣

∣

∣

1
x2

− x2 −
1
x1
+ x1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

x1 − x2 +
1
x2

∣

∣

∣

∣

‖f‖∞ (x
2
2 − x21)

+
∫ 1

x22

|f(y)|λ(dy) |x1 − x2| → 0, pokud |x2 − x1| → 0,

čímž je ukázáno, že Kf je spojitá na (0, 1). Je spojitá také v 0, neboť pro x > 0 je

|Kf(x)−Kf(0)| =

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

f(y)(κ(x, y)− 1)λ(dy)

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∫ x2

0

f(y)
(

1
x
− x

)

λ(dy)

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ 1

x2
f(y) (−x)λ(dy)

∣

∣

∣

∣

≤ 2 ‖f‖∞
∣

∣x− x3
∣

∣→ 0, pokud x→ 0.

Pomínka (23) z věty 3.21 ale pro K a orliczovskou funkci Φ(u) = u není splněna. Buď 0 < δ < 1
2 ,

ukážeme, že pro každé c <∞ existuje fc ∈ Cb([0, 1)) ∩ L1(λ) splňující
∥

∥I[0,δ]Kfc
∥

∥

∞
> c ‖fc‖L1(λ) .

Nechť 0 < xc ≤ δ je takové, že platí
1
xc
+
3(1− xc)
2

>
3c
2

(26)

a funkce fc je definována jako

fc(y) =







1
x2c

0 ≤ y < x2c ,

− y
x4c
+ 2

x2c
x2c ≤ y ≤ 2x2c ,

0 2x2c < y < 1.

Pro takovou fc platí fc ∈ Cb([0, 1)) ∩ L1(λ) a

‖fc‖L1(λ) =
∫ 1

0

fc(y)λ(dy) =
∫ x2c

0

1
x2c
λ(dy) +

∫ 2x2c

x2c

(

−
y

x4c
+
2
x2c

)

λ(dy) = 1 +
1
2
=
3
2
.
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Dále také

Kfc(xc) =
∫ 1

0

fc(y)κ(xc, y)λ(dy) =
∫ x2c

0

1
x2c

(

1
xc
+ 1− xc

)

λ(dy) +
∫ 2x2c

x2c

(

−
y

x4c
+
2
x2c

)

(1− xc)λ(dy)

=
(

1
xc
+ 1− xc

)

+
1− xc
2
=
1
xc
+
3(1− xc)
2

,

čímž s pomocí (26) dostáváme
∥

∥I[0,δ]Kfc
∥

∥

∞
= sup
0≤x≤δ

Kfc(x) ≥ Kfc(xc) > c ‖fc‖L1(λ) .

Poznámka 3.23. Za předpokladů věty 3.21 také platí, že za bázi K lze vzít míru µ.

Důkaz. Buď pro otevřenou G ∈ E , µ(G) < ∞, posloupnost funkcí {fn}n∈N
definována předpisem (24),

potom je pro x ∈ E

K(x,G) = KIG(x) = lim
n→∞

Kfn(x) ≤ lim
n→∞

cx ‖fn‖Φ = cx ‖IG‖Φ . (27)

Poslední rovnost v (27) je platná, protože ‖IG − fn‖Φ → 0, jak je ukázáno v důkazu věty 3.21.
Buď nyní A ∈ E splňující µ(A) = 0, potom podle lemmatu 1.8 existuje pro každé n ∈ N otevřená

Gn ∈ E , pro níž platí A ⊂ Gn a µ(Gn) < 2−n. Dále také platí

‖IGn
‖Φ = inf

{

a > 0,
∫

E

Φ

(

IGn

a

)

dµ ≤ 1

}

= inf

{

a > 0,
∫

Gn

Φ

(

1
a

)

dµ ≤ 1

}

= inf
{

a > 0, µ(Gn)Φ
(

1
a

)

dµ ≤ 1
}

≤ inf
{

a > 0,Φ
(

1
a

)

≤ 2n
}

→ 0 pro n→ ∞.

Důsledkem (27) je
K(x,A) ≤ K(x,Gn) ≤ cx ‖IGn

‖Φ → 0,

a tedy platí K(x, ·)≪ µ.

Poznámka 3.24. Pravdivost věty 3.21 zůstane zachována, uvažujeme-li platnost podmínky (23) pouze
pro

(i) f ∈ CK(E) = {f ∈ Cb(E), supt(f) je kompaktní} a E lokálně kompaktní, to jest pro každé x ∈ E
existují U ∈ E otevřená a K ∈ E kompaktní splňující x ∈ U ⊂ K.

(ii) f ∈ C∞
K (E) = C∞(E) ∩ CK(E) a E = R

n.

Důkaz. Nejprve ukažme, že pro f ∈ CK(E) platí f ∈ LΦ(µ). Buď tedy f ∈ CK(E), potom existuje L ∈ E
kompaktní taková, že f(x) = 0 pro každé x ∈ E \ L a protože je f spojitá, je také |f | < c pro nějáké
c > 0. µ je lokálně konečná, a tedy pro každé x ∈ L existuje Ux ∈ E otevřená taková, že µ(Ux) < ∞.
Zároveň {Ux}x∈L tvoří otevřené pokrytí L, z něhož lze kvůli kompaktnosti L vybrat konečné podpokrytí
{Ux1 , . . . , Uxk

}. Je tedy

µ(L) ≤ µ

(

k
⋃

i=1

Uxi

)

≤
k
∑

i=1

µ(Uxi
) <∞.

Celkově platí
∫

E

Φ(|f |)dµ =
∫

L

Φ(|f |)dµ+
∫

E\L

Φ(0)dµ ≤ Φ(c)µ(L) <∞,

což znamená f ∈ LΦ(µ).
Pokračování důkazu (i) a (ii) je analogické jako důkaz věty 3.21, jen s jinak definovanými aproximačními

funkcemi fk v rovnici (24), které musí pro G ∈ E otevřenou, µ(G) <∞, splňovat 0 ≤ fk ≤ IG, fk → IG a
fk ∈ CK(E) resp. fk ∈ C∞

K (E).
(i) : E je lokálně kompaktní, a tedy pro každé x ∈ G existují Ux ∈ E otevřená a Lx ∈ E kompaktní

takové, že x ∈ Ux ⊂ Lx. Zároveň {Ux}x∈G tvoří otevřené pokrytí G, takže ze separability E existuje
vybrané spočetné podpokrytí {Uxk

}k∈N
. Platí

G ⊂
⋃

k∈N

Uxk
⊂
⋃

k∈N

Lxk
.
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Označme
G−ǫ = {x ∈ G, dist(x,E \G) ≥ ǫ} , (28)

potom je G−ǫ ⊂ G a G−ǫ je uzavřená. Dále pro k ∈ N označme

Vk =
k
⋃

i=1

Lxi
∩G− 1

k ,

potom je Vk kompaktní, Vk ⊂ Vk+1, Vk ⊂ G a Vk ր G. Pro n ∈ N a x ∈ E definujme

fn(x) = min {1, ndist(x,E \ Vn)} .

Pro x ∈ G z otevřenosti G existují n0 ∈ N a δ > 0 takové, že pro všechna n ≥ n0 platí B(x, δ) ⊂ Vn. Tedy
dist(x,E \ Vn) ≥ δ a pro n ≥ n0 je

fn(x) = min {1, ndist(x,E \ Vn)} ≥ min {1, nδ} → 1.

Zároveň dist(x,E \ Vn) ≤ dist(x,E \ Vn+1), takže

fn(x) = min {1, ndist(x,E \ Vn)} ≤ min {1, (n+ 1)dist(x,E \ Vn+1)} = fn+1(x).

Celkově máme 0 ≤ fn ≤ fn+1 ≤ IG, fn → IG a supt(fn) ⊂ Vn, což znamená fn ∈ CK(E).
(ii) : Nechť G ⊂ R

n je otevřená. Pro k ∈ N jsou množiny Vk definované jako

Vk = [−k, k]n ∩G− 2
k

kompaktní a Vk ր G, kde pro ǫ > 0 je G−ǫ definována v (28). Buďte pro k ∈ N

Lk = V
1
k

k =
{

x ∈ R
n, dist(x, Vk) ≤

1
k

}

⊂ G

a ϕ 1
k
: Rn → R funkce sestrojené v příloze A. Platí ϕ 1

k
∈ C∞

K (R
n), supt(ϕ 1

k
) =

{

x ∈ R
n, ‖x‖ ≤ 1

k

}

a
∫

Rn ϕ 1
k
dλ = 1. Definujme aproximační funkce fk, k ∈ N, předpisem

fk(x1, . . . , xn) =
∫

{y21+...+y2n≤
1
k}
ϕ 1

k
(y1, . . . , yn)ILk

(y1 + x1, . . . , yn + xn)dy1 . . . dyn. (29)

Je-li (x1, . . . , xn) ∈ Vk, platí

fk(x1, . . . , xn) =
∫

{y21+...+y2n≤
1
k}
ϕ 1

k
(y1, . . . , yn)dy1 . . . dyn = 1,

protože dist(Vk,Rn \ Lk) ≥ 1
k
. Podobně fk(x1, . . . , xn) = 0, pokud (x1, . . . , xn) /∈ G. Zbývá ukázat, že

fk ∈ C∞
K (R

n). To však plyne z faktu, že parciální derivace libovolného řádu funkce ϕ 1
k
je spojitá, přesněji

tvaru (30) (viz příloha A), tedy lze zaměnit pořadí derivace a integrace.
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Přílohy

A:

Buď ϕ : Rn → R definována předpisem

ϕ(x1, . . . , xn) =
{

e
1

p(x1,...,xn) p(x1, . . . , xn) < 0,
0 p(x1, . . . , xn) ≥ 0,

kde p(x1, . . . , xn) = x21 + . . .+ x
2
n − 1. Indukcí ukážeme, že ϕ ∈ C∞

K (R
n). Předpokládejme, že

∂N

∂xN11 . . . ∂xNn
n

ϕ(x1, . . . , xn) =
q(x1, . . . , xn)
pk(x1, . . . , xn)

e
1

p(x1...,xn) (30)

pro p(x1 . . . , xn) < 0, N = N1 + . . .+Nn, k ≥ 0 a

q(x1, . . . , xn) =
d
∑

j1=0

. . .

d
∑

jn=0

aj1,...,jnx
j1
1 . . . x

jn
n ,

kde d ∈ N a aj1,...,jn ∈ R. Je-li N = 0, vztah (30) platí, stačí totiž uvažovat q(x1, . . . , xn) = 1 a k = 0.
Pro 1 ≤ i ≤ n po derivování (30) vychází

∂

∂xi

(

q(x1, . . . , xn)
pk(x1, . . . , xn)

e
1

p(x1...,xn)

)

=

(

∂
∂xi

q(x1, . . . , xn)

pk(x1, . . . , xn)
−
2kxiq(x1, . . . , xn)
pk+1(x1, . . . , xn)

)

e
1

p(x1...,xn)

−
2xiq(x1, . . . , xn)
pk+2(x1, . . . , xn)

e
1

p(x1...,xn) ,

což je opět funkce tvaru (30) pro nějaké jiné koeficienty k ≥ 0, q(x1, . . . , xn) a d ∈ N. Pomocí L’Hospitalova
pravidla se dá ukázat, že platí

q(x1, . . . , xn)
pk(x1, . . . , xn)

e
1

p(x1...,xn) → 0, pokud p(x1, . . . , xn)→ 0−,

takže ϕ má spojité parciální derivace všech řádů. Důsledkem je ϕ ∈ C∞
K (R

n).
Pro ǫ > 0 funkce ϕǫ : Rn → R definovaná předpisem

ϕǫ(x1, . . . , xn) =
ϕ
(

x1
ǫ
, . . . , xn

ǫ

)

∫

Rn ϕ
(

x1
ǫ
, . . . , xn

ǫ

)

dx1 . . .dxn

splňuje ϕǫ ∈ C∞
K (R

n), supt(ϕǫ) = {x ∈ R
n, ‖x‖ ≤ ǫ} a

∫

Rn ϕǫdλ = 1.
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