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Abstrakt

Diplomova prace se vénuje Russellové analyze Peanovy aritmetiky
tak, jak ji Russell podal spolu s A. N. Whiteheadem v knize Princi-
pia Mathematica a pozdéji v ponékud pristupnéjsi knize Introduction
to Mathematical Philosophy. Je podrobné zpracovana Russellova kritika
Peanovych axiomu a zpusob, jakym se pokusil tyto axiomy nahradit lo-
gickymi definicemi. Prace se dale vénuje Russellové teorii tiid a nahra-
zenim tiid vyrokovymi funkcemi, které je definuji. Je vysvétlena teorie
typu pro vyrokové funkce. Vsechny Russellovy definice a tvrzeni jsou
prevedeny do soucasné notace logiky a matematiky. Poté je jeho teorie
prirozenych ¢isel analyzovana z hlediska nestandardnich modelu tak, jak
je pojimame dnes. Na zavér prace jsou uvedeny dva konkrétni ptiklady,

v nichz jsou vyuzity v praci zavedené definice.
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Abstract

The aim of this thesis is Russell’s analysis of Peano arithmetic. This
analysis was presented by Russell and A. N. Whitehead in the book Prin-
cipia Mathematica and then in Russell’s book Introduction to Mathema-
tical Philosophy which provided this approach in a more accessible form.
The thesis focuses on Russell’s critique of original Peano axioms and his
effort to use only logical definitions instead of axioms. Another goal of
the thesis is Russell’s theory of classes and substitution of classes by
propositional functions. Furthermore, the type theory for propositional
functions is introduced and explained. All is converted into present-day
logical notation. Moreover, the non-standard models of Russell’s Peano
arithmetic are studied. Finally, there are two particular arithmetic exam-

ples illustrating the purposes of the thesis.
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1 Uvod

Ve své praci se vénuji analyze Peanovych axiomu podle Bertranda Rus-
sella. Peanovy axiomy se pokousi axiomatizovat aritmetiku. Russell vsak
ukazuje, ze tyto axiomy dovoluji, co se prirozenych pojmu tyce, ne-
konec¢né mnoho interpretaci. Klade duraz na to, ze zakladni pojmy, kte-
rymi jsou nula, ¢islo a ndslednik, musi byt presné definované, nikoli po-
nechdny na intuici. Intuice je to, co stoji na zacatku, pak uz prichazi
pouze striktni definice. V hlavni ¢asti prace si uvedeme vSechny tyto
Russellovy definice zakladnich pojmu, které vsak prevedeme do soucasné
matematické (logické) notace. Ukdzeme si napiiklad, ze ¢islo je jakousi
tridou vsech t¥id, které maji stejny pocet prvku a také, ze prirozend ¢isla
jsou v urcitém smyslu potomky nuly. Déale si ukazeme, co je potieba, aby
tyto definice byly cisté logické. Budeme se muset zbavit pojmu trida
ze vSech aritmetickych vyroku. Ukazeme si, jak kazdy vyrok o tiide
nahradit vyrokem o vyrokové funkci. K tomu si budeme muset zavést
slozitou hierarchii typu a fadu vyrokovych funkei. V neposledni fadé se
budeme vénovat nestandardnim modelum takto analyzované Peanovy
aritmetiky. Uvidime, jak volnd (nebo tésnd) je Russellova definice ptiro-
zenych cisel, jaka cisla skutecné zahrnuje.

Ve druhé kapitole si ukazeme Russelluv rozbor Peanovych axiomu
a v8echny jeho definice zdkladnich pojmu. Na zavér této casti si ukdzeme,
zda tyto definice skutecné nahrazuji Peanovy axiomy, zda v teorii pred-
lozené Russellem tyto axiomy umime dokazat.

Ve tret{ kapitole si ukdzeme Russellovu teorii tiid. Rekneme si, co
od tiid pozaduje a co je potieba pro nahrazeni tiid vyrokovymi funkcemi,
které je definuji. Ukazeme si postup, jak prevést vyrok o tiidé na vyrok
o vyrokové funkci a trochu si ho ztizime teorii typu.

Cturtd kapitola se vénuje nékterym dalsim vlastnostem ¢isel a jejich
definicim. Dulezité je v aritmetice samoziejmé sc¢itani, které si nadefinu-
jeme hned na zacatku. Také si fekneme par slov o nekoneénych c¢islech,
o usporadani ¢isel a o tom, jak lze pripadné definovat dalsi ¢isla.

Nestandardnim modelum se vénujeme v pdté kapitole. Ukazeme, ja-
kou podobu mé Peanova aritmetika dnes a jak vypadaji jeji nestandardni

modely. Pfipomeneme si definici ptirozenych ¢isel a pokusime se ukézat,



ze ji splnuji pouze (vSechna) konecn4 ¢isla.

Na zaveér si v sesté kapitole ukdzeme dva konkrétni priklady, na kterych
predvedeme zavedené definice. Dané piiklady nejdiive uvedeme v puvodni
Peanové aritmetice. Poté si je, s vyuzitim vSech definic, prepiseme do Rus-
sellovy teorie, jak je uvedena ve druhé kapitole. Nakonec si ukdzeme

v~/

kapitole.



2 Analyza Peanovych axiomu

V této kapitole si nejprve uvedeme puvodni Peanovy axiomy ve forme,
v jaké je publikoval roku 1889. Poté predvedeme Russellovu analyzu
téchto axiomu a jeho pokus o prevedeni na pouhé definice, které vychédzi
pouze z pojmu tiidy a z jazykovych pojmu. To znamena, ze Russellovym
cilem je v podstaté predvedeni logicismu (po tom, co se zbavi i pojmu
tfidy). Tomuto tématu se vénuje, spolu s Alfredem Whiteheadem, ve své
ziejmé nejznaméjsi knize Principia Mathematica. V této kapitole se vSak
budeme drzet spiSe pozdéjsi a pristupnéjsi knihy: Introduction to Mathe-
matical Philosophy. Na konci kapitoly si ukazeme, zda pomoci Russello-
vych definic skutecné dokazeme vsechny Peanovy axiomy. Ze vseho nej-

difve si vSak pojdme Fici par slov o Russellovi a samotnych Principiich.

2.1 Bertrand Russell

Bertrand Arthur William Russell, narozeny roku 1872 v anglické aris-
tokratické rodiné, byl vyznamny matematik, filosof a logik, ktery se
za svych krasnych 98 let zivota stihl vénovat mnoha dalsim odvétvim jako
napiiklad ekonomii, sociologii, psychologii, ndbozenstvi, politice a etice.
Napsal pres 50 knih a pres 4000 clanku a dil¢ich kapitol. Roku 1950 do-
konce ziskal Nobelovu cenu za literaturu. Puvodné vystudoval matema-
tiku a etiku na Cambridgeské université, kde také pozdéji urcitou dobu
pusobil jako kantor.

Russell si klade za svuj zivotni cil postavit matematiku na pevné
zéklady. Prvnim takovym pokusem a zaroven prvni knihou o logice jsou
Principles of Mathematics, které vysly roku 1903. Jak pise sam Russell
ve své autobiografii, obrovskym zlomem v jeho préaci se stalo setkani
s Giuseppem Peanem roku 1900, kdy se nadchl pro Peanovu formalni
notaci, ktera poskytovala nastroj pro logickou analyzu, coz byla véc, kte-
rou Russell jiz dlouho hledal. Roku 1901 vsak Russellovo nadseni z jeho
prace ponékud kazi objev tzv. Russellova paradoxu, ktery se nakonec
pokousi Tesit teorii typu, jejiz prvni nacrt vychazi pravé v Principles of
Mathematics. Teorii typu déle rozviji také v ¢lanku z roku 1908: Logic as
based on the Theory of Types.

Nejznaméjsim Russellovym dilem v oblasti logiky a matematiky je
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zcela jisté jeho vrcholné dilo Principia Mathematica, které napsal spolu
se svym ucitelem a pritelem Alfredem Northem Whiteheadem. Tii svazky
vysly postupné v letech 1910, 1912 a 1913. Puvodné mélo dilo mit jesté
¢tvrty dil vénujici se geometrii, ale nebylo nikdy dokonceno.

Russell s Whiteheadem na Principiich pracovali dohromady vice nez
deset let. Hlavnim Russellovym motivem bylo postaveni matematiky na
pevné zaklady, které nakonec nasel v logice.

Jejich spoluprace zacala jiz roku 1902, kdy shledali, ze maji spolec¢né
filosofictéjsi casti Principid, jako je rozsahly wvod, teorie deskripci a ta ¢ast
teorie, ktera tika, ze tiidy jsou pouhé logické fikce ¢i netplné symboly
a je tfeba je prevést na vyrokové funkce. Whitehead meél vétsi podil na
zavedeni symbolické notace, ktera je z velké ¢asti prevzata od Giuseppeho
Peana.

P1i patrani po pevnych zédkladech skonéili u snahy vystacit si s nékolika
logickymi axiomy a pravidly, ze kterych odvodi veSkeré matematické
pravdy. Velkou inspiraci ¢erpali z praci Gottloba Frega, ktery se téz
pokousi o logicismus a o logickou axiomatiku, jez se vSak ukazala byt
nedokonalou ze stejného duvodu, z jakého Russell musel pozménit své
puvodni uvahy, totiz Russellova paradoxu.

Russell se stal takika posedlym. Pokazdé byl s praci nespokojeny.
Vzdy, kdyz uz méli velkou ¢ast hotovou, Russell nasel néjaké nejasnosti
¢i nepresnosti. Stale nebyl dostatecné spokojen se samotnymi zaklady,
stale se mu nezdaly dost pevné.

Po takika deseti letech prace mélo konecné dojit k vydani prvniho
dilu. Autofi vSak byli vystaveni dalsimu strasnému zjisténi, ze naklada-
telstvi odmita jejich knihu vydat, jelikoz jim pfti kalkulaci a odhadu pro-
deje vysla zaporna cisla. Autoti nakonec prislibili zaplaceni ¢asti nakladua
a tak prvni dil roku 1910 spatril svétlo svéta.

Nakonec se Principia stala, spolu s Fregovym dilem, zédkladem mo-
derni matematické logiky, stejné jako jeji symboliky, za kterou vsak vdéci
téz Peanovi.

Prestoze se Russell pokousel o co nejpiesnéjsi dilo, Principia jsou vy-
stavena mnoha nejasnostem a pres rozsahly pocet stran bohuzel nedoslo

k presnému vyjasnéni a dodrzovani jednotlivych terminu. Dodnes jsou
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v Principiich mista, na jejichz interpretaci se nemohou filosofové a logici
shodnout.

Aby Russell obsah Principii ucéinil pristupnéjsi vétsi c¢tenarské obci,
vychézi v roce 1919 kniha Introduction to Mathematical Philosophy, ktera
oproti rozsahlym Principiim (majicich pres 1900 stran) ma pouhych
200 stran. Kniha obsahuje hlavni linii Principii popsanou bez slozitého

formalismu.

2.2 Logicismus

Logicismus je nazor rozvijejici se na prelomu 19. a 20. stoleti, ktery
tvrdi, ze matematika je pouhym rozsifenim logiky. Abychom vybudo-
vali matematiku, vystacime si pouze s objekty logiky, s logickymi zakony
a prirozenym jazykem. Hlavnimi ptredstaviteli logicismu byli Richard De-
dekind, Gottlob Frege, Bertrand Russell a Alfred North Whitehead.

Logicismus muzeme rozdélit na silnéjsi a slabsi [Ten13]:

o silnéjsi verze — veskeré matematické pravdy (néjakého konkrétniho

matematického oboru) dostaneme z logickych pravd

o slabsi verze — veskeré teorémy matematiky (dokazatelna tvrzeni)

dostaneme z téch logickych

2.3 Poznamka o notaci

Russell ve své dobé pouziva pochopitelné trochu jiny symbolicky zapis
nez my dnes. Viceméné se drzi zapisu, ktery zacal ve svych dilech pouzivat
Giuseppe Peano a pripadné jim se inspirujici Gottlob Frege.

Ukazme si par prikladu:

Russell Soucasnost
(z).0(x) (V) (z)
(Fz).(2) (Fz)ep(z)
(@):(Fy)-(z,y) (V) (Fy)e(z, y)
F: (FY) : px. =, Wlx. | F (FY) (Vo) (p(x) = Y!(2))

Kde tecky a dvojtecky po vzoru Peana v podstaté znamenaji zavorky
a smysl vykri¢niku si vysvétlime pozdéji pri zavedeni predikativnich funk-

ci. Jinak vidime, Ze se zapis v hlavnich liniich nelisi.
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V této praci budeme pouzivat moderni notaci i na mistech, kde se

jedna o puvodni Russellovy piiklady.

2.4 Peanova Aritmetika

Giuseppe Peano, slavny italsky matematik a jeden ze zakladatelu mate-
matické logiky, byl presvédéen, ze vSechna tvrzeni o prirozenych ¢islech
mohou byt odvozena ze tii zdkladnich ideji a deviti axiomu, samoziejmé
spolu s cistou logikou. Zaroven se v té dobé rozmohl néazor, zastavany
i Peanem, ze veskera matematika je redukovatelnd na aritmetiku. Po
nékolik desetileti se tedy matematici pokouseli axiomatizovat aritmetiku
s cilem axiomatizovat veskerou matematiku.

Peano své axiomy poprvé uvadi v roce 1889 v 36strankovém spise
Arithmetices principia, nova methodo exposita. Uvedme si puvodnich
9 axiomu podle knihy [Pea67, str. 94], prevedenych do modernéjsi no-

tace:

1.1eN

2.ae N=a=a

3. a,be N=(a=0b)=(b=na)

4. a,b,ce N=(a=bAb=c)=a=c
5. (a=bANbEN)=aeN

6. ae N=(a+1)eN
7.0beN=(a=b=(a+1=0b+1)
8. ae N=-(a+1=1)

9. (ke KNlekhNz e NNz ek =, z+1€k))=(ae N=ack)

Deviéty axiom je axiom indukce, ktery lze pterikat nésledovné: Kdyz
k je meprdzdnd trida, kterd obsahuje prvek 1 a s kaZdym prvkem do k
patri i jeho ndslednik, pak je v tridé obsazeno kazZdé ¢islo. Symbol K nam

znaci tfidu neprazdnych ttid.
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Jak vidime, prvnim c¢islem byla jednicka, brzy vsak ptesel na dnes
obecné pojeti prirozenych ¢isel zac¢inajicich nulou. Axiomy 2-5 odkazuji
k symbolu identity, ktery Peano bere, spolu s 1, N (pfirozenymi ¢isly),
a+ 1 (naslednikem), jako nedefinovany.

Déle zavadi definice pro s¢itani, odéitani a byt mensi nez:
eabeN=a+(b+1)=(a+b)+1
eagbeN=(b—a=c< (e NAx+a=0))

eabeN=a<b=(b—a#A)

2.5 Interpretace Peanovych axiomiu

Postupem casu Peano mirné upravuje notaci, zpusob dokazovani a nako-
nec se i prestavaji uvadét axiomy identity, jakozto axiomy logiky, kterd
stoji v pozadi. Pojd'me se nyni podivat, jak si pro své potieby definuje Pe-
anovu aritmetiku Russell ve své knize [Rus93a]. Uvadi ji jako pét axiomu
— zakladnich tvrzeni, které hovoii o tfech nedefinovanych symbolech —
zakladnich idejich:

Zakladni ideje: 0, c¢islo, naslednik

Zakladni tvrzeni:
1. 0 je ¢islo.
2. Naslednik jakéhokoliv cisla je cislo.
3. Zddnd dvé éisla nemaji stejného ndslednika.
4. 0 neni ndslednik Zadného cisla.

5. Jakdkoliv vlastnost ndlezici 0 a také nasledniku kazdého cisla, ktery
md danou vlastnost, nadlezi véem cislum. (princip matematické in-
dukce)

Peano zavadi formdln{ znak A pro nepravdu ¢i nesmysl. [Pea67, str. 87]
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Na zacatku si nadefinujeme, ze ndslednik 0 je 1, ndslednik 1 je 2, a tak
dale. Neni tézké ukazat, ze Peanovy axiomy nam zarucuji, ze muzeme
v definici cisel takto pokracovat, jak dlouho chceme, a nedojdeme ani
k ¢islu, které jsme jiz definovali (3. axiom), ani k 0 (4. axiom), a ze kazdé
¢islo nélezi do této rady (2. axiom).

Tento pristup vsak neni dostacujici. Russell ukazuje, ze Peanovy tfi
zakladni ideje, ponechané bez dalsi analyzy, umoznuji mnoho ruznych
interpretaci [Rus93a, str. 7|. Napiiklad:

e Miuzeme za 0 vzit 100 a ¢isla pak budou 100, 101, 102, ... Dodrzeli

jsme vsSechna Peanova tvrzeni.

e Muzeme ponechat nulu nulou, ale Tici, ze ¢isla jsou pouze suda ¢isla
a naslednik znamena pricteni dvojky: 0, 2, 4, ... Opét jsme dodrzeli

vSechna Peanova tvrzeni.

Méme samoziejmé pocit, Ze tu neni néco v poidadku. Vzdyt my piece
vime, ze takto ¢isla nefunguji, vime, co jsou ¢isla. Muzeme si tim vSak bez
presné definice byt jisti? Muzeme si byt jisti, ze vSichni vnimame ¢isla
stejné? Hlavnim cilem matematické filosofie je vyjasnit co nejpresnéji
vSechny terminy, které pouzivame, a co nejdale oddalovat véty typu:
,, VSichni vime, co myslime nulou.*

To si presné bere za svuj kol Russell. Pokousi se pouze logickymi
pojmy a pojmy prirozeného jazyka striktné definovat pojmy jako je ¢islo,
naslednik a nékolik dalsich. Z téchto pfirozenych definic se poté snazi
logicky odvodit vSsechny Peanovy axiomy a pokusit se tak o predvedeni

logicismu.

2.6 Definice zakladnich pojmu

Jak jsme zminili, Russell kritizuje Peana, Ze se podrobnéji nezabyva
zakladnimi pojmy jako je ¢islo, nula a naslednik. Proto Russell nejprve
vénuje své usili bezchybné definici ¢isla. Snazi se o takovou definici, ktera
by presné kopirovala intuici. V kapitole 2 [Rus93a] rozviji své myslenky
a uvadi priklady, co by ¢islo mohlo a nemohlo byt. Naptiklad tika, ze
¢islo 3 pochopitelné neni identické se souborem (ti{) termu, ale je to

néco, co maji vSechny trojice spolecné, a co je odlisuje od jinych souboru.
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Tohoto nézoru se poté drzi ve svych presnych definicich, které uvadime
dale.

Nékde vsak pteci jen potiebujeme zacit, musime prijmout néjaké po-
jmy, které nejdou déle analyzovat. Russell je presvédcen, ze soubor je
néco zcela intuitivniho, o ¢em si muzeme dovolit mluvit a vzit to jako
zakladni kamen bez dodateénych vysvétleni. VSichni mame zcela jasnou
predstavu o tom, co je soubor néjakych véci (soubor libovolnych objekti).
Takové pojeti souboru muzeme pouzit v zékladech matematiky.

Misto souboru termi bude Russell pozdéji pouzivat pojem t#ridy?.
Pojem tiid je vSak uz velmi problematicky, jak si ukdzeme pozdéji v ka-
pitole 3. Musime s nim proto zachéazet opatrné.

Nez pristoupime k samotnym Russellovym definicim, pripomenme si

par pojmu, které budeme pouzivat:

e Vyrok je tvrzeni, u kterého je smysluplné uvazovat, zda je pravdivé

nebo nepravdivé.

o Vyrokovd funkce je tvrzeni s (minimélné jednou) volnou proménnou,
za kterou kdyz dosadime néjaky term, vznikne vyrok. Tedy je to

funkce, jejimiz hodnotami jsou vyroky.3

o Charakteristickd funkce ttidy je takova funkce, ktera pro prvky spa-

dajici do tiidy dava pravdu a pro ostatni nepravdu.

Nyni jiz muzeme pristoupit k samotnému Russellovu pokusu o analyzu
Peanovych axiomu, respektive o nahrazeni axiomu pouhymi prirozenymi

¢i logickymi definicemi. Zakladem jsou pro Russella termy a vlastnosti:

Termy Co je pro Russella term, onen zakladni prvek, ze kterého pak
sklada tifdy?* V podstaté cokoliv, o ¢em muZeme mluvit, tedy bud véci
(oznacované vlastnimi jmény), nebo pojmy (oznacované ostatnimi slovy).
Ptesné to pise v [Rusl0, str. 44]:

2Vzhledem k tomu, Ze Russelliv pojem tiida vychézi z pojmu soubor objektii,
predpokladam, ze tfidy nemohou obsahovat néjaky prvek vicekrat.

3Russell pokud hovoii o funkcich, tak ma na mysli vyrokové funkce (propositional
funkction). Stejné tak tomu bude vétsinou i v této préci.

4V origindle pouzivané slovo terms piekladam do éestiny slovem termy, mimo jiné

kvuli podobnosti se sou¢asnym pojetim termu v logice.
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,Cokoli muze byt predmétem mysleni, nebo se muze vysky-
tovat v néjakém pravdivém nebo nepravdivém tvrzeni, nebo
slovo ve filosofickém slovniku. (...) Clovék, okamzik, ¢islo,
trida, relace, chiméra nebo cokoli jiného, co muze byt zminéno,
je urc¢ité term. A popfit, ze takova a takova véc je term, musi

byt vzdy nepravdivé.“5

Russellovy termy jsou tedy zakladnimi prvky naseho systému. V sou-
casné logice se udava presnd definice termu (jsou to objektové proménné,
konstanty a funkéni symboly aplikované na termy), kterd do urcité miry
Russellovu pojeti odpovida. Term je zakladnim kamenem, neni formuli,

ale udava, o ¢em se v logice muze mluvit.

Vlastnosti Vlastnosti pritazujeme termum. Vlastnosti je napiiklad:
,byt cerveny“. Z dnesniho hlediska bychom rekli, Ze vlastnosti jsou pre-
dikaty nebo i spojeni predikatu, v urc¢itém smyslu vlastné formule. Jak-
mile ma vlastnost volnou proménnou, tak nam vznika vyrokova funkce:

»t je cervené®, formalné pak «(t).

Jazyk Jesté nez zacneme se samotnymi definicemi, uvedme si, co bude
nas jazyk a jaké symboly budeme pouzivat. Jak jsme si jiz uvedli, budeme
pouzivat notaci moderni predikatové logiky a pokusime se udrzet rozliseni

proménnych:
e proménné pro termy: t,tq, o, . ..
e proménné pro vlastnosti: «, 3, ...
e proménné pro tiidy: I', A, ...
e promeénné pro relace: R, L, S, ...

e proménné pro funkce: f,c, ...

logické konstanty: A,V, —, -, <>

e kvantifikatory: V, 3

5Tento i véechny ostatni preklady citaci a definic jsou mé vlastni.
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e symbol pro relaci nalezeni: €
e symbol pro relaci rovnosti: =

e metasymboly: & =

Tridy I, A,...
['={t | a(t) pro urcité a}

Trida je soubor termu, ktery je definovany urcitou vlastnosti («).
Zdalo by se tedy, ze libovolnd vlastnost vydéluje ttidu. To bychom se vsak
vystavovali Russellovu paradoxu — tfidé tiid, které nenalezi samy sobé.
S vlastnostmi a obecné s funkcemi musime proto zachazet opatrné. Veétsi
podrobnosti uvidime v kapitole o tiidach, kde fekneme, ze tiidu vydéluji

predikativni vlastnosti, které jsou rozdéleny do slozité hierarchie.

Podobnost tfid L
L(I';A) & (3R)(I'RA), kde R je relace, kterd je 1-1

Jedna trida je podobné druhé, kdyz existuje 1-1 relace, pro kterou prvni
tiida (I") je jeji definicni obor a druhd tiida (A) je jeji obor hodnot
[Rus93a, str. 17].°

Russell ve své definici podobnosti uvadi, ze relace R musi byt 1-1.
Pticemz relace je 1-1 pravé tehdy, kdyz pro libovolné prvky x,y spliuje
nasledujici: pokud plati z Ry, pak neexistuje =’ takové, ze 2’ # x a 2’ Ry
a naopak pokud plati xRy, pak neexistuje 3’ takové, ze iy # y a xRy’
Jinak feCeno, pro kazdy prvek z I' existuje maximalné jeden prvek z A, se
kterym je v relaci R, a zaroven pro kazdy prvek z A existuje maximalné
jeden prvek z I', se kterym je v relaci R.

K tomu, abychom ftekli, ze pro kazdy prvek z I' existuje prdve jeden
prvek z A a naopak, vsak potfebujeme, aby mezi I' a A existovala bijekce.
To znamend funkce, kterd je nejen prostd (tedy 1-1), ale i na. Funkee je
na, pokud kazdy prvek z cilové tfidy (A) ma svuj vzor. S tim ale zfejmeé

Russell pii své definici 1-1 relace pocita.

5Pokusim se v nésledujicim textu vyvarovat jiného pouziti slova podobnost, nez

jsme uvedli v této definici, vzdy to vSak bude jasné z kontextu.
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Podivejme se na to, jaké vlastnosti mé L. Kazda tiida je samoziejmé
podobna sama sobé — pro libovolnou I' plati L(I',T"). Zaroven plati-li
L(T',A) a L(A,Q), pak L(I', Q). A nakonec plati-li L(T', A), pak plati
L(A,T). Jinak fe¢eno podobnost tiid je reflexivni, tranzitivni a symet-
ricka relace.

Evidentné plati, ze jsou-li dvé tiidy podobné, potom maji stejny pocet
termu. To ndm zajistuje to, Ze relace R musi byt 1-1. Dnesn{ terminologii

bychom tekli, ze dvé tiidy, které jsou si podobné, maji stejnou mohutnost.

Cislo t¥idy c(T')
() ={A | LT, A)}

Cislo tifdy T je tiida viech téch tiid, které jsou ji podobné [Rus93a,
str. 18].

Nadefinovali jsme si c(I') tak, ze je to pro nds funkce, kterd tiide
I' pritadi tfidu tiid. Vezmeme-li si naptiklad tfidu I obsahujici dvojici
prvku: {¢1,t5}, pak éislo tifdy T' bude tiida vSech dvojic, tedy tiida ob-

sahujici pravé vsechny takové tiidy, které obsahuji dvojici prvku:

{{tla t?}a {tS, t4}, {ts, tﬁ}, . }

Neformalné takovéto tiidé tiid budeme fikat ¢islo 2. To ndm usnadni
pouzivani pojmu ¢isla tiidy ve vétach. Vzdy si ale u zapisu 2 a dalsich

¢isel musime uvédomit, ze mluvime o tridé ttid.

Cislo ¢

(A0)(c =c(I))
Cislo (obecng) je cokoli, co je ¢islem néjaké tifdy [Rus93a, str. 19]. Jinak
feceno, ¢isla jsou prvky oboru hodnot funkce ¢ (¢islo tiidy).

Mozna to neni zcela nejintuitivnéjsi predstava ¢isla, ale je dulezité, ze
jsme se zde vyhnuli definovani v kruhu, coz je Russelluv cil. Nejdtive jsme
nadefinovali ¢islo tridy, bez pouziti pojmu ¢isla a az poté jsme definovali
céislo.

Musime vSak dat pozor na to, ze nase definice slouzi pouze k defi-
novéani (libovolné velkych, ale) koneénych ¢isel. Relace podobnosti, kterd

je zalozena na 1-1 relaci, totiz na nekonecnych souborech termu nefunguje
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presné tak, jak bychom pro nase ucely potiebovali. Lze totiz dokéazat, ze
napiiklad mezi tiidou vSech ptirozenych cisel a tiidou vsech celych cisel
existuje relace 1-1 (viz napf. kapitola 6 [BS86]).

Dilezity je také posun, ktery déla Russell oproti Fregové tiidové de-
finici ¢isel. A¢ jsou tyto dvé teorie zpocatku velmi podobné (Russell se
nechava Fregem inspirovat), v nékolika dulezitych bodech se lisi. Jeden
z nich je Russelliv pohled na tiidy. Jak jsme jiz zminili a jak jesté po-
drobné rozebereme, ttidy jsou pro Russella pouhé logické fikce, zastupné
znaky, které nemaji existenci samy o sobé. Proto Russell nepfipousti,
ze by tiida obsahujici vSsechny jednoprvkové tfidy mohla také obsahovat
t¥idu obsahujici tuto tridu. Jinak feceno, nazveme-li tifidu vSech jedno-
prvkovych tiid

1= {{ts}, {2}, {ts},.. .}

potom se u Russella nemuze stat:

L= {1}, {t:}, {ta}, {ts}, .. .}

Tomuto Russell tika zmatend typi. Ve své teorii typu rozdéluje do ruznych
typu termy, tiidy termu, tfidy t¥id, atd. Oproti tomu ve Fregové teorii

se tomuto problému nevyhneme.

Nyni jiz muzeme pristoupit k definicim pojmu nula a ndslednik, ze
kterych poté nadefinujeme pojem prirozeného c¢isla. Abychom vsak mohli
postoupit tak daleko, musime si uvést, ze Russell prijima Peanuv paty
axiom, matematickou indukei, ne jako princip, ale jako definici. Riké, ze
na néktera ¢isla tuto definici muzeme aplikovat a na néktera ne. Nade-
finujeme si prirozend ¢isla tak, ze to budou pravé ta cisla, na které lze
matematickou indukei aplikovat. Princip matematické indukce muzeme
totiz dle Russella preformulovat jako: co muze byt odvozeno z dalsiho na
dalsi, muze byt odvozeno z pruniho na posledni [Rus93a, str. 27]. Pficemz
to pochopitelné muze nastat pouze tehdy, je-li pocet prostiedniki (pocet
kroku mezi prvnim a poslednim) kone¢ny, coz znamend, ze matematicka
indukce bude platit praveé pro ta cisla, ktera jsou koneéna. Nesmime vsak
zapominat, ze mluvime o puvodni druhotfadové matematické indukci, ne
o indukci jak ji pouzivame dnes. Podrobné se tomuto tématu budeme

vénovat v kapitole 5. Nyni pokracujme v definicich zakladnich pojmu:
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Nula 0

0={0}
Nula je tiida, jejiz jediny ¢len je prazdnd tifda’, pficemz prazdnd tiida
je tiida neobsahujici zadny term [Rus93a, str. 23].

Lze to zapsat také jako 0 = {{}}, ale budeme se drzet prvniho
zpusobu, protoze se zda byt o néco prehlednéjsi a v teorii mnozin dnes
pouzivdme symbol () pro préazdnou mnozinu.

O prézdné tiidé lze tici, ze ji vydéluji vSechny sporné vlastnosti, ¢i
jakékoli jiné nesmyslné vlastnosti, pro které neexistuje zadny prvek, ktery
by je splnoval.

Musime si dat velky pozor u této definice a nikdy nezaménovat prazd-
nou tiidu s nulou. Nula je specialni druh t¥idy ttid, je to tiida obsahujici
pravé jednu tfidu. Prazdna tiida je tiida neobsahujici zadny prvek.

Podivejme se na to, zda nula je skutecné ¢islem (coz je vlastnost,
kterou bychom chtéli, aby nula spliiovala). Pouzijeme-li nasi definici po-
dobnosti, pak c(@) = {A | L(0,A)}. K tiidé neobsahujici zadny pr-
vek muzeme libovolnou 1-1 relaci priradit opét pouze tfidu neobsahujici
zadny prvek, dostaneme proto ¢(f)) = {}. Nula je tedy zdroven cislem

ttidy a z definice cisla obecné i ¢islem.

Naslednik S
S(e(T)) = (T U {t}), kde t ¢ T.

Naslednik poctu termu ve tiidé I' je pocet termu ve ttidé obsahujici I'
spolu s t, kde t je term nenélezici do tiidy I [Rus93a, str. 23]. (Russell pise
pocet terma ve tridé, coz neni definovany pojem, proto budeme pouzivat
v definici éislo tridy, coz je zéroven i ¢islo.)

Naslednik v Russellové pojeti je funkce mezi ¢isly, ktera nejprve pro
danou T" vytvoii nékolik tiid (pro libovolny term, ktery I' jesté neobsa-
huje: T U {t1}, T U {ta},...), které jsou si ale vSechny podobné, existuji
mezi nimi 1-1 relace, takze maji stejné ¢islo tridy.

Neformalné vidime, ze naslednik ¢isla tridy I by mél mit praveé o jedno
vétsi mohutnost nez ¢islo tridy I', protoze jsme pridali pravé jeden term
(S(c(I")) = (") + 1, jak to puvodné definuje Peano).

7Anglicky null-class.

21



Dédi¢éna vlastnost DV
a € DV < (Ve)(alc) = a(S(c)))

Vlastnost je dédiénd v sérii (ptrirozenych) cisel, kdyz nélezi-li ¢, pak nélezi
také nésledniku ¢ [Rus93a, str. 21].

Neformalné feceno, bude-li ¢islo ¢ majici vlastnost a napiiklad 100,
pak je to dédicnd vlastnost, pokud ji ma i naslednik ¢isla ¢, tedy 101.
Jakmile vsak vlastnost o ma 101, pak ji musi mit i naslednik ¢isla 101,
¢islo 102. Takto musime postupovat dale a déle, lze tedy pouzit mate-
matickou indukci a vidime, ze vlastnost je dédiéna prave tehdy, kdyz ji
maji i vSechna ¢isla vétsi nez 100.

To ndm nabizi trividlni priklad dédiéné vlastnosti: byt vetsi nez 100.
Pro kazdé ¢islo, které je vétsi nez 100 plati, ze i naslednik tohoto ¢isla
je veétsi nez 100. Pozdéji si ukazeme, ze dulezitym piikladem dédicné
vlastnosti je byt konecné cislo.

Vsimnéme si, ze dédicna vlastnost, stejné jako vétsina ostatnich vlast-
nosti, pékné koresponduje prirozenému pojeti této vlastnosti. Vlastnost
je dédicna, kdyz ji maji mé déti, jejich déti, déti jejich déti, atd. To

znamena, ze ji maji mi naslednici.
Dédicna trida DT
'e DT < (Ve)(ce T — S(c) € T)

Tiida je dédi¢na, jestlize je-li ¢islo ¢ clenem tiidy, pak néslednik ¢ také
[Rus93a, str. 22].

Dédi¢na tiida ma velmi podobné vlastnosti jako dédicna vlastnost:
je-li dané ¢islo ¢ naptiklad 100, pak tifida obsahujici 100 je dédi¢na,
pokud obsahuje i néslednika ¢isla 100, ¢islo 101. Jakmile vsak obsa-
huje ¢islo 101, musi obsahovat i 102, tedy i 103 a takto muzeme po-
kracovat. Ttida obsahuje spolu s ¢ = 100 i S(c), S(S(c)), atd. Vypada
tedy nédsledovné: {100, 101,102,103, ...}, obsahuje vSechna ¢isla vétsi nez

c. Zaroven dédicnd tiida obsahujici ¢ = 100 muze vypadat i nasledovneé:
{98,99,100, 101,102, ...}
{0,1,2,...,100,101, 102, ...}
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Z nasich definic plyne, Ze kazda dédicna vlastnost urcuje dédicnou
tiidu. Plati-li vlastnost « o ¢, pak plati i o S(c), atd. Vlastnost a tedy
vydéluje tiidu obsahujici ¢, S(c), atd. Viditelné je to na piikladé dédiéné
vlastnosti: byt vétsi neZ c, ta urcuje pravé tiidu obsahujici ¢ a vSechna

veétsi cisla.
Induktivni vlastnost IV

aelV & (ae DV Aa(0))

Vlastnost je induktivni, kdyz je to dédicnd vlastnost pattici nule [Rus93a,
str. 21].

Uvidime, ze vlastnost je induktivni, pokud nalezi kazdému pfiroze-
nému ¢islu. Diky tomu také Russell pro prirozend cisla nékdy pouziva
termin induktivni cisla. Induktivni vlastnost splinuje prvni ¢ast matema-

tické indukece.

Induktivni tiida T
'elTe (IT'eDI'AN0eT)

Tiida je induktivni, kdyz je to dédicna tiida, jejimz clenem je nula
[Rus93a, str. 21].
Pro ptirozena cisla, jak hned uvidime, si zvolime takovou definici, ze

budou tvorit induktivni tridu.

Potomci éisla P
P(e)=({I'|T € DT aceT}

Potomci daného (ptirozeného) ¢isla ¢ (s ohledem na relaci bezprostredni
predchidce) jsou vSechny termy patiici kazdé dédiéné tiidé, do které
dané ¢islo nalezi. Kde relace bezprostredni predchidce je opaénd k relaci
(funkci) naslednik. [Rus93a, str. 22]

Jinak Teceno, je to vlastné nejmensi trida, kterd spliiuje pozadované
vlastnosti, totiz ze obsahuje dané ¢islo ¢ a ze je to dédi¢na trida. Ukazme
si, opét ne zcela formalné, konkrétni piiklad: vezméme si ¢ = 5, potom

napiiklad ¢ € {3,4,5,6,7,...}, ¢ € {4,5,6,7,...} ac € {5,6,7,...}.
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Potomci ¢ jsou nadefinovéni jako prunik vsech téchto tiid: {5,6,7,...}.
Tuto definici spliuje vzdy pravé jedna tiida.

Je jasné, ze potomci libovolného ¢isla musi byt opét ¢isla, protoze
relace naslednika je definovana tak, ze kazdému ¢islu priradi vzdy (prave
jedno) ¢islo, a dédicnd tiida je definovéna prévé z relace naslednika.

Diky nasim definicim potomek néjakého ¢isla je vzdy neprazdna tiida,
protoze existuje vzdy minimalné jedna tiida, ktera je dédicnéd a obsahuje
dané ¢islo, a zaroven, je-li vice tiid, které jsou dédiéné a obsahuji dané
¢islo, pak v pruniku téchto t¥id bude minimélné dané ¢éislo.

Kvuli technickym formalitdm délame maly ustupek od intuitivniho
pohledu na potomky v prirozeném jazyce, ktery nam rika, ze nejsem po-
tomkem sam sebe. Pro potreby definice prirozenych ¢isel, kterd bude nyni
nasledovat, pravé z definice potomku ptijimame, ze kazdé ¢islo je potom-
kem sebe sama. Kdo méa ostatné vice dédi¢nych vlastnosti nez pravé on

Sam.

Ptirozena cisla n

ceN & ce P(0)
Ptirozena cisla jsou potomci 0 s ohledem na relaci bezprostiedniho pted-
chudce [Rus93a, str. 22].

7, predchozi definice potomku to znamena, ze jsou to takova cisla,
kterd nalezi do vsech dédi¢nych tiid, které obsahuji nulu (nalezi do vsech
induktivnich t¥id). Pfirozend ¢isla jsou t¥idou termu, kde termy jsou ¢isla
(tFidy t¥id). To splnuje prave tiida: {0,1,2,3,...}, presné takova tiida,
kterou bychom chtéli. Dnes se pro tuto tiidu pouziva oznaceni IN.

Ptirozena cisla jsou pravé ta c¢isla, kterd splnuji matematickou in-
dukci. Ke kazdému pfirozenému ¢islu umime dojit z nuly krok za kro-
kem pomoci funkce néslednika. Kazdé prirozené ¢islo je proto koneénym
¢islem. Russell to nerozebira tak podrobné, jak by bylo tfeba, my se na
toto téma zamérime velmi podrobné v kapitole 5.

Russell z duvodu, ze ptirozena ¢isla jsou pro néj presné ta cisla, ktera
splnuji matematickou indukci, hovoii o prirozenych ¢islech ve stejném
kontextu jako o induktivnich cislech. Dale mluvi-li o kardinalnich cislech,
pak ma na mysli ¢isla tfid, coz jsou pro néj cela cisla tak, jak je bézné

uzivame, a nékterd nekonecnd ¢isla. Mluvi-li o ¢islech bez ptivlastku,
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pak mluvi o kardinélnich ¢islech. My si definice dalsich ¢isel (celych, ra-

cionalnich, atd.) nechdme do kapitoly 4.

Uved'me si jen na okraj pomérné prekvapivé pozorovani ohledné Rus-
sellovy prace. Ve svych definicich zédkladnich pojmu, které jsme se nyni
pokusili uvést, striktné nerozlisuje terminy ¢éislo (c) a prirozené ¢islo (n).
Uz u definice dédi¢né vlastnosti a dédicné tridy, kterou pak pouziva pro
presnou definici ptirozenych ¢isel, pouziva pojem prirozeného ¢isla. My
uvadime definici pomoci ¢isla (obecné), jinak to ani neni mozné, pokud
nechceme definovat kruhem, coz je pfesné to, proti cemu Russell bojuje.
Nutno vsak podotknout, ze se d& nahlédnout, ze pfirozena ¢isla (n) jsou
tiidou ¢isel (c), ktera jsou potomkem nuly, a proto se nedopousti velké
chyby. Je to vSsak trochu prekvapivé u Russella, ktery hlasa, ze chce ve

své praci dosahnou naprosté presnosti a jednoznacnosti.

2.7 Nepotiebnost axiomu

V predchozi sekci jsme si nadefinovali Peanovy zékladni ideje pouze po-
moci tiid a ideji logiky, pricemz pojem ptirozeného cisla jsme definovali
pomoci zbylych dvou ideji (nula a néslednik). V kapitole 3 ukézeme, ze
tfidy umime v podstaté prevést na vyrokové funkce, které je definuji, a
diky tomu budeme umeét Peanovy zédkladni ideje nadefinovat pouze po-
moci ideji logiky:.

Ted si jesté ukdZzeme, Ze se nam podatilo definovat zakladni pojmy
tak, ze jiz neni zapotrebi explicitnich Peanovych axiomu, ale Ze vSechny
axiomy z téchto definic vyplyvaji.

Proberme si postupné pét Peanovych zakladnich tvrzeni a ukazme si,

ze je umime z nasich definic logicky odvodit:
1. 0 je prirozené cislo
U definice nuly jsme si ukazali, ze nula je ¢islo. Pfirozena cisla jsou
vSechna ¢isla, ktera jsou potomkem nuly. Presné z toho duvodu

jsme si nadefinovali potomky tak, Ze libovolné ¢islo je potomkem

sebe sama — nula je potomkem nuly, tedy je to pfirozené cislo.
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2. Ndslednik jakéhokoliv prirozeného cisla je prirozené cislo
Naslednik je funkce, kterd priradi ¢islu tiidy jiné ¢islo tifdy. Cislo
tiidy je vzdy zéroven i ¢islem (obecné). Je-li dané éislo prirozené
¢islo, to znamena, ze je to ¢islo, které nalezi do potomku nuly, pak
i naslednik takového ¢isla je potomkem nuly (z definice potomku

vychdazejici z dédiéné tiidy), a proto prirozenym cislem.

3. Zadna dvé prirozend cisla nemagi stejného naslednika

Zde muze nastat problém, pokud by universum bylo konecné. Pred-
pokladejme, ze by byl pocet individui v universu 10. Néaslednikem
10 je 11, coz by ale byla prazdna tiida (neméla by zadny ¢len, niceho
by nebylo 11). Néslednikem 11 je 12, coz by ale opét byla prazdné
tiida, takze 10 a 11 by mély stejného naslednika. My vsak (prave
i z téchto duvodu) budeme predpokladat, ze pocet individui v uni-
versu neni konec¢ny. Prirozend ¢isla jsou ¢isla a z definice néslednika
vidime, ze néaslednik vznikne pridanim pfesné jednoho termu a tak
neni mozné, aby dvé ruznd ¢isla méla stejného néslednika. Budeme-
li postupovat obménou: mame-li dva nésledniky S(c1) a S(cz), kteti
se rovnaji (existuje 1-1 relace R mezi jejich termy), pak i ¢isla ¢;
a ¢y, kterd vzniknou odebranim jednoho termu, musi byt stejna,
muzeme totiz z prvni tiidy odebrat libovolny term ¢ a z druhé
tiidy odebrat term, ktery byl puvodné s t spojen 1-1 relaci R
a na ostatnich termech nam zustane zachovana relace R, takze ttidy

budou opét podobné.

4. 0 neni ndslednik Zadného prirozeného cisla

Ptirozena cisla jsou definovana jako potomci nuly a tedy neméame
zadné prirozené ¢islo, ke kterému bychom mohli néco pridat a dojit

k nule. Pred nulou nic neni.
5. Jakdkoliv vlastnost ndleZici 0 a také ndsledniku kazZdého prirozeného
¢isla, ktery md danou vlastnost, ndlezi vsem prirozenym ¢islum

Russell si z tohoto principu (principu matematické indukce) vy-
tvoril definici, kterou prosté piijal do svého systému. Zda se nam

divné, udélat si jen tak z axiomu pouhou definici, Russell si to vsak
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muze dovolit, protoze prirozena ¢isla jsou definovana na zakladé
pojmu néslednik. Zac¢indme nulou a pfridame naslednika 0, pak
pridame néslednika néslednika nuly atd. Tedy vlastnost, ktera patii
nule a také nasledniku kazdého prirozeného ¢isla, musi patiit vSem
prirozenym ¢&islum. Princip matematické indukce odpovida defi-
nici induktivni vlastnosti a naSe definice pfirozenych ¢isel nam
v podstaté tika, ze to jsou ta ¢isla, ktera splnuji vSechny induk-
tivni vlastnosti. Jesté podrobnéji se matematické indukei a rozboru

prirozenych ¢isel budeme vénovat v kapitole 5.
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3 Teorie trid

V této kapitole se podrobné podivame na to, co jsou tridy. V predchozi ka-
pitole jsme ukazali Russellovu analyzu Peanovy aritmetiky, ktera kromé
logickych a jazykovych pojmu vychazi z pojmu tiid. Je proto nacase
podrobné si rozebrat, co jsou tiidy. Ukazeme si, co od tiid ocekavame,
jak je muzeme nahradit vyrokovymi funkcemi a rozdélime si funkce do

hierarchie typu a radu.

3.1 Tridy

Stojime tedy pted zasadni otazkou, co jsou tridy. Musime se pochopitelné
vyvarovat definici kruhem, a proto hledame definici, ktera bude prosta
jakékoliv zminky o tfidach. Dle Russella potom budeme schopni fici,
ze symboly pro t¥idy jsou pouhé konvence, které nereprezentuji objekty
nazyvané ttidy. Ve skutecnosti jsou totiz tiidy pouhé logické fikce, ¢i
netiplné symboly. (Definici neiplnych symbolu se vénujeme nize.)

Ukéazeme si, ze tfidy nemohou byt néjakym druhem individui. Nejdtive
vSak poznamenejme, ze Russell chape individua jinym zpusobem, nez
jak se na né nékdy nahlizi. Podle Russella je to takovy objekt, ktery
muze byt pojmenovany vlastnim jménem, ptricemz vlastni jména jsou ty
termy (zastupné znaky), které se v tvrzeni mohou vyskytovat pouze jako
predmeéty. Napriklad ve vété: Brutus zabil Caesara® mamé dvé indivi-
dua, Bruta a Caesara. [Rus93a, str. 142] V jazyce moderni logiky bychom
pouzili termin (individuovd) konstanta.

Proc¢ tedy nemohou byt tiidy takovymto druhem individui? Kdyby
byly druhem individui, pak bychom mohli chtit vzit tiidu (I"), ktera obsa-
huje vSechna individua. Jenze pokud tiida je také druh individua, potom
do dané tiidy vSech individui musime zatadit i nasi tiidu I'. Coz nés ale
vede do bludného kruhu. A co teprve, kdybychom chteéli tfidu vSech tiid,
které nejsou svym vlastnim prvkem. Navic plati, Ze pocet podmnozin
je vzdy vétsi nez puvodni mnozina, takze pocet tiid je vétsi nez pocet
individui. Ze vSech téchto duvodu nemohou byt tiidy druhem individui.

Zaroven tridu nemuzeme chapat ani jako urcitou hromadu. Potom by
to totiz bylo v rozporu s tim, ze muzeme mit prazdnou tiidu, coz evi-

dentné neni zadna hromada. Také si musime uvédomit, ze tiida obsahujici
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jeden prvek neni totozna s timto prvkem.

Co nakonec ale tiidy jsou? V kapitole 2 [Rus93a] Russell pise, ze tiida
a jeji charakteristicka funkce (tzn. funkce, ktera tuto tiidu definuje) jsou
prakticky zaménitelné. Neni to vSak tak jednoduché, protoze jedné tiidé
muze nalezet vice charakteristickych funkei. Z tohoto duvodu nemuzeme
tuto vyrokovou funkci s danou tiidou ztotoznit.

Nadefinujme si dvé vyrokové funkce jako formdiné ekvivalentni, pokud
plati:

(v2)(p(x) > B(x))

Chtéli bychom, aby zddné dvé odlisné tiidy nemély stejné cleny, a tedy
aby dvé formalné ekvivalentni funkce oznacovaly stejnou tiidu.

V kapitole 17 [Rus93a] definuje Russell podminky, které jsou pro tiidy

nutné a zaroven postacujici:

1. Kazda vyrokova funkce musi vymezovat tiidu obsahujici ty argu-

menty, pro které je funkce pravdiva.

2. Dveé formalné ekvivalentni vyrokové funkce musi vymezovat stejnou
ttidu a dvé vyrokové funkce, které nejsou formalné ekvivalentni,

musi vymezovat ruzné tridy.

3. Pottebujeme zpusob, jak definovat tiidy tiid (k definici kardinalnich
¢isel). Bézna matematickd definice: ,Kombinace n véci m-krdat“

predstavuje tfidu tiid.

4. Za vsech okolnosti musi byt nesmyslné (ne nepravdivé) predpokla-
dat, ze by tiida byla ¢lenem sama sebe nebo nebyla ¢lenem sama

sebe.

5. Musi byt mozné tvorit vyroky o wsech tridach, které se skladaji
z individui nebo objekti néjakého logického typu. To je vsak velmi
obtizné, protoze muze byt dokézano, ze je nemozné mluvit o vsech
vyrokovych funkcich, které mohou mit argumenty néjakého daného

typu.

Treti podminka nam udavéd, jak je mozné hovorit o tfidé obsahujici
ttidy. V kapitole o definici pojmu jsme si ukazali, ze ¢islo je urc¢itym dru-

hem tridy tiid. Je to tedy nutnd podminka. Russell si voli kombinatoric-
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kou definici: ,,vezméme n véci m-krdt“. Pro nas to znamena: vezméme
si n termt, udélejme z nich tiidu a to provedme m-krdt. Mame m tiid
o n prvcich, coz nam definuje ¢islo n.

Prvni dvé podminky nam dohromady davaji, ze mame vzdy prave
jednu tiidu pro kazdou skupinu forméalné ekvivalentnich vyrokovych funk-
ci. Napriklad mame pravé jednu tiidu jak pro vyrokovou funkci ,x je
clovek“, tak pro vyrokovou funkci ,x je neopefeny dvounozec”.

Jestli vSak budeme chtit tvrdit, ze kazdy vyrok o tiidach 1ze nahradit
vyrokem o vyrokovych funkcich, musime byt obezretnéjsi. Uvazujeme-
li o vyrocich o funkcich, neboli funkcich funkci, je nutné rozdélit si je
na extenziondlni a intenziondlni. Nadefinujeme si vyrok hovorici o funkci
o(x) jako extenziondlni funkei funkce p(x), pokud pii substituci formélné
ekvivalentni funkce zustane vyrok pravdivy. V opacném pripadé na-
zveme funkci intenziondlni. Prikladem intenziondlni funkce funkei muze
byt: ,,Vérim, ze vsichni lidé jsou smrtelni“. Dosadim-li za ,vSichni lidé*,
,vsichni rozumni zivocichové®, muze dojit ke zméné pravdivostni hod-
noty, pokud si naptiklad myslim, ze Fénix je nesmrtelny rozumny zivocich.

Za funkce vymezujici tiidu budeme proto povazovat pouze exten-
zionalni funkce funkci. Jenom ty nam budou moci vymezovat tiidu. Kdy-
bychom totiz dovolili i intenzionalni funkce funkci, pak by se mohlo stat,
ze vyrok o tridé by mohl byt pravdivy, zatimco vyrok o funkci vyme-
zujici tuto tiidu by mohl byt nepravdivy. Abychom vsak neméli po-
cit, ze jsme se museli néjak omezit, ukazme si, ze pro kazdou funkci
funkce (extenzionalni ¢ intenzionalni) muzeme odvodit extenziondlni
funkci funkce, kterou si nazveme odvozend extenziondIni funkce. Méjme
napiiklad funkci, kterd prisuzuje funkeci p(z) vlastnost f. Pak odvo-
zena extenzionalni funkce bude: ,Existuje funkce majici vlastnost f a
je formalné ekvivalentni ¢(x).“ Ukazme si to na na nasem ptredchozim
prikladé intenziondlni funkce funkce: ,véfim, ze vSichni lidé jsou smr-
telni®, coz je funkce funkce ,x je clovék®. Odvozena extenzionalni funkce
pak bude: ,existuje néjaka funkce, ktera je formalné ekvivalentni s z je
clovék a je takova, ze véfim, ze vSe, co ji splnuje, je smrtelné®. [Rus93a,
str. 187]

Abychom se tedy dobrali zavéru, ze kazdy vyrok o tfiddch umime

nahradit vyrokem o vyrokovych funkcich, nadefinujme si nasledujict:
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Tvrdit, ze trida vymezend funkci o(x) md vlastnost f zna-

mend tvrdit, ze p(z) splituje extenzionalni funkei odvozenou

z f.

Takto vymezené tiidy spliuji prvni étyfi podminky. (Podrobnéji viz
reSend, je pata podminka. Obtiznost této podminky je spojena s teorii

typu, kterou si rozebereme v nasledujici sekci.

3.2 Teorie typu

Russell ve své (rozvétvené) teorii typu rozdéluje na typy nejen vyrokové
funkce, ale i vyroky. Kazda vyrokova funkce, jako soucast svého vyznamu,
urcuje néjakou totalitu®, piesnéji totalitu svych moznych argumentti. To-
talita je urcity celek. V nasem pripadeé je to soubor vSech moznych argu-
mentu pro danou vyrokovou funkci. Dnes bychom ftekli, ze totalita zna-
mena uniersum diskursu. Jestlize dana vyrokova funkce muze mit za
argumenty pouze individua, pak tato funkce predpoklada jen totalitu in-
dividui. Jakmile vsak vyrokova funkce muze mit jako argumenty i funkce,
potom jako soucast svého vyznamu predpoklada totalitu funkei. Totalita
funkci je velmi problematicka. Funkce nemuze obsahovat jako argument
sama sebe, protoze potom by se prvek totality odkazoval k celé totalite a
to by vedlo k bludnému kruhu. Jednalo by se o tzv. nelegitimni totalitu.
Princip bludného kruhu Russell definuje v [RW27, str. 37] nasledovné:

,Cokoli obsahuje vsechny prvky néjakého souboru, nesmi byt

jednim z téchto prvku.“

Resenfm bude teorie typii. Potfebujeme rozdélit vyrokové funkce do

hierarchie typu, kde zadny typ nebude referovat ke vsem témto typum.

3.2.1 Druhy pravdivosti funkce

Uvahdm o typech a fadech vyrokovych funkci predchazi ivahy o rozdéleni
ruznych vyznamu pravdy a nepravdy v souvislosti s pravdivosti ¢i neprav-

divosti néjaké vyrokové funkce.

8 Anglicky totality.
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Vezméme si vyrokovou funkei ¢(z) a dosadme si za proménnou x
konkrétni objekt a. Potom, chceme-li mluvit o pravdivosti funkce ¢(a),
budeme mluvit o proni pravdivosti. Pticemz pruni pravdivost je relativni,
to znamenad, ze je prvnim druhem pravdivosti v tomto konkrétnim kon-
textu. Vezméme nyni vyrok (Vz)e(x). Checeme-li tvrdit, ze tento vyrok
je pravdivy, pak to znamend tvrdit, ze pro kazdy argument a, ¢(a)
ma prond pravdivost. Rikdme, ze (Vx)p(z) mé druhou pravdivost. Pro
(Fx)p(x) tikdme, ze ma druhou pravdivost, pokud existuje a, pro které
w(a) ma proni pravdivost. Podobné muzeme definovat druhy nepravdi-
vosti. [RW27, str. 42]

Druhy pravdivosti (nepravdivosti) jsou rekurzivni definice, které v pod-
staté piedchézeji rozdéleni funkei do t4di. Rady budou zavedeny jako

soucast rozvétvené hierarchie typu.

3.2.2 Teorie typu — prvni pokus

Pokusme se nyni o prvni nacrt nasi hierarchie typu. Zacneme s a, spolu
s dalsimi termy, které mohou byt argumenty danych funkci, kterym je
a argumentem. Dale bychom chtéli pokrac¢ovat funkcemi, pro které je a
moznym argumentem, a dale funkcemi, kterym takové funkce mohou byt

argumentem:

1. p(z), ¥(z,y) (kde x je proménnd, kterd muze nabyvat hodnoty a)

jsou funkce pruniho typu

2. alp(r)), B(z,y), o(x)), v(¢(z),y) jsou funkce druhého typu
3. ...

Bohuzel vsak tato hierarchie je ptilis jednoduché na to, abychom s ni
vystacili. Zjistujeme totiz, ze funkce, které mohou mit a jako argument
(jsou pro a signifikantni, smysluplné), formuji nelegitimni totalitu (spa-
daji do bludného kruhu) a samy vyzaduji rozdéleni do hierarchie funkci:

Definujme jako a-funkce takové funkce, které mohou mit a jako ar-
gument. Vezméme si déle soubor vSech a-funkei a formulujme tvrzeni ,a
spliiuje vSechny funkce nalezejici do daného souboru“. Pokud v tomto
tvrzeni nahradime a libovolnou proménnou, ziskdme a-funkci. Tato nova

funkce vsak nemuze byt ¢lenem definovaného souboru, protoze referuje
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k celému souboru, a to je z principu bludného kruhu nemozné. [RW27,
str. 49] Prehlednéjsi se to muze zdat na piikladu paradoxu lhére. Lhar
fiké: ,VSe, co tvrdim, je nepravdivé.” Ve svém vyroku se lhar snazi za-
hrnout do totality moznych argumentu vyroku samotny vyrok (ve wvse,
co turdim se skryva i pravé tvrzend véta) a tim vznikd bludny kruh.
[Rus93b, str. 26]

Zd4 se, ze at mame jakykoliv soubor a-funkci, vzdy tu bude jind
a-funkce, ktera lezi mimo nas soubor. Vidime, ze problém vzniké, kdyz
chceme kvantifikovat. To znamend, jakmile chceme vypovidat néco o vsech
moznych hodnotach nebo o néjaké mozné hodnoté. Takové proménné
nazyva Russell zdanlivé promeénné. Dnes témto proménnym fikame wvd-
zZané.

Stojime pred nutnosti zavést rozvétvenou teorii typu.

3.2.3 Rozvétvena teorie typu

Rozvétvend teorie typu znamenad, Ze si zavedeme nejen hierarchii typu,
ale i hierarchii radu, kterou budeme definovat podle zdénlivych (tj. kvan-
tifikovanych) proménnych. Nejprve si vSak musime uvést dvé zdkladni
definice:

Elementarni vyroky jsou vyroky, které neobsahuji funkce ani zadné

zdanlivé proménné. Napiiklad vyrok ,Sokrates je clovék.“
Elementarni funkce je prostd aplikace predikdtu na proménnou: P(z).

Russell v Principiich nedefinuje, co presné znamena byt prvniho nebo
druhého typu. Hlavni definici je byt stejného typu [RW27, str. 133]:

Pouzijeme rekurzivni definici, kdy vyssi typy predpokladaji definici
nizgich typu. Rikdme, Ze u a v jsou stejného typu, pokud:
1. u a v jsou indiwvidua
2. 1 a v jsou elementdrni funkce, které maji argumenty stejného typu

3. u je funkce a v je jeji negace
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4. u je p(x) nebo p(x), a v je p(x) vV o(x), kde p(x) a p(x) jsou
elementdrni funkce

5. wje (Vy)p(a,y) avje (V=) (x, ), kde ol y), (. y) jsou stejného
typu

6. u a v jsou elementarni turzeni

7. u je vyrok a v je —u

8. uje (Vz)p(x) a v je (Yy)(y), kde o(x),1(x) jsou stejného typu

Definice nam tedy naptiklad k&, ze funkce s ruznym poctem argu-
mentu jsou ruzného typu, nebo ze funkce s argumenty ruzného typu musi
byt ruzného typu.

Déle Russell rozdéluje podle zdanlivych proménnych funkce do radu:

Funkci, ktera neobsahuje zadnou zdéanlivou proménnou, nazveme ma-
tict naseho puvodniho vyroku. Jakékoliv dalsi vyroky miuzeme dostat
preménou néjakych argumentu na funkci na zdanlivych proménnych.
(Dnes bychom fekli, ze nékteré proménné kvantifikujeme.)

Nejdrive budeme definovat matice prvniho fadu a z nich funkce prv-
niho fadu. Pak 1ze postoupit k maticim druhého fadu a funkcim druhého

radu a déle k vyssim radum:
1. (a) Prvorddové matice jsou matice, které maji naptiklad tyto formy:

o(x), vz, y), x(x,y,2,...),...

Vsechny argumenty vyskytujici se v téchto maticich jsou in-
dividua a tedy nepiedpokladaji zddnou totalitu funkci.”

(b) Prvorddové funkce jsou funkce argumentu z, jejichz jediné
proménné jsou individua. V nasem piikladu jsme je ziskali

z funkei ¢ a y pfeménou néjakych argumentu ve zdanlivé

proménné:

3y (z,y), (Vy)(V2)x(x,y, 2), (Vy)(F2)x(z,y, 2)

9Termin totalita je vysvétlen na str. 31.
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Vsechny tyto funkce neptedpokladaji zadnou totalitu kromeé

totality individui.

2. (a) Druhotddové matice jsou matice obsahujici jako argumenty
individua a prvoradové funkce (ale jako vsechny matice neob-

sahuji zdénlivé proménné).

(b) Druhorddové funkce jsou druhofddové matice nebo ty funkce,
které jsou odvozené z takové matice preménou néjakych argu-

mentu ve zdanlivé proménné.

3. Stejnym zpusobem muzeme utvotit i matice tretiho radu a funkce

tretiho Tddu a dalsi vyssi rady.

Jestlize nejvyssi fad proménné vyskytujici se ve funkei (jako argu-
ment, nebo zdanlivd proménnd) je funkce fadu n, pak funkce, ve které
se vyskytuje, je fadu minimalné n + 1. Nedojdeme vSak nikdy k funkcim
nekonecného radu, protoze pocet argumentu a zdanlivych proménnych
ve funkci musi byt konecny, to znamend, ze kazda funkce musi byt
konecéného radu. [RW27, str. 53]

Pro nézornost si uvedme Russelluv pitklad o velkém generdlovi:

Velky general je ten, jenz md vsechny vlastnosti, které delaji
velkého generdla velkym generdlem. Tedy aby z bylo velkym
generalem, musi splinovat napiiklad prvoradovou vlastnost x
je statecné. Jenze samotna vlastnost mit vsechny vlastnosti,
které delaji velkého generdla, bude urcité také nalezet velkému
generalovi. Je to vSak vlastnost (funkce) vyssi rddu nez argu-
menty této vlastnosti, pres kterou proto nesmime kvantifiko-
vat uvnitf vlastnosti (nespadd do oboru moznych argumentu

pro kvantifikator vsechny vlastnosti).

3.2.4 Predikativni funkce
Zavedeme si pro nase potieby pojem predikativni funkce'®. Funkce jedné
proménné je predikativni, kdyz je presné o jedna vyssiho fadu nez jeji

argument. Funkce majici vice argumentu je predikativni, pokud je fadu

10 Anglicky predicative function.
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o jedna vySsi nez nejvyssi tad funkce vyskytujici se mezi argumenty.
Predikativni funkci budeme znacit !.1!

Russell uvadi, ze vsechny mozné funkce v nasi hierarchii funkei mo-
hou byt ziskany pomoci predikativnich funkci a zdanlivych proménnych.
Prvoradové funkee jsou vzdy predikativni (obsahuji jako argumenty pouze
individua). Druhofadové funkce jsme si nadefinovali jako (V) fl(¢!, x)
nebo (o) fl(e!, z), kde f! je druhofddova funkce a ¢! je prvoradova
funkce. Obecné, ne-predikativni funkci n-tého radu ziskame z predika-
tivni funkce n-tého fadu preménou vsech argumentu n-1-tého fadu na
zdanlivé proménné. Tedy jako proménné nam uplné staci zavést pre-
dikativni funkce a zadné jiné. Navic, k ziskani funkce jedné proménné
x, nepotiebujeme vic nez predikativni funkci dvou proménnych. Jedna
proménnd zustane z a druhou proménnou — funkci — nahradime zbytek
puvodni funkce. Napiiklad funkei (V) f!1(p!, 9!, x) prevedeme na funkci
fi(x!, x), kde x! je predikativni funkce obsahujici ¢! a 9!. [RW27, str. 54]

3.2.5 Rady pro vyroky

Russell rozdéluje do typu také vyroky. Pfipomenme si, ze vyroky mohou
obsahovat pouze zdanlivé proménné — ne skutecné, neomezené kvanti-
fikatory.

Nejprve definuje elementdrni vyroky: jak jsme jiz uvedli, jsou to vyroky,
které neobsahuji funkce ani zadné zdanlivé proménné.

Prvordadové vyroky jsou vyroky, které nejsou elementarni, neobsahuji
zadné funkce a obsahuji pouze ty zdanlivé proménné, které mohou mit
za argumenty individua. Jsou formy (Va)e!(x), (3z)e!(z) (predikativni
funkce majici za argumenty pouze individua).

Elementarni ani prvoirddové vyroky nepredpokladaji zadnou tota-
litu mimo totality individui. Funkce obsahujici elementarni a prvoradové
vyroky, napf. f((Vx)e!(x)) mohou byt vzdy redukovany na funkce néjaké
prvoradové funkce. Tedy vyrok zahrnujici totalitu prvoradového vyroku
muze byt redukovan na vyrok zahrnujici totalitu prvoradovych funkei.

Stejny postup muzeme aplikovat i na vyssi fady, coz znamena, ze

hierarchie vyroku muze byt odvozena z hierarchie funkci. Muzeme defi-

Ve znageni predikativni funkce piejimém Russellovu notaci.
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novat vyrok n-tého fadu jako vyrok, ktery zahrnuje zdanlivou proménnou
n — 1-tého Fadu v hierarchii funkci. [RW27, str. 55]

3.2.6 Typicka nejednoznacénost

Dovolme si par poznamek o nejasnosti Principii. Na prvni pohled neni
ziejmé, zda Russell s Whiteheadem jasné dodrzuji oddélovani jazyka-
objektu a metajazyka. Respektive mnoha filosofum se zd4, ze toto roz-
déleni nedodrzuji. Uvadi se to pravé na piikladu definice byt stejného
typu, kterou jsme si uvedli vyse. Pii nedodrzovani rozdilu mezi formalnim
jazykem a metajazykem definice byt stejného typu by sama porusSovala
typové omezeni.

S tim tzce souvisi diskuse o povaze Russellovych vyrokovijch funkcich.
Po vzoru Raclavského [Racl3] muzeme rozdélit tuto polemiku na dvé

hlavni interpretace:

1. Realistickd interpretace se ptiklani k nazoru, ze vyrokové funkce
jsou abstraktni platonské entity, a ze v Principiich neni rozlisen

jazyk-objekt a metajazyk.

2. Nominalisticka interpretace se naopak priklani k nazoru, ze nejsou
zadné vyrokové funkce v ontologickém smyslu. Pouzitim souc¢asnych
pojmu jsou vyrokové funkce pouze spravné utvorené oteviené for-

mule (formule s volnou proménnou ¢ekajici na doplnéni).

Nominalistickou koncepci a spolu s ni nazor, ze Principia rozlisuji
mezi jazykem-objektem a metajazykem, zastava napiiklad Gregory Lan-
dini, ktery ve své knize [Lan98, kap. 10] argumentuje, ze definice byt
stejného typu, a spolu s ni i dalsi, jsou metajazykové a tikaji nam, jaké
maji vlastnosti spravné utvorené vyrazy formalniho systému, ktery v Prin-
cipiich buduji Russell s Whiteheadem, a ne obecné vSechny vyrazy.

Tomu, co nds mate, se dnes i{kd typickd nejednoznacnost'? | kte-
rou si Russell a Whitehead ve svych Principiich osvojili. Typickd ne-
jednoznac¢nost v jejich pripadé znamend, ze opomiji indexy typu a radu

u vyroku.

12 Anglicky typical ambiguity.
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3.2.7 Ruzné interpretace hierarchie

Dalsi nejasnosti v Principiich je, jak presné hierarchie typu a radu vy-
pada. Zda Russell s Whiteheadem nejdiive rozdélili funkce do typu a ty
poté jesté do radu, nebo naopak, zda nejdiive byly rady a ty pak byly
rozdéleny do typu. Z Principii to neni zcela jasné. Dostava se nam pouze
definice typu (byt stejného typu) a v jinych mistech definice fadu. De-
finice jsou samoziejmé doplnény upresnujicimi tvrzenimi. Naptiklad ze
fad funkce musi byt vzdy kompatibilni s jejim typem. Nedava nam to
vSak zcela jasnou predstavu.

Dnes se ziejmé jiz vétsina filosoft priklani k nazoru, ze rozvétvena
hierarchie typu ma vypadat tak, ze méame funkce rozdéleny do typu a
ty nésledné rozdélujeme do fadu. Landini [Lan98] uvadi nékolik duvodu,
pro¢ se priklonit k této interpretaci. Jako hlavni duvod uvadi Russelluv
filosoficky vyvoj. Russell se pied teorii typu a pied celou myslenkou Prin-
cipii nejdiive pokousi vybudovat tzv. substitucni teorii. Tu zavadi pri
uvazovani o bludném kruhu, nad tim, ze vznikd jakmile zacneme mluvit
o vSech moznych (signifikantnich) proménnych, které muze dana funkce
nabyvat. Pficemz funkce mé urcity obor signifikace (tedy obor/rozsah
moznych proménnych), kterym mohou byt individua, tiidy, tiidy tiid,
atd. Jako teseni definuje substitucni teorii, ve které zavadi ruzné druhy
proménnych. Tuto teorii pozdéji opousti, protoze nefesi nékteré para-
doxy o vyrocich, a nahrazuje ji pravé rozvétvenou teorii typu popsanou
v Principiich, kterd nejdiive rozdéli funkce do ruznych typu a poté do
radu. [Lan98, str. 272]

3.3 Paradoxy

Russell je se svou teorii typt viceméné spokojen. Minimalné je presvédcen,
ze Tesl vétsinu kontradikei provéazejicich matematickou logiku. Russell
nejdiive sbiral vSsechny mozné jazykové a matematické paradoxy, a poté je
analyzoval a hledal, zda nemaji spolecné priciny. Nakonec dosel k zavéru,
ze vSechny tyto kontradikce se daji prevést na omyl bludného kruhu a jsou
reSitelné teorii typu. Vsechny totiz maji spolecnou charakteristiku, ktera
muze byt popsana jako self-reference nebo reflexivita, tedy odkazovani

sam k sobé. Zaroven hovoii o nelegitimni totalité, ktera vede k principu
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bludného kruhu a kterou jsme si zakdzali. [RW27, str. 60]

Uved'me si nékteré pifklady paradoxii, které Russell fesi pomoci teorie
typu:

1. Znamy vyrok pojmenovany po krétském filosofovi Epimenidovi,
nékdy nazyvany jako paradox lhdre, nejjednoduseji formulovany
jako ,,J4 1zu.“ Necht je vyrok pravdivy, pak musim lhat, a tedy
milj vyrok nesmi byt pravdivy. Necht je vyrok nepravdivy, pak to
znamena, ze neni pravda, ze 1zu, takze fikdm pravdu a muj vyrok

musi byt pravdivy. V obou piipadech jsme dosli ke sporu.

2. Paradox, ktery objevuje Russell ve své préci, stejné jako v prave
dopsaném Fregové dile, dnes znamy jako Russelluv paradoz: Tiida,
ktera ma obsahovat vsechny tiidy, které nejsou svym vlastnim prv-

kem. Formalné zapsano:
IF={A[A¢A}

Otéazkou je, podobné jako v predchozim piikladu, zda je I' svym

prvkem.

3. Paradox Burali-Fortiho: Kazdd dobfe usporddand série (posloup-
nost) ¢isel mé jako velikost néjaké ordindlni ¢islo. Série vsech or-
dinalu je dobre usporadand. Tedy série vsech ordindli ma ordinalni
¢islo (necht je to o). Potom vsak série viech ordindli musi obsaho-

vat i o a tedy velikost ordinalu je o + 1, coz musi byt vétsi nez o.

Vidime, ze vSechny tyto paradoxy, a samoziejmé spousta dalsich, tkvi

v odkazovani ke své vlastni totalité. Teorie typu takovéto vyroky a funkce

zakazuje — vyrok ¢i funkce musi vzdy mluvit pouze o vyrocich ¢i funkcich
nizstho radu:

1. Paradox lhadre: vyslovuji-li vétu ,ja lzu”, fikam, ze vyrok, ktery vy-

slovuji, je nepravdivy. Jinak feceno: ,Existuje vyrok, ktery tvrdim

a ktery je nepravdivy.“ ZapiSeme-li si vyrok formalné, pak:
(Jz)(Tvrdim(z) A Lez(x))

Je-li x vyrok tadu n, potom cely vyrok musi byt rfadu vyssiho.

Nemuze se stat, ze bychom za x dosadili cely vyrok, to bychom
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se dostali do kolize s fady a do bludného kruhu. Cely vyrok muze
zahrnovat pouze vyroky nizsiho radu, tedy neni v ni¢em kontra-
diktorni.

. Russelliv paradox: V sekci o tiidach jsme si ukazali, ze kazdy vyrok
o tfidé muze byt preveden na vyrok o vyrokové funkci. Oznac¢me si
jako ¢(x) vlastnost: nebyt svgm vlastnim prvkem. Potom by tiidu
{I' | T' ¢ I'} vydeélovala vlastnost ¢(z). NaSe teorie typu nam
vsak opét zakazuje vzit celou funkci jako argument. Celd funkce je
vyssiho fadu, nez mohou byt argumenty z. Funkce ¢(p(z)) nedava

zadny smysl.

. Paradozr Burali-Fortiho: tento paradox je ponékud obtiznéjsi. Jak
si ukdzeme pozdéji (na str. 49), série je urcitd relace a ordindlni
¢islo je tiida sérii. Série ordinalnich cisel je relace mezi tiidami
relaci. Z nasi teorie typu je relace mezi ttidami relaci vyssiho typu
nez relace, které ona tiida obsahuje. Podstatou paradoxu je tvrzeni

,série vSech ordindlu je ordindl (0)“, formélné to prepiseme jako:
o={R| R(T',A), kde I a A jsou tiidy sérii (ord. ¢.) a R je série}

To nam tiké, ze tifida o obsahuje vSechny ordindly, tzn. vSechny
sériové relace urcitého radu, ktery vsak z duvodu nasi teorie typu
musi byt nizsiho fadu nez relace vydélujici o. Diky tomu ordindl o
je vyssiho fadu nez ordinaly, které obsahuje, tedy, opét kvuli kolizi
rfadu, o nemuze obsahovat sebe sama, a mluvime-li o vSech or-
dindlech, pak tvorime vyrok vyssiho fadu, nez jsou vyroky o onéch

konkrétnich ordinalech.

Teorie typu je sice ucinnd, ale jak vidime, tak velmi slozitd, proto

nebyla v matematice ptiliS pfijiména. Ve stejné dobé, v jaké Russell

uvazuje nad svymi zaklady matematiky, vznikaji také prvni zéklady te-

orie mnozin, kterd vylucuje Russelluv paradox svym zpusobem. Ernst

Zermelo predstavuje axiomaticky systém teorie mnozin, ktery, stejné jako

Russell, zavadi jista omezeni na intuitivni pojmy. Vysledkem vsak je vy-

hnuti se vSem vyse uvedenym paradoxum.

Konkrétni axiom vylucujici Russelluv paradox je schéma axiomi vy-

délent, Fikajici pro kazdou formuli ¢(z), kterd neobsahuje volnou promén-
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nou z, ze z kazdé mnoziny lze vydeélit mnozinu vSech prvku, které splnuji

danou formuli:
(Va)(F2)(Vz)(x € z <> (z € a A p()))

Dulezité tady je, ze nelze vydélit libovolnou mnozinu prvkia. Chceme-li
ziskat mnozinu, l1ze vydélit pouze prvky, které uz v néjaké mnoziné mame.
Jakmile si dovolime fici, ze chceme soubor, ktery vydélujeme libovolnou
funkci z libovolnych prvku, pak nemluvime o mnoziné, ale o vlastni tridé.

Co se tyce paradoxu Burali-Fortiho, tak ten teorie mnozin nepiimo
resi stejnym zpusobem. Soubor vSech ordindlu je néco prilis velkého a
tézko uchopitelného, neni to mnozina, ale vlastni tiida. [B386, str. 20 a
35]

3.4 Axiom reducibility

Z Russellovy hierarchie funkei plyne, Ze nelze vypovidat néco o wsech
a-funkcich. Rikat tedy néco o vsech vlastnostech a je nelegitimni. Mizeme
vSak hovotit o vSech predikativnich vlastnostech a, o vSech druhoradovych
vlastnostech a (neni-li a individuum, ale objekt fadu n, pak to znamen4
sfunkce tddu n+2 splnénd a*), atd. [RW27, str. 55]

My vsak potfebujeme nékdy mluvit o vSech a-funkcich, nebo vsech
vlastnostech a. Chceme tvorit vyroky o vsech a-tiidach (tj. tfidach de-
finovanych a-funkcemi). Je to nutné napiiklad u matematické indukee,
kde chceme mluvit o vsech potomcich, které jsme nadefinovali jako prunik
vSech dédiénych ttid, jez obsahuji nulu.

Problém také nastava u identity. Ukazme si to na Leibnizove principu
identity nerozlisitelného. NaSe teorie ndm nebrani fici, ze pokud x a y jsou
identické a o(z) je pravda, pak ¢(y) je pravda. Nemuzeme ale naopak
iici, ze pokud se vSemi hodnotami ¢, ¢(z) implikuje ¢(y), pak = a y
jsou identické, protoze nemuzeme hovorit o vsech hodnotdch p. K tomu
potiebujeme axiom reducibility. Jinak bychom nemohli tici, ze plati-li
vsechny predikéaty o x, pak plati i o y, implikuje, ze vSechny druhotrdadové
vlastnosti o x plati o y. Tedy bychom nebyli schopni definovat identitu,
protoze bychom si nemohli byt jisti, ze x a y jsou identické, kdyz maji
stejné predikdty. [RW27, str. 57
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Vsechny tyto problémy jsou pro teorii, ktera chce byt zdkladem pro
veskerou matematiku, velmi zasadni. Russellovym fesenim se stava aziom

reducibility3:

Méjme libovolnou funkei (), pak k ¢(x) existuje formalné

ekvivalentni predikativni funkce.

Jinak feceno existuje predikativni funkce, ktera je pravdiva prave

tehdy, kdyz ¢(x) je pravdivé:

(B) (V) (p(2) & Pl(z))

Tento axiom v podstaté tvrdi, ze v pripadé potieby jsme vzdy schopni
snizit ¥dd na (n+)1 (kde n je fad argumentu). To je velmi silné tvrzeni,
proto se pojdme podivat, co to pro Russellovu teorii znamen.

Vratme se k teorii tiid. Pokud piedpokldddme existenci tifd jako ta-
kovych (tfidy by nebyly pouhé logické fikce, které se snazime nahra-
dit funkcemi), pak axiom reducibility je pouhym dusledkem, protoze
jakdkoliv funkce ¢(x) vydéluje tiidu I' a tedy je ekvivalentni ,z nalezi
', coz je predikativni funkce.

Pokud chceme k teorii trid dojit, pak je axiom reducibility nutnou
podminkou. Jak jsme jiz zminili, jednou z vlastnosti, kterou chceme, aby
tidy mély, je moznost tvorit vyroky o vSech tiidach, které se skladaji
z individui, nebo objekti néjakého typu. Necht tento nejvyssi typ je n.
Chceme vlastné mluvit o vSech funkcich definujicich dané tridy, coz by
obecné, diky nasi teorii typu, nebylo mozné. Axiom reducibility ndm to
vsak umoziuje. Rikd ndm totiz, Ze umime vechny nage funkce pievést
na formélné ekvivalentni funkce typu n + 1 (na predikativni funkce). To
nam také dovoluje definovat nase odvozené extenziondlni funkce, o nichz
jsme tekli, ze vymezuji tridu.

V takové teorii tiid, jakou ndm ptredkldada Russell je axiom reduci-
bility zivotné dulezity. Potrebujeme ho, jakmile chceme mluvit o vSech
tridach na objektech néjakého tadu, coz chceme napriklad kvuli matema-

tické indukci. Také chceme-li mit moznost nahradit veskeré smysluplné

13 Anglicky aziom of reducibility, do ¢estiny nékdy téz pieklddany jako axiom redu-

kovatelnosti.
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vyroky o tiidach vyroky o jejich charakteristickych funkcich, coz chceme,
abychom mohli mluvit o logicismu, pak jsme nuceni axiom reducibility
prijmout.

Axiom reducibility se zda byt intuitivné pravdivy. (Zd4 se, ze pro
libovolnou vlastnost hovorici o argumentech fadu maximalné n, umime
najit ekvivalentni vyjddreni, které bude rddu n + 1.) Russell vSak nevidi
jediny duvod, pro¢ by byl logicky nutny, pro¢ by mél byt pravdivy za
vSech moznych okolnosti. Nezda se byt logicky, ani nijak logicky odvo-
ditelny a stoji proto v cesté logicismu. Russell se ptiklani k nazoru, ze
prijeti tohoto axiomu do systému logiky je chybné a teorie tiid nemuze
byt z téchto duvodu povazovana za tuplnou teorii.

Jak vsak pise v kapitole 17 [Rus93a], je presto rozumné povazovat
teorii tiid, tak jak jsme ji vySe nacrtli, jako spravnou v jejich hlavnich
bodech, naptiklad v redukci vyroku o tfidach na vyroky o jejich charak-
teristickych funkcich a rozdéleni funkci do hierarchie typu a radu.

Muzeme tedy uzaviit, ze teorie t¥id, jak jsme ji vyse nacrtli, se ndm

nyni zredukovala na jeden axiom a jednu definici:

Axiom (reducibility) Kazdd funkce jedné proménné je ekvivalentnd,

pro vsechny své hodnoty, nejaké predikativni funkci stejného argumentu.
(V) (F) (V) (p(x) < Pl(x))

Definice Rici, Ze trida vymezend funkci ¢ ma vlastnost f, znamend
totéz, co rici, Ze existuje predikativni funkce 1, kterd je formdiné ekviva-

lentni s @ a md vlastnost f.
I'={t]e@)} A fI) < @E)(Vr)(e(z) < Plz) A f())

3.4.1 Kritika axiomu reducibility

Axiom reducibility, se kterym sam Russell, jak jsme ukazali, nebyl spo-
kojen, byl prijat velmi kriticky. Hlavni namitkou je, Zze Russell buduje
slozitou hierarchii typu, aby ji pak jednim axiomem zase zredukoval.
Obecnou namitkou také je, jak pise Radek Schuster [Sch13|, ze pro
zaklady matematiky nejsou sémantické paradoxy predmétem zajmu a ze

diky tomu rozvétvena hierarchie typu neni nutna. Tento nazor zastéval
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jako jeden z prvnich napfiiklad britsky matematik a analyticky filosof
Frank Ramsey.

Friedrich Waismann, jeden z ¢lenu Videnského kruhu, zase ve svych
pracich, mimo jiné, udava duvod, pro¢ axiom reducibility neni logicky,
tedy pravdivy ve vSech moznych svétech. Ukazuje priklad mozného svéta,

ve kterém axiom reducibility neplati. [Sch13]

3.5 Neuplné symboly

Popsali jsme pfesné zachazeni s tiidami, uvedli jsme, ze kazdy vyrok
o ttidé 1ze nahradit vyrokem o vyrokové funkci, nacrtli jsme teorii tiid.
Hned na zacdtku jsme vSak tekli, ze tfidy samy o sobé jsou neuplné
symboly. Co to presné znamena?

Netplné symboly, jak popisuje Russell v tvodu k Principiim, jsou
takové symboly, které nemaji vyznam samy o sobé, pouze v urcitém
kontextu. Muzeme nadefinovat, jak se pouzivaji, to ale neznamena, ze
jsme jim pridélili samostatny vyznam. Aby takovéto symboly vypovidaly
néco konkrétniho, musime k nim néco piridat, zminit je v konkrétnim
kontextu. Pro Russella jsou opakem wvlastnich jmen. Vlastnim jménem je
napiiklad Sokrates, u kterého je zcela ziejmé, ze ma vyznam sam o sobé,
bez jakychkoliv dalsich dodatki.

V matematice mdme neuplnych symbolu spoustu: logaritmus, in-
tegral, atd. VSechny maji vyznam az v ur¢itém kontextu — tfeba ma-
tematickém vypoctu. Netuplné symboly, kterym se vénuje Russell, jsou

kromé tiid jesté deskripce a relace.

3.5.1 Deskripce

Russell béhem svého zivota rozviji diplnou teorii deskripci. Deskripce
rozdéluje na wurcité a neurcité. Pro urcité pouziva anglicky urcity clen
(the) a neurcité definuje neurcitym ¢lenem (a/an).

Neurcita deskripce je napiiklad: ,Potkal jsem néjakého muze.“ (I met
a man.) Urcitd deskripce je napiiklad: ,Scott je autorem Waverly.“ (Scott
is the author of Waverly.)

Urcitym i neuréitym deskripcim muzeme, na rozdil od vlastnich jmen,

pripisovat neexistenci. Napiiklad tvrzeni ,soucasny Francouzsky kral ne-
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existuje“, je smysluplné a pravdivé. U vlastnich jmen to vSak nedava
smysl. Vlastni jména zastupuji konkrétni individua, a mluvime-li o kon-
krétnich individuich, pak jejich existenci predpoklddame.

Urcité deskripce jsou pro Russella ptikladem netplnych symbolu.
Naptiklad ,autor Waverly“ neni jménem, nezastupuje Waltera Scotta.
Tvrdit ,,Scott je autorem Waverly” neni to samé jako tvrdit ,Scott je
Scott“. Stejné tak Scott neni to samé jako ,autor Waverly“. Deskripce
yautor Waverly“ je zfejmé netuplny symbol — potiebuje doplnéni, aby mél
vyznam. [RW27, str. 67]

3.5.2 Relace

Dalsim zminénym netplnym symbolem je relace, tzn. pro Russella funkce
dvou proménnych
Pro relace mame zcela stejnou teorii jako pro tfidy: funkce dvou
proménnych rozdélujeme do stejné hierarchie typu a definujeme pro né
predikativni funkce, které znac¢ime ¢!(x,y). Navic pro né plati [RW27,
str. 82]:
R=S5 <& (Vz)(Vy)(zRy < xSy)

3.5.3 Tridy

vvvvvv

nadefinovali, jak ttidy pouzivame, ale samy o sobé nemaji zadny vyznam.
Dokud je nezasadime do urcitého kontextu, do urcitého vyroku nebo
vyrokové funkce, nic nam netikaji.

Tedy, jak jsme jiz uvedli, ttidy samy o sobé jsou pouhé jazykové
konvence. Mohou obsahovat konkrétni individua pojmenovana vlastnimi
jmény. Tridy vsak zustanou netuplnymi symboly. Zavedli jsme si je z du-
vodu zjednoduseni a v prubéhu celé této kapitoly jsme si postupné uvedli
obecné definice, jak v ptipadé potteby nahradit kazdy vyrok o tiidé
vyrokem o vyrokové funkci. Nyni si ukazme dva konkrétni pripady, které

se tykaji matematiky:

1. Term ¢ je prvkem tiidy ' (¢t € T).

Necht y je vyrokova funkce, kterd vymezuje tiidu I'. Pak puvodni

vyrok nahradime vyrokem (funkci): ¢ splriuje x. Je to extenziondlni
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funkce funkce, protoze pokud x <> ¢, pak vyrok t spliuje x je
pravdivy praveé tehdy, kdyz vyrok t spliuje ¢ je pravdivy. Diky
tomu bychom se mohli s touto funkci spokojit, ale na str. 31 jsme

si zformulovali obecnou definici:

Tordit, Ze trida vymezena funkci ¢ ma vlastnost f, zna-

mend turdit, Ze @ spliuje extenziondlni funkci odvozenou

z f.

V naSem pripadé to znamend, ze misto tvrzeni trida vymezend
funkci x ma vlastnost, Ze t splnuje x budeme tvrdit, ze y spliuje
funkci: emistuje funkce magici vlastnost, Ze t tuto funkci splnuje, a

je formdlné ekvivalenini s x. Jednoduseji fec¢eno:

Existuje funkce v, kterd je formdlne ekvivalentni x, a t

splniuge 1.

Tim jsme vsak jesté neskonéili. V sekci o Axiomu reducibility jsme
si uvedli dobré duvody, pro¢ ho piijmout do své teorie a diky tomu

jsme si jesté trochu poupravili nasi definici:

Rici, Ze trida vymezend funkci ¢ ma vlastnost f, znamend
totéz, co rici, Ze existuje predikativni funkce 1, kterd je

formdlneé ekvivalentni s ¢ a ma vlastnost f.

Misto puvodniho vyroku o tiidé t € T" (term ¢ je prvkem tiidy I')

nakonec dostavame vyrok o funkci:

Existuje predikativni funkce 1, kterd je formdlné ekviva-

lentni x, a term t spliuge 1.

Formalné zapsano:
t el & (F)[(Vr)(x(z) < i (x)) A UE)]

. Tiida I' je podmnozinou tiidy A (I' € A). Jinak feceno, kazdy

term z [ nédlez{ do A.
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Tento vyrok obsahuje dvé tiidy, to nam vsak nebude délat problém.
Necht « definuje tiidu I' a 3 definuje tiidu A. Pak bychom mohli
puvodni vyrok nahradit vyrokem: kaZdy term splnugjici o splnuje
také 5. Abychom vsak opét dodrzeli vsechny uvedené definice, na-

hrad'me pivodn{ vyrok o t¥idé nésledujicim vyrokem o funkci:

Ezxistuje predikationi funkce 1, kterd je formdlné ekviva-
lentni «, a predikativni funkce x, kterd je formdlné ekvi-

valentni 3, a kazZdy term splnujici ¢ splnuje také x.

Formalné zapsano:

I'C A< @)E@(Va)((alz) < Piz)) A (B(r) < X (2))A
AV (1) = X!(2))]
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4 Dalsi vlastnosti c¢isel

Russell ve svém usili nezustava pouze u zakladnich definic, kterymi na-
hrazuje Peanovu axiomatiku. V Principiich jde, spolu s Whiteheadem,
mnohem dale. Zaujat praci Georga Cantora, ktery v té dobé publikuje své
vysledky ohledné ruzné velkych nekonecen, zabyva se také nekoneénymi
¢isly a jejich rozdélenim a definicemi. Od definic ptirozenych ¢isel postu-
puje k definicim dalsich ¢isel, jako jsou celd cisla, zlomky, realna cisla,
¢i dokonce komplexni ¢isla. Definuje pochopitelné také usporadani na
c¢islech. Zavadi pojmy jako relace a série a pokousi se také definovat li-
mitu ¢isel. My se v této kapitole budeme zabyvat pouze nékterymi jejich

definicemi.

4.1 Scitani

sc¢itani. Bez néj bychom se v aritmetice neobesli. Kardinalni aritmetice
se Russell vénuje ve druhém dile Principii, konkrétné v casti III. My
pouzijme definici séitan{ z knihy [Rus93a, kap. 12]:

Méjme tiidu I', ktera ma p termu a méjme tiidu A, kterd ma v termu.
Chceme-li vypocitat soucet tiid I' a A, tedy soucet pu + v, vytvorme
si nejdiive usporadané dvojice z I' tak, ze prvni term dvojice je tfida
obsahujici jeden prvek z I', a druhy term dvojice je prazdna tiida. Pro A
si utvorme usporadané dvojice nasledovné: prvni term dvojice je prazdné
tfida a druhy term dvojice je tfida obsahujici jeden prvek z A. Dostaneme

nasledujici t¥idy:
{00, {eh 0) - (s 00}
{<®> {61}> ) <®7 {52}> yree <®7 {5V}>}

Kde prvni tiida (nazvéme si ji I') je podobna (je v relaci podobnosti)
I' a druh4 tiida (nazvéme si ji A") je podobna A. Tfmto postupem jsme
ziskali dvé tridy, které nemaji zadny prvek stejny, diky tomu muzeme
nadefinovat u+ v jako logicky soucet, ktery je v Principiich nadefinovan
nasledovné:
FT'UA={z|zel'VzeA}

7 toho pro scitani ziskavame nasledujici definici:
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Séitani T+ A=T"UA’

Kde I'" je podobna I' a A" je podobnd A a navic I s A" nemaji zadny
stejny prvek.

4.2 Usporadani

Usporadani ¢isel je v matematice velmi dulezité. Kdyz zachazime s pri-
rozenymi ¢isly, tak predpokldadame jejich presné usporadani, usporadani
podle velikosti. V nasem piepisu Peanovy aritmetiky vychazime hlavné
z vlastnosti naslednika a také u néj pii definovani usporadéani zustaneme.

Russell nejdiive v kapitole 4 [Rus93a] uvadi podminky, které by relace

usporadani pro libovolna ¢isla z, y, z méla spliovat:
1. asymetrie: Ry = —(yRz)
2. tranzitivita: tRy AyRz = v Rz
3. spojitost: xRy V yRx

Kazda relace, ktera spliuje tyto podminky, definuje urc¢ity druh uspo-
radani. Nadefinujme si nyni pojem série: Relace je série, kdyz je asymet-
rickd, tranzitivni a spojita. Pficemz musime dat pozor, ze série neni pole
sériové relace, ale sériovéa relace sama. (Pole relace obsahuje spoleéné
obor hodnot a defini¢ni obor.)

Nyni jiz muzeme nadefinovat relaci usporadani na prirozenych ¢islech:
Uspotradani m <n < (Va)((a € DV Aa(S(m))) — a(n))

Ptirozené cislo m je mensi nez jiné ¢islo n, pokud n mé vSechny dédi¢né
vlastnosti, které ma mit naslednik m [Rus93a, str. 35]. Rikdme ndslednik
m, abychom dosahli ostrého uspotradani. Je ziejmé, ze takovato relace
je asymetrickd, tranzitivni a spojita. Uspotadava prirozend cisla v po-
zadovaném smyslu. Samotnd relace (bezprostfedniho) néslednika nam
k usporadani nestaci. Je to sice relace asymetricka, ale neni tranzitivni
ani spojita. Az dédi¢na vlastnost, vychazejici z relace naslednika a in-

dukce, je dostacujici.
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Pozadavek na tranzitivitu je velmi dulezity, pokud chceme porovnéavat
prvky, mezi kterymi je nekonecné prostredniki. Zaroven relace mensi
nebo rovno je sice tranzitivni a spojitd, ale neni asymetrickd. Tedy ne-

spliuje Russellovy pozadavky na uspotradani.

4.3 Nekonecnost

Ukazali jsme si definici ptrirozenych ¢isel a to, ze kazdé prirozené ¢islo (ne-
boli induktivni ¢islo) je koneéné. Co je ale potom pocet vsech prirozenych
¢isel? Je to cislo? Takovymito otazkami se Russell téz zabyval a Sel
v ptimych stopach Georga Cantora. Dochazi ke stejnému nézoru, ze pocet
prirozenych ¢isel je prvni nekoneéné ¢islo, prvni cislo, které neni induk-
tivni a pro které neplati, ze by se po pricteni jednicky zvétsilo. Toto
nekonecné ¢islo znaci, stejné jako Cantor, N.

Dle Russella nam vsSak nic nezarucuje, ze ve svété existuji néjaké ne-
konecné soubory. Predpoklad, ze nekoneéné soubory existuji, je potieba

si vynutit axiomem nekonecna:

Pokud n je libovolné kardindlni ¢islo, pak existuje minimdlné

jedna trida individui magici n terma.

Pocet vsech individuf tedy neni induktivni ¢islo. [Rus93a, str. 131]

Stejné jako pro axiom reducibility existuji pro axiom nekonecna dobré
duvody, pro¢ ho do teorie prijmout, ale také duvody, pro¢ ho nepfijmout.
V kapitole 13 [Rus93a] Russell piSe, ze hlavnim duvodem pro¢ tento
axiom prijmout je, ze pokud bychom méli pouze konecny pocet individui,
pak by se mohlo stat, ze pro n¢jaké konecné ¢islo plati, ze n = n+ 1. To
by se mohlo stat, kdyby napiiklad individui bylo 10. Potom ¢isla 11 a 12
jsou prazdné tiidy, nespadaji do téchto tifd zadné t¥idy. Cisla 11 a 12 by
se tedy rovnala a Peanova aritmetika by nefungovala.

Presto Russell iika, ze axiom nekonecna neni ve vSech moznych ptipa-
dech pravdivy a neni logicky, takze bychom ho do svého systému neméli

prijmout.
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4.4 Definice dalsSich cisel

V prvni kapitole jsme si uvedli definici pfirozenych cisel jako vsSechny
potomky nuly. Prirozend ¢isla v Russellové pojeti jsou tiidy tiid. Nyni
se podivame na definici dalsich druhu ¢cisel, které nejsou zdaleka tak
jednoduché, jak by se mohlo zdat. Russell pise, ze velkou chybou, kterou
matematici délaji, je obecné minéni, ze kazdé rozsiteni ¢isel zahrnuje
piedchoz{ druh jako nedilnou soucdst. [Rus93a, str. 63] Pojdme se tedy
podivat, jak ¢isla definuje Russell.

Cela ¢isla U celych ¢isel bychom si mohli myslet, Ze jejich soucésti jsou
prirozend ¢isla. Tak tomu vSak neni. Jak jsme uvedli, ptirozena ¢isla jsou
tridy trid. Cela cisla jsou definovana jako relace. Zaénéme s jednickou.
Cisla +1 a —1 jsou relace, které jsou navic k sobé opacné. Cislo +1 je
definovano jako relace mezi n + 1 a n. Naopak ¢islo —1 je relace mezi
n a n + 1. Obecné pro prirozené ¢islo m plati, ze +m je relace mezi
n+m an, a —m je relace mezi n a n + m, kde ve vsech pripadech n je
libovolné (kone¢né i nekoneéné) kardindlni ¢islo. Celd ¢isla jsou relacemi

mezi prirozenymi ¢isly. [Rus93a, str. 64]

Zlomky Se zlomky je to velmi podobné. Opét nemuzeme fici, ze ¢islo

vyjadiené zlomkem % je totozné s prirozenym ¢islem 4. Obecné zlomek
™ je relace mezi dvéma prirozenymi cisly x a y takovd, Ze plati zn=ym.
Pozitivni a negativni zlomky se vyjadiuji podobné jako pozitivni a nega-

tivni celd ¢isla. Cislo % definujeme jako relaci mezi = —|—§ a ™, kde ™ je
mqg-+pn

libovolny zlomek a soucet dvou zlomku > + § je definovan jako ”

Cislo -+ Je pak opacné relace. [Rus93a, str. 66]

Realna cisla Raciondlni ¢isla odpovidaji zlomkim ve stejném smyslu,
v jakém zlomek T odpovida pfirozenému cislu n. S iracionalnimi cisly je
skladaji z racionédlnich a iraciondlnich ¢isel. Bylo by nutno nadefinovat
si dalsi pojmy, které bychom nijak nevyuzili. Posta¢i nam tedy vedét, ze
realné ¢islo je urcité série zlomki s usporadanim podle velikosti. [Rus93a,
str. 72]
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5 Nestandardni modely Peanovy

aritmetiky

V soucasné dobé je Peanova aritmetika definovana jako prvoradova te-
orie. Znamena to, ze si dovolujeme kvantifikovat pouze pfes objektové
proménné. Projevuje se to napiiklad u schématu indukce, kde poneché-
vame pouze prvoradovou kvantifikaci s (meta)dodatkem, ze toto schéma
plati pro libovolnou prvoradovou formuli.

Prvoradové teorie maji urcité vyhody, kterymi se zabyva klasicka
logika:

Véta o kompaktnosti Pokud kazZdd konecnd podteorie teorie T md

model, pak teorie T md model.

Lowenheim-Skolemovy véty

1. Necht T je bezespornd teorie s jazykem L. Pak T md model, jehoZ
mohutnost je nejuyse g + | L.

2. Necht T je teorie s jazykem L, necht k je nekonecny kardindl ta-
kovy, Ze |L| < k, a necht T md nekoneéné modely. Pak T md

1 modely mohutnosti k.

Lowenheim-Skolemovy véty jsou dusledkem véty o kompaktnosti a
v podstaté vynucuji nestandardni modely pro prvoradovou Peanovu arit-

metiku.

5.1 Dnesni podoba Peanovy aritmetiky

Uvedme si Peanovu aritmetiku tak, jak ji definujeme dnes (citovdno
z [Sve02]):

Jazyk Aritmeticky jazyk {+, %, 0, S, <, <} a jazyk soucasné predikdatové
logiky.
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Axiomy
L. (Vz)(Vy)(S(z) = S(y) = = =y)
2. (Vz)(S(z) #0)
3. (Va)(z # 0 — (3y)(z = Sy)))
4. (Va)(z +0 = x)
5. (Vz)(Vy)(z + S(y) = S(z +y))
6. (Va)(z %0 = 0)
7. (Vo) (Vy)(z + S(y) = v x y + )
8. (Vz)(Vy)(z <y & (Fv)(v+ 2z =1y))

9. (Vo) (Vy)(z <y < (F)(S(v) + = =1y))
Schéma indukce:

(V1) - (V) (2(0,5) A (V) (02, §) = 0(S(2), §) = (Vo)p(x, )

pro libovolnou prvoradovou formuli ¢ aritmetického jazyka.

5.2 Modely Peanovy aritmetiky

Nyni se podivame na standardni a nestandardni modely pro Peanovu
aritmetiku definovanou v minulé sekci.

Standardni model pro Peanovu aritmetiku je linearné usporadana
struktura pfirozenych ¢isel N = (N, 0, <). (Kde linedrn{ usporadani zna-
mend asymetrii, tranzitivitu a trichotomii: x <y Vy <z Vz =y).

Na nésledujicim obrazku je znazornéna tato struktura, kde O repre-

zentuje 0 a — reprezentuje usporadani <.

0—1—2-—3—- |
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Nestandardni model M = <M ,OM M > vznikne z libovolné linearné
usporadané mnoziny s nejmensim prvkem tak, ze nejmensi prvek je na-
hrazen strukturou (N, 0, <) a vSechny ostatni prvky jsou nahrazeny struk-
turou celych ¢isel Z = (Z, <). N&3§ nestandardni model je tedy slozen
z prvku N, coz jsou standardni prvky, a prvku husté usporadanych
kopii Z, které jsou nestandardnimi prvky. Nestandardni prvky nejsou
dosazitelné z 0 koneéné mnoha kroky S a ve smyslu uspoiadani pred
nestandardnim prvkem existuje nekonetné mnoho jinych prvka. V ta-
kovémto modelu vsak lze dokazat vsechny Peanovy axiomy, tedy M je
modelem Peanovy aritmetiky. [Sve02, str. 286]

Na naésledujicim obrazku je znézornéna struktura M, kde 0 je 0
prirozenych ¢isel, slouzi jako minimalni prvek celé struktury a je nasle-
dovéna piirozenymi ¢isly. Za nimi jsou husté uspoiddané kopie Z. Sipky

opét slouzi jako usporadani <M.

5.3 Russellova Peanova aritmetika

Puvodni Peanova aritmetika byla definovana jako druhoradova teorie a
stejné tak tomu bylo i s Russellovou teorii. Druhoradova teorie ndm do-
voluje kvantifikovat i pfes predikatové a funkéni proménné. Russell kvan-
tifikuje pres funkéni proménné a navic si rozdéluje funkce do typu, tedy
pracuje v rozvétvené druhoradové teorii (presnéji pracuje ve viceradové
teorii, ale vicetadové teorie uz se v zadnych podstatnych vlastnostech
nelisi od druhotddovych teorif).

Druhordadové teorie nam poskytuji jiné moznosti v jazyce. Oproti
prvoidadovym teoriim zde napiiklad neplati Lowenheim-Skolemovy véty
ani véta o kompaktnosti, kterda ndm vynucovala nestandardni modely.
Pojd'me se tedy podivat na to, jak je to s nestandardnimi modely v Rus-
sellové teorii.

Russell definuje prirozena ¢isla jako potomky nuly:
ce N&ce P(0)

Potomci nuly jsou nadefinovani jako prunik vsech dedi¢nych tfid, do které
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nalezi nula:

P0)=(|T'|TeDT a0eT}

Je to tedy nejmensi takova tiida, kterd je podtiidou vsech dédi¢nych ttid.

Polozme si otazku, co presné jsou dédicné tiidy a jak jsou defino-
vatelné. Na strané 23 jsme si uvedli nasledujici priklad dédi¢né tiidy:
{100,101, 102, ...}. Tuto tfidu zjevné vydéluje vlastnost byt vétsi nez 99,
coz je dédicna vlastnost. To nam ukazuje, ze dédicnd vlastnost definuje
dédicnou tiidu.

Abychom docilili toho, ze prirozend ¢isla budou pravé ta cisla, ktera
oc¢ekavame, musime oveérit dveé véci:

1. Pottebujeme ukazat, ze potomci 0 jsou neprazdnou tiidou.

2. Chceme zajistit, aby se ndm do ptirozenych ¢isel nedostala zadné

¢isla, ktera nechceme.

Nejprve se podivejme na nasi prvni podminku: potomci 0 jsou ne-
prazdnou tiidou. Pro potomky libovolného cisla jsme se to pokusili ukazat
jiz na strané 24. Zkusme pro potomky 0 najit jednu dédi¢nou t¥idu I' ta-
kovou, ze 0 € I'. Vezméme tiidu I', ktera obsahuje 0. Aby to byla dédi¢na
trida, pak s 0 musi obsahovat i S(0). Takové ¢islo jsme si pojmenovali 1.
Spolu s 1 vSak musi nase dédicnd tiida obsahovat i S(1), to znamena
2. Budeme-li takto pokracovat nekoneéné dlouho, dostaneme dédi¢nou
tridu, ktera obsahuje 0. Nyni jsme nasli a popsali alespon jednu dédi¢nou
ttidu, do které ndlezi 0. Mame-li vice dédi¢nych tiid, které obsahuji 0,
pak v pruniku téchto tfid bude minimélné 0. Z naSich definic vyplyva, ze
prunik téchto tiid bude obsahovat i 1 a 2 a vSechna dalsi konecné ¢isla.
Nevime vsak, kde tato posloupnost konci.

Abychom osetfili druhy pripad, to znamena, aby se nam do priro-
zenych ¢isel nedostala zadna cisla, ktera nechceme, staci nam vymyslet
néjakou dédi¢nou vlastnost, ktera toto zajisti. Ukazali jsme si totiz, ze
dédi¢na vlastnost definuje dédi¢nou tridu a ze potomci 0 jsou prunikem
dédi¢nych tiid obsahujicich 0, proto chceme najit onu nejmensi tfidu,
respektive vlastnost ji vydélujici.

Takovou vlastnosti je byt konecnym ¢islem nebo presnéji, abychom se
priblizili jazyku Russellovy teorie: z je ziskano z nuly konecnym poctem

nasledniki.
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Russell se konecnosti vénuje v kapitole 3 [Rus93al. Pii definovani
prirozenych ¢isel ukazuje, ze ke kazdému pfrirozenému ¢islu chceme z nuly
dojit krok po kroku, pomoci funkce naslednika. To ndm umozni mate-
matickd indukce, kterou, jak jsme jiz zminili, Russell prijal jako definici,
a kterd je v podstaté pouzita pii definici prirozenych ¢isel jako pruniku
vSech induktivnich tiid.

Podivejme se znovu na to, jak jsme si na str. 19 nadefinovali ¢islo,

respektive ¢islo tiidy:
(') = {A [ LT, A)}
Relaci podobnosti (L) jsme si definovali nasledovné:
L(T',A) < (3R)(I'RA), kde R je relace, ktera je 1-1

Zminili jsme, ze definice ¢isla spravné funguje pouze pro konecna cisla.
Jakmile tuto definici pouzijeme na nekonecéna ¢isla, pak nam naptiklad
vyjde, ze tiida prirozenych ¢isel je podobna tiidé celych ¢isel, takze maji
stejné cislo. Presné tuto vlastnost muzeme vyuzit k definici konecného
¢isla. Obecné plati, a Russell tento nazor téz zastaval, Ze nekonecnd
¢isla jsou charakteristickd tim, ze existuje bijekce (vzdjemné jednoznacné
zobrazeni, pro Russella 1-1 relace) mezi danym nekoneénym cislem a
néjakym mensim ¢islem. V Russellové jazyce to znamend, ze dana tiida
a nékterd jeji vlastni ¢dst (ostrd podtiida) jsou si podobné. [Rus93a,
str. 79]

Formalné muzeme vlastnost I' je nekonecnou tridou zapsat naptiklad

nasledovné:
FA)3)(t EAN((AU{t}) =T)A LT, A))

Chceme-li nyni najit vlastnost, ktera iika, ze I' je konecnou tridou,

staci, kdyz predchozi formuli znegujeme:
(VA)(V))[-(t ¢ AN ((AU{t}) =T)) VLT, A)]
Ekvivalentneé:

(VA)(VO)[(t ¢ AN ((AU{t}) =T)) = LT, A)]
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Cislo ¢(T') je pak konecné éislo pravé tehdy, kdyz T' spliuje tuto
podminku.

Lze ovérit, ze dana podminka plati pro libovolna konec¢nd ¢isla. Plati
také pro nulu, protoze prazdné tiida nema zadné vlastni podtiidy, proto
nemuze existovat bijekce mezi prazdnou tiidou a jeji vlastni podttidou.
Z toho duvodu prézdnd tiida je konec¢nou tiidou, tedy nula (kterd je
¢islem prazdné tiidy) je konecné ¢islo.

Ziskali jsme formalni vlastnost, ktera tikd, ze c¢islo néjaké tridy je

koneéné, pokud dand t¥ida spliuje podminku ¢:
p=(VA)V((t g AN((AU{t}) =T)) = LT, A)H

Nyni ovérme, ze ¢ je dédicnd vlastnost. To z definice znamend oveérit, ze
plati:

(V) (o(z) = ¢(S(x)))
Vezméme si libovolné ¢islo ¢(I'), pro které plati, Ze je to konecéné éislo.
Ukazme si, ze i ndslednik c(I"), kterym je c((l'U{t}), kde t ¢ I, je konecné
¢islo. Nazvéme si I'U {t} = Q. Pro Q pak plati formule ¢, protoze an-

tecedent implikace ve ¢ muze byt splnén pouze tiidou I' a takovym ¢,
kde:
g D)A((TUft}) =)
a pro to plati, ze =L(£,T') (protoze I je kone¢n4, pak se pridanim jednoho
termu zméni). To ndm dohromady davé, ze S(c(I')) = c(Q2) je konecné
¢islo, ¢imz jsme ovérili, ze ¢ je dédicnd vlastnost.
Nasli jsme dédicnou vlastnost (dokonce induktivni vlastnost), kterd
o libovolném ¢isle c tika, ze je konecné. Ukazali jsme si, ze dédicnd vlast-
nost definuje dédi¢nou tiidu. Mame tedy dédi¢nou (induktivni) tfidu,
ktera obsahuje pravé vSsechna konecna ¢isla. Jakmile jsou prirozena cisla
definovana jako potomci 0 a ty jsou definovani jako prunik vSech dédic-
nych t¥id obsahujicich 0 (prunik v8ech induktivnich t¥id), potom vSechna
prirozena ¢isla jsou konecna. Induktivni tiida obsahujici vSechna konecné
¢isla je totiz nejmensi induktivni tiida. Je to také presné takova tiida,

ktera splinuje intuitivni predstavu prirozenych cisel.

4Podobnou podminku uvad{ ve své praci [Prel0] Chris Preston. Pige: trida A je
koneénd, pokud kazZdé prosté zobrazeni f : A — A je také na. Coz znamend, ze A je

kone¢na, kdyz neexistuje bijekce mezi A a jeji vlastni ¢ésti.
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Pro zobecnéni konecnosti na vSechna prirozena ¢isla lze také pouzit
matematickou indukci, kterd je definovdna pro vSechna pfirozena ¢isla.

Pro nasi konkrétni vlastnost ¢ plati:

(0(0) A (V) (p(n) = ¢(S5(n)))) = (Vn)e(n)

Vyse jsme ovérili, ze ¢ plati pro 0 a zaroven, ze je to dédi¢na vlastnost,
a proto plati (Vn)(p(n) — ¢(S(n))). Muzeme tedy ucinit zaver, ze ¢
plati pro kazdé prirozené ¢islo, jinak feceno, ze kazdé prirozené cislo je
konecné.

Dokazali jsme si, ze prirozend ¢isla vypadaji pfesné, jak bychom
chtéli. Zac¢inaji nulou a po jednotlivych krocich se dostaneme ke kazdému
koneénému c¢islu a nemuze se nam stat, ze bychom meéli mezi néjakymi
¢isly nekonecény pocet prostiedniku. Nasli jsme prave jeden (,,prirozeny*)
model Russellovy teorie a vyloucili jsme moznost jakychkoliv nestan-
dardnich modeli. Russellova definice ptirozenych ¢isel umoznuje jen je-

den model (az na izomorfismus).
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6 Russellova teorie v praxi

Na zavér prace si uvedeme dva priklady aritmetickych formuli, na kterych

si budeme demonstrovat, co jsme dosud definovali pouze teoreticky:
1.5+3=28
2. (Vn)(3m)(m <nVn=0)

Kazdy ptiklad si nejdrive vyjadiime pomoci puvodni Peanovy aritme-
tiky, kterou jsme definovali v sekci 2.4. Poté si kazdy piiklad vyjadiime
pomoci Russellovych definic, které jsme uvedli v sekci 2.6. Nakonec si
hradit vyrokem o Vyrokovych funkcich tak, jak jsme si to jiz uvedli na
jednoduchych ptikladech v sekci 3.5.

Tyto ptiklady budou slouzit nejen jako prakticka ukazka teoretickych
definic, ale také nam jasné ukazi duvod, pro¢ Russell zavadi netplné
symboly (pfedevsim tiidy) jako zkratky. Zretelné uvidime, jak obtizné je
zapsat vyrok o tiidach a o kolik obtiznéjsi je zapsat vyrok o vyrokovych

funkecich.

6.1 Prvni priklad
6.1.1 Peanova aritmetika

Piiklad 5 + 3 = 8 zapsany v Peanové aritmetice vypada stejné. Ukazme

si, jak bychom tuto rovnici v Peanové aritmetice dokazali:
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5+(2+1) =
G+2)+1 =

G+ 1+1)+
(5+1)+1)+
(6+1)+
7+1 =
8

cO 00 0O 0O OGO 0o 0o o
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6.1.2 Russellova tfidova definice

Meéjme tiidu I majici 5 termu (71, ¥2, V3, V4, ¥5) a tiidu A majici 3 termy
(01,09,03). Pak rovnice 5 + 3 = 8 prevedena na vyrok o tiidach zni

nasledovneé:
Pocet termu v T spolu s poctem termu v A je 8.

K ovéreni pouzijme definici s¢itani z kapitoly 4. Utvorme si tfidu
dvojic, kterd je podobnd T' a tfidu dvojic, kterd je podobnd A. Cislo
ttidy, ktera vznikne sjednocenim téchto dvou tiid, je souctem ¢isla tiidy
I' s cislem tridy A:

{<’717 ®> ) <’72a ®> ) <’737 ®> ) <747 (D) ) <’Y5a ®>} U {<®7 51> ) <®7 52> ) <@> 53>} -
= {<71> ®> ) <727 ®> ) <73a ®> ) <'74> ®> ) <'Y57 ®> ) <®7 51) ) <®7 52) ) <®7 53>}

Nazveme-li si posledni zminénou ttidu 2 a pouzijeme-li relaci podob-

nosti, pak plati:
c(I) +c(A)=c(2) =38

6.1.3 Russellova beztiidova definice

Necht tifdu I', majici 5 termu, definuje vyrokovd funkce o a tifdu A,
majici 3 termy, definuje vyrokova funkce . Pak vyrok pocet termi v I’

spolu s poctem termu v A je 8 bez pouziti t¥id definujme nasledovneé:

F)(BOVr)((a(z) < Pl(x)) A (B(z) < x!(z))A
ANEF)(F@V x,0) Ne(0))]

Kde F znamena relaci podobnosti mezi funkcemi, tzn. F k4, ze dané
dvé funkce splnuji stejny pocet termu. € je funkce, kterou splnuji prave
takové funkce o, které splnuji praveé 8 termu, tzn. o vydéluje 8-prvkovou
tridu.

Tato formule nam vyjadiuje, ze existuje relace podobnosti mezi po¢tem
termu, které splnuji ¢» nebo y, a poc¢tem termu, které splnuji funkci o,
ktera ma takovou vlastnost, ze ji spliuje pravée 8 termu.

Pokusme se zapsat formalnim jazykem relaci podobnosti F'. Nazvéme

si f relaci podobnosti pro a a 3, pokud f spliuje nasledujici dvé podminky:
(Vo) la(z) = Fy)(By) A S y) AFY)BWY) A 2, y) =y =1y)]
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(Vy) [B(y) = (Fz) (@) A f(z,y) A (V) ((a2’) A f(2,y)) = @ = 2'))]
Prvni podminka tvrdi, ze pro kazdé = existuje pravé jedno y a druha
podminka tvrdi, ze pro kazdé y existuje pravé jedno z. To znamend, ze
f je bijekce.

Funkci €(0) vyjadiujici, ze o splituje pravé 8 termu vyjadiime:
(E'tl)(zltg)[(f(tl) /\/\O’(tg) /\tl #tz/\tl #tg/\/\t7 #tg/\
AV2)((z £t A ... ANz F#tg) = —o(2))]

Nyni slozme nase funkce dohromady:
(F) @) (Vo) [(ez) < Pl(z)) A (B(x) < xH(2))]A
|

[( )

EHIVD) (1) v xH(2)) = Fy)(a(y) A flz,y)A
V) (o (y) A flz,y) =y =y))IA
[ (

y')
(Vy)lo(y) = ) (W) v X1 (@) A flz, y)A
(V2" ) (W) vV X!(2)) A f(2',y)) = @ = 2"))]A

(3t1) ... Gts)o(t) Ao Ao(ts)A
tl%tQ/\tl;«étgA.../\tﬁétS/\
(V)2 £t A Az £ 1) = —o(2)]
Dostali jsme vyrok o vyrokovych funkcich fikajici: pocet termu v I’
spolu s poctem termu v A je 8. Neboli 5+ 3 = 8.
Podrobnéji nam vyrokova funkce fika nasledujici: pokud funkce o
definuje tiidu I' majici 5 termu a funkce 8 definuje tiidu A majici 3 termy;,
potom existuje relace podobnosti mezi funkci o a disjunkci funkce a a 3,

a zaroven o splinuje podminku, ze vydéluje tfidu, kterd ma 8 prvku.

6.2 Druhy priklad

6.2.1 Peanova aritmetika

Druhy piiklad (Vn)(3m)(m < nVn = 0), vypadd v Peanové aritmetice
takto:
(Vn)(Im)(n —m # AV n =0)

Coz si muzeme piepsat nasledujicim zpusobem:
(Vn)(3m)(3z)(x #0ANz+m=n)Vn=0)
Dukaz provedme indukef:
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1.

n=>0
(Fm)((Fx)(x 0Nz +m=0)V0=0)
to zjevné plati

(Vr)(¢(n) = @(n+1))

Ptredpokladejme, ze nésledujici plati:

(Fm)(Fz)(x #O0Ax+m=n)Vn=0)

Chceme ukazat, ze plati také:

(3 )(F) (2" 0N +m' =n+1)Vn+1=0)

To si ukazme rozborem ptipadu podle toho, ktera disjunkce platila

v predchozi formuli (indukénim predpokladu):

(a)

n=0
Zvolme si m' =0 a 2’ = 1, potom plati:
+m =n+1

1+0=0+1
1=0+1
1=1%

(Fx)(z 0Nz +m=mn)

Zvolme sim' =m+ 1 a 2’ = x, potom plati:

r4+m' =n+1

r+(m+1)=n+1

(x+m)+1=n+1

Posledni rovnice plati diky 7. axiomu (e =b < a+1=0b+1).

Tim jsme si ukazali, ze plati

(Vn)(3m)((Fz)(x 0Nz +m=n)Vn=0).

6.2.2 Russellova tfidova definice

Formule (Vn)(3m)(m < nVn = 0), pouzijeme-li Russelliv zapis pomoci
ttid, bude vypadat takto:

(Vn)(Im)((Va)((a € DV A a(S(m))) = a(n)) Vn =0)

Budeme opét dokazovat indukei:

15y Peanové aritmetice lze dokdzat, ze 0+ 1 =1+ 0.

16V Peanové aritmetice lze té7 dokazat, ze  + (m + 1) = (z +m) + 1.
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1.

n=>0
(Fm)((Va)((a € DV A a(S(m))) — «(0)) V0 = 0)
to zjevné plati

(V) (p(n) = (S(n)))

Ptredpokladejme, ze nésledujici plati:

(Fm)((Va)((« € DV A a(S(m))) — a(n)) Vn =0)

Chceme ukézat, ze plati také:

(M) ((Va)((a € DV Aa(S(m'))) = a(S(n))) vV .S(n) =0)

To si ukazme rozborem piipadi podle toho, ktera disjunkce platila

v predchozi formuli (indukénim predpokladu):

(a) n=0
Zvolme si m’ = 0, potom plati:
(Vo) (v € DV A a(5(0))) — a(S(0)))
(Va)((a € DV A (1)) = a(l))

coz zjevné plati

(b) (Ya)((a € DV Aa(S(m))) — a(n))
Zvolme si m’ = S(m), potom plati:
(Va)(a € DV A a(S(S(m)))) — a(S(n))
Protoze o € DV plati nésledujici dvé podminky:
a(S(m)) = a(S(5(m)))
a(n) = a(S((n)))
Diky tomu plati:
a(5(S(m))) = a(S(n))

Tim jsme dokazali, ze plati

(Vn)(3Im)((Va)((a € DV A a(S(m))) = a(n)) Vn =0).

6.2.3 Russellova beztfidova definice

Vyrok pro kaZdou funkci cv, kterd vydéluje tridu, kterd md n termi, exis-
tuje funkce (3, kterd vydéluje tridu, kterd md m termi a plati, Ze m <n
nebo n = 0 nahradime nésledujici bezttidovou formuli:
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Formule t1ké, ze pro kazdou vyrokovou funkci o existuje vyrokova
funkce 8 takova, ze k nim existuji ekvivalentni predikativni funkce ¢ a ¥
(fadek 1) pro které plati, ze ¥ spliiuje ostie méné prvku nez ¢ (tddek 2-5)
nebo ¢ nesplinuje zadny prvek, coz jsme vyjadrili pomoci bijekce mezi ¢

a vyrokovou funkci 7, kterou nespliuje zadny prvek (fadek 6-10).
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7 Zavér

Pokusila jsem se v této praci ukazat, jakou analyzu Peanovych axiomu
nam nabizi Russell v jeho (a Whiteheadovych) Principia Mathematica.
Rekli jsme si, ze se vlastné snazi o logicismus a uvedli jsme si definice ¢7sla,
ndslednika a dalsich pojmu. Cistého logicismu (pfevedeni matematiky na
logiku) vsak Russell nakonec nedosahl, protoze pii zavedeni rozvétvené
teorie typu prilis omezil jazyk a byl nucen zavést axiom reducibility, ktery
neni logicky.

Teorie typu, a s ni axiom reducibility, byly vystaveny velké kritice
pozdéjsich filosofti. Teorie typu je velmi slozita a navic neni z knihy jasné,
jak je pfesné rozvétvend. Déle neni zcela jasné, zda Russell s Whitehe-
adem v Principiich dodrzuji rozliSeni metajazyka a jazyka-objektu. Ne-
dodrzuji ani pevné ustanovené terminy nebo je dokonce pouzivaji diive,
nez je presné definuji. To vSe je u Russella touzicitho po naprosté presnosti
a jednoznacnosti v zékladech matematiky velmi prekvapivé.

V kapitole o nestandardnich modelech ukazuji, Zze Russellovy definice
zakladnich pojmu aritmetiky jsou matematicky presné. Ukazali jsme si,
ze l1ze v jeho teorii nadefinovat vlastnost x je konecné cislo, a ze prirozend
¢isla nadefinovana jako ¢isla splnujici vsechny induktiond vlastnosti musi
tuto vlastnost splinovat. To znamend, Zze Russellovu definici prirozenych
¢isel splnuji skutecné jen ta ¢isla, ktera bychom intuitivné chtéli.

Celou teoretickou praci dobfe shrnuje posledni kapitola, ktera uvadi
konkrétni piiklady a ukazuje, jakym zpusobem se da s Russellovou teorii
pracovat. Piiklady nabizi také porovnani, jak jsou ruzné teorie (Peanova,
Russellova tiidova a Russellova beztiidova) slozité. Konkrétne, jak slozité
je zapsat priklad bez pouziti tiid, coz ukazuje duvod, pro¢ Russell tiidy

jako zkratky zavadi.
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