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Abstrakt:

V této diplomové praci jsou zkoumana stacionarni, prostorové nehomogenni feseni
systému reakce-difuze figurujici v biologickych modelech, zalozenych na Turingové
myslence nestability zpisobené difuzi (diffusion driven instability). V souvislosti
s tim je zkouméano globalni chovani bifurkac¢nich vétvi takovych stacionarnich
feSeni. Prace se opird o teorii diferencialnich rovnic a o (zejména topologické)
metody nelinedrni analyzy. Je dokézana existence, v jedné prostorové dimenzi
i nekompaktnost, bifurka¢ni vétve pro obecny systém reakce-difuze vykazujici
Turingtv efekt. Dale jsou odvozeny apriorni odhady pro Thomasiv model. Tyto
vysledky vedou k tvrzeni, které pro vSechny difuzni koeficienty z predem zavedené
mnoziny zarucuje existenci alespon jednoho stacionarniho, prostorové nenulového
feSeni Thomasova modelu.
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Abstract:

Stationary, spatially inhomogenous solutions of reaction-diffusion systems are stu-
died in this thesis. These systems appears in biological models based on a Turing’s
idea of a diffusion driven instability. In the connection, a global behaviour of bi-
furcation branches of these stationary solutions is analyzed. The thesis insists on
theory of differential equations and on (particularly topological) methods of nonli-
near analysis. The existence, as well as non-compatness in one-dimensional space,
of a bifurcation branch of general reaction-diffusion system leading to Turing’s
efekt is proved. Further, a priori estimates of Thomas model are derived. The
results tend to theorem, that forall diffusion coefficient from the preestablished
set there exists at least one stacionary, spacially nontrivial solution of Thomas
model.
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Uvod

Rovnice typu reakce-difuze (zkrdcené RD) pfirozené vyvstavaji v fadé modelu
biologie, chemie a teoretické fyziky. Jako priklady uvedme vzajemné interak-
ce morfogenti nebo populaci rozprostfenych v prostoru, pohyb bakterii pomoci
chemotaxe, dynamiku nuklearniho reaktoru, sifeni nervového signalu, populac-
ni genetiku RD systémy mohou vyprodukovat fadu zajimavych fenoméni jako
prostorové vzorky, vicendsobné stacionarni stavy, pohybujici se fronty nebo pulzy
a oscilace.

My se budeme zabyvat RD systémem o dvou rovnicich, tedy systémem dvou
semi-linearnich parabolickych rovnic s Neumannovou okrajovou podminkou

wy = diAw + f(w, z)

v [0,00) x €2,
z = oAz + g(w, 2) S (1)
ow 0z
% = % = na 89,

kde Q je omezend oblast v RY: w,z funkce reprezentujici koncentraci danych
latek; wy, z; parcialni derivace podle ¢asu t; A Laplacetv operator reprezentujici
difuzi; 9/0n derivace ve sméru vnéjsi normaly; di, ds kladné difuzni koeficienty a
f, g funkce reprezentujici vzajemnou reakci obou latek.

Navic budeme sledovat mechanismus vzniku prostorovych struktur, jehoz za-
klad polozil Turing ve svém clanku [20] objevenim principu nestability fizené
difuzi (diffusion driven instability). Uvazoval zde dva druhy morfogentu (tedy
chemickych latek zptisobujici diferenciaci buiiky), které v prostoru difunduji a
navzajem spolu interaguji. Ukazal, ze rozlozeni morfogen by mohlo formovat
prostorové vzorky.

Matematicky Fec¢eno, predpokladejme existenci prostorové konstantniho (jiny-
mi slovy homogenniho), staciondrniho feSeni systému (), které je navic stabilni
vzhledem k malym perturbacim bez pfitomnosti difuze (tj. d; = 0 = ds). Jak nazev
vypovida, po pfidani difuze (tj. d; > 0, dy > 0) budeme pozadovat, aby se toto
feSeni stalo nestabilnim vzhledem k malym perturbacim. Tomuto fenoménu se
také fika Turingtv efekt nebo Turingova nestabilita.

Tato myslenka je velmi blizkd pozorovani prirodnich jevi, avSsak Turing vy-
chazel vesmés z matematické intuice. V roce 1972 Gierer a Meinhardt [[6] pomoci
pocitace uspésné vygenerovali prostorové vzorky anatomickych struktur nezmara
uzitim modelu vykazujicim Turingtv efekt. Ukazali, zZe je tento model konzistent-
ni s vysledky experimentii na nezmarech.

Turingtiv model se od té doby hojné pouziva mimo jiné proto, ze se jedna
o mocny nastroj ke generovani vzoru vyskytujicich se kolem nés. Piikladem bud
srst divokych kocek [12]], kiize koralovych ryb [16], ulity plzi a mlza [[15], vasku-
larizace v tumorech [TI].

Ukolem této prace je najit takova data tlohy (), za kterjch existuje ale-
spoii jedno prostorové nekonstantni, stacionarni feseni RD soustavy () spliujici
Turingovu nestabilitu. Nastinme strucné postup, jak toho dosdhneme.

V prvni kapitole dle [11]] odvodime nutné podminky platnosti Turingova efek-
tu. V zavislosti na koeficientech difuze dle [9] vyjadiime mnoziny kritickych bod,

lodkazy na literaturu viz [19]



tedy mnoziny dvojic [dy,ds] € R2, pro které mé linearizovana tloha soustavy ()
nekonstatni stacionarni feSeni. Tyto mnoziny tvoii v prostoru R? ¢asti hyperbol.
Navic vymezuji tzv. oblast nestability, tedy mnozinu dvojic [di,ds] € R2, pro
které je stacionarni konstantni feSeni tlohy (II) nestabilni.

Hlavnim néastrojem k nalezeni prostorové nekonstatnich, stacionarnich feseni
bude teorie bifurkaci. Za bifurkac¢ni parametr zvolime prvni difuzni koeficient d;,
ostatni data tlohy budou pevna.

Druhé kapitola se bude zabyvat existenci bifurkac¢ni vétve. V prvni sekci této
kapitoly na rovnici ({{]) aplikujeme obecnou verzi Rabinowitzovy globélni véty a
dostaneme urcitou globalitu 4 bifurkacni vétve bifurkujici z kritického bodu na-
sobnosti jedna, tedy kritického bodu leziciho pouze na jedné hyperbole. Cerpame
z [9], kde je postup proveden vzhledem k bifurka¢nimu parametru reprezentujiciho
velikost oblasti. V druhé sekci pak v jedné prostorové dimenzi vysSetiime pripad
kritického bodu nasobnosti dva (tj. kritického bodu lezicitho v pruniku dvou hy-
perbol) a ukazeme, Ze i z néj vychazi globalni bifurkaéni vétev. Vychdzime zde
z [18].

Posledni dvé kapitoly se zabyvaji bliz§im popisem chovani této bifurkacni
vétve. Ve tieti kapitole ukazeme, ze bifurkacni vétev musi byt v jedné dimenzi
nekompaktni, vychézime zde z ¢lanku [8]. Ve ¢tvrté kapitole nejdiive ovétime, ze
v prostorové dimenzi mensi rovné tii je kazdé slabé teseni Thomasova modelu
klasické, a poté odvodime apriorni odhady tohoto modelu. Postup je Cerpan z
¢lanku [17], ve kterém jsou odvozeny apriorni odhady klasickych Feseni Lengyel-
Epsteinova vzhledem k bifurka¢nimu parametru ds - my v této praci za parametr
bereme d;.

V zavérecné kapitole vSechno shrneme do véty, kterd za danjch predpokla-
di zaruci existenci nekonstantniho stacionarniho feseni Thomasova modelu pro
vSechny difuzni koeficienty [d;, ds] lezici v oblasti nestability.

2presnéji viz véta 22



1. Podminky Turingovy
nestability

V této kapitole odvodime nutné podminky pro Turingovu nestabilitu stacionar-
niho feseni obecné rovnice reakce-difuze. Cerpam zde hlavné z [11]] a [[9].

Jak bylo feceno v tivodu, uvazujme tedy nasledujici soustavu dvou semili-
nearnich parabolickych rovnic s Neumannovou okrajovou podminkou a dvojici
pocatecnich podminek:

wy = diAw + f(w, 2)
2t = do Az + g(w, 2)
ow 0z (1.1)
% = % =0 na 89,
w(z,0) =wy, 2(x,0) =z,

v [0,00) x Q,

kde Q je oteviena omezena podmnozina RN s uzavienou lipschitzovskou hrani-
ci 0€2; n jednotkova vnéjsi normaéla existujici ve skoro vsech bodech 0€); dy,ds
nezaporné parametry oznacované jako difuzni koeficienty a f, g spojité funked!

Predpokladejme existenci prostorové konstatniho, stacionarniho feseni W =
(w, 2) tlohy (L)), tedy dvojice konstant spliiujici

f(w,2) =0, g(w,2)=0. (1.2)

V nasledujicim textu budeme vysSetfovat stabilitu praveé tohoto stacionarniho
stavu. Funkce f, g pfepisme do tvaru Taylorova rozvoje v bodé [w, Z]:

Flw,2) = STJ; u?,é)(w—u?)+g—£(w,2)(z—2)+m1(w,z)
g(w, 2) = %(m,z)@-w%%@,z)@-@+m2(w,z),

kde my(w, z), ma(w,z) znaci Taylorovy zbytky funkci f a g. Symbolem B =
(bij)2.2 oznaéme Jacobiho matici zobrazeni [f,¢g]T v bodé [w,Z]. Systém pak
mame ve tvaru

Wy = dlAU} + bn(w —?IJ) + b12(2— ZAJ) +m1(w,z)

Zr = dQAZ +621(w —UA}) + bQQ(Z' - 2) +m2(w,z).

Prevedme tlohu s kladnym, prostorové konstantnim, staciondrnim FeSenim
na ekvivalentni tlohu s nulovym stacionarnim resenim. Formalné se tento posun
provede substituci u =w —w, v =2z - 2. Celkem tedy dostavame tlohu

Uy = dlAu + bnu + blg’U + N (U, U)
v [0, 00) x €,
Uy = do AV + bogu + boov + ng(u, v)

ou  Ov (1.3)
a—n = a—n =0 na 8(2,

w(z,0) =ug:=wg—w, v(x,0)=1vy:=2 -2,

IDalsi predpoklady budou pfidany pozdéji.



kde ny, ny jsou malé perturbace splnujici

n;(&n) =o(|[+nl)  pro V& neR: [{[+n] 0,7 =1,2.

Staciondrnim konstatnim feSenim ulohy (L3) je bod [, 7] = [0,0].
Nadale budeme ve vSech systémech implicitné uvazovat dvojici pocatecnich
podminek ug, vy, aniz bychom to nadale psali.

1.1 Stabilita systému bez difuze

Naleznéme nejdiive podminky na cleny matice B, za kterych nastava stabilita
nulového stacionarniho feseni systému bez difuze, tedy systému obycejnych dife-
rencidlnich rovnic

=by1u + bigv + ,
w=buurbuem(ue) oy (1.4)
Ve = bglu + bQQ’U + HQ(U, U)

K tomu vyuzijeme vétu o linearizované stabilité z teorie obycejnych diferencialnich
rovnic.

Tvrzeni 1.1 (O linearizované stabilité). Je dana rovnice x' = f(x). Necht f: RN —
RN spliiuge f(xo) =0, f je spojité diferencovatelnd na okoli bodu xo. Oznacme B
Jacobiho matici zobrazeni f v bodé xy. Pak plati,

a) jestlize pro kazdé vlastni ¢islo A matice B je Re A < 0, pak je xo asymptoticky
stabilni.

b) jestlize existuje vlastni ¢islo A\ matice B spliujici Re X > 0, pak je xo nesta-
bilni.

Vyjadieme tedy vlastni ¢isla matice B. Ty se dostanou jako kofeny rovnice
det(B-AI) =0.
Po tpravé dostaneme rovnici
A2 — (byy + bgo) A + (bribag — biabor) = 0, (1.5)

jejiz feseni jsou tvaru

_ b1y + bgo + \/(511 +b22)% = 4(b11b22 — b12ba1)

A1
2
\o = bi1 + bao — \/(511 +b22)? = 4(b11b22 — biabar)
2 = .
2

Ovéfme, ze hledanymi podminkami, za kterych jsou realné ¢asti obou vlastnich
¢isel A\, Ao zadporné, jsou
tr B = bll + bgg < O, (Pl)

det B = bllbgg - blgbgl > 0. (P2)



Prepokladame-li nejdiive platnost obou podminek, z (P1l) okamzité plyne za-
pornost Re Ay a z (P2)) pak i

2 Re )\1 = Re{bn + b22 + \/(bll + b22)2 — 4(b11b22 — b12b21)} < bll +Z)22 + |b11 +b22| =0.

Naopak, v pripadé tr B > 0 by zfejmé byla Re A\; nezaporna. V ptipadé det B <
0 a platnosti (PI)) by platilo

2Re )\1 = Re{bn + bzg + \/(bll + b22)2 - 4(b11b22 - blgbgl)} > bll +b22 + |b11 +b22| =0.

Dostavame tedy, ze podminky (P1I), (P2) jsou ekvivalentni se zapornosti re-
alnych ¢asti kofentt kvadratické rovnice (7)), a tedy asymptotickou stabilitu
nulového stacionarniho feSeni tlohy (L)), tj. ulohy (L3) bez difuznich clent
(dl = d2 = 0)

1.2 Nestabilita systému s difuzi

Vysetfeme podminky na data tlohy (I3]), aby stacionarni feseni U bylo nestabilni
vzhledem k malym perturbacim. K tomu pouzijeme vétu o linearizované stabilité
pro systém parcialnich diferencialnich rovnic.

Pfipometime, Ze prostor W12(Q) je Hilbertovym prostorem s obvyklym ska-
larnim soucinem

(u,v)y = | vuvv+uvdr  Yu,ve WH(Q).
Q

Normu prostoru W12(€) indukovanou timto skaldrnim sou¢inem budeme znacit

symbolem | - |, na rozdil od LP-normy, kterou znacime || - |,.
Déle zavedme oznaceni [W12(Q)]? = W12(Q) x Wh2(Q). Tento prostor je
Hilbertovym prostorem s normou indukovanou skaldrnim soucinem

(UW). = {u,0) + (w,2) VU, W € [WAQU = [u,v],W = [w, 2]
Tvrzeni 1.2. UvaZujme tlohu na vlastni ¢isla

dlAu + buu + blgv = \u

v €2,

dgA’U + bglu + bQQU =\v (1 6)
@ = @ =0 nadf)
on  on '

Pak plati:

(i) Jestlize existuje kladné e takové, Ze je Re\ < —& pro vsechna vlastni Cis-

la \ dlohy (LA), pak je teseni U systému (L3) stabilni v normé prostoru
[Wh2()]>.

(ii) Jestlize existuje vlastni c¢islo X ulohy (LB) splriujici Re X > 0, pak je feseni U
systému (L3]) nestabilni v normé prostoru [W2(2)]2.



Zavedme slabou formulaci tlohy (L6). Rekneme, ze U = [u,v] je slabé fesent
okrajové tlohy (LO), jestlize U € [W12(£2)]? a spliiuje rovnost

f d1VuVe — (bi1u + biov — Au)p dax =0
« Vi e WH(Q). (1.7)
/s; daVuVe = (bartu + baov — Av) dz = 0

Pro pevnou funkci v € W12(2) oznac¢me

F(cp)z[gucpdx, goer’z(Q).

Pomoci Holderovy nerovnosti a vnoreni Wh2(Q) < L2(Q2) ukazme, zZe je funkci-
onal F' konec¢ny:

P(e) - [updes ([ as) ([ @ar) = ubaliola s ol < oo

Dale je F' ziejmé linearni, diky predchozimu odhadu omezeny, a tedy i spojity.
Z Rieszovy véty o reprezentaci [6.] existuje pravé jeden prvek z prostoru Wh2(Q),
oznacme jej Au, splnujici

F(e)=(Au,p) VoeW(Q).

Lemma 1.3. Operdtor A:W12(Q) - Wh2(Q) definovany predpisem

(Au, @) = f uwp do Vu,p e WH2(Q) (1.8)
Q
je linearnt, spojity, symetricky a kompaktni.

Diikaz. Takto je dle predchoziho korektné definovan linearni operator A. Je ziej-
mé symetricky, nebot

(Au, p) = f up dz = (u, Ap)  Vu,pe WH(Q).
Q

Ukazme, ze je kompaktni. Vezméme posloupnost {u, },.n omezenou v prostoru
W12(Q) a ukazme, ze z posloupnosti {Au, }nen lze vybrat konvergentni podpo-
sloupnost.

Z omezené posloupnosti {u,} 1ze vybrat slabé konvergentni podposloupnost
{tn, }ren konvergujici k prvku u. Diky kompaktnimu vnoteni W12(Q) -« L2(Q)
plati, Ze posloupnost {u,,} konverguje silné v prostoru L?(§2) k témuz prvku.
Pouzitim Holderovy nerovnosti pak dostavame

|Au,, — Au| = sup [ (u,—-u)pdz < sup ([(un—u dx) (/ gdex) <

lels1 /€ lel<1

<cluy, —ula =0

Posloupnost { Au,,, } je hledand konvergentni podposloupnost posloupnosti { Au,, }
a kompaktnost A je tedy ukazana. O



Pouzitim definice skaldrniho soucinu ve W12(Q) a operatoru A prepiSme sys-
tém (L7) do ekvivalentniho tvaru

dlu - (bll + dl - )\)AU - blgAU =0
dQU - bglAu - (b22 + d2 - )\)AU =0.

Oznadime-li

_|u _[Au _[di 0 b+ dy b2
U= [Ul ’ AU = lAU] ’ D(d) - ( 0 dg) ’ B(d) - ( b21 b22 + d2) ’

dostavame ekvivalentni vektorovy zapis
D(d)U - B(d)AU + NAU =0 (1.9)

Vyjadireme ted vlastni ¢isla operatoru A, a to na zakladé vlastnich ¢isel lapla-
cianu s Neumannovou okrajovou podminkou, tedy feseni tilohy.

-Au=ru v,
1.10
Ou =0 na Jf. ( )
on

Pokud v dalsim textu zminime tlohu s laplacidnem, vzdy budeme myslet tuto
ulohu, tj. laplacian s Neumannovou okrajovou podminkou.
Vlastni ¢isla (LI0) se daji usporadat do nekone¢né neklesajici posloupnosti

0=I{0</€1SI{2§/‘€3S....

Ze slabé formulace ulohy (ILI0) pak postupné dostaneme
f VuVe - kup dz =0 VYee WH(Q),
Q

f Vuve+up - (1+r)updr=0 Ve WH(Q),
Q

u-(1+k)Au=0,

Au = Lu, (1.11)
1+k

kde u € W1t2(Q) je slabé feSeni tlohy (LI0). Ze znamych vysledki regularity
eliptické rovnice mame, Ze u je i klasické feseni tlohy (LI0). Pak ze vztahu (LII))
plyne, zZe v, := ﬁ jsou vlastni ¢isla operatoru A a Ze u je vlastni vektor opera-

toru A, pravé kdyz je vlastni funkei ulohy (LI0).
7 vlastnich vektoru linedrnitho kompaktniho symetrického operatoru A v Hil-
bertové prostoru lze vybrat uplny ortonormalni systém e,,. Pak dokadzeme libo-

volnou dvojici U = [u,v] zapsat ve tvaru

U(x) = i)Fjej(x), (1.12)

kde F; = [F l(j ), F2<j )]T € R2, j € Ny. Diky spojitosti linearniho operdtoru A mizeme
psat
A(ZFe]) A(hm ZFe] = hm ZFA(GJ ZFA(e]

7=0



Pomoci néj dosadme ziskany vztah (ILI12) do rovnice (L9), ¢imZ dostaneme
S (D(d) - B(d)A + AA) Fye, = 0,
=0
Do této rovnosti dosadme vztah (LTT]) a dostaneme
i ((1 +r;)D(d) - B(d) + )\E)Fjej =0,
=0

coz diky definici matice B(d) miZeme upravit na tvar

o0

Z (/{]D(d) - B+ )\E)Fj@j =0.

j=0

Sc¢itance této sumy jsou navzajem ortogonalni, nulovost sumy je tedy ekviva-
lentni s nulovosti vSech sc¢itanci. Navic jsou e; pro j € Ny nenulové, dostavame
tedy ekvivalentni sadu podminek

(#D(d) -~ B+ AE)F; =0 VjeN, (1.13)

Cislo A je vlastni éislo tilohy (L8], pravé kdyz existuje nenulové feseni U(z).
A toto TeSeni je diky rozvoji ([LI2) nenulové pravé tehdy, kdyz existuje j € Ny
s F; # 0. Pro néjaké j € Ny je Fj nenulové, pravé kdyz algebraicka rovnice (LI3)
ma nenulové feseni F}, coz je pravé kdyz plati
det(k;D(d) - B+ AE) = 0.

Rozepisme:

0= (krjdy — b1y + A)(Kjda = bag + A) = bioboy = (1.14)
= A2+ (Kydy + Kjdg — bry — bag )N + Hy(k;),
kde znacime
Hy(kj) = (kjdy = b11)(Kjda = baz) — biabas.
Tedy A je vlastni ¢islo tlohy (L), pravé kdyz je kofenem této kvadratické
rovnice pro né€jaké j e Ny, tj. A = )\gj) nebo A\ = )\gj), kde

bll + b22 - (dl + dg)/ﬁj + \/[bll + b22 - (d1 + d2)/€j]2 - 4Hd(l€j)

)\(j) _ ’
1 2 (1.15)
)\(]) B bll + b22 - (dl + dg)/‘ij - \/[bll + b22 - (dl + d2)K‘j]2 - 4Hd(K’J)
2 = .
2

K tomu, abychom mohli vyuzit tvrzeni [[L2 potfebujeme vySetfit redlné casti

gisel A A Ziejmé je k;(dy +dy) >0, a spolu s podminkou (PIl) dostévame

bll + b22 — (d1 + dz)/{j <0.

Z toho ihned plyne, ze Re A je zaporné. Potfebujeme tedy, aby alespon Re A

ply 2 : 1
bylo kladné. Z vyjadieni A\Y) je vidét, ze podminka zarucujici ReAY) > 0 je
zapornost Hy(k;), tedy

Hd(/{j) = dldz(/{j)z - (blldg + bggdl)/{j + bllbgg - blgbgl <0. (116)
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Najdéme tedy nutné podminky pro to, aby (LI6]) platila. Prvni podminka
vyjde z vySetfovani znamémek jednotlivych ¢lent (LI6). Vime, Ze difuzni koefi-
cienty jsou kladné, determinant B kladny a x; kladné. Z toho ziejmé plyne, Ze
prvni nutnou podminkou je

blldg + bggdl > 0. (P3)

Druha podminka vychazi z nasledujici jednoduché tvahy. Pro kazdou funkci,
ktera je alesponn v jednom bodé zaporna, plati, Ze hodnota této funkce v bodé
minima musi byt také zaporna. Najdéme proto minimum funkce Hy:

H,
0= M = 2/{d1d2 - (blldg + bgzdl),
Ok

P bi1ds + boady

min 2d1d2 .
V tomto bodé méa funkce H,; hodnotu
bi1ds + boody )?
Hd(/‘imin) = —( i 2 1) + b11092 — D12bo;.

4dyds
Dohromady tedy dostdvame druhou nutnou podminku k platnosti (LI0):

(bndz + b2zd1)2
4dqdy

> det B. (P4)

Uvedme ted nékteré dusledky nalezenych podminek. Konkrétné z podminek
(PI)), (P3) nutné plyne, ze koeficienty by; a by maji riznd znaménka a ze difuzni
koeficienty musi byt navzajem rtzné. Dohromady s podminkou (P2)) dostavame
biobs1 < 0, coz znamena, ze koeficienty bio, by; musi mit také navzajem rizna
znaménka. Samotna matice B tedy musi byt jednoho z typt

0 ) )

Ziejmé se tieti typ matice dostane pouhou zdménou u a v z prvniho typu,
taktéz ctvrty typ ze druhého, tedy staci uvazovat prvni dva typy. Navic pak
z podminky (P3]) ihned plyne, Ze d; < ds.

Shrinme nalezené podminky na data ulohy z této kapitoly. Nalezli jsme nutné
podminky kladené na ulohu (I.Tl), za kterych dochazi k Turingovu jevu, a to

tr B < 0, det B > O, blldg + bggdl > O, (Pl-Pg)
(b11d2 + b22d1)2 > 4d1d2 det B. (P4)

Tyto podminky zarucuji platnost nerovnosti
bllbgg < O, blgbgl <0 (117)

a toho, ze matice B je jednoho z typt

) () 11s)



dy
b11 m bll
K3 K2 K1
C3 1 Oy Oy
3
dq

Obrazek 1.1: Hypeboly Cj.

1.3 Oblast stability a nestability

V této sekci vySetfime mnoziny dvojic difuznich parametrt [dy,ds], pro které je
staciondrni feeni U = [0,0] tlohy (L3) stabilni ¢i nestabilni v normé prostoru
[W12(Q)]%. Jingmi slovy, vySetiime tzv. oblast stability a oblast nestability.

Navazme na predchozi sekci. Pfipomenme, ze jsme ziskali rovnici (LI5), tj.
vyjadfeni vlastnich ¢isel A tlohy (L6]). Poté jsme si uvédomili, Ze za naSich pred-
pokladl je redlna cast vlastniho ¢isla Ay vzdy zaporna a redlna cast vlastniho
¢isla A\; zdporna, pokud je Hy(r;) kladné, a kladna, pokud je H,(k;) zaporné.

Znaménko Re \; se tedy méni v bodech danych rovnici Hy(x;) = 0. Ta se da
ekvivalentné prepsat do tvaru

1 ( b12b21

do = —
2 dllﬁj—bll

+b22),j€N, (119)
Rj

coZ je rovnice hyperboly (o nezndmych dy,ds). Jelikoz nés zajimaji pouze kladné
difuzni koeficienty, zavedme oznaceni

1
Cj = {[dl,dz] € Rz,dz = — (% +bgg)}

Rj dllﬁj - b11

pro j € N a tuto mnozZinu nazyvejme j-tou hyperbolou (viz obr. (L.1])). Takovato
hyperbola méa asymptoty
b b
di=—, dpy=—>
Kj Kj

a da se ukazat, Ze vSechny hyperboly maji spolecnou te¢nu ([17])

_ b11b22 + 2/ —blgbgl det B

2
bll

d2 dl .

Vlastni ¢isla x; jsou uspofddana do spocetné nekonecné neklesajici posloup-
nosti (srovnej se sekci [L2)). Pak z tvaru C; plyne, zZe se hyperboly C; vzhledem k
rostoucimu j priblizuji k d; = 0.
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Presngji plati: bud dj € R, libovolné pevné a vezméme ng € N takové, ze
pro vSechna n € N, n > ng plati [d},d3] € C,,. Pak pro posloupnost téchto bodi

{d}}psn, plati
lim dj = 0. (1.20)

n>ngo

Dale plati, oznacime-li posloupnost bodt {d3},cn spliujicich [0,d3] € C,, pro
kazdé n € N, pak
lim di = 0.

n—>00

Dale, pokud jsou vlastni ¢isla laplacianu prosta, tj. £, < k,.1 pro kazdé n € Ny,
pak C,, # C; pro kazdou dvojici riznych indext n, j € N. Pokud ma vlastni ¢islo &,
nasobnost m,,, pak

Cnfl * Cn = C(nJrl == Cnernfl * Cn+mn-

Poznamenejme, pro¢ jsme mnozinu C; nedefinovali pro j = 0. Vlastni ¢islo
ko = 0 sice existuje, pro vSechna d ale plati Hy(0) = det B # 0, a tedy hyperbola
pro j =0 neexistuje.

Dtlezitost zavedeni pojmu hyperboly ilustruje néasledujici tvrzeni, které shr-
nuje fakta z predeslého postupu.

Tvrzeni 1.4. Predpoklddejme, Ze jsou splnény podminky (PI-P3)) kladené na
matici B. Pak pro kazdé vlastni ¢islo \; := )\gj) (viz (LI5) ) dlohy (L6) plati:

Re)\; <0 pro d vpravo od Cj,
Aj=0 pro d na Cj,
Aj>0 pro d vlevo od Cj.

Redlnd cast vliastniho cisla )\gj ) je vZdy zapornad.

Zavedme nasledujici oznaceni, pomoci néhoz popiSeme mnoziny parametri
vedoucich ke stabilité nebo nestabilité nulového fesSeni.

Znaceni. Mnozina C oznacuje obalku kiivek C; pro vSechna j € N (viz obr. (L2)),

presn€ji mnozinu

Cp = {[dl,dQ]:dl €R,,dy =min{z:[dy, 2] € | J Cj}}

jeN
Déle ozna¢me podmnoziny R? vytaté mnozinou Cg:
Dg = {d e R?: d lezi vpravo od Cy}
Dy = {d e R?: d lezi vlevo od Cp}
Tvrzeni 1.5. Za predpokladi tvrzeni plati:

e Pro kaZdé d € Dg existuje ¢ kladne takove, Ze vsechna vlastni cisla A lo-

hy (LG) splriugi Re A < —¢.

12



da

dy

Obrazek 1.2: Ilustrace mnozin C'g, Dy a Dg.

e Pro kazdé d € Dy existuje vlastni ¢islo X ulohy ([L6) splriujici Re A > 0.

Diikaz. Prvni podminku dokazme sporem. Predpokladejme, Ze existuje d € Dg
takové, ze pro kazdé ¢ kladné existuje vlastni ¢islo A tlohy (IL6]), které spliuje
0 > Re A > —¢. Tedy musi existovat posloupnost indexit {ji }ren spliujici A;, — 0.
Ztejmé pro tuto posloupnost plati jp — oo.

Pro \;, = 0 ze vztahu (LIH) plati Hy(x;, ) = 0. Zaroven ovSem z definice H,
plyne Hy(k) — oo pro k — oo, c0Z je spor.

Druhé podminka plyne z predeslého tvrzeni. U

Toto tvrzeni nas opraviiuje nazyvat mnozinu Dg oblasti stability a mnozi-
nu Dy oblasti nestability.

Disledek 1.6. Za predpokladi véty[1.) je nulové fesent stabilni v normé W12(Q)
pro d € Dg a nestabilni pro d € Dy.

Tvar vlastnich ¢isel ndm je jiz zndm. Vyjadreme i tvar vlastnich vektort.

Tvrzeni 1.7. Je-li A vlastni ¢islo ulohy ([L6), pak prislusné viastni vektory tvori

prostor
dikj— b + A
Ey(\) = span{[ej, Mej]} ,
b2 jeda(N)

kde J4(X\) je mnoZina indezi j, pro které md rovnice (LI3) netrividini fesent.

Diikaz. Z tvah predchozi sekce vime, Ze A je vlastni ¢islo tlohy ([IL6), pravé kdyz
ma algebraickd rovnice (LI3) pro néjaké j netrivialni feSeni a také, Ze vlastni
vektory jsou dvojice U = . Fje;, kde s¢itame pfes vSechna j, pro néz ma (I3
netrivialni feseni Fj. Rovnost (.13 pfepisme do tvaru

(I{jdl - bll + )\)F](l) + blej@) = O,

ze které staci F\*) vyjadiit:



Reseni rovnice (LI3)) jsou tedy ndsobky vektorii

ll Kjdl - bll + )\:|
’ blZ .
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2. Existence bifurkac¢ni vétve

V minulé kapitole jsme zjistili, Ze uvazovany prostor difuznich parametrii R? je
rozdélen na dvé casti, oblast stability, tedy oblast, ve které je trividlni reSeni
stabilni, a oblast nestability, tedy oblast, ve které je trivialni feseni nestabilni.

V této kapitole nas budou zajimat nenulova stacionarni feseni. Zkoumame
tedy feseni stacionarni tlohy

dlAu + bnu + b12U + nl(u,v) =0
v Q2

dgA’U + 621u + b22U + ng(u, ’U) =0 7 (2 1)
Ju Ov
qu_v_ Q.
on On 0 mad

Navic v pripadé vicedimenzionalni prostorové proménné predpokladejme ristové
podminky
(& m < CQA+ [+ ) ¥EneR, (2.2)
kde méme ¢ € R, v ptipadé N =2 a ge[1,2N/(N -2)) v pfipadé N > 2.
Déle zafixujme dy = dJ > 0 a za bifurka¢ni parametr zvolme d;. Nadale pou-
Zivejme znaceni u = dy. Pfed zavedenim bifurka¢niho bodu pfevedme nasi tlohu
do slabé formulace a pak do tvaru operatorové rovnice.

Definice. Rekneme, ze U = [u,v] je slabé feseni okrajové tlohy (), jestlize
U e [WH2(Q)]? a spliiuje systém

f uNVuVe — (byyu + biav + ny(u,v))pdr =0
@ Vo e WH(Q). (2.3)
fﬂ dIVuV@ — (ot + byov + no(u,v))pdr = 0

Odvodime operéatorovy tvar rovnice (23]). Volme j = 1,2 a pro pevnd u,v €
Wh2(Q) oznatme

FO) = [ nj(u0)pdr, e W(Q).

Ukazme, Ze je funkciondl F'(9) kone¢ny. Ziejmé to je pravda v piipadé jednodi-
menzionalni prostorové proménné, ovéime pripad vicedimenzionalni prostorové
proménné. Bud u,v € W12(Q). Z véty o kompaktnim vnoteni plati u,v € L(£2),
kde
{[1, o) pro N =2,
qe

[1,2%) pro N >2.

Pouzijme klasické oznaceni ¢’ pro dudlni index k indexu ¢, tedy kladné c¢islo
spliiujici

1 1

-+ = =1.

qa 9
Pak ziejmé plati ¢ — 1 = q/q’ a z véty o Némyckého operatoru a predpokla-
du (22)) plyne n;(u,v) € [L7(2)]?. Z Holderovy nerovnosti dostavame

FO ) = [y, o)odo < ( [ o)l dx)% (/ lequ)% <

< cfn(u, v) gl p] < +oo.
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Déle je F'9) linearni a diky piedchozimu odhadu omezeny, tedy spojity. Z Rieszovy
vty o reprezentaci existuje pravé jeden prvek prostoru [W2(Q)]?, oznacme
jej N;j(u,v), spliujici

FD(p) = (N;(u,0),¢) Ve WH(Q).
Lemma 2.1. Operdtor N;:[W12(Q)]2 - W12(Q), j = 1,2, definovany predpisem

(Nj(u,v),p) = [an(u,v)godx Vu,v,p e WH(Q) (2.4)
je spojity, kompaktni a je malou perturbact, tj. splnuje
N
H j(U,U)H — (25)
ul+[o]>0  Jlu] +[v]
u,veWH2(Q)

Diikaz. Takto je dle predchoziho korektné definovan spojity operator IN;. Ukaz-
me, ze je kompaktni. Vezméme posloupnost {[u,,v,]}ney 0mezenou v prosto-
ru [WhH2(Q)]? a ukazme, ze z posloupnosti {N;(u,,v,)}nen lze vybrat konver-
gentni podposloupnost. Z omezené posloupnosti {[u,, v, ]} ey 1ze vybrat slabé
konvergentni podposloupnost {[uy, ,vn, | }ren k prvku [u,v]. Z kompaktnosti vno-
feni W12(Q) < L1(Q) a z véty [6.7 o Némyckého operatoru plati, Ze posloupnost
{n;(tn,,vn, ) }ren konverguje silné v prostoru [L7 (Q2)]? k prvku n;(u,v). Pak po-
uzitim Hoélderovy nerovnosti dostavame

||Nj(unk7vnk) - Nj(“a”)” = \\Slﬂpl Q[nj(unk7UNk) - ”j(%@]@ dr <
o|<
1

L 1
< sup ([ Iy () = i)l dz) ([ forae)’
lell<1 \ /€ Q@

SC(/ﬂ|nj(unk,vnk)—nj(u,v)|q' dx)q, - 0.

Posloupnost {N;(u,, Vs, ) }ren je hledand konvergentni podposloupnost posloup-
nosti {N;(uy, v ) nen @ kompaktnost N; je tedy dokazana.

Zbyvéa ovéfit podminku (2.H). Tento dikaz je podrobné uveden v [I0, Con
A1l O

IA

Systém (2.3]) pak mtzeme piepsat do ekvivalentniho tvaru

ps— (by + ) Au — bia Av — Ny(u,v) =0
dg’U - 621Au - (ng + dg)AU - NQ(U, ’U) =0.

Pripomeneme-li oznaceni

opy_ (# 0 oy _ (bintp bia
pn (5 p)o Bay=("0 )

a oznacime-li navic

v =)

dostavame vektorovy zapis

D([p,d3])U - B([p, d5]) AU - N(U) = 0 (2.6)
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Definice. Bifurka¢nim bodem tlohy (2.6]) oznacujeme parametr py € R, takovy,
ze v libovolné malém okoli bodu [pg,0,0] v prostoru R, x [IW12(Q)]? existuje
[, u,v] e Ry x [WE2(2)]2 s [u,v] # [0,0], spliujici rovnici (2.6).

K popsani mnoziny nenulovych feseni tlohy (28] vyuZijeme rabinowitzovskou
globalni bifurka¢ni vétu, kterd nam za danych predpokladiti dava nejen existenci
bifurka¢niho bodu, navic i uréitou globalnost mnoziny nenulovych feseni (tzv.
bifurka¢ni vétve) vychazejici z tohoto bifurka¢niho bodu.

2.1 Verze pro [p,d] leZici na pravé jedné hy-
perbole

Nasim cilem je dokazat nasledujici verzi globalni bifurkacni véty:

Véta 2.2. Prepoklddejme, Ze jsou splnény podminky (PI-P3)) kladené na mati-
ci B. Bud' d pevnd kladnd konstanta. Méjme libovolné pg takové, Ze [po, d3] lezi
na hyperbole C; pro néjaké j € N a na Zddné jiné, tj. [uo,d3] ¢ Ci pro vSechna
keN, k#j, tedy specidlné vlastni ¢islo k; ulohy (LI0) je prosté. Predpokldadejme,
ze jsou pro it = 1,2 splnény podminky

”i(fﬂl)
m =0. 2.7
o €]+ 27)
&meR

Navic v pripadé vicedimenziondlni prostorové proménnée predpokladejme ristove
podminky

(€, < O+ +pl"™") Vg meR,
kde q je libovolné pii N =2 a g€ [1,2N/(N -2)) pri N > 2.
Pak je ug bifurkacni bod dlohy [28). Oznacime-li mnoZinu

S ={[p, U] e Ry x [W12(Q)]2, U nenulové feseni (2.6}

a SO komponentu mnoziny S obsahugici [, 0], je navic bifurkace v bodé gy glo-
balni v tom smyslu, Ze S° spliuge alespon jednu z ndsledujich podminek:

(S1) 3 # po: [1,0] € S°
(52) H{LMnaUn]}neN - SOZMn + HUHH — 00
(53) 3{[/%, Un]}neN c SO pu, - 0*

Definice. Mnozinu S° nazyvame bifurkacni vétvi pfislusnou bifurkaénimu bo-
du p. Pokud bifurkacéni vétev SO spliiuje alespon jednu z podminek (S1), (52),
(S8) uvedenych v tvrzeni véty 2.2] fekneme, ze SO je globalni bifurkacéni vétvi.

K ditkazu véty pouzijeme silnéjsi verzi Rabinowitzovy globalni bifurkacni véty,
uvedenou napfiklad v [9]:
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Véta 2.3. UvazZujme redlny Hilbertiv prostor H a spojité kompaktni operdatory T,
N:O - H, kde O je oteviend mnozina v R x H. Predpoklddejme, Ze T}, :=T(p,-)
je linearni pro kaZdé pevné i a

N(p, U
im w =0 stejnomeérné pro u z kompaktnich intervali. (2.8)

1
wi-o U]

Uvazujme po takové, Ze [g,0] € O a pro p z okoli bodu g existuje viastni ¢islo
Au lich€ ndasobnosti ilohy

U-T,U=\U
zavisejict spojiteé na p a takove, Ze
sign Ay +e = —sign Ay - pro vsechna dostatecné mald <. (2.9)
Pak pg je bifurkacni bod rovnice
U-T,(U)-N(u,U)=0. (2.10)

Oznacime-li mnoZinu

S ={[p, U] € R x H,Unenulové resent (2.0]) }

a SO komponentu mnoziny S obsahugici [, 0], je navic bifurkace v bodé pg glo-
balni v tom smyslu, Ze S° spliuge alespon jednu z ndsledujich podminek:

(i) Ezistuje i # po takové, Ze [f1,0] € SO.

(ii) Existuje posloupnost |p,,U,] € SO takovd, Ze [pn,U,] = 00 nebo |U,| +

|t = 0.

Diikaz véty[2.3. Polozme H = [W12(Q)]? a O = R, x H. Pfevedeme tlohu (2.0))
do tvaru rovnice (2I0)). Zavedeme operatory

T(M? U) = D_l([uadg])B([:uv dg])AU7 N(:uv U) = D_l([uadg])N(U)

a vynasobenim zleva operétorovou rovnici inverzni matici D='([p, d3]) ziskdvame
tvar rovnice (2.10]).

Ovérme postupné predpoklady kladené na tyto operatory. Spojitost, respek-
tive kompaktnost, plyne ze spojitosti, respektive kompaktnosti, operatori A, N;,
j=1,2 z lemmat [3 a 2], a ze spojité zavislosti matic D=1 ([u, d3]) a B([p,d3])
na proménné p. Linearita operatoru 7, = T'(yu,-) plyne z linearity jednotlivych
¢initelt. Podminka (28] plyne také z lemmatu 2.1

Reseni rovnice U - T,,U = 0 jsou feSenimi tlohy (LJ) pro A = 0. Takové
feseni U odpovida FeSeni tlohy (7)), coz diky regularité slabého feSeni eliptické
rovnice je klasickym fesenim (6. A jelikoz lezi uvazovany bod [po,dS] na j-té
hyperbole a zadné jiné, vlastni ¢islo laplacianu x; je prosté, jsou vlastni vektory
podle tvrzeni [LL7 tvaru

Hokj — b1y }

Up e span{ej, )
12

a tedy tvori jednodimenzionalni prostor a A = 0 je geometricky prosté vlastni ¢islo
operatoru [ —T),.
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Pro dukaz algebraické prostoty zbyva ukazat (Up, Uj) # 0, kde U = [u*,v*]
je vlastni vektor adjungované tlohy k uloze (L), tedy tlohy

MOAU’r + bnu* + b21’U>e = Nu”

v,
dSAV* + blgzg + bgg(;)* = \"v* (2.11)
u* v*
= = Q.
5 on 0 nad

Oznac¢me
bir bn
B* =
(bu baz
adjungovanou matici k matici B. Vyjadfeni U ziskdme analogickym postupem

jako v diikazu tvrzeni [[L71 Obdobné, jako pfi odvozeni rovnosti (LI3]) v sekci
se ukaze, ze A* je vlastni ¢islo ulohy (2.I1), pravé kdyz ma rovnice

(ke D([p, d3]) = B* + N"E) Fy = 0

pro né&jaké [ € Ny netrividlni feSeni a vime, Ze pro vlastni vektory plati U; =
Yoo Frer. Staci pak toto feseni vyjadrit:

Ko = big + A*

F(2) _
! b21

1
F.
Z toho vyplyva, ze vlastni vektory adjungované tulohy prislusné vlastnimu cislu
A* =0 jsou tvaru
Kjfto = b1 }
——€j .
ba1
Ted tedy mtzeme odhadovat vyraz (Uy, U ). V druhé rovnosti vyuzijeme pred-
pokladu, Ze [po,d3] lezi na j-té hyperbole C;. Z podminek na matici B (P1-P3)
a z faktu, ze C; lezi nad asymptotou dy = bya/k; pak vyplyva kladnost posledniho
vyrazu.

U; € span {ej,

" Rjlo — b1 Rjlo — b1 Rjlo — bi
Up,Ug) =1+ -2 S e [ B
( 0 0> b12 bay lijdg—bm
_ (o +d)ry = (b +b) o

0
d2/’€j - bgg

Vlastni ¢isla operatoru I — D([u,d3]) "' B([1,d3])A se daji odvodit stejnym
postupem jako v sekcich a3l Pro ilustraci uvedme hlavni kroky.
Misto tlohy (L9) uvazujme tlohu

U = D([p, d8]) ™ B[y, 31 AU = AU, (2.12)
nebo-li po aprave
D[, &)U = B([j1, d3]) AU = AD([j1,d3])U = 0.
Dosazenim vztaht (LII) a (LI2) pfepiSseme predchozi rovnost do tvaru

l:io(D([M,dg]) - %m([ﬂ,dg]) - AD([M,dS]))Fle, 0
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a po uprave dostaneme diky ortogonalité e; sadu podminek ekvivalentnich s rov-
nici (2I2) podobnou podminkam (LI3):

(=@ + k) D[ dS]) - B[, dS]))Fi =0 VieNy.  (213)
Cislo A je vlastni ¢islo tlohy (Z.I2), pravé kdyz plati

det (1= A)(1+ k) D([1,d3]) - B([p,d3])) = 0
Cislo \ je tedy kofenem rovnice

0= [[L()/{l - ,uo(l + /{l)>\ - 511][d(2)/€z - dg(l + /{l)>\ - bgg] - blgbgl = (214)
= podd(1 + )N = [po(dSky — bag) + dS(poks — bi1) ] (1 + )N + Hy(ky),

kde symbol Hy(k;), zavedeny v sekci [[L2] znadi:
Hoy(#) = (Kipo = bia ) (Kadg = baa) = biabar.

7 tvrzeni [L4] pak plyne, Ze j-té vlastni ¢islo )\gj ) je nulové pravé na hyperbo-
lach C}, je kladné vpravo od C; a zaporné vlevo od C}. Jelikoz predpokladdme
(10, d3] € C;, lezi body [po +€,d3] a [po — €,d3] na opacnych stranach od Cj, a
tedy dostéavame, ze podminka (2.9]) je splnéna.

Bud nyni S° mnozZina z tvrzeni véty 2.3l Ziejmé tato mnozina splituje i vlast-
nosti z tvrzeni véty 2.2l Tim je dikaz dokoncen. O

2.2 Verze pro [u,ds] lezici v pruniku dvou hy-
perbol

Zabyvejme se pripadem bodu [f0,d3] leziciho v praniku dvou hyperbol C; a Cj
pro néjaka j > k prirozena. Ukazuje se, ze tento bod je vzhledem k parametru pu
v pripadé jednodimenzionélni prostorové proménné bifurkac¢nim bodem. Uvazuj-
me tedy v této kapitole tlohu s jednodimenzionalni prostorovou proménnou, t;j.
x pouze na intervalu [ = (0, L).

Névod pochéazi z ¢lanku [I§]. Hlavni myslenka je omezit se pii hledéni bi-
furka¢ni vétve na vhodny podprostor prostoru W12(I), ve kterém se jedna ze
dvou vlastnich funkei pfislusnych hyperbolam Cj, Cj, nebude vyskytovat, a ve
kterém ukazeme existenci globalni bifurkacni vétve obdobnym zptisobem jako ve
véte Poté jesté bude potfeba ovérit, ze tato vétev je globalni bifurkacni vétvi
i vzhledem k prostoru W12(I). Prostorem spliujicim vySe uvedené se ukaze byt
nasledujici prostor:

Znaceni. Pro N,n € N ozna¢me prostory

WD) =span {eos ()| VAP = WD < WD,
m=0

Tato sekce zacina fadou pomocnych lemmat, ktera postupné vyusti ve veé-
tu 2.13] zarucujici existenci bifurkacni vétve vychazejici z kritického bodu nasob-
nosti 2.
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Pozndamka 2.4. Ukazme, Ze se prostor W12(1I) dé zapsat ve tvaru

e
span {COS( 7 :E)}mzo
V prvni kapitole jsme totiz ukézali, Ze operator A je symetricky a kompaktni.
Podle Hellinger-Toeplitzovy véty [[14, 11.10] je kazdy symetricky operator defino-
vany na celém Hilbertové prostoru hermitovsky. Dale, podle Hilbert-Schmidtovy
spektralni véty [14],8.19] mnozina vlastnich vektorti kompaktniho Hermitovského
operatoru A generuje prostor W12(I). A konefné vime, Ze vlastni vektory ope-
ratoru A jsou pravé vsechny kosiny z tvrzeni poznamky (viz [3]). Navic jsou tyto
vlastni vektory na sebe navzajem ortogonalni, tedy mnozina téchto kosinti je bazi
tohoto prostoru.

Lemma 2.5. Prostor Wy>(I) je vlastnim podprostorem prostoru Wi2(I) pro
n > 1. Navic, oznacime-li

Il
Z(I)=Spa,n{cos(l%r:p),keN,k¢O (modn)} ,

potom je tento prostor ortogondlnim doplikem W,y2(I) v prostoru W2(I).

Pfed samotnym diikazem pfipoménme nasledujici obecnou vlastnost Hilber-
tova prostoru:

Pozndmka 2.6. Bud H Hilberttv prostor se skaldrnim sou¢inem (-, -) 7, A uzavieny
podprostor H a B ortogonalni doplnék A v H. Déle mé&jme {¢p;} ey ortogonalni
bazi A a {1);} ey ortogonalni bazi B. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) ueA,
(ii) we H spliuje (u, ;) =0 pro kazdé j e N.

Dokazme. Ortogonalni doplnék mnoziny A je definovan tak, ze pro kazdé a € A
a be B plati (a,b)y =0, tedy implikace (i) = (it) plati. Naopak, mé&me u € H a
ukazme
(u,b)y =0 Vbe B.

Prvek b mtizeme rozepsat do nekonec¢né sumy
[ee]

b= Z alﬂ/}k,
k=0

jejimz dosazenim do (2.6) a naslednym vyuzitim spojitosti skaldrniho soucinu
dostaneme pozadované:

M M M
(u,b)g = (u, im Y aphy)g = lim (u, Y aptp)y = Im Y- ap(u, ¥ = 0.
M=e0 55 M=eo 5 M=e2 15

Diikaz lemmatu 2. Ukazme, 7e direktni soucet W,*(1) a Z(I) davé cely pro-
stor W12(1). Definujme néasledujici mnoziny indexti:

Ji={keNp,k=0 (modn)}, Jo={meNy,m#0 (modn)}. (2.15)
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Vezméme funkei u € W?(I) a rozepisme ji do fady

oo
u(x) = Zakcos(—x) =y akcos(—:c)+ > amcos(mx),
k=0 k;GJl meJa L

~ ~

ul u

kde u; znadi funkei z prostoru Wy(I) a uy funkei z Z(I).
Ukazme ted, Ze jsou oba podprostory navzajem ortogonalni. Diky poznam-
ce [2.6] staci ukazat
<cos( x), cos(—x)) =0 VkeJ, VmeJs.

Tedy upravujme:
< Cos (]%x), Cos (%x)) =
L ’ ’ L
= f [Cos(k—ﬂx)] [cos(mx)] d:p+[ cos(k—ﬂx) cos(mx) dz =
0 0

kr mm

2 ,L L
_ hmr f sm(—x) Sln(—:L‘) dz + f Cos(k—x) cos (—x)dz =
L2 Jo 0 L
=0

Nulovost obou integralt plyne z nulovosti integralu ze soucinu sini, respektive
kosint, pro rizné argumenty k£ # m; riznost k a m je zarucena disjunktnosti
indexovych mnozin J; a Js. ]

Zavedme néasledujici operator symetrického prodluzovani. Tento operator bu-
de v nésledujici kapitole pouzit i pro u € W12(0, L/k), proto v definici tohoto
operatoru pouzijeme obecnéjsiho oznaceni (0, K') pro uvazovany interval.

Znaceni. Méjme K >0, k,l € Z, k <l a méme u e W12(0, K). Pak ozna¢me

u(z—(i-1)K) ze((i1-1)K,iK),i liché

k) () =
T (u)(@) {u(iK—x) re((i-1)K,iK),i sudé

proi=k+1,k+2,...1.

Pozndmka 2.7. Tlustrujme na nékolika ptipadech operdtor Tt Prvni piiklad viz
obr. (ZI)). Déale pro u € W12(0, L) zfejmé T%!(u) znadi funkei w, T-11(u) znadi
sudé prodlouzeni u na interval (-L, L) a T-2%(u) zna¢i periodické prodlouzeni
funkce T-11(u) na interval (-2L,2L).

Lemma 2.8. Bud K > 0, k,l € Z, k <1 a méme u € W12(0,K). Pak funk-
ce TFH(u) ndlezi do prostoru W12(kK,IK). Navic je operdtor T*! spojity.

Diikaz. Stézejnim bodem diikazu je ukazat, ze je funkce hladka v bodech navaza-
ni. Proto bez Gjmy na obecnosti predpokladejme £ = 0 a [ = 2; pro obecné hodnoty
se uvahy a vypocty provedou uplné stejné.

Pro zjednoduseni zépisu oznac¢me u = 7%2(u). Ukazme nejdiive @ e L2(0,2K):

K 2K
@ = [ u(@)Pdes [ u(L - o) do = 2ul < +o.
0 K
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-K 0 K oK 3K (I-1)K IK

Obrazek 2.1: Prodlouzeni funkce definované na (0, K') pomoci operatoru 71t
[ sudé.

Déle ukazme, ze prodlouzeni slabé derivace ptivodni funkce u je slabou derivaci
prodlouzené funkce 7. Potfebujeme ovéfit rovnost

2K 2K
f w'odr =- f up'dr Ve eD(0,2K). (2.16)
0 0

JelikoZ je W,k z prostoru W12(0, K) a U|(x 2k) z prostoru WH2(K,2K), mi-
Zeme integral na levé strané rozdélit na integral pies (0, K) a na integral pres
(K,2K) a zvlast aplikovat per partes. Poznamenejme, Ze je prostor W2 v piipa-
dé jedné prostorové dimenzi vnoren do absolutné spojitych funkci, coz opraviuje
nasledujici zapis hrani¢nich hodnot. Pro ¢ € D(0,2K) tedy pocitejme:

2K K 2K
f ﬁ'@dxz/ ﬂ’(pd:ﬁt/ u'pdx =
0 0 K

- _AKﬁw'dx—LZKﬂQO'dx—ﬁ(O)SO(O)
+U(K)p(K) - u(K)p(K) +u(2K)p(2K) =

2K
= - f up'dx
0

Na poslednim fadku jsme vyuzili toho, Ze je kazda funkce z D(0,2K) nulové
na hranici. Stejné jako u funkce W se ovéri, ze derivace funkce u je z prosto-
ru L2(0,2K).

Abychom dokézali spojitost operatoru 7%, potfebujeme ukézat, ze plati

Ve>036>0Vu,ve WH(0,K),|u-v|wizpr) <0 =
= “Tk’l(u) — Tk;’l('U)le,Z(kK,lK) <E.
Tato podminka zfejmé plati, staci volit § = ¢/(I-k) a podivat se na normu rozdilu
Tk (u)-T*!(v) na kazdém podintervalu ((i—-1)K,iK), i =k+1,k+2,... 1, zvI4st.
Z konstrukce T*! plyne, ze jsou funkce T !(u), T*!(v) na téchto intervalech

identické nebo preklopené k funkcim u, v, a tedy norma rozdilu T%!(u) - T*!(v)
na kazdém intervalu je rovna normeé rozdilu v — v. Dostavame tedy

[T (u) = T (0) w2 iry < (U= k) [u = vlwizr) < (I -k)d =¢.
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Do konce kapitoly pracujme s operatorem 7-22:W1t2(0, L) - W12(-2L,2L).
Lemma 2.9. Bud u(x) e WY2(I). Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i) u(x) ndlezi prostoru Wy>(I)
(ii) T-2%(u)(x) spliuje T=22(u)(x - 2£) = T-22(u)(x) pro vechna v € 1.

Diikaz. Dokazujme nejdifve implikaci (i) = (i1). Bud tedy u € W,h?(I), coz
znamena, ze funkci u mizeme vyjadrit nasledujicim zpiisobem:

> k
u(z) = ax COS(MZL‘) na [,
k=0 L

kde aj jsou pro vSechna k € N realné konstanty. Ze sudosti kosinti vyplyva, ze
funkeci 7-22(u) muzeme analogicky napsat jako fadu

T22(u)(x) = liak cos(#x) na (-2L,2L).

Odtud jiZ plyne s pomoci 27-periodi¢nosti kosintt podminka (77):

22(u)(x 2L ZakCOS(niﬂ-ZE— 2LLnk:7r) _
n
nkm

= Zak Cos(—x) T722(u) ().

Dokazujme obracenou implikaci. Bud v € W2([) a vezméme T-22(u) jeji
dané rozsiteni. Z lemmatu vime T-22(u) e W12(-2L,2L) a tudiz diky po-
znamece 2.4] mizeme tuto funkci napsat jako soucet fady

T22(u) () = ;ak Cos (kfﬂx) na (-2L,2L).

Z (2L/n)-periodicnosti této funkce pak plati rovnost:

T722(u)(z) = 22(u)(:c— — iak cos(—x— 2k—ﬁ)

Porovnejme mezi sebou k-té ¢leny téchto rad:

k 2k
akcos(fx) = akcos(%x— —F) =

2 2
= akcos(—:p) cos(ﬁ) +ag sm(k—x) sm(ﬁ)
n n

(2.17)

Aby se leva strana rovnala pravé, musi byt sinové ¢leny nulové. Clen sin (2k7/n)
je nulovy pro k =np/2, p € Ny, tedy pro ostatni k musi byt koeficienty a; nulové.
Pro k=n(2p+1)/2, p e Ny plati cos (2km/n) = -1, coz pro tato k vede z [2.I7) k
rovnosti

ay, cos (%x) = —ay, cos (%:p),

coz muze byt splnéno pouze pokud jsou koeficienty a; nulové. Celkem vyslo, ze
koeficienty a; jsou nenulové pro k = np, p € Ny, coz jsou pravé k € J; a tedy ay
jsou nulové pro k € J,. Z toho plyne, ze T-22(u) patii do prostoru Wy*(-2L, 2L).
Funkce u je pouze restrikci 7-22(u) na interval I, tedy funkce u nélezi do pro-
storu W, (1). O
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Lemma 2.10. Prostor [W,?(I)]? je invariantnim podprostorem [W12(I)]? vzhle-
dem ke kompaktnimu operatoru

D7 ([w, d3]) B([p, 3]) AU + D™ ([, 3])N (V).
Specidlné plati i pro operdtory A a N.

Dikaz. Kompaktni operator ve znéni lemmatu si ozna¢me symbolem G(pu,U).
Pro libovolné U € [W,*(I)]? chceme ukézat, ze funkce G(u,U) je z prosto-
ru [W,(1)]?. Diky poznamce staci ukazat pro kazdou slozku G;, j = 1,2,
operatoru G platnost rovnosti

<gj(,u,U(x)),cos (%x) =0 VYUe[WH(D)]A VueR,, Vme Jy

nebot pravé tyto kosiny tvori bazi prostoru Z(I), tj. ortogonalniho doplitku
Wi ’Z(I ). Rozepsanim operatoru G dostavame systém ekvivalentnich podminek

<511 T E A+ b1y ) _
b a by + dM f le,mg € JQ.
(diglAu+ 22d0 2 Av +d2N2(u ,V),Cos >

Pouzitim definice operatort A a N; miizeme pfepsat tento systém na systém

f [bn 7 u(z) + —v(z) + ! —ny (u(x), v(az))] lﬂx) dr =0
0 ' b dM f le me € JQ.
L by 22 + )

fo [d—gu(x) + & u(x) + dOﬂQ(U(a:) v(:c))] cos(Tg;) dr=0

Ztejmé nam staci overit dvojici podminek
L
f u(x) cos (mx) der=0 VYueWh(I), Vme Jy,
0
f n](U(:L’))cos(—:c)dx 0 VYUe[Wr(D]? j=1,2, Vme J.
0
Prvni rovnost jsme jiz dokdzali pii dokazovani lemmatu 235 Ovéfme ted druhou
rovnost pro j € {1,2} libovolné pevné. Ozna¢me symbolem U dvojici prodlou-
zenych funkei [T7%2(u), T->2(v)]". Funkce n; neni pfimo zavisld na prostorové

proménné, tedy diky sudosti U je n;(U) suda na svém defini¢nim oboru. Pak
plati

L mm 1 rt mm
/(; n;(U(z)) cos (T:c) dz = 5 fL n;(U(z)) cos (TSL’) dz. (2.18)
Navic ze sudosti n;(U) vyplyva i platnost

[LLnj(ﬁ(x))sin (%x) dz = 0.

Miuzeme tedy rovnost (2I8]) prepsat do tvaru
1 rt - '
5 [L m(U(az))exp(%x) dz. (2.19)

25



Funkeci exp (immz/ L), uvazovanou na intervalu (-L, L), periodicky prodluzme na
interval (-2L,2L). Déle pfipomenime, ze podle lemmatu 2.9 plati U(x - 2L/n) =
U(x). To nas vede k uziti substituce = = z — 2L/n na integral v (2.19):

2 f j”ﬂ(U(z )) exp (M(z— —))dz (2.20)

JelikoZ je integrand 2 L-periodicky, miizeme posunout integracni meze do (=L, L).
Integral (2.20) je pak roven

1 ( -2mmi

—exp

9 )/LL ”j(U(Z))eXp(mTﬂZ)dZ- (2.21)

Vzajemnym odectenim vyrazi ([218)) a (2.21]) ziskdavame vztah

[1 - exp (—2:};7”')] /:j n;(U(x)) exp(imTﬁx) dz = 0. (2.22)

Pro m #0 (mod n) je konstanta pted integralem nenulové, musi byt kvili zacho-
vani rovnosti (2:22)) integral roven nule. Specidlné je rovna nule jeho redlna ¢ast,
¢imz jsme dokézali tvrzeni. O

Zavedme nésledujici tlohu pro U e [W,*(1)]%:

f/iVqu = (by1u + b1av + ny(u,v))pdz =0
! Vi e WH(T). (2.23)

fdngWp = (bo1u + bogv + ng(u,v))pdr =0
I

Déle symbolem A" oznacéme restrikei operatoru A na prostor W,*(I) a symboly
N7 pro j = 1,2 restrikci operatoru N} na prostor [(W*(1)]2. Z lemmatu
plyne, Zze obraz téchto operatort je prostor W,%’Q(I ). Déale se d& obdobné jako
v lemmatech a 2.1 ukazat, Ze operator A" je linearni, spojity, kompaktni,
symetricky a operatory NI jsou pro j = 1,2 spojité, kompaktni a spliuji

| V7 (u, )]

1m - . =
lu[+[vl-0 [lu] + |v]
u,veVV&’2 I)

(2.24)

Systém (Z23) pak miizeme prepsat jako operatorovou rovnici v prostoru W, >(I)

= (byy + p) A" = bia A"v — N{'(u,v) =0
dg’U - 621A”u - (b22 + dg)AnU - N;(U,’U) =0

a pomoci oznaceni N"(U) = [N7(U), NJ(U)]™ dostat vektorovy zapis

D([p, d3])U = B([p, d3])A"U = N"(U) = 0. (2.25)
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Tvrzeni 2.11. Bud' N =1 a bud uo € Ry takové, Ze plati [po,d3] € C; n Cy pro
néjakd j > k prirozend a necht plati ostatni predpoklady véty[2.2. PoloZme

Jj pro jlk celé,
n =
j nebo k  pro jlk necelé.

Pak 11y je bifurkacnim bodem ulohy ([2.25]).

Navic, oznacime-li mnozinu

S = {1, U] € Ry x [W*(I)]?, Unenulové fesend [Z25)}

a SY komponentu mnoZiny S, obsahujici [po,0], je bifurkace v bodé o globdlni
v tom smyslu, Ze SO spliiuje alespori jednu ze ti podminek z véty [2.2.

Diikaz. Ovérme predpoklady véty Prostor Wﬁ’2(_f ) je uzavienym podpro-
storem Hilbertova prostoru Wh2(1I), a tedy Hilbertiv prostor. Polozme H =
[Wa*(1)]2a O =R+ x H.

Spocitejme vlastni ¢isla a vlastni vektory nasledujici tlohy v prostoru Wi ’2(1 ):

ququo = (brru + bpov — Au)p dz =0
! Ve WH(T). (2.26)

fdngVgo = (boru + by — Av)p dx =0
I

Tu pomoci operatoru A" a definice skalarniho soucinu prepisme do operatorové
rovnice tvaru

D([1. d3)U - B([ 1, d3]) A™U + AA™U = 0. (2.27)

Postupujme obdobnym postupem jako v sekci[[L2l Z definice operatoru A” plyne,
ze vlastni ¢isla operatoru A" jsou ta vlastni ¢isla A, jejichz prislusné vlastni
vektory lezi v prostoru W, ?(I). Tedy dle (ILII) jsou vlastni vektory A" tvaru

X = {u:u vlastni vektor tlohy (LIQ),ue W*(1)} =

= {cos (anﬂ-SL’),l € No}

a vlastni ¢isla A” tvaru

1
{1 L vlastni ¢islo tlohy (LI0) piislusné né&jakému u € X} =
K

1
:{ ,ZENo}.
1+/{nl

Pak z prostoty vlastnich ¢isel laplacianu v jedné prosotorové dimenzi vyplyva,
7e vlastni vektory y linedrniho, kompaktniho, symetrického operatoru A" tvori
tplny ortogonélni systém prostoru W, *(I). Potom lze libovolné U € [W,*(1)]?
zapsat ve tvaru

U(x) - 25 cos ("ZT%), (2.28)

kde Fy = [F(", F"]™ € R, I € Ny. Pak ze vataht (228), (Z27), (LII) a ortogonali-

ty prvkd mnoziny x dostavame (srovnej se sekci[[L2) ekvivalentni sadu podminek

(miD(@) - B+AE)F =0 ¥leN,. (2.29)
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Cislo A je vlastni ¢islo tilohy (Z26]), praveé kdyz existuje nenulové feseni U(x).
A toto Feseni je diky rozvoji (Z28) nenulové pravé tehdy, kdyz existuje [ € Ny
s F; # 0. Pro néjaké [ € Ny je F; nenulové, pravé kdyz algebraickd rovnice (2:29)
ma nenulové feseni Fj, coz je pravé kdyz plati

det(rk;D(d) - B+ \FE) =0.
Vyjadrenim kotfent )\gj ), )\gj ) této rovnice dostavame

bll + b22 — (,u + dg)/‘il + \/[bll + b22 — (,u + dg):‘il]2 - 4Hd(/€l)

)\gl) = )
2 (2.30)
)\(l) 3 bll + b22 — (,u + dg)/‘il - \/[bll + b22 — (,u + dg):‘il]Q - 4Hd(/€l)
2 - .
2

Vlastni vektory (2.26]) jsou dvojice U = Y. Fj cos (nlmz/L), kde s¢itdme pfes vSech-
na [, pro néz ma (229) netrivialni feseni F;. Reseni rovnice ([Z29) jsou prave
vSechny nasobky vektoru
[1 ;ml—bn+>\]
’ b1z .

Diky volbé indexu n je [jg,dS] vzhledem k tloze ([228) kritickym bodem nésob-
nosti jedn, a tedy vlastni vektory tlohy (2.:26l) s 1 = pp prislusné vlastnimu ¢islu
A =0 tvori podprostor

Sp&n{[COS(%ZL‘),% cos(%x)]}. (2.31)

Dale polozme

T(U) =T"(u, U) := D7 ([, d3]) B[, d3]) AU,
N"(p,U) = D™ ([, d2]) [N (U), N3 (U)]"-

Predpoklady véty kladené na operatory 7™, N™ jsou splnény, coz plyne z vyse
uvedenych vlastnosti operatori A” a N7' obdobné jako v diikazu véty
Ukazme, ze A = 0 je prosté vlastni ¢islo operatoru [ — 1. Reseni rovnice
U-T3U =0 jsou feseni dlohy ([2.27) pro A = 0, jehoz prislusné vlastni vektory
jsou tvaru (2.31)), a tedy A = 0 je geometricky prosté vlastni ¢islo operatoru -7} .
Analogicky k dilkazu véty se ukaze, ze vlastni vektory Uj adjungované tulohy

k tloze (2.26]) pfislusné vlastnimu ¢islu A* = 0 jsou tvaru

oKy — b1 . }
bas a

Pak z [uo,d3] € C,, z podminek na matici B (P1-P3)) a z faktu, ze C, lezi nad
asymptotou dy = baa /K, plyne

U € span {en,

Kn o — b11 Ko — D11 Knfto — b1
U U* = 1 = 1 _— =
( o 0> ’ bio ba1 ’ %ndS — by
_ (o~ d9) ki = (b11 + by2) 0

0
d2 Ry — b22

ISkuteéné, oznaéime-li m € {j, k}/{n} (tj. symbolem m oznacujeme ten index j nebo k,
ktery neni oznacen symbolem n), pak funkce cos(mmz/L) neni vlastni funkci operatoru A™,
a tedy 1/(1 + K,,) neni vlastnim é&islem operatoru A™. Z toho plyne, ze [10,d3] je vzhledem k
tloze (2.25) kritickym bodem nésobnosti jedna.
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a A =0 je tedy algebraicky prosté vlastni ¢islo.

Vlastni ¢isla operatoru I =T} se spocitaji stejné jako v dikazu véty s tim,
Ze uvazujeme k; pouze pro [ =0 (mod n). Timto postupem dostaneme, Ze A jsou
kofeny rovnice

0= [[L()/{l - ,uo(l + /{l)>\ - 511][0@/{1 - dg(l + /{l)>\ - bgg] - blgbgl = (232)
= pody (1 + /1) N* = [po(d3 = bag) + dy(pors = bun) [(1 + ki) A + Ha(rr),

kde symbol Hy(k;), zavedeny v sekci [[2] znadi:
Hy(kp) = (kipio = bin ) (kid3 = baa) = bigbar.

7 tvrzeni [[L4 a volby indexu n pak plyne, Ze n-té vlastni ¢islo )\En) je nulové
pravé na hyperbolach C,,, je kladné vpravo od C), a zaporné vlevo od C,,. Jelikoz
predpokladdme [pg,d3] € Cy, lezi body [po + &,d3] a [uo — €,d3] na opac¢nych
strandch od C,,, a tedy dohromady dostavame, ze podminka (29) je splnéna.

Bud nyni S° mnozZina z tvrzeni véty 2.3l Zfejmé tato mnoZina spliuje i vlast-
nosti z tvrzeni 211l Tim je dikaz dokoncen.

O

Poznamka 2.12. Poznamenejme, pro¢ neni ve znéni tvrzeni voleno rovnou k = j,
coz ziejmé k existenci bifurka¢ni vétve postacuje. VysSe uvedend formulace je
totiz silnéjsi, nebot v piipadé necelého ¢isla j/I dostaneme dle této véty existenci
dokonce dvou bifurkaénich vétvi S a Sp.

Véta 2.13. Necht N =1 a prepoklddejme, Ze jsou splnény podminky (P1=P3))
kladené na matici B. Bud d3 pevnd kladnd konstanta. Méjme libovolné g tako-
vé, Ze [po,dy] leZi v priniku dvou hyperbol C, a C,, pro néjakd l,n € N, | > n.
Predpokladejme, Ze jsou pro i = 1,2 splnény podminky (2.7).

Pak je o bifurkacni bod ulohy [2.8]). Navic je bifurkacni bod o globdlni ve
smyslu véty 2.2,

Duikaz. 7 tvrzeni 211] dostavame existenci globélni bifurkacni vétve S v prosto-
ru R, x[W,*(I)]2. O ni potfebujeme ukazat, ze je globalni bifurkacni vétvi i vzhle-
dem k prostoru R, x [W12(I)]2. Zfejmé plati, ze prostor R, x [W,*(I)]? je pod-
prostorem R, x [W12(1)]?, zbyva tedy ukézat, Ze pro kazdou dvojici [, U] € S?
je U fesenim rovnice (2.6]) uvazované na prostoru [W12(1)]?, tedy ze U spliiuje

(U-T(u,U)-N(u,U),®).=0 Vde[WH2(I)]% (2.33)

Z lemmatu vime, ze mizeme kazdou slozku funkce ® = [¢!, p?] napsat jako
soucet i = @l +p), kde ¢! je funkce z W, (1) a ) je z prostoru Z(I) pro j = 1,2.
Ulohu (Z33)) miizeme ekvivalentnd zapsat jako tilohu

(U-T(u,U) =N, U), @1)e + (U =T (11, U)-N(p,U), @2). = 0
Vd, e [WE2(I)]2 Y@y € [Z(1)]2.

Prvni skalarni soucin je roven nule, nebot U je podle predpokladu fesenim tlo-
hy (2.25). Druhy skaldrni souéin je roven nule diky ortogonalité prostori W, *(1)
a Z(I) dle lemmatu 23] jelikoz U — T'(u,U) — N(p,U) lezi dle lemmatu
v prostoru [W,a?(I)]? a ®, v prostoru Z(I) dle predpokladu. Funkce U je tedy
feSenim (Z33) a tvrzeni je dokazéano. O
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Poznamka 2.14. V navaznosti na poznamku 2.12] zminme, zZe ani v pripadé nece-
lého ¢isla j/l nemizeme ocekavat, ze najdeme vSechny prvky mnoziny S°; sjed-
noceni mnozin Sy a S tvoif obecné pouze (ne nutné vlastni) podmnozinu S°.
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3. Nekompaktnost bifurkacni
vétve

V této kapitole se budeme zabyvat kompaktnosti bifurkacni vétve. Nejdiive uka-
Zeme, ze v obecné prostorové dimenzi je mnozina S z véty lokalné kompaktni.
Poté dame do souvislosti kompaktnost a omezenost s podminkami (S1), (S2),
(S3) z véty 22 Nakonec dokdZzeme, Ze v piipadé jedné prostorové dimenzi je
bifurkac¢ni vétev SO nekompaktni.

Definice. Rekneme, ze mnozina je lokalné kompaktni, jestlize je jeji kazda uza-
viena omezend podmmnozina kompaktni.

Tvrzeni 3.1. MnoZina S z véty [2.2 je lokalné kompaktni. Specidlné je lokdlné
kompaktni i bifurkacni vétev S°.

Diikaz. Vezméme M libovolnou uzavienou omezenou podmnozinu S a vezméme
libovolnou posloupnost {[jt,, Uy, ] fnen prvki z M. Posloupnost { /i, }nen je omezena
posloupnost ¢isel, tedy existuje vybrand podposloupnost {,, }ren konvergujici k
prvku p € R, (Skuteéné p # 0, nebot mnozina M je uzavienou podmnozinou
R, x [W12(Q)]2.). Z reflexivity kartézského soucinu [W12(Q2)]? existuje vybrand
podposloupnost {U,, }ren slabé konvergujici k prvku U e [W12(Q)]2. Celkem
tedy mame existenci vybrané podposloupnosti {[ i, , Un, |} ren slabé konvergujici
k prvku [p, U] € Ry x [W12(Q)]2. Body [fn, Uy ] spliji (pro U, nenulova plyne
z definice S, pro U, = 0 plati zfejmé)

Un = D™ ([, d5]) B([n, d3]) AU, = D™ ([ ptn, d3 1) N (U,) = 0. (3.1)

Vime, ze N je kompaktni operator, tedy existuje vybrana podposloupnost {U,, }ren
(znacené stejné) konvergujici silné k prvku N e [IW12(Q)]2. Dale A je kompaktni
a linedrni, tedy opét existuje vybrana podposloupnost {U,, }ren (znacena stejné)
konvergujici silné k prvku AU. Jelikoz jsou obé konvergence silné, plyne z rov-
nosti (3] silnd konvergence {U,, }ren k prvku U.

Mnozina S je uzaviend v prostoru R, x [W12(Q)]?, tedy [u, U] do ni nélezi.
Mnozinu M jsme brali uzavienou v S, tedy [p,U] € M a M je kompaktni. O

Tvrzeni 3.2. Bifurkacni vétev SO definovand ve vété[2.2 splnuje ndsledujici ekvi-
valence:

(i) SO spliiuge (S2), pravée kdyz je neomezend.
(ii) SO spliiuje (S2) nebo (S3), pravé kdyz je nekompaktni.
Specidlné plati, Ze je-li S° kompaktni, spliiuje podminku (S1).

Diikaz. (i) Plati-li podminka (S2), je mnozina S° zfejmé neomezena. Naopak,
je-li SO neomezend, musi existovat posloupnost {[fi,, Uy ]}nen € SO takova,
ze i, — o0 nebo |U,| — oo, coz je ekvivalentni s podminkou (S2).
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(ii) Plati-li (S2), je dle (i) mnozina S° neomezend, a tedy nekompaktni. Plati-
i (S3) a existovala by vybrana konvergentni podposloupnost této posloup-
nosti, musela by jit k bodu [0,U], coz ale neni prvek S a tato mnoZina
tedy neni kompaktni.

Naopak, predpokladejme, Ze je S° nekompaktni. Z tvrzeni 3.1 vime, ze S°

je lokalné kompaktni. Aby tedy byla zaroven nekompaktni, musi byt S°

bud neomezend, a tedy plati podminka (S2), nebo neuzaviend, a tedy plati
podminka (S3).

Je-li SO kompaktni, dle predchozi ¢asti tohoto tvrzeni nenastanou podmin-

ky (5§2) ani (S3) a tedy dle definice S ve vété musi byt splnéna podmin-

ka (S1). O

Nadale uvazme, ze dimenze prostorové proménné je jedna. V dalsim textu
budeme uvazovat rizné tlohy (23)) v zavislosti na velikosti intervalu /. Proto ke
kazdému oznaceni tlohy (2.3)) bude pfipsan interval, na kterém se tloha uvazu-
je (tj. ktery se dosadi za mnozinu 2). Déle pro prehlednost pfidejme oznaceni
zavislosti na délce intervalu nékterych, drive zavedenych pojmi:

Znaceni. e 1;(L) je j-té vlastni ¢islo laplacianu s Neumannovou okrajovou
podminkou na intervalu (0, L),

o Cj(L) = {[d1.dy) € R dy = s (e + b ) b

o S(L)={[p, U] eR, x [W12(1)]?,U nenulové feseni (23] na [ =(0,L)},

e S°(L) komponenta mnoziny S(L) obsahujici bod [, 0].
Déle zavedme oznadeni
d;(L): [dj(L),dg] eC;(L), jeN

Poznamenejme, ze kazdy bifurkacni bod p se da zapsat symbolem d;(L) pro
néjaké 7 € N, nebot z sekce vime, ze kazdy bod [u,d3] lezi na hyperbole C;
pro né¢jaké j e N.

Pred vétou o nekompaktnosti bifurka¢ni vétve v jedné prostorové dimenzi
prezentujme dvé pomocna lemmata:

Lemma 3.3. Vezméme k € N pevné a méjme teseni U = [u,v] € [W12(0, L/k)]?
spliiugict (Z3) na intervalu (0, L/k). Pak funkce TOR(U) = [T%(u), T%(v)] je

Fesenim rovnice 23) na intervalu (0, L)Y,

Dikaz. 7 lemmatu vyplyva TOF(U) € Wh2(0,L). Zbyva tedy ukazat, ze
TO#(U) spliiuje rovnici (Z3)) na intervalu I. Ovéime, ze U fesi prvni rovnici,
ditkaz pro druhou je stejny.

LOperator T%F je definovan pied lemmatem
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Bez ijmy na obecnosti predpokladejme k = 2, ivahy a vypocty jsou pro obec-
né k stejné. Pro libovolné ¢ € W12(1) pocitejme:

p [0 @ @) e [ FT0%u(), T (@) (r) d -
u [Tw@e@ar [ ), ow)e) e

+,uv/L/L2u’(L—x)g0’(x) dx—[L/L2 fu(L—-z),v(L-2))p(x)ds.

=:J5

Soucet prvnich dvou integralti na pravé strané je roven 0, nebof u je feSenim
rovnice (Z3)) na intervalu (0, L/2). V druhych dvou integréalech (soucet ozna¢me
symbolem J;5) provedme substituci y = L — x:

Lj2 Lj2
J==n [ @) Loy dys [ F(uy).om)e(L-y)dy Vo e W(0,L).
(3.2)
Polozme ¥ (y) = o(L —y). Jelikoz je testovaci funkce ¢ z prostoru W1t2(0, L), je
ziejmé funkce 1 z prostoru W12(0, L). Pak je ([B:2]) ekvivalentni s tim, Ze

Jy=-n [ ww ey [ ) dr vewt 0,1,

coZ je rovno 0, nebof u je feSenim rovnice (2.3) na intervalu (0, L/2). O
Lemma 3.4. Pro kazdé j € N plati

Ci(L) =01(;L.).

Dukaz. Dtkaz vychazi z explicitniho vyjadieni vlastnich ¢isel Laplacianu, které
pro piipad jednodimenziondlni prostorové proménné zname (viz [3]]):

. 2
JT .
H](L)Z(f) 320,1,....

Tedy plati rovnost
JT 4 .
K/(L):(_) =| = = K (—) j:172,....
J L % 1 j

Tvrzeni pak plyne z definice hyperbol C;(L)

1 b12b21 )}
di,dy] e R2%:dy = +b =
[ ! 2] 2 Kj(L) (dllﬁj(L) - b11 22

[d1,d5] € RE:dy = — ( Dby %)}:

/‘i1(§) d1/‘€1(%) - by

L
1(—,) j=1,2...
j
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dg d2

d(L) o i dn (F) ai(f) %

Obrazek 3.1: Ilustrace postupu dikazu. Graf na levé strané patii tloze na inter-
valu (0, L), graf na pravé strané tloze na intervalu (0, L/k).

Véta 3.5. Bifurkacni vétev SO z véty [2.3, respektive z véty [2.13, je v pripadé
jedné prostorové dimenze nekompaktni.

Diikaz. Pripomenme nejdiive, ze pro bifurkacni bod p dle predpokladu véty
plati, Ze [j0,0] lezi na j-té hyperbole, tedy d;(L) = po.

Dukaz povedeme sporem. Piedpokladejme, ze S°(L) je kompaktni. Hyper-
boly C; se s rostoucimu j pfiblizuji k piimce p = 0 (srovnej se sekei [L3)), tedy
specialné plati (L20). Diky predpokladu kompaktnosti SO a tvrzeni existuje
koneény index ng takovy, ze pro kazdé n > ng bod [d,(L),0] nelezi v S°. Diky
tomu je mnozina

{n e N:[d, (L), 0] € S°(L)}

konec¢na a mizeme vzit maximum této mnoziny, které oznacime k. Podle lemmatu

3.4 plati:

(L) € CuD) =G (T ) = dulD) = s (7).

Tedy di(L) je takové ¢islo, ze [di(L),dS] = [di(L/k),d3] lezi na prvni hyperbole
ulohy (Z3) uvazované na intervalu (0, L/k) (viz obr. (8))). Chceme ukazat, Ze
bod d;(L/k) je globalnim bifurka¢nim bodem ulohy (23] na intervalu (0, L/k).

Pripomenme, ze kazdé vlastni ¢islo laplacianu je v piipadé jednodimenzional-
ni prostorové proménné prosté, a tedy jsou vSechny hyperboly navzajem rtzné.
Pouzitim véty nebo véty pak dostavame existenci globalni bifurkac¢ni
vétve SO(L/k), tj. komponenty mnoziny

2
g (%) _ {[”’ U] € R, x [W1,2 (0, %)] ,U nenulové feSeni (@)}

obsahujici [d;(L/k),0]. Mohou nastat dva pfipady, bud bifurkaéni vétev SO(L/k)
je kompaktni nebo nekompaktni.

Piedpokladejme nejdiive, Ze je nekompaktni. Pak dle lemmatu B3] plati:

[1,U] € s(%) o [, T (U] € S(L). (3.3)
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Navic vime z lemmatu 28] Ze operator T%* je spojity, a tedy zobrazuje souvislé
mnoziny na souvislé. Proto, vezmeme-li obraz mnoziny S°(L/k), tj. mnozinu

80 = {Lu, TO*(U)] : [, U] € S°(L/K) |,

je mnozina S° souvisld a diky (B3) je souvislou podmnozinou S(L) obsahujici
bod [0, 0], a tedy souvislou podmnozinou S°(L), tj.

S0 SO(L). (3.4)

To ale vede ke sporu s predpokladem, ze S°(L) je kompaktni.
SO(L/k) je tedy kompaktni. Z toho (srovnej se za¢atkem dikazu) vyplyva, ze

mnoina {neNz[dn(%),o]eSo(%)}

je omezena a mizeme vzit maximum m této mnoziny. Navic z tvrzeni dosté-
vame, ze S°(L/k) spliiuje podminku (S1), tedy musi byt m > 1. Z lemmatu B4

dostavame rovnost L ’
dpl==di| — | = dp,(L).
(k) 1(k:m) e (L)

Tedy d,,(L/k) je takové ¢islo, ze [d,,(L/k),dS] = [drm(L),dS] lezi na km-té hy-
perbole tlohy (2.3) uvazované na intervalu (0, L) a pouzitim véty 2.2] respektive
véty 213 opét dostavame, ze d,,(L) je bifurkaénim bodem tlohy (Z3) na in-
tervalu (0, L). Navic z B4) plyne [dg,(L),0] € S°(L), ¢imz dostavame spor s
maximalitou indexu k.

]

35



4. Apriorni odhady Thomasova
modelu

V této kapitole se budeme zabyvat apriornimi odhady feseni Thomasova modelu,
coz je systém typu reakce-difuze tvaru:

ouv
=d,A —u-—
e e T R
ouv
vy =doAv+a(b-v) - Trus b (4.1)
_ou_ov
“On On’

kde a,b,, 0,k jsou kladné konstanty. Tento model vychazi z experimentalnich
dat, popisuje specifickou reakci kysliku (v) a kyseliny mocové (u) za pritomnosti
enzymu urikdzy. Model je Cerpan z [9] a z [[11]].
My se zajimame o stacionarni, prostorové nekonstantni feseni, tedy o reSeni
stacionarni ulohy puv
dlAqua—u—m =0
ouv

1+ u+ ku?
du Ov
on  on

Nejdiive ukdzeme, ze kazdé slabé FeSeni systému (L2) je za vhodnych do-
datecnych predpokladi klasickym feSenim (£.2]). Diky tomu budeme moci dale
postupovat jako v ¢lanku [17], ve kterém autofi zkoumali klasickd FeSeni Lengyel
Epsteinova modelu.

Pokud budeme mluvit o konstantach a fekneme, ze zavisi pouze na pevnych
datech tulohy, myslime tim, ze zavisi na parametrech a, b, «, 0, k, ds, 2. Pfipadné
dalsi zavislosti budou explicitné zminény.

Nadale zavedme oznadcenti:

dyAv +a(b-v) - =0, (4.2)

flu,v) =a-u-oR(u,v), R ~ uv
g(u,v) = a(b-v) - oR(u,v), (u,v) = 1+u+ku?

4.1 Regularita reseni

Pfipomenme, Ze U je klasickym feSenim tlohy (£.2)), pokud je z prostoru [C2(€2)n
CL(Q)]?, fesi rovnici (2) bodové a splituje okrajové podminky. Predpokladejme,
ze U je slabé feSeni ulohy (£2) a naleznéme podminky zarucujici nélezeni u do
Holderova prostoru C27 pro vhodné v € (0,1). Pro ndzornost dokazme piipad
N < 4.

Tvrzeni 4.1. Bud N =1,2,3. V pfipadé N =2 nebo N =3 predpoklidejme navic
O € C>L. Pak je kaZdé slabé tesend ulohy ([E2) jejim klasickym tesenim.
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Diikaz. Mé&jme u,v € W12(Q) slabé feseni tulohy (A2]). Z véty o vnofeni (tvrze-
ni [6.6]) plyne u,v e L9, kde

=00 pro N =1,
q1y€[l,00) pro N =2,
:% pro N > 2.

Pak z odhadi funkei f(u,v), g(u,v):

u
|f(u,v)|=‘a—u—gmv|SC(1+u+v),
—_—

<1

<C(1+w)

U
|Q(U>U)| = ‘a(b -v) - va

plyne, Ze f(u,v),g(u,v) jsou také z prostoru L. Z regularity eliptické rovnice
pak plati
u,v € W20 (Q). (4.3)

Postup opakujme. Z ([d3]) a tvrzeni méme]
Con(9).q,¢[0.1]  proN=1,
Oyu, Ov € WhHIt  10042(Q), gy € [0,1) pro N =2,
Co(Q),¢2 €[0,1/2) pro N =3,
a také
u,v e W%« C%5(Q), g3 €[0,1] pro N < 4.
Odhadujme ted derivaci funkce f(u,v):
(vOju + udw) (1 +u+ ku?) —uv(1 + 2ku)d;u
(1+u+ ku?)?

1 u (1 +2ku)u >
0; ov - pr———
vt o ! Q(1+u+ku2

|8if(U>U)| = ‘—@'U -0

voul <

1+u+ku "

:+@“_QTIEIEP

Vime, Ze soucin dvou Holderovskych funkei je opét Holderovska funkce s mensim
indexem (viz [7]), a tedy z pfechozich vysledki plyne

[v]|9u] € €9 (Q),
kde
[0,1]  pro N =1,
g1€4[0,1)  pro N =2,
[0,1/2) pro N =3.
Ostatni ¢leny odhadu funkce f(u,v) nalezi do lepsich prostorti, proto dostavame,
ze f(u,v) € C%%(Q). Stejné se dokaze g(u,v) € C*%(§2). Z regularity eliptické
rovnice dostavame u,v € C>9(Q)), a tedy pro N = 1,2,3 jsme dokazali tvrzeni. [

Pro ptipady N > 3 bychom tento postup dale opakovali, az bychom potiebnou
regularitu ziskali.

1Symbolem 0; ozna¢ujeme slsabou derivaci dle i-té slozky prostorové proménné.
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4.2 Pomocné odhady

Berme na védomi, ze diky tvrzeni [l je kazdé slabé feseni (4.2)) zaroven feSe-
nim klasickym. Odhadnéme feseni u, v pomoci nasledujicitho disledku principu
maxima pochézejictho z élanku [13]):

Tvrzeni 4.2. Bud F(z,w) e C(Q xR). Pokud w € C2(Q) nCY(Q) spliiuje
0
Aw(z) + F(z,w(zx)) >0 vQ,a—w <0 na 09 (4.4)
n
a w(xg) = maxqw, pak je F(xg,w(xg)) > 0. Podobné, pokud jsou nerovnosti
v ([L4)) obrdcené a w(xy) = mingw, pak je F(xg,w(xy)) <0.
Lemma 4.3. Kladna teSent (u,v) systému ([L2) splriugi

b —
a <u<a, Lgvgb na 2.
1+ 0b a+oa

Diikaz. Necht funkce u nabyva v bodé z* svého maxima pfes mnozinu Q. Pak dle
tvrzeni plati

ou(z*)v(z*)
T+u(z*) + k[u(x*)]?

a—u(x*) - >0,

z ¢ehoz ihned dostavame
u(r) <u(z*)<a Vel

Analogicky, necht funkce v nabyva v bodé y* svého maxima pfes mnozinu Q, pak
dostavame .
v(z) <v(y*)<b VYre.

Naopak, predpoklddejme ted, ze funkce u nabyva v bodé x* svého minima
pres mnozinu (2. Pak dle tvrzeni plati

ou(z*)v(x*)
T+u(z*) + k[u(x*)]? <0

a—u(x) -

Jmenovatel je ostfe vétsi nez jedna, tedy plati
a—u(x*) - ou(x)v(z*) <0,

z ¢ehoz uzitim vyse odvozeného horniho odhadu funkce v dostaneme

a
1+ b

<u(z*) <u(z) VYreQ.

Opét provedeme analogicky pro funkei v, necht nabyva v bodé y* svého minima
pres mnozinu 2. Pak dle tvrzeni a uzitim vyse odvozeného horniho odhadu
funkce v dostaneme postupné

ou(y*)v(y*)
Truly) + Mu(y )~
ab—av(y*) - ou(y*)v(y*) <0,
ab

a+ oa

ab-av(y*) -

<v(y*) <v(r) VYreQ.
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Definice. Pro kladna feseni (u,v) systému (4.2) definujeme priméry

ﬂzﬁﬁu(az)dx, @:ﬁ/g;v(x)dx

Lemma 4.4. Kladnd teseni (u,v) systéemu (42]) splriugi

a—-ab=1u-av. (4.5)
Diikaz. Polozme
w = dov — dyu (4.6)
a pocitejme:
uv uv
Aw = doAv — diAu = —ab - ta-u-o—— =
WEGATTaaLETa +av+g1+u+ku2+a O k2
=a-ab+av-u (4.7)

Integraci pfes mnozinu {2, uzitim Gauss-Greenovy véty a vyuzitim Neuman-
novy okrajové podminky dostavame

wadx fa—ozb+ozv—udx,
Q@ﬂ

z ¢ehoz po vydéleni rovnice mirou mnoziny €2 dostaneme rovnost (4.5]). O
Definice. Ozna¢me odchylky feSeni od jejich primért
¢ =Uu- 'aa ’QZ) =v-v

Pozndmka 4.5. Ziejmé pro vsechna kladna FeSeni (u,v) tlohy (A2) plati né-
sledujici pozorovani o pravé zavedenych pojmech. Tyto vztahy budeme nadéle
v dikazech mlcky vyuzivat.

(i) Vu=Vu-Vi=Ve, Vo=V,

(ii) A =N, Av=Ay

(iil) fp¢dz= [y dx=0,

(iv) Jouydr = [qup—a [ de = [oopde = [vodr,

(v) fuoda = [o¢*dx,  [ovide = [yv2da.

Lemma 4.6. Necht (u,v) je edent [2) a w funkce definovand vztahem (IE).

Pak
fqbw d2+ad1 [f|w|2 x+d1f¢2dx+af¢2dx] (4.8)
fV(bdex:—[de|Vw|2dx+afw2dx—f¢wdx], (4.9)
Q dq Q Q Q
1
fV(bde:c:—[d1f|v¢|2dx+f(dex—afqbwdx]. (4.10)
Q do Q Q Q
Specidalné, pokud je (u,v) nekonstantni v obou slozkdch, plati
f dibdz > 0.
Q
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Diikaz. Z rovnosti ([45) a (47) dostavame
Aw=a-ab+av-u=u-av+av-u=a)—¢. (4.11)
Z Gauss-Greenovy véty, rovnosti (AI1]) a (£.6) plyne
/s; [Vwl*dr = - L(Aw)w dz = L((b —atp)(dov - dyu) dx =
=d2fv¢>dx—d1fu¢dx—ad2fvwdx+ad1fuwdx=
Q Q 0 Q
- (d2+ad1)fﬂ¢1pdx—d1fﬂqﬁzdx—ad2fﬂw2dx.

Z rovnosti levé a pravé strany dostavame (L8). Pro dikaz druhé rovnosti podi-
tejme vyraz [, VwViy dvéma zplsoby, pouzitim rovnosti ([6) a (ZI1):

/S;vawdx:dgLV@Vdex—dl/S;Vuvwdx:d2/5;|V1/1|2d:c—d1/S;V¢V1Dd:c,
fQVwV@/)dxz—v/Q(Aw)wdxzv/ﬂgf)wdx—av[g)@/ﬂdx.

Porovnanim obou rovnosti dostavame rovnost (£9). Obdobnym zptisobem poci-
tejme vyraz [, VwVedz:

fﬂwmpdx:deQWde—dlfQVqux:d2f9v¢vwdx—d1fﬂ|v¢|2dx,
fﬂwwdx:—fQ(Aw)qsdx:fﬂ|¢|2dx—afﬂ¢>wdx.

Porovnanim obou rovnosti dostdvame i tfeti rovnost (ZI0). O

Tvrzeni 4.7. Bud (u,v) kladné teseni (£2). Pak plati

f|V¢|2dx< 4G, @ flvw|2dx (4.12)
Q d% 2/‘61d1 Q ’ ’

kde k1 je prvni kladné vlastni ¢islo laplacidnu uvazZovanéeho na oblasti €2 s Neu-
mannovymi okrajovymi podminkami (viz sekce[L3).

Diikaz. Z rovnosti (4.6) a (£I0) plyne
f|Vw|2d:L’:f|d2Vv—d1Vu|2d:L’=
Q Q
=dgf|v¢|2dx—2d1d2fvwv¢dx+d§f|v¢|2dx=
Q Q Q
:d§f|vw|2dx—2d$f|v¢>|2dx—2d1f¢>2dx+
Q Q Q
+2ad; [ pude+d [ Voo -
:dgf|v¢|2da;—d%f|v¢|2dx—2d1f¢2dx+2ad1f¢¢dx.
Q Q Q Q

7 toho dostavame nasledujici nerovnost, na kterou dale aplikujeme postupné

Cauchyovu nerovnost
1
f¢¢dx£e/¢2dx+—fw2dx
Q Q 4e Ja
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pro ¢ kladné (viz |7, kap 7.1]), a Poincaréovu nerovnost

fwzdxgi[WMde
0 K1 Jo
(srovnej s [17, kap 3]):
d%f|v¢|2dx:d§f|vw|2dx—f|Vw|2dx—2d1f¢2dx+2ad1f¢wdx
0 0 Q Q 0
2 2 2 2 20d, 2
<d2 f|v¢| dx—Zdlfgb dx+2d1f¢ dw+ = fw d
Q 0
=d; flvaQd P8 [ pa

( % 1)f|vw|2dx

coz je ekvivalentni s nerovnosti (£12). O

4.3 Odhad W'?-normy resSeni

Uvedeme zde dva odhady normy feseni v zavislosti na parametru dy; prvni vychézi
primocaie z rovnic, druhy vyuziva vysledkt predchozi sekce. Lisi se v odhadu
normy u, prvni odhad je silnéjsi pro d; < 1, druhy pro d; > 1.

Tvrzeni 4.8. Existuji konstanty Cy,Cy zdvislé pouze na pevnych datech ulohy
takové, Ze pro vSechna kladnd teseni (u,v) systéemu (L2) plati:

C
Jull < d—117 [oll < Ca.

Dikaz. Odhady L? normy feSeni u, v zfejmé plynou z apriornich odhadt v lem-
matu[L3l Odhady L? normy gradientu feSeni pak vychézi z rovnice a lemmatu 4.3
Skutecné:

2
21 - ) u?v
d1[Q|Vu| dx——d1A(AU)Ud$—[2aUd$—AU dz-o dexé
S[audx£a2|Q|,
Q

2
d2f|Vv|2d:c:—de(Av)vdx:a/bvdx—a/vzdx—gfdes
Q Q Q Q ol+u+ku?
S[abvdxéabQ|Q|.

Q

O

Lemma 4.9. Ezistugi konstanty Cy, C, zdvisejici pouze na pevnych datech ilohy
splnugict

fﬂ¢2dx+fﬂ|v¢|2dxgcfd;2,
A¢2dx+[2|vw|2dx309.
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Diikaz. Uvédomme si nejdiive, ze odhady z lemmatu nam davaji existenci
kladnych konstant cf a ¢, zavislych na datech tlohy takovych, Ze plati

|f(u,v) <er,  |g(u,v)| < ey

Skutecné,
ouv .
Flu o)l =ja-u-gm S| S axeb=ep
ouv
|g(U,U)| = ‘a(b—v) - m < ab+ Qb =g

Odhadujme W12 normu ¢:

d1f9|v¢|2dx:—d1fQ(A¢)¢dx:—dlfQ(Au)qbd:c:fﬂ(a—u—%)qﬁdxs
Scffﬂ|¢|dx§cf\/ﬁ(fﬂgbzdx)%,
(4.13)

kde jsme v poslednim kroku vyuzili Schwarzovy nerovnosti. Dale pouzitim Poin-
caréovy nerovnosti na (LI3) dostavame nejdiive

Q 3
0y [ vopdrsep /B ([ 1worar),
Q K1 Q

a poté odhad normy gradientu

21Q

f Vo2 da < Ld;z.
Q K1

Celkové tedy dostavame prvni nerovnost

f¢2dx+/|v¢|2dx<(1+—)f|v¢|2dx<cf|§2| TRy

Druha nerovnost se dokaze uplné stejné. Skutecné, pouzitim Cauchyovy a
Poincaréovy nerovnosti mame odhad

9 o _ oy ow
d2f9|w| da = dQ[Q(Aw)wdx dzfQ(Av)zz;da; fg(a(b v) 71”%“2)%“
2 [19)] 3
Scgfﬂ|1/1|dx£ch/|Q|(fQ|z/J|2d:c) <y K—l(fQWIMde) :
z néhoz dostavame omezeni shora
19
2d < g
a dohromady i druhou nerovnost
1
f¢2dx+f|v¢|2dx<(1+—)f|v¢|2dx<02|9| My
O
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Tvrzeni 4.10. Existuji konstanty C1,Cy zdavislé pouze na pevnych datech ulohy
takové, Ze pro vsechna kladnd teseni (u,v) systému ([L2) plati:

1
[ul <Ci(1+ =), o] < o

1

Dikaz. Za¢néme vypoctem normy pro feSeni u. Nejdiive provedme pomocné po-
zorovani

[gbzdx:f(u—ﬂ)zdxz[uzdx—Qﬂ[udx+[ﬂ2dx=qudx—|Q|ﬂ2,
0 0 Q 0 0 0

z ¢ehoz pak pouzitim predchoziho lemmatu dostavame kyzeny odhad

ul = [ wde+ [vuPdes [ 6*du+ [ [9oPde |0l < Ci1+di?),

kde 'y je konstanta zavisla pouze na pevnych datech tilohy. Obdobnym postupem
dostaneme i odhad pro druhou funkci v.

[@Dzdx:f(v—@)?dx:[U2dx—217[vdx+f@2dx=[v2dx—|Q|T)2,
Q 0 Q Q 0 Q

HUH:[UdeJ“fWUdeSf¢2d$+f|V¢|2dx+|Q|62§CQ,
Q Q Q Q

kde C je konstanta zavisla pouze na pevnych datech tlohy. O

4.4 Odhad parametru d;

Véta 4.11. Ewistuje kladna konstanta dy zdvisld pouze na pevnych datech ulohy
takovd, Ze pro Zddnd dy > d; neexistuje nekonstatni resent (A2l).

Dikaz. Vynasobme druhou rovnici systému (4.2]) funkci 1), integrujme pres €2 a
pouzitim vztaht z poznamky upravujme:

deQIWIQd%
_ _dzfﬂ(m/;)q/; 4z = —dy fQ(Av)z/z dr =

uv

:abﬁwdx—a/;)m/}dx—g Qmwdxz

_ 2y — _wvmuv dr - [( uv _ uv ) dr =
a/s;w r-e Ql+u+ku2w r-e o\l+u+ku? 1+a+ku? Ydz
U

2 2
= -« dz - —— Y dr+
[Q¢ e Ql+u+ku2w
f—u—ua—kua2+a+ua+ku27j
+0
Q
U

S d
(1+u+ku?)(1+a+ku?) v de

1 - kuu)v
(e [ f ( dz.
a[9¢ roe Ql+u+ku2w rre Q(1+U+ku2)(1+a+ka2)¢¢ :

Diky odhadiim z lemmatu existuji konstanty C, Cy zavislé pouze na datech
ulohy takové, ze plati

[vepar<e [opar-c, [ v2ar (4.14)
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Ziejmé je Cy kladné. JelikoZ je na levé strané nerovnosti ([AI4]) kladné ¢islo a
na pravé strané jsou kladné ¢leny [, ¢ da (viz lemma E0) a Cs [, % dz, musi
byt kladna i konstanta C;. Na tento odhad pouzijme postupné Cauchyovu a
Poincaréovu nerovnost:

2 2 2 2 O 2
f|w| dx<4C qu dz +C fw dz - wa dx—4C2f¢> dz <
1 2
dz.
§402/11./Q|v¢| *

Z tvrzeni [4.7 pak dostavame odhad

d2 e
2 2
f|v¢| dr < (d2 2md1)46’2f<¢1 fIWI dz. (4.15)

Oznacme konstantu

T a?C? +Cl a4012 dz
YT 1602 ¢ 4 \| 160267 T Cory

Ta je zkonstruovana tak, ze pro vsechna d; > d plati

2 a? C?
—=+ <1
d% 2/*{,1 dl 402 K1

Z nerovnosti ([ATI5]) pak pro d; > dq plyne Jo|VY|?da =0 a z odhadu z tvrzeni {7
také [, |Vo[2dz = 0. Z toho dostavame |V¢| = |Vi| = 0, a tedy u, v musi byt
konstanty. O
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5. Zaveér

Véta 5.1. UvaZujme pripad jedné prostorové dimenze, tedy N = 1 a budte a,b, o, 0, k
kladné konstanty splriujici podminky Turingovy nestabilitylf. Pak pro kazdé [dy,ds] €
Dy (viz sekce [1.3) existuje alespori jedno staciondrni teseni dlohy [{.1] rizné

od [0, 0].

Diikaz. Bud [dY,d5] € Dy libovolné pevné. Z definice mnoziny Dy existuje df € R,
takové, ze [d9,db] € C: a existuje j € N takové, ze [d?,db] € C;. Chceme dokazat,
ze pro kazdé d; < d9 existuje alespor jedno staciondrni FeSeni tlohy FT] riizné
od [a,].

Prostorové konstatni, stacionarni feseni (A2]) se dostane jako FeSeni soustavy

R uv 0
a-U-o————— =
Ql+ﬁ+k:ﬂ2
U0
b-90)-pop———=0.
a(b-?) 1T a+ ka2

Po tpravé dostavame, ze @ musi spliiovat rovnici
0=kt +(1-ka-0)i*>+ (ako-1-a-ao)i-a.

Tato rovnice je kubicka rovnice s redlnymi koeficienty, a tedy ma jedno az tfi
realné koteny. Tedy tloha (4J]) ma vzdy alespon jedno prostorové konstantni,
stacionarni feSeni [@, 0 3.

Formalné budeme nadale uvazovat tilohu s prostorové konstantnim, stacionar-
nim feSenim posunutym do nuly

(u—-a)(v-10)

l+u—-t+k(u-1a)?

(u—)(v-10)

l+u—u+k(u-1a)?

—diAu=a-u+u-p
(5.1)

~dSAv=a(b-v+d)-p

a jeji slabou ¢i operatorovou alternativu, kterou dostaneme stejnym postupem
jako v kapitole [I] a 2L

Z véty 22 respektive 213, dostavame, ze df je globélni bifurkaéni bod tlo-
hy ([£2)); navic existuje souvisla vétev SO netrivialnich feseni bifurkujich v bodé df
spliujici alespon jednu ze t¥i podminek (S1), (S2), (S3). Déale z véty plyne,
ze SO nutné spliluje (S2) nebo (53).

V tuto chvili si uvédomme souvislost mezi nekonstantnim fesenim (£2) a
netrivialnim fesenim (5.]). Pokud je (u,v) nekonstantni feseni (A.2), je (u—1u,v -
0) netrividlni feSeni (5.1 a naopak, pokud je (u,v) netrividlni feseni (5.1), je

! To, které konstanty vyhovuji tomu, ze nastane Turingtv efekt, je rozebirano v [I1]. Vypo-
¢ty jsou zdlouhavé a nejsou hlavnim predmétem této prace. Spokojme se s tvrzenim, ze dané
konstanty existuji a Ze se v piipadé konkrétnich dat daji podminky (PI-P3) vypoctem ovéfit.

2Definice viz sekce

3V piipadé vice kofenti neni apriori jasné, pouziti kterého vede ke splnéni Turingova efektu.
Pro nés ale staéi pfedpokladat, ze to jedno z nich je (viz pfedchozi poznamku pod ¢arou) a to
si ozna¢me [, 0].
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(v + G,v + 0) FeSeni (AL2) ruzné od [,v]. Déle, mame-li souvislou mnozinu S
netrivialnich feSeni (5.]), je zfejmé i mnozina

{(p,u + @, v +9), [p,u,v] € S}

feseni (A2]) souvisld a analogicky naopak. Uvazujme tedy mnozinu

S%={[p,u+a,v+0],[p,u,v] € S%.

Ta je tedy souvislou mnozinou feSeni (A2]) riznych od [u,v], kterd spliuje (S2)
nebo (S3).

Prepokladejme na chvili, ze by S0 spliiovala pouze podminku ($2). Vezméme
tedy posloupnost {[dy. ., Up]}ne € SO splitujici dy ,, + U, | - o0. Z véty BT plyne
existence konstanty dy takové, ze pro vSechna d; > dq neexistuje prostorové ne-
konstantni feSeni. Z toho dostavame, Ze musi platit d;, < 671 a tedy dy,, 4 oo.
Dale z tvrzeni mame odhady Teseni

C
Jull < d—ll, [oll < Ca.

Pokud tedy ptredpoklddame, ze (S3) neplati, musi také platit U,, + co a podmin-
ka (S2) neplati. Z této tivahy dostavame, Ze S0 nutné spliiuje podminku (S3).
Ze souvislosti SO a platnosti podminky (S%) dostavame, ze pro vSechna kladna
dy < dY existuje TeSeni ([A2) rtizné od [, v]. Tedy specialné i pro d; = d/ a tvrzeni
je dokazano. O
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6. Dodatky

Véta 6.1. [7] Pro kazdy omezeny linedrni funkciondl F' na Hilbertové prostoru H
existuje praveé jeden prvek f € H takovy, Ze F(x) = (x,f) pro vSechna v € H a
plati | F| = f].

Tvrzeni 6.2. [J, kap. 5.8.1] Bud Q omezend, souvisla, oteviend podmnoZina R®
s Ct hranici. Predpoklddejme 1 < p < oo. Pak existuje konstanta C zavisla pouze
na n,p, 2 takovd, Ze

lu-al, < Clvul,

pro kazdou funkci u e W1r(Q).

Tvrzeni 6.3. [7, kap, 7.1] Pro vSechna a,b,p,q,c kladné redlné konstatny spliu-
jict

platt

p q
Tvrzeni 6.4. [], kap. C.2] Budte u,v e C2(Q). Pak

(i) Jo Audz = foo 5 dS,
(it) [oVuvvde = - [qulvdz + [, SudS,

Tvrzeni 6.5 (Regularita slabého Teseni). [5, kap. 2.1.3] Necht Q je tridy Ck-11,
k > 2. Bud Q;; € Wkil’oo(Q), b > 0, aijfiﬁj 2 Oé|§|2. B'U,d’f € Wk72’2(Q). Pak u,
jediné slabé reseni Neumannovy ulohy

0 ou
_ il = Q
oz, (am axj) +bu=f v
ou
v 0
7 0 na 052,

patri do WH2(Q).

Tvrzeni 6.6 (Vnofeni Sobolevovych prostortt). [4, véta A.3.59] Bud Q € CO1,
keN ape[leoo]. Bud ddle j€[0,k). Oznacme

k=j
N
a (je-limy#0)

Je-li mg >0, pak
WHEP(Q) & WI™(Q).

Je-li mg =0, pak
Vge[l,00): WP s TW39(Q)).

Je-li mg <0, pak pro p=—-Nmy plati:
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(Z) je_li M€ (07 1)7 pak
W o (),

(i) je-li p=1, pak
e proo:Vae[0,1): Whr(Q) o Cio(Q),
e p=oo0: Whe(Q) o Chleo(TQ),

(iii) je-li p>1, pak .
Vae[0,1]: WEP(Q) oo C1(Q).

Tvrzeni 6.7 (tvrzeni o Nemytského operdtoru). [2, véta 3.2.24] Bud Q oteviend
podmnozina RN ap,qe[1,00). Necht funkce f:Q xR — R splriiuje Caratheodory-
ovy podminky, tj.

(i) pro vSechna y € R je funkce x — f(x,y) méritelnd na 2,

(ii) pro skoro vsechna x € Q) je funkce y — f(x,y) spojitd na R.
Necht existuje funkce g € L1() a c € R splriugici

|f(x,y) < g(x)+ c|y|§, pro skoro vsechna x € Q a vsechna y € R.
Dale bud ¢:Q - R méritelnd na Q a oznacme
Fp)iwr f(z,o(x)), e

Pak

(i) F(yp) e L1(Q) pro vsechna ¢ € LP(§2);

(i) F je spojité zobrazeni z LP(2) do Li(2);

(iii) F zobrazuje omezené mnoziny v LP(2) na omezené mnoziny v LI()).

48



Seznam pouzité literatury

1]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

CHAPLAIN, M.A.J., GANESH, M., GRAHAM, L.G., Spatio-temporal pattern

formation on spherical surfaces: numerical simulation and application to
solid tumour growth J. Math. Biol. 42, 2001: p. 387-423.

DRABEK, P., MILOTA, J., Methods of Nonlinear Analysis: Applications to
Differential Equations, Basel: Birkh&user, 2007. ISBN 978-3-7643-8146-2.

EpmunDs, D.E., EvANSs, W.D., Spectral Theory and Differential Operators,
Oxford: Clarendon Press, 1990. ISBN 0-19-853542-2.

Evans, L.C., Partial Differential Equations, Providence: American Mathe-
matical Society, 2010. ISBN 978-0-8218-4974-3.

Jonn, O., MALEK, J., POKORNY, M., ROKYTA, M., STARA, J., Uvod do
moderni teorie parcidlnich diferencialnich rovnic. 2009.

GIERER, A., MEINHARDT, H., A Thery of Biological Pattern Formation,
Kybernetik 12, Springer-Verlag, 1972: p. 30-39.

GILBARG, D., TRUDINGER N. S., Elliptic Partial Differential Equations of
Second Order, Springer, 2001.

JANG, J., N1, W.-M., TaANG, M., Global Bifurcation and Structure of Tu-
ring Patterns in the 1-D Lengyel-Epstein Model, Journal of Dynamics and
Differential Equations, Vol. 16, No. 2, 2004.

KUCERA, M., Diferencidlni rovnice v biologii 11, nepublikovano.

KUCERA, M., Reaction-diffusion systems: Stabilizing efect of conditions de-
scribed by quasivariational inequalities. Czechoslovak Math, J. 47 (122),
1997, p. 469-486.

MURRAY, J.D.; Mathematical Biology II Spatial models and biomedical ap-
plications, New York: Springer, 2003. ISBN 0-387-95228-4.

Liu, R.T., Liaw, S.S., MaAIN1, P.K., Two-stage Turing model for generating
pigment patterns on the leopard and the jaguar, Physical review E74, 2006.

Lou, Y., N1, W.-M., Diffusion, self-diffusion and cross-diffusion, J. Diffe-
rential Equations 131, 1996. p. 79-131.

LUKES, J., Zdpisky z funkciondlni analyzy, Praha: Karolinum, 2012. ISBN
978-80-246-2069-5.

MEINHARDT, H., The Algorithmic Beauty of Sea Shells 4. vydani. Tiibingen:
Springer, 2009. 236s. ISBN 978-3-540-92141-7.

NAKAMASU, A., TAKAHASHI, G., KANBE, A., KONDO, S., Interactions be-

tween zebrafish pigment cells responsible for the gemeration of Turing pat-
terns, PNAS, vol. 106, no. 21, 2009: p. 8429-8434.

49



[17] N1, W.-M., TANG, M., Turing Patterns in the Lengyel-Epstein system for the
CIMA reactions, American Mathematical Society 375, 2005. p. 3953-3969.

[18] NISHIURA, Y., Global structure of bifurcating solutions of some reaction-
diffusion systems, SIAM J. Math. Anal., Vol. 13, No. 4, 1982.

[19] ROTHE, F., Global Solutions of Reaction-Diffusion Systems Springer-Verlag,
vol 1072, 1984, p. 216.

[20] TurING, A.M., The Chemical Basis of Morphogenesis, Philosophical
Transactions of the Royal Society of London. Series B, Biological Sciences,
Vol. 237, No. 641, 1952, p. 37-72.

[21] WEINBERGER, H. F., Invariant sets for weakly coupled parabolic and elliptic
systems, Rend. Mat. 8, 1975, p. 295-310.

50



Seznam pouzitych zkratek

R;R,
N; No
N

O 1
tr B
det B
span M
Re A

Kj

Hqy(k;)

50

k=0 (mod n)

Ji,Ja
Tk,l(_)
k(L)
Ci(L)
S(L)
SO(L)
d;(L)
0;
Ck:,a
-]

o

(0

realné Cisla; nezaporna realna cisla

prirozena ¢isla; prirozena c¢isla s nulou

dimenze prostoru

oteviena omezena podmnozina R"; otevieny interval (0, L)
stopa matice B

determinant matice B

linearni obal mnoziny M

realna ¢ast cisla A

j-té vlastni ¢islo laplacianu (LI0) s Neumannovou okrajovou podminkou
konrétni polynom, viz str.

j-t& hyperbola, viz str. [

obélka kiivek C; pro vSechna j € N, viz str.

oblast stability, viz str.

oblast nestability, viz str.

kompaktni vnofeni prostoru X do prostoru Y

prostorové konstantni, stacionarni reseni

skalarni soucin v prostoru W12

= W12(Q) x WL2(Q)

skalarni soucin v prostoru [WW12(Q)]?

norma prostoru LP(£2)

norma prostoru W12()

norma prostoru X

matice definované na str.

operator definovany na str. [7]

operator definovana na str.

pevné zvoleny difuzni koeficient ds

={[p, U] e Ry x [W12(Q)]?, Unenulové feseni (28] s dy = p}
komponenta S obsahujici dany bifurka¢ni bod, viz

parita nasobnosti vlastniho cisla A
Ill1.2

= span{cos(nmmx/L) }men,
= {[11, U] € Ry x [W,*(9)]2, Unenulové feseni (26 s dy = pu}
komponenta S,, obsahujici dany bifurka¢ni bod

¢islo £ je kongruentni s 0 po déleni n

mnoziny indext definované na str. 21

operator definovany na str.

J-té vlastni ¢islo laplacianu (LI0) pfislusné tloze na intervalu (0, L)
j-ta hyperbola piislusna tloze na intervalu (0, L)

mnozina S se zdiraznénou zavislosti na intervalu (0, L)
komponenta S(L) obsahujici dany bifurka¢ni bod

[d;(L),d3] € C(L)

slaba derivace dle i-té slozky prostoru

prostor Holderovskych funkci

dolni cela cast

=u-u=u-|Q" [yudx

=v-v=v-Q! [vdz
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