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práce jako školńıho d́ıla podle §60 odst. 1 autorského zákona.
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Úvod

Investoři každodenně stoj́ı před množstv́ım investičńıch př́ıležitost́ı. Zisk či ztráta
plynoućı z těchto př́ıležitost́ı je náhodná veličina, která je závislá na investorových
rozhodnut́ıch. Ćılem investora je volit rozhodnut́ı tak, aby jeho zisk byl co největš́ı
a riziko co nejmenš́ı. Mı́ry rizika se snaž́ı toto riziko kvantifikovat.

Nejrozš́ı̌reněǰśı mı́rou rizika je mı́ra Value-at-Risk (VaR). Ta se v literatuře vy-
skytuje pod názvem kvantil již od 19. stolet́ı. Mı́̌re VaR jsou ovšem stále častěji
vytýkány některé jej́ı nežádoućı vlastnosti. Zejména se jedná o fakt, že neńı
subaditivńı, neńı konvexńı a neposkytuje žádnou informaci o velikosti ztráty
přesahuj́ıćı VaR. Často bývá také považována za př́ılǐs optimistickou. Zmı́něné
nežádoućı vlastnosti se snaž́ı vylepšit daľśı z často už́ıvaných měr rizika, Con-
ditional Value-at-Risk (CVaR). Vlastnostmi obou těchto měr se zabývá mnoho
článk̊u, zmiňme např́ıklad [3] či [2].

V 1. kapitole zavedeme obecně pojem mı́ry rizika a vlastnosti, které se u nich
zkoumaj́ı. Dále pak zavedeme mı́ry VaR a CVaR a shrneme jejich vlastnosti a
vztahy.

Náplńı 2. kapitoly bude zkoumat otázku možných rozš́ı̌reńı měr VaR a CVaR do
vyšš́ıch dimenźı. Tato otázka ale naráž́ı na problém definice kvantilu pro náhodné
vektory. Seṕı̌seme proto teorii p-eficientńıch bod̊u, které jsou jeho možným zo-
becněńım. Budeme se také zabývat otázkou výpočtu p-eficientńıc bod̊u. Následně
zavedeme pojmy Multivariate Value-at-Risk (MVaR) a Multivariate Conditional
Value-at-Risk (MCVaR) a budeme zkoumat některé jejich vlastnosti.

Ve 3. kapitole pak aplikujeme některé výsledky na řešeńı úlohy lot-sizingu pro
r̊uzné časové horizonty.
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1. Jednorozměrné mı́ry rizika

V prvńı kapitole zavedeme dvě nejčastěji už́ıvané mı́ry rizika, Value-at-Risk (dále
také jen VaR) a Conditional Value-at-Risk (dále také jen CVaR), a shrneme
jejich základńı vlastnosti a vztahy. Ćılem kapitoly neńı budovat celou teorii, má
mı́t čistě informativńı charakter. Z tohoto d̊uvodu budou všechna tvrzeńı v této
kapitole uvedena bez d̊ukazu, některá z nich ale budou v obecněǰśı formě dokázána
v kapitole 2.

1.1 Mı́ry rizika a jejich vlastnosti

Zaved’me nejprve pojem náhodné ztráty. Definice je převzata z [2].

Definice 1.1.1. Necht’ m,n ∈ N, s ∈ S ⊆ Rm je vektor rozhodnut́ı, t ∈ T ⊆ Rn

je náhodný vektor a necht’ f : S×T → R je zobrazeńı takové, že f (s, t) je spojité
v s a měřitelné v t a pro všechna s ∈ S plat́ı

E {|f(s, t)|} < +∞.

Pak řekneme, že X = f (s, t) je náhodná ztráta.

V definici 1.1.1 vektor s reprezentuje portfolio, S reprezentuje možná omezeńı na
rozhodnut́ı a vektor t reprezentuje budoućı hodnoty několika veličin (např́ıklad
předpověd’ počaśı). Rozděleńı t považujeme za známé.X je tedy náhodná veličina,
jej́ıž rozděleńı je závislé na s.

Definice 1.1.2. Necht’ G je množina všech náhodných ztrát. A necht’ ρ : G→ R
je zobrazeńı. Potom řekneme, že ρ je mı́ra rizika.

A nyńı zaved’me vlastnosti, které pak budeme v následuj́ıćıch dvou podkapitolách
zkoumat u VaR a CVaR. Všechny definice vlastnost́ı zavedených v této podkapito-
le, jejich interpretace a poznámky k nim jsou převzaty výhradně z článk̊u [3] a [5].

Než ale zavedeme prvńı z vlastnost́ı, vysvětleme ještě pojem komonotonńıch
náhodných veličin.

Definice 1.1.3. Řekneme, že dvě náhodné veličiny K,L, které jsou definované
na stejném pravděpodobnostńım prostoru (Ω, A,P), jsou komotonńı, jestlǐze pro
všechna ω1, ω2 ∈ Ω plat́ı

[K (ω1)− L (ω1)] · [K (ω2)− L (ω2)] ≥ 0.

Necht’ v této kapitole dále vždy, když nebude řečeno jinak, ρ znač́ı mı́ru rizika ve
smyslu definice 1.1.2 a X, Y ∈ G znač́ı náhodné ztráty ve smyslu definic 1.1.1 a
1.1.2.

Definice 1.1.4. Necht’ pro všechna komotonńı X, Y plat́ı

ρ (X + Y ) = ρ (X) + ρ (Y ) .

Pak řekneme, že ρ je komotonně aditivńı.
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Definice 1.1.5. Necht’ pro všechna X a pro všechna α ∈ R plat́ı

ρ (X + α) = ρ (X) + α.

Pak řekneme, že ρ je ekvivariantńı v̊uči posunut́ı.

Vlastnost ekvivariance v̊uči posunut́ı lze slovy přepsat tak, že zvýšeńım (resp.
sńıžeńım) ztráty o hodnotu α ∈ R se mı́ra rizika zvýš́ı (resp. sńıž́ı) o stejnou
hodnotu. Tato vlastnost zaruč́ı, že mı́ra rizika je vyjádřená ve stejných jednotkách
jako ztráta samotná.

Definice 1.1.6. Necht’ pro všechna X a pro všechna α > 0 plat́ı

ρ (αX) = αρ (X) .

Pak řekneme, že ρ je pozitivně homogenńı.

Je-li mı́ra rizika př́ımo ovlivňována velikost́ı ztráty, tj. neńı-li splněna podmı́nka
pozitivńı homogenity, měli bychom při výpočtu jej́ı budoućı hodnoty brát do
úvahy možnost nedostatku likvidity finančńıch prostředk̊u.

Definice 1.1.7. Necht’ pro všechna X, Y plat́ı

ρ (X + Y ) ≤ ρ (X) + ρ (Y ) .

Pak řekneme, že ρ je subaditivńı.

Subaditivita je přirozený požadavek, který je volně interpretovatelný tak, že
sloučeńı nevytvoř́ı daľśı riziko. Diskuzi ohledně vlastnosti subaditivity lze nalézt
v [5], př́ıpadně v [7].

Definice 1.1.8. Necht’ FX je distribučńı funkce náhodné ztráty X a FY je dis-
tribučńı funkce náhodné ztráty Y . Pak řekneme, že ρ je monotonńı ve smyslu
stochastické dominance 1. řádu, jestlǐze plat́ı implikace

FX(u) ≥ FY (u), ∀u ∈ R ⇒ ρ (X) ≤ ρ (Y )

Splňuje-li mı́ra rizika předchoźı 4 vlastnosti, nazývá se koherentńı. Problematikou
koherentńıch měr rizika se podrobně zabývá článek [5]. Zaved’me formálně i tuto
vlastnost.

Definice 1.1.9. Mı́ra rizika ρ se nazývá koherentńı, jestlǐze je ekvivariantńı v̊uči
posunut́ı, subaditivńı, pozitivně homogenńı a monotonńı ve smyslu stochastické
dominance 1. řádu.

Definice 1.1.10. Necht’ pro všechna X, Y a pro všechna λ ∈ (0, 1) plat́ı

ρ (λX + (1− λ)Y ) ≤ λρ (X) + (1− λ) ρ (Y ) .

Pak řekneme, že ρ je konvexńı.

S vlastnost́ı konvexity pracuje článek [3], zat́ımco článek [5] pracuje s vlastnost́ı
subaditivity.

Z tohoto d̊uvodu se nám v daľśıch podkapitolách budou hodit následuj́ıćı dvě
věty.
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Věta 1.1.11. Necht’ mı́ra rizika ρ je konvexńı a pozitivně homogenńı. Pak ρ je
také subaditivńı.

Věta 1.1.12. Necht’ mı́ra rizika ρ je ekvivariantńı v̊uči posunut́ı, konvexńı, po-
zitivně homogenńı a má vlastnost stochastické dominance 1. řádu. Potom ρ je
koherentńı.

Poznamenejme, že platnost věty 1.1.11 se snadno ověř́ı pouhým rozepsáńım defi-
nic vlastnost́ı konvexity a pozitivńı homogenity, věta 1.1.12 pak je jej́ım př́ımým
d̊usledkem.

Nakonec zaved’me ještě vlastnost monotonie ve smyslu stochastické dominance
2. řádu a vyslovme jej́ı vztah k monotonii ve smyslu stochastické dominance
1. řádu. Tvrzeńı věty 1.1.14 je převzato z [3].

Definice 1.1.13. Necht’ FX je distribučńı funkce náhodné ztráty X a FY je dis-
tribučńı funkce náhodné ztráty Y . Pak řekneme, že ρ je monotonńı ve smyslu
stochastické dominance 2. řádu, jestlǐze plat́ı implikace

x∫
−∞

FX(u)du ≥
x∫

−∞

FY (u)du, ∀x ∈ R ⇒ ρ (X) ≤ ρ (Y )

Věta 1.1.14. Necht’ mı́ra rizika ρ má vlastnost monototnie ve smyslu stochastické
dominance 1. řádu. Pak má ρ také vlastnost monotonie ve smyslu stochastické
dominance 2. řádu.

1.2 Value-at-Risk

Základńım ćılem Value-at-Risk, stejně jako jiných měr rizika, je jediným č́ıslem
kvantifikovat celkové tržńı riziko obsažené v portfoliu finančńıch nástroj̊u.

K VaR se většinou přistupuje zp̊usobem, který je uvažovaný např́ıklad v článku [3],
tedy př́ıstup, ve kterém hodnota VaR vyjadřuje očekávanou maximálńı ztrátu za
dané časové obdob́ı a na dané hladině významnosti. Matematicky toto lze zapsat
následovně.

Definice 1.2.1. Necht’ X je náhodná ztráta, FX je jej́ı distribučńı funkce a necht’

α ∈ [0, 1]. Potom Value-at-Risk na hladině α definujeme jako

VaRα(X) = inf {x ∈ R : P (X ≤ x) ≥ α} = inf {x ∈ R : FX (x) ≥ α} .

Z definice 1.2.1 je zřejmé, že hodnota VaR je př́ıslušným kvantilem.

Shrňme vlastnosti mı́ry VaR. Zněńı věty 1.2.2 je bud’ převzato z jednoho z článk̊u
[3], [5], nebo je jejich př́ımým d̊usledkem, v př́ıpadě bodu (v) se jedná o d̊usledek
věty 1.1.14. Některá tvrzeńı budou dokázána v obecněǰśı variantě v následuj́ıćı
kapitole.

Věta 1.2.2. Necht’ VaRα(X) je jako v definici 1.2.1. Potom VaRα(X) je mı́ra
rizika ve smyslu definice 1.1.2, která
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(i) je ekvivariantńı v̊uči posunut́ı;

(ii) je pozitivně homogenńı;

(iii) je komotonně aditivńı;

(iv) je monotonńı ve smyslu stochastické dominance 1. řádu;

(v) je monotonńı ve smyslu stochastické dominance 2. řádu;

(vi) splňuje rovnost VaRα(X) = −VaR1−α(−X);

(vii) neńı obecně subaditivńı;

(viii) neńı obecně konvexńı.

Př́ımým d̊usledkem bodu (vii) věty 1.2.2 pak je fakt, že mı́ra VaR neńı obecně
koherentńı.

1.3 Conditional Value-at-Risk

Mı́ra VaR má některé nežádoućı vlastnosti, ty jsou popsány v [6] nebo [7]. Zejména
se jedná o fakty, že VaR neńı subaditivńı a neposkytuje žádnou informaci o ve-
likosti ztráty přesahuj́ıćı VaR. Nav́ıc je mı́ra VaR obecně považována za př́ılǐs
optimistickou.

Popsané nežádoućı vlastnosti pak zlepšuje daľśı z často už́ıvaných měr rizika,
Conditional Value-at-Risk. Ta je pro spojitá rozděleńı také známa jako středńı
schodek, pro diskrétńı rozděleńı se ale může od středńıho schodku lǐsit, jak je
zmı́něno v [6]. Matematicky lze pro obecné rozděleńı ztrát CVaR chápat jako
vážený pr̊uměr VaR a podmı́něné očekáváné hodnoty ztrát přesahuj́ıch VaR.

Existuje několik r̊uzných definic CVaR. My vyjdeme z definice, jak je uvedena
v [3].

Definice 1.3.1. Necht’ X je náhodná ztráta a necht’ α ∈ [0, 1]. Potom Conditional
Value-at-Risk na hladině α definujeme jako

CVaRα(X) = inf
x∈R

{
x+

1

1− α E [X − x]+
}
,

kde [a]+ , a ∈ R, znač́ı kladnou část č́ısla a.

V článku [4] je pak dokázán následuj́ıćı vztah.

Věta 1.3.2. Necht’ jsou splněny předpoklady definice 1.3.1. A necht’ nav́ıc distri-
bučńı funkce náhodné veličiny X je hladká. Potom plat́ı

CVaRα(X) = E [X|X ≥ VaRα(X)] .
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Zaměřme se nyńı na vlastnosti CVaR. Důkazy př́ıslušných tvrzeńı lze nalézt v [3]
či [4], př́ıpadně jsou př́ımým d̊usledkem vět 1.1.11, 1.1.12. Opět plat́ı, že některá
tvrzeńı budou dokázána v obecněǰśı variantě v následuj́ıćı kapitole.

Věta 1.3.3. Necht’ CVaRα(X) je jako v definici 1.3.1. Potom CVaRα(X) je mı́ra
rizika ve smyslu definice 1.1.2, která

(i) je ekvivariantńı v̊uči posunut́ı;

(ii) je pozitivně homogenńı;

(iii) je monotonńı ve smyslu stochastické dominance 1. řádu;

(iv) je monotonńı ve smyslu stochastické dominance 2. řádu;

(v) má-li X hustotu, pak CVaRα(X) splňuje rovnost

EX = (1− α) CVaRα(X)− αCVaR1−α(−X);

(vi) je subaditivńı;

(vii) je konvexńı;

(viii) je koherentńı.

Na začátku podkapitoly jsme shrnuli hlavńı nedostatky, jež jsou vytýkány mı́̌re
VaR. Ze zněńı věty 1.3.3 vid́ıme, že mı́ra CVaR oproti mı́̌re VaR splňuje vlastnos-
ti konvexity a subaditivity, potažmo koherence, nav́ıc CVaR je př́ımo navržena
tak, aby dávala informaci o velikosti ztráty přesahuj́ıćı VaR. Vyjádřeme se ještě
k otázce, zda je CVaR méně optimistická mı́ra než VaR.

Odpověd’ dává bod (i) věty 1.3.4, ta shrnuje základńı vztahy VaR a CVaR. Tvr-
zeńı věty je převzato z [3].

Věta 1.3.4. Necht’ X je náhodná ztráta a α ∈ (0, 1). Potom plat́ı

(i) CVaRα(X) ≥ VaRα(X);

(ii) VaRα(X) = sup {v ∈ R : CVaRα(Xv) = v } ;

(iii) je-li X nezáporná s.j., pak[
E (Xn)− (1− α) CVaRα (Xn)

α

] 1
n

n→+∞−−−−→ VaRα(X).
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2. Mnohorozměrné mı́ry rizika

Ćılem této kapitoly bude zobecnit mı́ry VaR a CVaR do vyšš́ıch dimenźı. Za t́ımto
účelem nejdř́ıve vybudujeme teorii p-eficientńıch bod̊u a následně zavedeme mı́ry
Multivariate Value-at-Risk a Multivariate Conditional Value-at-Risk a budeme
zkoumat jejich vlastnosti.

2.1 Teorie p-eficientńıch bod̊u

Jednou z možnost́ı, jak zavést rozš́ı̌reńı kvantilu pro náhodný vektor, je pomoćı p-
eficientńıch bod̊u. V této podkapitole zavedeme tento pojem a budeme zkoumat
jeho vlastnosti a možnosti výpočtu. Daľśı už́ıvaný př́ıstup, jak zavést rozš́ı̌reńı
kvantilu pro náhodný vektor, je pomoćı tzv. hloubkových funkćı, v́ıce o tomto
př́ıstupu se můžeme doč́ıst např́ıklad v [15].

Struktura textu a myšlenky většiny d̊ukaz̊u až do d̊usledku 2.1.17 jsou založeny
na [8]. Jelikož jsou d̊ukazy v literatuře často jen nast́ıněny, bude většina tvrzeńı
formálně dokázána. Uvedené př́ıklady, protipř́ıklady a ilustrace nejsou převzaty
z literatury a jsou tedy př́ıspěvkem autora.

Jednotlivé výsledky této podkapitoly budeme demonstrovat na př́ıkladu 2.1.1,
který nyńı zavedeme.

Př́ıklad 2.1.1. Uvažujme náhodný vektor D = (A,B), jehož rozděleńı m̊užeme
vidět v tabulce 2.1. Pro jakoukoli uspořádanou dvojici hodnot, která se v tabulce
nevyskytuje, je pravděpodobnost jej́ıho nabyt́ı rovna 0.

B=1 B=2 B=3 B=4 B=5 B=6 B=7 B=8 B=9
A=1 0,001 0,002 0,013 0,001 0,008 0,002 0,002 0,016 0,011
A=2 0,003 0,021 0,001 0,011 0,001 0,001 0,001 0,001 0,029
A=3 0,013 0,043 0,011 0,001 0,019 0,012 0,003 0,001 0,032
A=4 0,017 0,002 0,001 0,024 0,031 0,001 0,001 0,021 0,003
A=5 0,001 0,001 0,023 0,001 0,002 0,014 0,011 0,001 0,032
A=6 0,006 0,002 0,001 0,027 0,001 0,003 0,001 0,001 0,065
A=7 0,023 0,001 0,01 0,032 0,023 0,001 0,001 0,087 0,001
A=8 0,034 0,031 0,018 0,015 0,091 0,002 0,001 0,001 0,003
A=9 0,001 0,042 0,012 0,003 0,001 0,001 0,002 0,001 0,008

Tabulka 2.1: Pravděpodobnosti nabyt́ı daných hodnot pro náhodný vektor D

Definice 2.1.2. Necht’ n ∈ N, x ∈ Rn, p ∈ (0, 1), X je reálný náhodný vektor
o n složkách a FX je jeho distribučńı funkce. Potom řekneme, že bod x je p-
eficientńım bodem distribučńı funkce FX , jestlǐze FX(x) ≥ p a zároveň neexistuje
žádný bod y ∈ Rn takový, že y ≤ x, y 6= x, pro něǰz by platilo FX(y) ≥ p.

V definici 2.1.2 je nerovnost mezi vektory chápána po složkách. Stejným zp̊usobem
budeme tyto nerovnosti chápat i ve zbytku této práce.
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Všimněme si, že p-eficientńı bod skutečně je jistým zobecněńım kvantilu, nebot’

zvoĺıme-li v 2.1.2 n = 1, dostáváme právě definici kvantilu náhodné veličiny.

Př́ıklad 2.1.1 (Pokračováńı). Hodnotu p z definice 2.1.2 zvoĺıme pro účely úlohy
jako

p0 = 0, 5.

Vzhledem k charakteru a velikosti př́ıkladu neńı složité si představit (a následně
spoč́ıtat), jak budou vypadat p0-eficientńı body distribučńı funkce náhodného vek-
toru D. Tyto body existuj́ı právě 3, a to

d1 = (8, 5),

d2 = (7, 8),

d3 = (6, 9).

Formálńı d̊ukaz, že tomu tak skutečně je, bude pr̊uběžně prováděn v pr̊uběhu této
podkapitoly.

Necht’ ve zbytku této podkapitoly maj́ı n, X, FX stejný význam jako v defini-
ci 2.1.2. A necht’, je-li Y náhodná veličina a GY jej́ı distribučńı funkce, G

(−1)
Y znač́ı

př́ıslušnou kvantilovou funkci.

Primárńım ćılem nyńı bude ukázat, že množina p-eficientńıch bod̊u je vždy ne-
prázdná, tento výsledek bude zformulován v d̊usledku 2.1.15. Nejprve ale ve
větě 2.1.3 dokážeme, že pro každé X existuje bod, který je omezeńım zdola všech
p-eficientńıch bod̊u jeho distribučńı funkce.

Věta 2.1.3. Necht’ p ∈ (0, 1). Označme

l =
(
F

(−1)
X1

(p), . . . , F
(−1)
Xn

(p)
)
,

kde FX1 , . . . , FXn znač́ı př́ıslušné marginálńı distribučńı funkce. Potom pro všechna
x ∈ Rn taková, že FX(x) ≥ p, plat́ı x ≥ l.

D̊ukaz. Volme libovolné i ∈ {1, . . . , n}. A volme x ∈ Rn takové, že splňuje
FX(x) ≥ p. Uvědomme si, že

P (Xi ≤ xi) ≥ P

(
n⋂
i=1

{Xi ≤ xi}

)
,

a tedy, vyjdeme-li z předpokladu na volbu x, dostáváme

FXi (xi) ≥ FX (x) ≥ p.

Vzhledem k vlastnostem kvantilové funkce pak také plat́ı

F
(−1)
Xi

(FXi (xi)) ≥ F
(−1)
Xi

(p) = li.

Tedy máme
li ≤ inf {y ∈ R : FXi (y) ≥ FXi (xi)} =: I.

Jelikož ve výpočtu infima volba y = xi zřejmě splňuje

FXi (y) ≥ FXi (xi) ,

dostáváme li ≤ I ≤ xi.
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Poznamenejme, že d̊ukaz věty 2.1.3 je veden tak, jak je tomu v [11].

Př́ıklad 2.1.1 (Pokračováńı). Dı́ky větě 2.1.3 m̊užeme spoč́ıst dolńı omezeńı
pro všechny p0-eficientńı body distribučńı funkce náhodného vektoru D. Hodnoty
marginálńıch distribučńıch funkćı náhodných veličin A a B ve skokových bodech
m̊užeme vidět v tabulkách 2.2 a 2.3. Z těchto tabulek je patrné, že dolńım ome-
zeńım pro všechny p0-eficientńı body je bod

dDO = (6, 5).

Vid́ıme, že skutečně plat́ı di ≥ dDO pro všechna i ∈ {1, 2, 3}.

A=1 A=2 A=3 A=4 A=5 A=6 A=7 A=8 A=9
0,056 0,125 0,26 0,361 0,447 0,554 0,733 0,929 1

Tabulka 2.2: Hodnoty distribučńı funkce náhodné veličiny A ve skokových bodech

B=1 B=2 B=3 B=4 B=5 B=6 B=7 B=8 B=9
0,099 0,244 0,334 0,449 0,626 0,663 0,686 0,816 1

Tabulka 2.3: Hodnoty distribučńı funkce náhodné veličiny B ve skokových bodech

Nyńı zadefinujeme p-úrovňovou množinu a následně budeme zkoumat jej́ı souvi-
sost s p-eficientńımi body.

Definice 2.1.4. Necht’ p ∈ (0, 1). Potom množinu

Zp = {x ∈ Rn : FX(x) ≥ p}

nazýváme p-úrovňovou množinou.

Základńı vlastnosti Zp jsou shrnuty v lemmatu 2.1.5, tvrzeńı lemmatu je převzato
z [8], kde ovšem neńı proveden d̊ukaz, zde jej provedeme.

Lemma 2.1.5. Necht’ p ∈ (0, 1) a Zp je p-úrovňová množina př́ıslušná náhodnému
vekotru X. Pak Zp je neprázdná a uzavřená.

D̊ukaz. Fakt, že Zp je neprázdná, je př́ımým d̊usledkem předpokladu p < 1 a
základńıch vlastnost́ı distribučńı funkce. Dokažme uzavřenost. Mějme konver-
gentńı posloupnost

{zk}+∞k=1 ⊆ Zp.

Označme
z = lim

k→+∞
zk.

Předpokládejme nejprve, že {zk}+∞k=1 obsahuje podposloupnost, která je nerostoućı
ve všech souřadnićıch. Dı́ky jednoznačnosti limity můžeme bez újmy na obecnosti
předpokládat, že {zk}+∞k=1 je nerostoućı ve všech souřadnićıch. Máme tedy posloup-
nost bod̊u, která ve všech souřadnićıch konverguje k z zprava. Vı́me, že FX je ve
všech souřadnićıch spojitá zprava a

lim
k→+∞

FX (zk) = FX (z) .
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To ale znamená, že
FX(z) ≥ p,

a tedy z ∈ Zp. Nyńı necht’

{zk}+∞k=1

neobsahuje podposloupnost, která je nerostoućı ve všech souřadnićıch. Necht’ tuto
podmı́nku nesplňuje i-tá souřadnice. Vzhledem k jednoznačnosti limity můžeme
opět bez újmy na obecnosti předpokládat, že

{zk}+∞k=1

je rostoućı v i-té souřadnici a ve všech ostatńıch souřadnićıch je nerostoućı. Oz-
načme

zk = (zk1, zk2, . . . , zkn) ,

I = min {zki : k ∈ N} .

Pak I > −∞. A jelikož je FX neklesaj́ıćı a zprava spojitá ve všech souřadnićıch,
tak pro všechna k ∈ N plat́ı

FX (zk1, . . . , zk,i−1, I, zk,i+1, . . . , zkn) ≥ p.

Nav́ıc posloupnost

{ζk}+∞k=1 = {(zk1, . . . , zk,i−1, I, zk,i+1, . . . , zkn)}+∞k=1 ⊆ Zp

je cauchyovská, nebot’ pro všechna k1, k2 ∈ N plat́ı

ρeukl (zk1 , zk2) ≥ ρeukl (ζk1 , ζk2) ,

kde ρeukl znač́ı eukleidovskou metriku. A jelikož (Rn, eukl) je úplný prostor, je
posloupnost

{ζk}+∞k=1

konvergentńı v (Rn, eukl), označme př́ıslušnou limitu ζ. Pak ale

{ζk}+∞k=1

je posloupnost nerostoućı ve všech souřadnićıch, a tedy z výše uvedeného dostáváme

FX (ζ) ≥ p.

A jelikož z faktu, že pro všechna k ∈ N plat́ı

zk ≥ ζk,

vyplývá
z ≥ ζ,

tak vzhledem k monotonii FX ve všech souřadnićıch dostáváme, že také

FX (z) ≥ p.

To ale znamená, že opět plat́ı z ∈ Zp. Množina Zp je tedy uzavřená.
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Věta 2.1.6. Necht’ p ∈ (0, 1) a Zp je p-úrovňová množina př́ıslušná X. Označme
xj, j ∈ J , všechny p-eficientńı body FX , kde J je př́ıslušná indexová množina, a
pro každé j ∈ J definujeme

Kj = xj + Rn
+.

Pak plat́ı

Zp =
⋃
j∈J

Kj.

D̊ukaz. Označme
K =

⋃
j∈J

Kj.

Volme z ∈ Zp. Je-li z p-eficientńı bod, tak z ∈ K. Neńı-li z p-eficientńı bod, tak
existuje ζ ∈ Zp takové, že ζ ≤ z a zároveň ζ 6= z. Z věty 2.1.3 nav́ıc v́ıme, že
existuje l ∈ Rn takové, že l ≤ ζ. Definujme množinu

Z(1) = {y ∈ Zp : l ≤ y ≤ z} .

Z definice Z(1) a z lemmatu 2.1.5 v́ıme, že Z(1) je uzavřená a omezená, tedy
kompaktńı, z výše uvedeného nav́ıc v́ıme, že je neprázdná. Nyńı definujme funkci
ξ(1) : Z(1) → R vztahem

ξ(1) (a1, . . . , an) = a1.

Potom ξ(1) je funkce spojitá na Z(1), tedy na této množině nabývá svého minima.
To ale znamená, že na Z(1) existuje bod ζ(1), který má minimálńı 1. souřadnici.
Je-li ζ(1) p-eficientńı bod, tak

z ∈ ζ(1) + Rn
+

a tvrzeńı plat́ı. Neńı-li tomu tak, definujme množinu

Z(2) =
{
y ∈ Zp : l ≤ y ≤ ζ(1)

}
.

Opět v́ıme, že Z(2) je uzavřená a omezená, tedy kompaktńı, a neprázdná. Defi-
nujme funkci ξ(2) : Z(2) → R vztahem

ξ(2) (a1, . . . , an) = a2.

Pak ξ(2) je spojitá, tedy na Z(2) nabývá svého minima. Tedy na Z(2) existuje bod
ζ(2), který má minimálńı 1. a 2. souřadnici. Je-li ζ(2) p-eficientńı bod, tak

z ∈ ζ(2) + Rn
+

a tvrzeńı plat́ı. Neńı-li tomu tak, analogickým zp̊usobem sestroj́ıme body ζ(3), . . . , ζ(n).
Z konstrukce vid́ıme, že ζ(n) je p-eficientńı bod a

z ∈ ζ(n) + Rn
+,

a tedy z ∈ K. To ale znamená
Zp ⊆ K.
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Nyńı dokažme opačnou inkluzi. Volme k ∈ K. Potom bud’ k je p-eficientńı bod,
a tedy př́ımo z definice plat́ı k ∈ Zp, nebo existuje p-eficientńı bod k′ takový, že
k ∈ k′ + Rn

+, tedy k ≥ k′. Z definice opět plat́ı k′ ∈ Zp, tzn.

FX (k′) ≥ p.

Z monotonie funkce FX ve všech souřadnićıch pak dostáváme

FX (k) ≥ FX (k′) ≥ p,

to ale znamená, že k ∈ Zp. Dokázali jsme tedy

K ⊆ Zp.

Celkově tedy máme
Zp = K.

Důkaz věty 2.1.6 je oproti [8] doplněný o d̊ukaz opačné inkluze.

Př́ıklad 2.1.1 (Pokračováńı). Věta 2.1.6 dává představu o tvaru p0-úrovňové
množiny Zp0. Jej́ı grafické znázorněńı m̊užeme vidět na obrázku 2.1.

A

B

d1

d2

d3

Obrázek 2.1: Grafické znázorněńı věty 2.1.6 pro př́ıklad 2.1.1, vrcholy d1, d2, d3
jsou p0-eficientńı body distribučńı funkce FD

Nyńı budeme cht́ıt ukázat, že podobná reprezentace jako ve větě 2.1.6 plat́ı i pro
konvexńı obaly. Za t́ımto účelem uvedeme nejdř́ıve dvě pomocná tvrzeńı, prvńı
z nich neńı převzaté z literatury.

Lemma 2.1.7. Necht’ xj, j ∈ J , a Kj, j ∈ J , jsou jako ve větě 2.1.6. A označme

C = conv
{
xj, j ∈ J

}
.

Potom

conv

(⋃
j∈J

Kj

)
⊆ C + Rn

+.
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D̊ukaz. C speciálně obsahuje všechny body xj, j ∈ J , tedy⋃
j∈J

Kj ⊆ C + Rn
+.

A jelikož C + Rn
+ je konvexńı množina, tak také

conv

(⋃
j∈J

Kj

)
⊆ C + Rn

+.

Lemma 2.1.8 (Carathéodoryova věta). Necht’ m ∈ N, Q ⊆ Rn a x ∈ conv(Q).
Potom existuje Q′ ⊆ Q taková, že dim(Q′) ≤ m+ 1, a plat́ı x ∈ conv(Q′).

Důkaz lemmatu 2.1.8 lze nalézt např́ıklad v [9].

Věta 2.1.9. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 2.1.6. A necht’ C je jako v lem-
matu 2.1.7. Potom plat́ı

conv (Zp) = C + Rn
+.

D̊ukaz. Kombinaćı věty 2.1.6 a lemmatu 2.1.7 zjist́ıme, že

conv (Zp) ⊆ C + Rn
+.

Zbývá tedy ukázat opačnou inkluzi. Volme z ∈ conv (Zp). Z věty 2.1.6 a z lem-
matu 2.1.8 v́ıme, že z lze vyjádřit jako konvexńı kombinaci bod̊u množiny⋃

j∈J

Kj

takovou, že bude mı́t nejvýše n+ 1 člen̊u. Můžeme tedy psát

z =
n+1∑
i=1

λi
(
xji + yi

)
,

kde pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} plat́ı

(i) ji ∈ J,

(ii) λi ∈ [0, 1] a
n+1∑
µ=1

λµ = 1,

(iii) yi ∈ Rn
+.

Roznásob́ıme-li závorku v konvexńı kombinaci, tak v prvńı sumě dostáváme

n+1∑
i=1

λix
ji ∈ C,

jelikož se jedná o konvexńı kombinaci p-eficientńıch bod̊u, ve druhé pak

n+1∑
i=1

λiyi ∈ Rn
+,
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jelikož pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} jest po složkách

λiyi ≥ 0.

Celkově tedy dostáváme
C + Rn

+ ⊆ conv (Zp) .

V následuj́ıćı větě dokážeme uzavřenost množiny conv (Zp), tato vlastnost bude
mı́t značný význam v d̊ukazu věty 2.1.14.

Věta 2.1.10. Necht’ p ∈ (0, 1). A necht’ Zp je p-úrovňová množina. Potom
množina conv (Zp) je uzavřená.

D̊ukaz. Volme konvergentńı posloupnost

{zk}+∞k=1 ⊆ conv (Zp)

a označme
z = lim

k→+∞
zk.

Budeme cht́ıt ukázat, že z ∈ conv (Zp). Vzhledem ke konvexitě množiny conv (Zp)
a vzhleden k lemmatu 2.1.8, můžeme pro každé k ∈ N psát

zk =
n+1∑
i=1

λikyik,

kde pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} a pro všechna k ∈ N plat́ı

(i) λik ∈ [0, 1] a
n+1∑
µ=1

λµk = 1,

(ii) yik ∈ Zp.

Jelikož je pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} posloupnost {λik}nk=1 omezená podpo-
sloupnost R, můžeme z ńı podle Bolzanovy-Weierstrassovy věty vybrat konver-
gentńı podposloupnost

{
λikj
}n
j=1

. Označme

λi = lim
j→+∞

λikj .

Z věty 2.1.3 v́ıme, že existuje l ∈ Rn takové, že pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}
a pro všechna k ∈ N plat́ı l ≤ yik. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat,
že l = 0, nebot’ uzavřenost množiny je invariantńı v̊uči posunut́ı. Označme

I = {i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} : λi > 0} .

Pak ∑
i∈I

λi =
n+1∑
i=1

λi =
n+1∑
i=1

lim
j→+∞

λikj = lim
j→+∞

n+1∑
i=1

λikj = 1.

Dále pro každé k ∈ N jest

zk ≥
∑
i∈I

λikyik.
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Jelikož v sumě jsou všechny členy nezáporné, dostáváme

0 ≤ λikyik ≤ zk

pro všechna i ∈ I a k ∈ N. A jelikož λi > 0 pro všechna i ∈ I, tak pro každé
i ∈ I existuje j0i ∈ N takové, že pro každé j ≥ j0i plat́ı λikj > 0. Necht’

ζ = sup

{
zkj
λikj

: j ≥ j0, i ∈ I
}
,

kde jsme označili j0 = max {j0i : i ∈ I}. Protože posloupnost{
zkj
λikj

}
j≥j0

je konvergentńı, dostáváme

0 ≤ yikj ≤ ζ < +∞

pro všechna i ∈ I a j ≥ j0. Množina

{r ∈ Zp : 0 ≤ r ≤ ζ}

je uzavřená, jelikož se jedná o pr̊unik uzavřených množin (zde jsme využili lem-
matu 2.1.5), a nav́ıc omezená, tedy kompaktńı. To ale dle charakterizace kom-
paktńıch množin znamená, že z každé posloupnosti na této množině lze vybrat
konvergentńı podposloupnost a každá taková podposloupnost má limitu také
v této množině. Necht’ {

yikjm
}+∞
m=1

je ona konvergentńı podposloupnost. Označme

yi = lim
m→+∞

yikjm .

Potom vzhledem k výše uvedenému jest

z ≥
∑
i∈I

λiyi.

To ale je konvexńı kombinace bod̊u ze Zp, a tedy∑
i∈I

λiyi ∈ conv (Zp) .

A tedy z věty 2.1.9 vyplývá, že také z ∈ conv (Zp).

Př́ıklad 2.1.1 (Pokračováńı). Označme množinu C z věty 2.1.9 pro náš př́ıpad
C0. Zmı́něná věta pak ř́ıká, že množiny C0 + Rn

+ a conv (Zp0) jsou shodné. Na
obrázku 2.2 tuto množinu m̊užeme vidět jako množinu vyšrafovanou šikmo zleva
dol̊u. Nav́ıc z věty 2.1.10 v́ıme, že tato množina je uzavřená. Všimněme si, že
conv (Zp0) je konvexńı polyedrická množina.

16



A

B

Obrázek 2.2: Grafické znázorněńı věty 2.1.9

Následuj́ıćı lemmata 2.1.11 a 2.1.12 využijeme k d̊ukazu věty 2.1.14, jej́ıž d̊ukaz
uvedený v [8] sice s platnost́ı uvedených tvrzeńı poč́ıtá, ale dokázána nejsou.

Lemma 2.1.11. Necht’ J a xj, j ∈ J , jsou jako ve větě 2.1.6. Označme

C = conv
{
xj, j ∈ J

}
.

Potom existuje l ∈ Rn takové, že pro každé y ∈ C plat́ı l ≤ y.

D̊ukaz. Volme y ∈ C. Dle lemmatu 2.1.8 můžeme psát

y =
n+1∑
i=1

λix
ji ,

kde ji ∈ J , λi ≥ 0 pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} a
∑n+1

i=1 λi = 1. Dále
z věty 2.1.3 v́ıme, že existuje l0 ∈ Rn takové, že l0 ≤ xj pro všechna j ∈ J .
Položme l = l0. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že l = 0, nebot’

tvar konvexńıho obalu množiny je invariantńı v̊uči posunut́ı. Pak jsou ale všechny
sč́ıtance ve vyjádřeńı y nezáporné, a tedy

y ≥ 0 = l.

Lemma 2.1.12. Necht’ p ∈ (0, 1) a Zp je p-úrovňová množina. A necht’ z je
krajńım bodem množiny conv (Zp). Potom z ∈ Zp.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že z 6∈ Zp. Dle definice krajńıho bodu z nelze
vyjádřit jako konvexńı kombinaci jiných bod̊u ze Zp. To ale znamená z 6∈ conv (Zp),
což je spor s předpokladem.

K d̊ukazu věty 2.1.14 využijeme také následuj́ıćı lemma 2.1.13, jeho tvzeńı je
převzato z [10].
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Lemma 2.1.13. Každá neprázdná uzavřená konvexńı množina, která neobsahuje
žádnou př́ımku, má alespoň jeden krajńı bod.

Věta 2.1.14. Necht’ p ∈ (0, 1). A necht’ Zp je p-úrovňová množina př́ıslušná
náhodnému vektoru X. A necht’ xj, j ∈ J , jsou všechny p-eficientńı body distri-
bučńı funkce FX . Potom množina všech krajńıch bod̊u konvexńıho obalu Zp

ext (conv (Zp))

je neprázdná a nav́ıc plat́ı

ext (conv (Zp)) ⊆
{
xj
}
j∈J .

D̊ukaz. Podle lemmatu 2.1.5 v́ıme, že Zp je neprázdná množina, a tedy také
conv (Zp) je neprázdná. Dále z lemmatu 2.1.11 a z věty 2.1.9 v́ıme, že existuje
l ∈ Rn takové, že

conv (Zp) ⊆ l + Rn
+.

To ale znamená, že množina conv (Zp) neobsahuje žádnou př́ımku. Z věty 2.1.10
a z lemmatu 2.1.13 pak dostáváme, že conv (Zp) má alespoň jeden krajńı bod.
Volme tedy z ∈ ext (conv (Zp)). Označme

χ =
{
xj
}
j∈J .

Pro spor předpokládejme, že z 6∈ χ. Z lemmatu 2.1.12 v́ıme, že z ∈ Zp. Pak
existuje j0 ∈ J takové, že xj0 ≤ z, xj0 6= z. Pak podle věty 2.1.6 v́ıme, že bod

z +
(
z − xj0

)
nálež́ı do množiny Zp. A tedy

z =
1

2
xj0 +

1

2

(
2z − xj0

)
je reprezentace bodu z, která je konvexńı kombinaćı dvou r̊uzných bod̊u ze Zp,
to je spor s předpokladem

z ∈ ext (conv (Zp)) .

Důsledek 2.1.15. Necht’ p ∈ (0, 1). Potom distribučńı funkce FX má alespoň
jeden p-eficientńı bod.

D̊ukaz. Z věty 2.1.14 v́ıme, že konvexńı obal p-úrovňové množiny př́ıslušné X má
alespoň jeden krajńı bod, označme ho z. Dle téže věty je z ale také p-eficientńım
bodem distribučńı funkce FX .

Př́ıklad 2.1.1 (Pokračováńı). Z d̊usledku 2.1.15 v́ıme, že existuje alespoň jeden
p0-eficientńı bod, což koresponduje s naš́ım př́ıkladem. Dále množina conv (Zp0)
má právě 2 krajńı body, a to

d1 = (8, 5),

d3 = (6, 9).

Z věty 2.1.14 pak v́ıme, že d1 a d3 skutečně jsou p0-eficientńı body. Nav́ıc fakt, že
bod d2 neńı krajńım bodem množiny conv (Zp0), je protipř́ıkladem na otázku, zda
ve větě 2.1.14 plat́ı i opačná inkluze.
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Daľśı vlastnost množiny p-eficientńıch bod̊u, kterou budeme zkoumat, je ko-
nečnost. Tato vlastnost je velmi d̊uležitá pro výpočetńı algoritmus, j́ımž se bude-
me zabývat později.

Následuj́ıćı věta je zformulována obecněji než je tomu v [8], kde je zněńı věty jen
ve tvaru d̊usledku 2.1.17, ačkoli myšlenka d̊ukazu z̊ustala stejná. Záběr věty 2.1.16
nav́ıc může být ještě rozš́ı̌ren, využili-li bychom věty 2.1.21.

Věta 2.1.16. Necht’ p ∈ (0, 1), X = (X1, X2, . . . , Xn) je diskrétńı náhodný vektor
takový, že splňuje jednu z následuj́ıćıch podmı́nek:

(i) X m̊uže s nenulovou pravděpodobnost́ı nabývat jen konečně mnoha hodnot.

(ii) Pro X, které m̊uže v každé složce s nenulovou pravděpodobnost́ı nabývat
nekonečně mnoha hodnot, označme pro každou náhodnou veličinu Xi, i ∈
{1, 2, . . . , n}, množinu těchto hodnot

qi = {qik}+∞k=1 .

Necht’ žádná z qi neobsahuje podposloupnost, která je klesaj́ıćı a zároveň
konverguje ke konečné hodnotě.

A necht’ χ je množina všech p-eficientńıch bod̊u distribučńı funkce FX . Potom
plat́ı, že χ je konečná množina.

D̊ukaz. Plat́ı-li předpoklad (i), existuje jen konečně mnoho bod̊u, které mohou
být p-eficientńı. A tedy tvrzeńı plat́ı. Necht’ tedy plat́ı předpoklad (ii). Pro spor
předpokládejme, že existuje nekonečně mnoho p-eficientńıch bod̊u

χ =
{
xj
}+∞
j=1

.

Rozlǐsme dva př́ıpady. Necht’ nejprve existuje podposloupnost χ, která je nekle-
saj́ıćı ve všech souřadnićıch. Pak ale dle definice žádný bod této podposloupnosti
kromě prvńıho nemůže být p-eficientńı, to je spor. Nyńı necht’ v i-té souřadnici
neexistuje podposloupnost χ, která je neklesaj́ıćı. To ale znamená, že existuje
podposloupnost {

xjki
}+∞
k=1

,

která je klesaj́ıćı. Jelikož ale tato podposloupnost muśı nutně nabývat jen hodnot
z qi, nebot’ bychom se jinak opět dostali do sporu s definićı p-eficientńıho bodu,
v́ıme, že

lim
k→+∞

xjki = −∞.

To je ale spor s větou 2.1.3, která ř́ıká, že existuje l ∈ Rn takové, že pro všechna
j ∈ N plat́ı l ≤ xj.

Důsledek 2.1.17. Necht’ p ∈ (0, 1). Necht’ nosičem X je bud’ Zn nebo Nn
0 . Pak

existuje jen konečně mnoho p-eficientńıch bod̊u distribučńı funkce FX .

D̊ukaz. Je-li nosičem Nn
0 , tak v žádné souřadnici neexistuje klesaj́ıćı podposloup-

nost hodnot nosiče. Je-li nosičem Zn, tak každá klesaj́ıćı podposloupnost hodnot
nosiče v libovolné souřadnici neńı omezená zdola. V obou př́ıpadech tedy platnost
tvrzeńı plyne z věty 2.1.16.
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Př́ıklad 2.1.1 (Pokračováńı). Větou 2.1.16 máme teoríı potvrzeno, že skutečně
existuje konečně mnoho p0-eficientńıch bod̊u, nebot’ nosičem náhodného vektoru
D je konečná množina.

Nyńı zavedeme Prékop̊uv-Vizvári̊uv-Badics̊uv algoritmus (v daľśım o něm bu-
deme mluvit jako o PVB-algoritmu) tak, jak je uveden např́ıklad v [1]. Jedná
se o algoritmus s rekurzivńım charakterem, který slouž́ı k hledáńı p-eficientńıch
bod̊u v př́ıpadě, že nosičem náhodného vektoru je konečná množina.

Algoritmus 2.1.18 (PVB-algoritmus). Označme X = (X1, . . . , Xr). Necht’ no-
sičem Xi, i ∈ {1, . . . , r}, je množina

qi = {qi1, . . . , qiki} ,

kde jednotlivé hodnoty tvoř́ı rostoućı posloupnost. Označme Q = q1 × . . .× qr. A
necht’ p ∈ (0, 1).

K0 Dosad’ k=0. Jdi na krok K1.

K1 Najdi q1j1 , . . . , qnjn takové, že

q1j1 = min {y ∈ R : F (y, q2k2 , . . . , qrkr) ≥ p} ,
q2j2 = min {y ∈ R : F (q1j1 , y, q3k3 , . . . , qrkr) ≥ p} ,

...

qrjr = min
{
y ∈ R : F

(
q1j1 , . . . , qr−1,jr−1 , y

)
≥ p
}
.

Dosad’ χ = {(q1j1 , . . . , qrjr)}. Jdi na krok K2.

K2 Necht’ k = k+ 1. Jestlǐze j1 + k > k1, jdi na krok K4, jinak jdi na krok K3.

K3 Spoč́ıtej všechny p-eficientńı body funkce F (q1,j1+k, y), y ∈ Qr−1, a zruš
ty z nich, které dominuj́ı alepoň jeden prvek množiny χ (y1 dominuje y2,
jestlǐze y1 ≥ y2, y1 6= y2). Necht’ β je množina všech p-eficientńıch bod̊u,
které zbudou. Dosad’ χ = χ ∪ β. Jdi na krok K2.

K4 Algoritmus skončil, všechny p-eficientńı body jǐz byly nalezeny.

Uvědomme si, že funkce F v kroku K3 neńı vždy nutně distribučńı funkćı, jelikož
pravděpodonost celého prostoru v tomto př́ıpadě již neńı 1. Hledáńı p-eficientńıch
bod̊u dává ale i tak dobrý smysl, nebot’ vzhledem ke krok̊um K1 a K2 je zaručeno,
že existuje bod, pro který je hodnota funkce F větš́ı nebo rovna p.

Máme-li tedy N ∈ {1, . . . , n}, uvažujme v př́ıpadě PVB-algoritmu a jeho zo-
becněńı uvedeném v algoritmu 2.1.22 rozš́ı̌reńı definice p-eficientńıho bodu pro
př́ıpad všech funkćı G : RN → [0, 1] takových, že maj́ı následuj́ıćı vlastnosti.

(i) G je neklesaj́ıćı ve všech souřadnićıch.

(ii) G je spojitá zprava ve všech souřadnićıch.

(iii) Existuje y0 ∈ RN takové, že G (y0) ≥ p.
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Mějme na paměti toto rozš́ı̌reńı definice a uvědomme si dále u PVB-algoritmu
několik fakt̊u.

(i) Z konstrukce je patrné, že bod nalezený v kroku K1 je p-eficientńım bo-
dem, který nav́ıc má ze všech p-eficientńıch bod̊u minimálńı 1. souřadnici,
dále ze všech p-eficientńıch bod̊u s minimálńı 1. souřadnićı má minimálńı
2. souřadnici, atd.

(ii) Necht’ p ∈ (0, 1), N ∈ {1, . . . , n}, G : RN → [0, 1] je funkce taková, že pro
ńı je definován pojem p-eficientńıho bodu. Dále necht’ x0 = (x01, x

0
2, . . . , x

0
N)

je p-eficientńı bod funkce G. Definujme funkci g : RN−1 → [0, 1] vztahem

g (x2, x3, . . . , xk) = G
(
x01, x2, . . . , xk

)
.

Potom bod (x02, x
0
3, . . . , x

0
k) je p-eficientńı bod funkce g. Toto tvrzeńı vyplývá

př́ımo z definice p-eficientńıho bodu.

(iii) Neńı možné, že v kroku K3 v jakékoli fázi vyřad́ıme bod, který v této
fázi je p-eficientńım bodem, nebot’ ho porovnáváme jen s již nalezenými
p-eficientńımi body. A jelikož procháźıme body v dané souřadnici vždy od
nejmenš́ıho po největš́ı, nemůže se ani stát, že v množině χ bude bod, který
v dané fázi p-eficientńım bodem neńı.

(iv) PVB-algoritmus provede konečně mnoho krok̊u na konečné množině, tedy
skonč́ı v konečném čase.

Celkově je tedy PVB-algoritmus konečný algoritmus, který skutečně nalezne
všechny p-eficientńı body dané distribučńı funkce.

Př́ıklad 2.1.1 (Pokračováńı). Jelikož nosičem D je konečná množina, m̊užeme
pro nalezeńı všech p0-eficientńıch bod̊u v našem př́ıkladu využ́ıt PVB-algoritmus.
Ten bude prob́ıhat následovně.

K0 Dosad́ıme k=0. Jdeme na krok K1.

K1 Spočteme

6 = min {y ∈ R : FD (y, 9) ≥ p} ,
9 = min {y ∈ R : FD (6, y) ≥ p} .

Dostáváme tedy j1 = 6 a
χ = {(6, 9)} .

Jdeme na krok K2.

K2 Dosad́ıme k = 1. Jelikož 7 ≤ 9, jdeme na krok K3.

K3 Jediným p0-eficientńım bodem funkce FD(7, y), y ∈ {1, 2, . . . , 9}, je bod 8.
A jelikož bod (7, 8) nedominuje žádný bod z χ, dostáváme

χ = {(6, 9), (7, 8)} .

Jdeme na krok K2.
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K2 Dosad́ıme k = 2. Jelikož 8 ≤ 9, jdeme na krok K3.

K3 Jediným p0-eficientńım bodem funkce FD(8, y), y ∈ {1, 2, . . . , 9}, je bod 5.
A jelikož bod (8, 5) nedominuje žádný bod z χ, dostáváme

χ = {(6, 9), (7, 8), (8, 5)} .

Jdeme na krok K2.

K2 Dosad́ıme k = 3. Jelikož 9 ≤ 9, jdeme na krok K3.

K3 Jediným p0-eficientńım bodem funkce FD(9, y), y ∈ {1, 2, . . . , 9}, je bod 5.
Jelikož ale bod (9, 5) dominuje bod (8, 5), do množiny χ ho nezařad́ıme.
Jdeme na krok K2.

K2 Dosad́ıme k = 4. Jelikož 10 > 9, jdeme na krok K4.

K4 Konec algoritmu, všechny p0-eficientńı body byly nalezeny.

Vid́ıme, že tento výsledek odpov́ıdá tomu, co jsme očekávali.

Velkým omezeńım PVB-algoritmu je, že pracuje jen s náhodnými vektory, které
maj́ı konečný nosič. Odvod’me nyńı zobecněńı algoritmu pro náhodné vektory se
spočetným nosičem ve speciálńım př́ıpadě v dimenzi n = 2, toto zobecněńı neńı
převzato z literatury. Za t́ımto účelem nejprve dokážeme několik tvrzeńı. Na konci
podkapitoly pak za pomoci protipř́ıkladu ukážeme, že ve vyšš́ıch dimenźıch již
podobná myšlenka ke zobecněńı algoritmu využ́ıt nelze.

Věta 2.1.19. Necht’ p ∈ (0, 1) a X = (X1, X2, . . . , Xn) je náhodný vektor. Oz-
načme

li = F
(−1)
Xi

(p) ,

kde i ∈ {1, . . . , n}. A necht’ pro př́ıslušné i ∈ {1, . . . , n} plat́ı

FXi (li) 6= p.

Potom existuj́ı x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn ∈ R taková, že

FX (x1, . . . , xi−1, li, xi+1, . . . , xn) ≥ p. (2.1)

D̊ukaz. Volme i ∈ {1, . . . , n}. Z vlastnost́ı distribučńı funkce náhodného vektoru
v́ıme, že

FX (+∞, . . . ,+∞, li,+∞, . . . ,+∞) = FXi (li) .

Vzhledem k definici li a vzhledem k tomu, že FXi je neklesaj́ıćı a zprava spojitá,
plat́ı

FXi (li) = FXi (inf {y ∈ R : FXi (y) ≥ p}) ≥ p.

Pak ale z předpokladu
FXi (li) 6= p

jest
FX (+∞, . . . ,+∞, li,+∞, . . . ,+∞) > p.

Označme
L = FX (+∞, . . . ,+∞, li,+∞, . . . ,+∞) .
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Potom z definice limity a z vlastnost́ı distribučńı funkce v́ıme, že existuje R ∈ R
takové, že pro všechna r > R jest

FX (r, . . . , r, li, r, . . . , r) ∈ (p, L] .

Položme tedy např́ıklad xj = R + 1 pro všechna j ∈ {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n}.

Věta 2.1.19 obecně neplat́ı, neńı-li splněn předpoklad

FXi (li) 6= p.

Jako protipř́ıklad můžeme uvažovat př́ıklad 2.1.20. Větu 2.1.19 lze chápat jako
doplněńı věty 2.1.3.

Př́ıklad 2.1.20. Mějme náhodný vektor (S, T ) takový, že

P(S = s, T = t) =
1

16
,

kde (s, t) ∈ {1, 2, 4} × {1, 2, 3, 4}, a

P(S = 3, T = t) =
1

2t+2
,

kde t ∈ N. Všech ostatńıch hodnot náhodný vektor (S, T ) nabývá s nulovou
pravděpodobnost́ı. Volme p = 0, 75. Spočtěme

l1 = F
(−1)
S (p) = 3,

l2 = F
(−1)
T (p) = 3.

Neńı složité si představit, že v tomto př́ıpadě existuje právě jeden p-eficientńı bod,
a to sice bod

b1 = (4, 3) .

A tedy vid́ıme, že neexistuje žádný p-eficientńı bod, který by v prvńı souřadnici
nabýval dolńıho omezeńı podle věty 2.1.3. Zároveň lze tedy tento př́ıklad chápat i
jako protipř́ıklad na otázku, zda vždy muśı nějaký p-eficientńı bod tohoto dolńıho
omezeńı nabývat.

Z věty 2.1.19 vyplývá d̊usledek pro n = 2, který lze chápat jako možné doplněńı
věty 2.1.16. Podle následuj́ıćıho tvrzeńı totiž můžeme sestrojit daľśı možné ome-
zeńı, které zaruč́ı konečný počet p-eficientńıch bod̊u pro diskrétńı náhodný vektor.

Věta 2.1.21. Necht’ p ∈ (0, 1) a X = (X1, X2). Označme

l1 = F
(−1)
X1

(p) ,

l2 = F
(−1)
X2

(p) .

A necht’ pro všechna i ∈ {1, 2} plat́ı

FXi (li) 6= p.
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Označme
u1 = min {y ∈ R : FX (y, l2) ≥ p} ,

u2 = min {y ∈ R : FX (l1, y) ≥ p} .

Potom existuje omezená podmnožina R2 taková, že obsahuje všechny p-eficientńı
body distribučńı funkce FX , kde pro každý p-eficientńı bod x plat́ı

x ≤ u = (u1, u2) .

Nav́ıc plat́ı, že body x1 = (l1, u2) a x2 = (u1, l2) jsou p-eficientńımi body FX .

D̊ukaz. Volme x = (x1, x2), p-eficientńı bod distribučńı funkce FX . Podle věty 2.1.3
v́ıme, že pro l1, l2 plat́ı l1 ≤ x1, l2 ≤ x2. A podle věty 2.1.19 v́ıme, že pro u1, u2
plat́ı

FX (l1, u2) ≥ p,

FX (u1, l2) ≥ p.

Pak ale dle definice p-eficientńıho bodu muśı nutně platit u1 ≥ x1 a u2 ≥ x2,
jelikož distribučńı funkce je neklesaj́ıćı ve všech souřadnićıch. Nav́ıc z výše uve-
deného a z konstrukce u1, u2 vyplývá, že x1 a x2 jsou p-eficientńı body. T́ım je
tvrzeńı dokázáno.

Jak již bylo naznačeno, větu 2.1.21 lze už́ıt jako nástroj, jak za dodatečných
předpoklad̊u zobecnit PVB-algoritmus.

Algoritmus 2.1.22 (Zobecněný PVB-algoritmus). Označme X = (X1, X2) dis-
krétńı náhodný vektor. A necht’ p ∈ (0, 1) a nav́ıc pro všechna i ∈ {1, 2} plat́ı

FXi

(
F

(−1)
Xi

(p)
)
6= p.

K1 Označ
q11 = F

(−1)
X1

(p) ,

q21 = F
(−1)
X2

(p)

a najdi
q1k1 = min {y ∈ R : FX (y, q21) ≥ p} ,

q2k2 = min {y ∈ R : FX (q11, y) ≥ p} .

Necht’ q1 je rostoućı posloupnost obsahuj́ıćı všechny hodnoty nosiče X1 mezi
hodnotami q11 a q1k1, q2 je rostoućı posloupnost obsahuj́ıćı všechny hodnoty
nosiče X2 mezi hodnotami q21 a q2k2 (v obou př́ıpadech včetně krajńıch bod̊u).
Označ

Q = q1 × q2.

Jdi na krok K2.

K2 Pomoćı PVB-algoritmu najdi všechny p-eficientńı body náhodného vektoru
X na Q.

Zobecněný PVB-algoritmus skutečně najde v konečném čase všechny p-eficientńı
body, nebot’:
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(i) Podle věty 2.1.19 v́ıme, že hodnoty q11, q21, q1k1 , q2k2 existuj́ı a vzhledem
k tomu, že pracujeme s diskrétńım náhodným vektorem, je lze snadno nalézt
v konečném čase.

(ii) Z věty 2.1.21 v́ıme, že všechny p-eficientńı body náhodného vektoruX nálež́ı
do množiny Q.

(iii) Jsou splněny všechny předpoklady PVB-algoritmu.

Zobecněný PVB-algoritmus lze použ́ıt např́ıklad k vyřešeńı následuj́ıćıch dvou
úloh.

Př́ıklad 2.1.23. Necht’ (S, T ) je náhodný vektor takový, že S ∼ Po(4), T ∼
Po(3), a S, T jsou nezávislé náhodné veličiny. A necht’ p = 0, 6. Chceme naj́ıt
všechny p-eficientńı body distribučńı funkce FS,T . Spočtěme

FS

(
F

(−1)
S (0, 6)

)
= 0, 629 6= 0, 6,

FT

(
F

(−1)
T (0, 6)

)
= 0, 647 6= 0, 6.

Jsou tedy splněny všechny předpoklady zobecněného PVB-algoritmu.

K1 Spočteme
q11 = F

(−1)
S (p) = 4,

q21 = F
(−1)
T (p) = 3,

q1k1 = min {y ∈ R : FS,T (y, q21) ≥ p} = 7,

q2k2 = min {y ∈ R : FS,T (q11, y) ≥ p} = 6.

Označme
Q = {4, 5, 6, 7} × {3, 4, 5, 6} .

Hodnoty distribučńı funkce FS,T na množině Q m̊užeme vidět v tabulce 2.4.
Jdeme na krok K2.

K2 PVB-algoritmem zjist́ıme, že hledané p-eficientńı body jsou (4, 6), (5, 4) a
(7, 3).

S=4 S=5 S=6 S=7
T=6 0,6078 0,7589 0,8595 0,9171
T=5 0,5761 0,7193 0,8147 0,8692
T=4 0,5127 0,6401 0,725 0,7736
T=3 0,407 0,5082 0,5756 0,6141

Tabulka 2.4: Hodnoty distribučńı funkce (S, T ) na množině Q v př́ıkladu 2.1.23
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Př́ıklad 2.1.24. Necht’ (S, T ) je náhodný vektor takový, že S ∼ Po(6), T ∼
R {1, . . . , 47} a S a T maj́ı závislost ve tvaru Gumbelovy kopuly s parametrem
θ = 2, tj.

FST (s, t) = exp

(
−
√

(− log (FS(s)))2 + (− log (FT (t)))2
)
.

A necht’ p = 0, 7. Chceme naj́ıt všechny p-eficientńı body distribučńı funkce FS,T .
Spočtěme

FS

(
F

(−1)
S (0, 7)

)
= 0, 744 6= 0, 7,

FT

(
F

(−1)
T (0, 7)

)
= 0, 702 6= 0, 7.

Jsou tedy splněny všechny předpoklady zobecněného PVB-algoritmu.

K1 Spočteme
q11 = F

(−1)
S (p) = 8,

q21 = F
(−1)
T (p) = 33,

q1k1 = min {y ∈ R : FS,T (y, q21) ≥ p} = 11,

q2k2 = min {y ∈ R : FS,T (q11, y) ≥ p} = 39.

Označme
Q = {8, 9, 10, 11} × {33, 34, 35, 36, 37, 38, 39} .

Hodnoty distribučńı funkce FS,T na množině Q m̊užeme vidět v tabulce 2.5.
Jdeme na krok K2.

K2 PVB-algoritmem zjist́ıme, že hledané p-eficientńı body jsou (8, 39), (9, 35),
(10, 34) a (11, 33).

S=8 S=9 S=10 S=11
T=39 0,705 0,779 0,814 0,827
T=38 0,695 0,764 0,795 0,805
T=37 0,684 0,748 0,775 0,784
T=36 0,672 0,731 0,755 0,763
T=35 0,659 0,713 0,735 0,742
T=34 0,645 0,695 0,715 0,721
T=33 0,631 0,677 0,695 0,700

Tabulka 2.5: Hodnoty distribučńı funkce (S, T ) na množině Q v př́ıkladu 2.1.24

Jak již bylo zmı́něno výše, je ještě potřeba odpovědět na otázku, proč jsme zo-
becněńı PVB-algoritmu provedli jen pro dimenzi n = 2.

T́ımto d̊uvodem je fakt, že ve vyšš́ıch dimenźıch bychom potřebovali silněǰśı zněńı
věty 2.1.19, totiž zafixováńı (n − 1) souřadnic mı́sto pouze jedné, pak by už ale
nerovnost 2.1 v daném zněńı neplatila. O tom, že požadované tvrzeńı skutečně ve
vyšš́ı dimenzi obecně neplat́ı se můžeme přesvědčit v př́ıkladu 2.1.25. Myšlenku
této věty tedy již v tomto př́ıpadě nelze využ́ıt pro nalezeńı omezeńı shora pro
všechny p-eficientńı body.
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S=1 S=2 S=3 S=4 S=5
0,117 0,317 0,500 0,586 1

Tabulka 2.6: Hodnoty distribučńı funkce náhodné veličiny S z př́ıkladu 2.1.25 ve
skokových bodech

T=1 T=2 T=3 T=4 T=5
0,068 0,242 0,320 0,472 1

Tabulka 2.7: Hodnoty distribučńı funkce náhodné veličiny T z př́ıkladu 2.1.25 ve
skokových bodech

U=1 U=2 U=3 U=4 U=5
0,121 0,266 0,378 0,505 1

Tabulka 2.8: Hodnoty distribučńı funkce náhodné veličiny U z př́ıkladu 2.1.25 ve
skokových bodech

Př́ıklad 2.1.25. Uvažujme náhodný vektor (S, T, U), který má nezávislé složky.
Hodnoty distribučńı funkce jednotlivých složek v bodech, kterých nabývaj́ı s nenu-
lovou pravděpodobnost́ı, m̊užeme vidět v tabulkách 2.6, 2.7, 2.8. Volme p = 0, 35.
Z tabulek podle věty 2.1.3 snadno zjist́ıme, že vektor

l = (3, 4, 3)

je omezeńım zdola všech p-eficientńıch bod̊u distribučńı funkce FSTU . Dále pod-
le věty 2.1.19 v́ıme, že existuje p-eficientńı bod při zafixováńı jedné souřadnice.
O tom se m̊užeme snadno přesvědčit př́ımým výpočtem, jelikož nosičem náhodného
vektoru (S, T, U) je konečná množina, a tedy m̊užeme k výpočtu p-eficientńıch
bod̊u využ́ıt PVB-algoritmus, najdeme body

b1 = (5, 5, 3),

b2 = (3, 5, 5),

b3 = (5, 4, 5).

Ovšem při zafixováńı dvou souřadnic dostáváme

sup {FSTU (t, 4, 3) : t ∈ R} = 0, 178 < p,

sup {FSTU (3, s, 3) : s ∈ R} = 0, 189 < p,

sup {FSTU (3, 4, u) : u ∈ R} = 0, 236 < p.

Zd̊urazněme ještě, že př́ıklad byl modelován dokonce za velmi silného dodatečného
předpokaldu nezávislosi jednotlivých složek. Za tohoto předpokladu lze d̊ukaz věty
2.1.19 modifikovat tak, že při zafixováńı (n − 1) složek dostaneme platnost ne-
rovnosti pro pn−1. M̊užeme se přesvědčit, že všechny výše uvedené hodnoty jsou
skutečně věťśı než č́ıslo p2 = 0, 1225. To ale pro daľśı zobecněńı PVB-algoritmu
neńı dostatečně silný výsledek.
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2.2 Multivariate Value-at-Risk

Zobecněńı mı́ry VaR, která byla definována v sekci 1.2, do vyšš́ı dimenze je
problém, s ńımž se muśı nějakým zp̊usobem vypořádat společnosti, které chtěj́ı
nab́ızet zákazńık̊um r̊uzná portfolia produkt̊u a zároveň kontrolovat, zda ztráta
všech takových portfolíı je najednou se zvolenou pravděpodobnost́ı dostatečně
malá. Analogickým problémem je př́ıpad, kdy máme jen jedno portfolio, které
ale chceme zkoumat v r̊uzných časových úsećıch. Úlohu tohoto typu budeme řešit
v kapitole 3. Motivace ke studiu je převzata z [1].

V této podkapitole zavedeme takové zobecněńı mı́ry VaR. Toto zobecněńı se
nazývá Multivariate Value-at-Risk. V následuj́ıćı podkapitole pak pro stejný pro-
blém zobecńıme také mı́ru CVaR. Po zavedeńı př́ıslušných pojmů nás bude dále
zaj́ımat, do jaké mı́ry je zobecněńı dobře definované. To konkrétně znamená, že
budeme zkoumat

(i) do jaké mı́ry jsou zachovány některé vlastnosti, které splňuje mı́ra VaR,
resp. CVaR, zejména nás budou zaj́ımat vlastnosti pozitivńı homogenity a
ekvivariance v̊uči posunut́ı,

(ii) jestli se skutečně jedná o zobecněńı dané mı́ry.

Struktura textu v následuj́ıćıch dvou podkapitolách, stejně jako zněńı uvedených
vět a myšlenky některých d̊ukaz̊u, jsou založené na článćıch [1] a [11].

Nyńı ale již zaved’me pojem Multivariate Value-at-Risk tak, jak je zavedena v [1]
na straně 52 či v definici 1 v [11].

Definice 2.2.1. Necht’ n ∈ N, p ∈ (0, 1), X je n-rozměrný reálný náhodný vektor
a FX je jeho distribučńı funkce. Potom pod pojmem Multivariate Value-at-Risk
rozumı́me množinu všech p-eficientńıch bod̊u distribučńı funkce FX .

Množinu zavedenou v definici 2.2.1 budeme značit MVaR, př́ıpadně MVaRp (X),
budeme-li cht́ıt zd̊uraznit, že se jedná o množinu p-eficientńıch bod̊u distribučńı
funkce FX .

Necht’ ve zbytku kapitoly maj́ı n, X = (X1, X2, . . . , Xn) a FX stejný význam jako
v definici 2.2.1.

Uvědomme si nyńı několik fakt̊u o MVaR.

(i) Jak už bylo zmı́něno v sekci 2.1, p-eficientńı bod je zobecněńım kvantilu.
To ale znamená, že v tomto smyslu je MVaR skutečně zobecněńım VaR.

(ii) Zat́ımco ćılem VaR je jediným č́ıslem kvantifikovat riziko, MVaR je množina
bod̊u z Rn.

(iii) Vzhledem k tomu, jak je MVaR definovaná, byla řada jej́ıch vlastnost́ı
dokázána již v předcházej́ıćı podkapitole.
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Nebude-li řečeno jinak, budeme ve zbytku této kapitoly budeme pracovat se zo-
becněńım definic uvedených v sekci 1.1, a to ve smyslu, že mı́sto náhodné veličiny
budeme uvažovat náhodný vektor.

Nyńı se ale už zaměřme na porovnáńı vlastnost́ı VaR a MVaR. Nejprve ukážeme,
že MVaR zachovává vlastnosti ekvivariance v̊uči posunut́ı a pozitivńı homoge-
nity. Důkazy př́ıslušných dvou vět (2.2.2 a 2.2.3) nejsou převzaty z literatury.
Věta 2.2.3 je nav́ıc zformulována obecněji, než je tomu v [11], kde je př́ıslušné
tvrzeńı uvedeno jen pro skalár α > 0.

Věta 2.2.2. Necht’ p ∈ (0, 1), α ∈ Rn. Pak plat́ı

MVaRp (X + α) = MVaRp (X) + α.

D̊ukaz. Pro každé ζ ∈ Rn plat́ı

FX+α (ζ) = P (X + α ≤ ζ) = P (X ≤ ζ − α) = FX (ζ − α)

Volme z ∈ MVaRp (X + α). Pak v́ıme, že

FX (z − α) = FX+α (z) ≥ p.

A také v́ıme, že neexistuje žádné y ≤ z takové, že

FX (y − α) = FX+α (y) ≥ p.

To ale znamená, že (z − α) ∈ MVaRp (X), a tedy také z ∈ (MVaRp (X) + α).
Odtud dostáváme

MVaRp (X + α) ⊆ (MVaRp (X) + α) .

Opačná inkluze se ukáže analogicky.

Věta 2.2.3. Necht’ p ∈ (0, 1), α ∈ Rn, kde nav́ıc pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , n}
plat́ı αi > 0. A necht’ ∗ znač́ı součin po složkách. Potom plat́ı

MVaRp (α ∗X) = α ∗MVaRp (X) .

D̊ukaz. Pro každé ζ ∈ Rn plat́ı

Fα∗X (ζ) = P (α ∗X ≤ ζ) = P

(
X ≤ 1

α
∗ ζ
)

= FX

(
1

α
∗ ζ
)
,

kde
1

α
znač́ı po složkách převrácenou hodnotu. Volme z ∈ MVaRp (α ∗X). Pak v́ıme, že

FX

(
1

α
∗ z
)

= Fα∗X (z) ≥ p.

A také v́ıme, že neexistuje žádné y ≤ z takové, že

FX

(
1

α
∗ y
)

= Fα∗X (y) ≥ p.

To ale znamená, že
(
1
α
∗ z
)
∈ MVaRp (X), a tedy také z ∈ α∗MVaRp (X). Odtud

dostáváme
MVaRp (α ∗X) ⊆ α ∗MVaRp (X) .

Opačná inkluze se ukáže analogicky.
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Vlastnost (vi) věty 1.2.2 lze zobecnit následuj́ıćım zp̊usobem, toto zobecněńı je
převzato z [11].

Věta 2.2.4. Necht’ p ∈ (0, 1). Potom plat́ı

−MVaR1−p (−X) = {z ∈ Rn : P (X ≥ z) ≥ 1− p
a zároveň neexistuje žádné y ≥ z, y 6= z, takové, že

P (X ≥ y) ≥ 1− p}.

D̊ukaz. Vyjděme z definice množiny

−MVaR1−p (−X)

a upravujme:

−MVaR1−p (−X)

=− {z ∈ Rn : P (−X ≤ z) ≥ 1− p & 6 ∃y ≤ z, y 6= z : P (−X ≤ y) ≥ 1− p}
= {z ∈ Rn : P (−X ≤ −z) ≥ 1− p & 6 ∃y ≤ −z, y 6= −z : P (−X ≤ y) ≥ 1− p}
= {z ∈ Rn : P (X ≥ z) ≥ 1− p & 6 ∃y ≥ z, y 6= z : P (X ≥ y) ≥ 1− p}

Posledńı vlastnost, kterou se budeme v této podkapitole zabývat, je vlastnost
komonotonńı aditivity. Tuto vlastnost uvedeme ve větě 2.2.6. Předt́ım ale ještě
dokážeme jedno pomocné tvrzeńı, které lze chápat jako doplněńı d̊ukazu věty 2.2.6,
který je převzatý z [11].

Lemma 2.2.5. Necht’ p ∈ (0, 1). A necht’ X má nezávislé složky, jejichž distri-
bučńı funkce jsou spojité a ryze rostoućı. Potom plat́ı

MVaRp (X) =

{
z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn :

zi = VaRαi (Xi) ,
n∏
i=1

αi = p, 0 < αi < 1

}
.

D̊ukaz. Označme

M =

{
z ∈ Rn : zi = VaRαi (Xi) ,

n∏
i=1

αi = p, 0 < αi < 1

}
.

Vzhledem k předpoklad̊um v́ıme, že

MVaRp (X) =

{
z ∈ Rn :

n∏
i=1

FXi (zi) = p

}
,

VaRαi (Xi) = F−1Xi
(αi) .

Volme y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ MVaRp (X). Dle výše uvedeného tedy jest

n∏
i=1

FXi (yi) = p.
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Vzhledem k ryźı monotonii a spojitosti FXi pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} můžeme
psát

yi = F−1Xi

(
p∏n

j=1, j 6=i FXj (yj)

)
.

Položme
αi =

p∏n
j=1, j 6=i FXj (yj)

,

kde i ∈ {1, 2, . . . , n}. Pak pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , n} jest

yi = VaRαi (Xi) .

A nav́ıc plat́ı
n∏
i=1

αi =
pn(∏n

j=1 FXj (yj)
)n−1 =

pn

pn−1
= p.

Dostáváme tedy y ∈M , a tedy také

MVaRp (X) ⊆M.

Nyńı volme w = (w1, w2, . . . , wn) ∈M . Potom

n∏
i=1

FXi (wi) =
n∏
i=1

FXi (VaRαi (Xi)) =
n∏
i=1

αi = p,

kde αi, i ∈ {1, 2, . . . , n}, odpov́ıdá definici M . Odtud vid́ıme w ∈ MVaRp (X), a
tedy

M ⊆ MVaRp (X) .

Věta 2.2.6. Necht’ p ∈ (0, 1) a X, Y jsou nezávislé náhodné vektory takové,
že jejich jednotlivé složky tvoř́ı systém nezávislých náhodných veličin. Dále necht’

distribučńı funkce jednotlivých složek obou náhodných vektor̊u jsou spojité a ryze
rostoućı. A necht’ pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , n} jsou Xi a Yi komonotonńı. Potom

MVaRp (X + Y )

=

z ∈ Rn :

 VaRα1 (X1)
...

VaRαn (Xn)

+

 VaRα1 (Y1)
...

VaRαn (Yn)

 ,

n∏
i=1

αi = p, 0 < αi < 1

 .

D̊ukaz. Podle lemmatu 2.2.5 v́ıme, že

MVaRp (X + Y ) =

{
z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn :

zi = VaRαi (Xi + Yi) ,
n∏
i=1

αi = p, 0 < αi < 1

}
.

A podle věty 1.2.2 v́ıme, že v jednorozměrném př́ıpadě pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n}
plat́ı

VaRαi (Xi + Yi) = VaRαi (Xi) + VaRαi (Yi) .

Odtud už plyne tvrzeńı.
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2.3 Multivariate Conditional Value-at-Risk

Zaved’me nyńı termı́n Multivariate Conditional Value-at-Risk, definice 2.3.1 je
přepisem definice 2 z [11].

Definice 2.3.1. Necht’ p ∈ (0, 1). A necht’ ψ : Rn → R je funkce taková, že
Eψ (X) existuje. Označme

Dp (X) =
⋃

s∈MVaRp(X)

(
s+ Rn

−
)

a označme uzávěr doplňku Dp (X) jako

clo
(
DC
p (X)

)
.

Potom pod pojmem Multivariate Conditional Value-at-Risk rozumı́me

MCVaRp (X) = E
[
ψ (X) |X ∈ clo

(
DC
p (X)

)]
.

Mı́sto Multivariate Conditional Value-at-Risk budeme v daľśım psát jen MCVaR,
př́ıpadně MCVaRp (X), budeme-li cht́ıt zd̊uraznit, že se jedná o náhodný vektorX
a hladinu p.

V jednorozměrném př́ıpadě MCVaR tak, jak je zavedený v definici 2.3.1, je zo-
becněńım vyjádřeńı CVaR z věty 1.3.2, nebot’ v jednorozměrném př́ıpadě jest

clo
(
DC
p (X)

)
= Zp = [VaRp (X) ,+∞) ,

kde Zp je př́ıslušná p-úrovňová množina. Mějme ale na paměti, že v tomto smyslu
tedy neńı obecným rozš́ı̌reńım definice 1.3.1, nebot’ z [2] v́ıme, že vyjádřeńı CVaR
z věty 1.3.2 obecně neńı s touto definićı ekvivalentńı.

Necht’ ve zbytku této kapitoly má Dp (X) stejný význam jako v definici 2.3.1.
Funkci ψ z této definice budeme v daľśım, stejně jako je tomu v [11], uvažovat
jako váhovou funkci, tj. pro u = (u1, u2, . . . , un) ∈ Rn definujeme

ψ(u) =
n∑
i=1

λiui,

kde pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , n} jest λi > 0 a

n∑
i=1

λi = 1.

Věty 2.3.3 a 2.3.6 jsou v [11] formulovány a dokázány jen pro aproximaci MCVaR
ve speciálńım př́ıpadě. Zde je dokážeme obecně. Před každou z těchto vět nav́ıc
dokážeme pomocná tvrzeńı. S platnost́ı části lemmatu 2.3.2 poč́ıtá i d̊ukaz pro
aproximaci v [11], jednotlivé kroky ovšem nejsou uvedeny, lemma 2.3.4 neńı
převzato z literatury.
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Lemma 2.3.2. Necht’ p ∈ (0, 1), α ∈ Rn. Potom plat́ı

clo
(
DC
p (X + α)

)
= clo

(
DC
p (X)

)
+ α.

D̊ukaz. Vyjděme z definice

Dp (X + α) =
⋃

s∈MVaRp(X+α)

(
s+ Rn

−
)
.

Z věty 2.2.2 v́ıme, že

Dp (X + α) =
⋃

s∈(MVaRp(X)+α)

(
s+ Rn

−
)

=
⋃

(s−α)∈MVaRp(X)

(
s+ Rn

−
)
.

Položme s′ = s− α. Potom

Dp (X + α) =
⋃

s′∈MVaRp(X)

(
s′ + α + Rn

−
)

=
⋃

s′∈MVaRp(X)

(
s′ + Rn

−
)

+ α

= Dp (X) + α

Dále, vzhledem k tomu, že výrok

z 6∈

 ⋃
s∈MVaRp(X)

(
s+ Rn

−
)

+ α


je ekvivalentńı s výrokem

(z − α) 6∈
⋃

s∈MVaRp(X)

(
s+ Rn

−
)
,

tak plat́ı
DC
p (X + α) = DC

p (X) + α.

A vzhledem k faktu, že tvar množiny je invariantńı v̊uči posunut́ı (formálńı d̊ukaz
by se provedl podobně jako je tomu v lemmatu 2.3.4), tak také

clo
(
DC
p (X + α)

)
= clo

(
DC
p (X)

)
+ α.

Věta 2.3.3. Necht’ p ∈ (0, 1), α ∈ Rn. Potom plat́ı

MCVaRp (X + α) = MCVaRp (X) +
n∑
i=1

λiαi.

D̊ukaz. Vyjděme z definice a využijme základńıch vlastnost́ı podmı́něné středńı
hodnoty a tvaru funkce ψ.

MCVaRp (X + α) = E
[
ψ (X + α) | (X + α) ∈ clo

(
DC
p (X + α)

)]
= E

[
n∑
i=1

λi (Xi + αi)

∣∣∣∣ (X + α) ∈ clo
(
DC
p (X + α)

)]

= E

[
n∑
i=1

λiXi

∣∣∣∣ (X + α) ∈ clo
(
DC
p (X + α)

)]
+

n∑
i=1

λiαi

= E
[
ψ (X) | (X + α) ∈ clo

(
DC
p (X + α)

)]
+

n∑
i=1

λiαi
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Z lemmatu 2.3.2 v́ıme, že

clo
(
DC
p (X + α)

)
= clo

(
DC
p (X)

)
+ α,

můžeme tedy psát

MCVaRp (X + α) = E
[
ψ (X) | (X + α) ∈

(
clo
(
DC
p (X)

)
+ α

)]
+

n∑
i=1

λiαi

= E
[
ψ (X) |X ∈ clo

(
DC
p (X)

)]
+

n∑
i=1

λiαi

= MCVaRp (X) +
n∑
i=1

λiαi.

Věta 2.3.3 skutečně zobecňuje vlastnost ekvivariance v̊uči posunut́ı, nebot’ pro
př́ıpad náhodné veličiny bude α ∈ R, a tedy

1∑
i=1

λiαi = α.

Avšak všimněme si, že se jedná o zobecněńı této vlastnosti v jiném smyslu, než
je tomu ve větě 2.2.2.

Nyńı dokážeme dvě pomocná tvrzeńı, která nám pak umožńı dokázat zobecněńı
vlastnosti pozitivńı homogenity.

Lemma 2.3.4. Necht’ M ⊆ Rn, α > 0. Potom plat́ı

α clo (M) = clo (αM) .

D̊ukaz. Necht’ w ∈ clo (αM). A mějme konvergentńı posloupnost

{wn}+∞n=1 ⊆ αM

takovou, že
lim

n→+∞
wn = w.

Pro každé n ∈ N definujme

vn =
1

α
wn.

Potom posloupnost
{vn}+∞n=1 ⊆M

je konvergentńı, nebot’ pro všechna m,n ∈ N plat́ı

ρeukl (vm, vn) = ρeukl

(
1

α
wm,

1

α
wn

)
=

1

α
ρeukl (wm, wn) ,

a tedy je cauchyovská a prostor (Rn, eukl) je úplný. Zde ρeukl znač́ı eukleidovskou
metriku. Označme

v = lim
n→+∞

vn.
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Pak v ∈ clo (M) a dostáváme

w = lim
n→+∞

wn = lim
n→+∞

αvn = α lim
n→+∞

vn = αv.

To ale znamená w ∈ α clo (M). Nyńı necht’ z ∈ α clo (M). Pak můžeme psát
z = αy, kde y ∈ clo (M). Mějme konvergentńı posloupnost

{yn}+∞n=1 ⊆M

takovou, že
lim

n→+∞
yn = y.

Taková posloupnost existuje, nebot’ y ∈ clo (M). Pro každé n ∈ N definujme

zn = αyn.

Potom posloupnost
{zn}+∞n=1 ⊆ αM

je konvergentńı, nebot’ pro všechna m,n ∈ N plat́ı

ρeukl (ym, yn) = ρeukl

(
1

α
zm,

1

α
zn

)
=

1

α
ρeukl (zm, zn) ,

a tedy je cauchyovská a prostor (Rn, eukl) je úplný. Poč́ıtejme

lim
n→+∞

zn = lim
n→+∞

αyn = α lim
n→+∞

yn = αy = z.

Vyjádřili jsme tedy z jako limitu posloupnosti bod̊u množiny αM , to znamená
z ∈ clo (αM).

Lemmatu 2.3.4 nyńı využijeme k d̊ukazu následuj́ıćıho tvrzeńı.

Lemma 2.3.5. Necht’ p ∈ (0, 1), α > 0. Potom plat́ı

clo
(
DC
p (αX)

)
= α clo

(
DC
p (X)

)
.

D̊ukaz. Vyjděme z definice

Dp (αX) =
⋃

s∈MVaRp(αX)

(
s+ Rn

−
)
.

Z věty 2.2.3 v́ıme, že

Dp (αX) =
⋃

s∈(αMVaRp(X))

(
s+ Rn

−
)

=
⋃

s
α
∈MVaRp(X)

(
s+ Rn

−
)
.

Položme
s′ =

s

α
.

Potom s využit́ım faktu
Rn
− = αRn

−
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dostáváme

Dp (αX) =
⋃

s′∈MVaRp(X)

(
αs′ + αRn

−
)

=
⋃

s′∈MVaRp(X)

(
α
(
s′ + Rn

−
))

= α

 ⋃
s′∈MVaRp(X)

(
s′ + Rn

−
) = αDp (X)

Dále, vzhledem k tomu, že výrok

z 6∈ α

 ⋃
s∈MVaRp(X)

(
s+ Rn

−
)

je ekvivalentńı s výrokem

z

α
6∈

⋃
s∈MVaRp(X)

(
s+ Rn

−
)
,

tak plat́ı
DC
p (αX) = αDC

p (X) .

A podle lemmatu 2.3.4 dostáváme

clo
(
DC
p (αX)

)
= α clo

(
DC
p (X)

)
.

Nyńı dokážeme zobecněńı vlastnosti pozitivńı homogenity.

Věta 2.3.6. Necht’ p ∈ (0, 1), α > 0. Potom plat́ı

MCVaRp (αX) = αMCVaRp (X) .

D̊ukaz. Vyjděme z definice a využijme základńıch vlastnost́ı podmı́něné středńı
hodnoty a tvaru funkce ψ.

MCVaRp (αX) = E
[
ψ (αX) |αX ∈ clo

(
DC
p (αX)

)]
= E

[
α

n∑
i=1

λiXi

∣∣∣∣αX ∈ clo
(
DC
p (αX)

)]
= αE

[
ψ (X) |αX ∈ clo

(
DC
p (αX)

)]
Z lemmatu 2.3.5 v́ıme, že

clo
(
DC
p (αX)

)
= α clo

(
DC
p (X)

)
,

můžeme tedy psát

MCVaRp (αX) = αE
[
ψ (X) |αX ∈ α clo

(
DC
p (X)

)]
= αE

[
ψ (X) |X ∈ clo

(
DC
p (X)

)]
= αMCVaRp (X) .
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Všimněme si opět, že věta 2.3.6 neńı formulována v tak silném zněńı, jako je tomu
u věty 2.2.3.

Jak bylo zmı́něno v kapitole 1, jednou z hlavńıch výhod CVaR oproti VaR je
fakt, že má vlastnost subaditivity, potažmo že se jedná o koherentńı mı́ru rizika.
Tuto vlasnost ale MCVaR obecně nemá. O tomto faktu se můžeme přesvědčit
v př́ıkladu 2.3.7, př́ıklad neńı převzatý z literatury.

S1 = 1 S1 = 2 S1 = 8, 3
S2 = 8 0,07 0,015 0,015
S2 = 4 0,56 0,12 0,120

S2 = 1, 1 0,07 0,015 0,015

Tabulka 2.9: Rozděleńı náhodného vektoru S v př́ıkladu 2.3.7

T1 = 0, 4 T1 = 1, 1 T1 = 2
T2 = 5 0,01 0,18 0,01
T2 = 4 0,0375 0,675 0,0375
T2 = 3 0,0025 0,045 0,0025

Tabulka 2.10: Rozděleńı náhodného vektoru T v př́ıkladu 2.3.7

Př́ıklad 2.3.7. Mějme dva nezávislé náhodné vektory S = (S1, S2), T = (T1, T2).
Jejich rozděleńı m̊užeme vidět v tabulkách 2.9 a 2.10, všech ostatńıch hodnot
z R2 nabývaj́ı s nulovou pravděpodobnost́ı. Volme p = 0, 9. Ve všech př́ıpadech
uvažujeme

λ1 = λ2 =
1

2
.

Jelikož S a T jsou nezávislé vektory s nezávislými složkami, m̊užeme snadno
spoč́ıst sdružené rozděleńı S+T . Pak např́ıklad pomoćı PVB algoritmu spočteme

MV aRp (S) = {(8, 3; 4)} ,

MV aRp (T ) = {(1, 1; 5)} ,

MV aRp (S + T ) = {(10, 3; 9), (9, 4; 12)} .

Odtud už vid́ıme

clo
(
DC
p (S)

)
= {(z1, z2) ∈ Rn : z1 ≥ 8, 3} ∪ {(z1, z2) ∈ Rn : z2 ≥ 4} ,

clo
(
DC
p (T )

)
= {(z1, z2) ∈ Rn : z1 ≥ 1, 1} ∪ {(z1, z2) ∈ Rn : z2 ≥ 5} ,

clo
(
DC
p (S + T )

)
= {(z1, z2) ∈ Rn : z1 ≥ 10, 3} ∪ {(z1, z2) ∈ Rn : z2 ≥ 12}
∪
(
(9, 4; 9) + Rn

+

)
.

Označme NRV nosič náhodné veličiny RV a

KRV r =
{
ω : RV r(ω) ∈ clo

(
DC
p (RV r)

)}
.
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Zde RV znač́ı obecnou náhodnou veličinu a RV r obecný náhodný vektor. Potom
s využit́ım vlastnost́ı podmı́něné středńı hodnoty a tvaru funkce ψ dostáváme

MCVaRp (S) =
1

2 P (KS)

( ∑
s1∈NS1

s1 P (S1 = s1, KS) +

∑
s2∈NS2

s2 P (S2 = s2, KS)

)
=

1

1, 83
(2, 145 + 4, 0165) = 3, 367

MCVaRp (T ) =
1

2 P (KT )

( ∑
t1∈NT1

t1 P (T1 = t1, KT ) +

∑
t2∈NT2

t2 P (T2 = t2, KT )

)
=

1

1, 92
(1, 094 + 3, 993) = 2, 64

MCVaRp (S + T ) =
1

2 P (KS+T )

( ∑
k1∈NS1+T1

k1 P (S1 + T1 = k1, KS+T ) +

∑
k2∈NS2+T2

k2 P (S2 + T2 = k2, KS+T )

)

=
1

0, 25
(0, 6 + 1, 415) = 8, 11

Z výše uvedeného snadno dopočteme

MCVaRp (S) + MCVaRp (T ) = 6, 02.

Vid́ıme, že

MCVaRp (S + T ) > MCVaRp (S) + MCVaRp (T ) ,

tedy se skutečně jedná o požadovaný protipř́ıklad.

Uvědomme si, že z př́ıkladu 2.3.7 v́ıme, že existuj́ı náhodné vektory V1, V2 takové,
že

1

2
MCVaRp (V1 + V2) >

1

2
MCVaRp (V1) +

1

2
MCVaRp (V2) .

Tedy z věty 2.3.6 v́ıme, že pak také

MCVaRp

(
1

2
V1 +

(
1− 1

2

)
V2

)
>

1

2
MCVaRp (V1) +

(
1− 1

2

)
MCVaRp (V2) .

To ale znamená, že MCVaR obecně nesplňuje ani vlastnost konvexity.
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3. Aplikace

3.1 Formulace úlohy

Uvažujme následuj́ıćı problém.

Mějme cukráře, který si každé ráno peče čerstvé kokosky. Cukrárna má otevřeno
každý pracovńı den. A majitel stoj́ı před otázkou, jak velké zásoby kokosek si na
každý daný den připravit, aby to pro něj bylo co nejvýhodněǰśı.

Z charakteru úlohy je patrných několik poznatk̊u, nav́ıc ještě formulujme několik
dodatečných předpoklad̊u a omezeńı.

• Kokosky napečeme vždy dané ráno před otevřeńım, tedy čas je uvažován
diskrétně, tzn. 1 den je 1 časová jednotka.

• Počet napečených kokosek v daný den je nezáporná celoč́ıselná proměnná.

• Je patrné, že kokosky nelze prodávat po částech, tedy počet prodaných
kokosek v daný den je také nezáporná celoč́ıselná proměnná.

• Obecně je možné řešit problém pro nekonečný časový horizont, nás ale bu-
dou zaj́ımat jen následuj́ıćı časové úseky.

P1 jen ponděĺı

P2 ponděĺı a úterý

P3 ponděĺı až středa

P4 ponděĺı až čtvrtek

Deľśı časové úseky nebudou z d̊uvodu př́ılǐsné pamět’ové náročnosti v úloze
uvažovány.

• Události, které se odehrávaj́ı mimo uvažovaný časový úsek, neuvažujeme.

• Kokosky, které v daný den majitel neprodá, může bez daľśıho omezeńı
prodávat po celý zbytek uvažovaného časového úseku.

• Budeme předpokládat, že pečeńı kokosek je nezávislé na př́ıpravě jiných
produkt̊u.

• Rozděleńı poptávky pro každý den a jej́ı závislost mezi jednotlivými dny
jsou známé. Z výpočetńıch d̊uvod̊u budeme nav́ıc předpokládat, že nosič
rozděleńı poptávky je omezený shora. K problematice rozděleńı poptávky
se později vrát́ıme podrobněji.

• Započet́ı výrobńıho procesu s sebou nese samo o sobě dodatečné náklady.

• Existuje výrobńı omezeńı cukrárny, tj. horńı omezeńı na počet napečených
kokosek za daný den.
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• Budeme předpokládat, že ceny za výrobu, zahájeńı výrobńıho procesu a
skladováńı jsou ve všech dnech kladné.

Za těchto předpoklad̊u budeme cht́ıt sestavit výrobńı plán tak, aby za podmı́nky,
že pravděpodobnost, že v libovolném časovém horizontu poptávka nepřesáhne
počet vyrobených kus̊u, je najednou dostatečně velká, byly celkové náklady na
výrobu a skladováńı co nejmenš́ı. Poznamenejme, že uvedený problém je dobře
znám pod názvem problém lot-sizingu, podrobněji se o něm zmiňuje např́ıklad
článek [12], z něhož je také převzata formulace problému.

Zaved’me značeńı.

T - Počet časových jednotek, které budeme v úloze uvažovat. V našem př́ıpadě
tedy T = 1, . . . , 4.

Mt- Maximálńı možný počet jednotek vyprodukovaných v čase t = 1, . . . , T .
Necht’ Mt = 15.

ct- Cena za vyprodukováńı jedné jednotky v čase t = 1, . . . , T . Necht’

ct = 12 +
t

4
.

ht- Cena za uskladněńı jedné jednotky mezi časy t a t + 1, kde t = 1, . . . , T .
Necht’ ht = 2.

Ht- Cena za uskladněńı jedné jednotky mezi časy t a T + 1, kde t = 1, . . . , T .
Tedy

Ht =
T∑
i=t

hi.

kt- Cena za zahájeńı výrobńıho procesu v čase t = 1, . . . , T . Necht’ kt = 70.

dt- Poptávka v čase t = 1, . . . , T je náhodná veličina, jej́ıž rozděleńı budeme
diskutovat ńıže.

ot- Horńı omezeńı poptávky v čase t = 1, . . . , T . Necht’ ot = 19 + t− 1.

Dt- Celková poptávka do času t = 1, . . . , T . Tedy

Dt =
t∑
i=1

di.

It- Stav zásob v čase t = 1, . . . , T . Budeme uvažovat, že při neuspokojené
poptávce nabývá záporných hodnot.

I0- Počátečńı stav zásob, tj. stav zásob v čase t = 0. Necht’ I0 = 0.

xt- Počet jednotek vyprodukovaných v čase t = 1, . . . , T .

yt- Proměnná znač́ıćı, zda v čase t = 1, . . . , T započneme výrobńı proces, 1,
pokud započneme, 0 jinak.
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p- Dolńı omezeńı pravděpodobnosti, se kterou v libovolném časovém horizontu
poptávka nepřesáhne počet vyrobených kus̊u. Necht’ p = 0, 8.

Nyńı už formálně zaved’me úlohu.

min
T∑
t=1

(ktyt + ctxt +Htxt) (3.1)

za podmı́nek

P


x1 ≥ D1

x1 + x2 ≥ D2
...
x1 + x2 + . . .+ xT ≥ DT

 ≥ p

xt ≤Mtyt, t = 1, . . . , T

xt ≥ 0 celoč́ıselná, t = 1, . . . ,T

yt ∈ {0, 1} , t = 1, . . . , T

V účelové funkci
T∑
t=1

ktyt

vyjadřuje náklady spojené se započet́ım výroby,

T∑
t=1

ctxt

vyjadřuje náklady spojené s vlastńı výrobou a

T∑
t=1

Htxt

vycháźı z následuj́ıćı aproximace převzaté z [12].

E

T∑
t=1

ht max (0, It) ≈ E

T∑
t=1

htIt =
T∑
t=1

Htxt + C,

kde C je konstanta. Tato aproximace vycháźı z pravděpodobnostńıho omezeńı
v úloze 3.1. Podmı́nka xt ≤ Mtyt vyjadřuje omezeńı na maximálńı počet vyro-
bených kus̊u v čase t = 1, . . . , T . Ostatńı podmı́nky byly diskutovány výše.

Zbývá definovat rozděleńı jednotlivých poptávek. Požadavky, které budeme klást
na charakter poptávky jsou, aby byla nezáporná, přitom nav́ıc nabývala bodu 0
s kladnou pravděpodobnost́ı, a aby měla

”
normálńı“ pr̊uběh. Jak již bylo řečeno

výše, budeme nav́ıc cht́ıt, aby poptávka byla omezená shora. Toho můžeme doćılit
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např́ıklad následuj́ıćım zp̊usobem. Mějme náhodnou veličinu E, která má log-
normálńı rozděleńı s parametry

µ =
19

10
,

σ =
3

10
,

parametry byly zvoleny tak, aby dávaly pro řešenou úlohu dobrý smysl. Pak
definujme

P (dt = k) = FE (k)− FE (k − 1) ,

P (dt = 0) = 1− FE (ot) ,

kde t ∈ {1, 2, 3, 4}, k ∈ {1, 2, . . . , ot} a FE je distribučńı funkce náhodné ve-
ličiny E. Vzhledem ke konstrukci se zřejmě jedná o rozděleńı pravděpodobnosti,
grafické znázorněńı jednotlivých pravděpodobnost́ı můžeme vidět na obrázku 3.1.
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Obrázek 3.1: Rozděleńı náhodné veličiny d1

Pro jednoduchost budeme předpokládat, že

{di}Ti=1

tvoř́ı systém nezávislých náhodných veličin.

Dále si uvědomme, že

P (D1 = i1, D2 = i2, D3 = i3, . . . , DT = iT )

= P (d1 = i1, d1 + d2 = i2, d1 + d2 + d3 = i3, . . . , d1 + d2 + . . .+ dT = iT )

= P (d1 = i1, d2 = i2 − i1, d3 = i3 − i2, . . . , dT = iT − iT−1)
= P (d1 = i1) P (d2 = i2 − i1) P (d3 = i3 − i2) . . .P (dT = iT − iT−1) .
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Tento výsledek můžeme z d̊uvodu lepš́ıch implementačńıch vlastnost́ı prostou
substitućı převést na

P (D1 = j1, D2 = j1 + j2, D3 = j1 + j2 + j3, . . . , DT = j1 + j2 + . . .+ jT )
(3.2)

= P (d1 = j1) P (d2 = j2) P (d3 = j3) . . .P (dT = jT ) . (3.3)

Známe tedy sdružené rozděleńı náhodného vektoru D = (D1, D2, . . . , DT ). Pro
lepš́ı představu si marginálńı rozděleńı náhodné veličiny D3 můžeme prohlédnout
na obrázku 3.2.
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Obrázek 3.2: Rozděleńı náhodné veličiny D3

Zabývejme se nyńı otázkou řešeńı úlohy 3.1. Př́ımo z definice je patrné, že neu-
važujeme-li daľśı podmı́nky, je množina bod̊u splňuj́ıćı pravděpodobnostńı ome-
zeńı právě př́ıslušná p-úrovnňová množina. A tedy podle věty 2.1.6 v́ıme, že úlohu
můžeme přepsat do tvaru

min
T∑
t=1

[ktyt + (ct +Ht)xt] (3.4)

za podmı́nek

Ax ∈
⋃

s∈MVaRp(D)

(
s+ Rn

+

)
xt ≤Mtyt, t = 1, . . . , T

xt ≥ 0 celoč́ıselná, t = 1, . . . ,T

yt ∈ {0, 1} , t = 1, . . . , T

Zde jsme označili x = (x1, . . . , xT )′ a A dolńı trojúhelńıkovou matici typu T × T ,
která má pod diagonálou a na diagonále č́ıslo 1. Podle d̊usledk̊u 2.1.17 a 2.1.15
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v́ıme, že MVaRp (D) je neprázdná a konečná.

Odtud již je vidět prvńı možné řešeńı úlohy, totiž vyřešit úlohu

min
T∑
t=1

[ktyt + (ct +Ht)xt] (3.5)

za podmı́nek

x1 ≥ s1

x1 + x2 ≥ s2
...

x1 + x2 + . . .+ xT ≥ sT

xt ≤Mtyt, t = 1, . . . , T

xt ≥ 0 celoč́ıselná, t = 1, . . . ,T

yt ∈ {0, 1} , t = 1, . . . , T

pro každé s = (s1, s2, . . . , sT ) ∈ MVaRp (D) zvlášt’ a následně hledat celkové op-
timálńı řešeńı mezi nalezenými d́ılč́ımi. Tohoto př́ıstupu využijeme v následuj́ıćı
podkapitole. Poznamenejme, že tento př́ıstup je vhodný jen v př́ıpadě, kdy p-
eficientńıch bod̊u neńı př́ılǐs mnoho.

Daľśım možným př́ıstupem, který pro porovnáńı využijeme také, je př́ıstup, který
úlohu 3.5 přeformuluje do tvaru

min
T∑
t=1

[ktyt + (ct +Ht)xt] (3.6)

za podmı́nek

Ax−
∑
j∈J

λjs
j ≥ 0∑

j∈J

λj = 1

xt ≤Mtyt, t = 1, . . . , T

λj ∈ {0, 1} , j ∈ J
xt ≥ 0 celoč́ıselná, t = 1, . . . ,T

yt ∈ {0, 1} , t = 1, . . . , T,

kde x a A jsou stejné jako v 3.4 a kde jsme označili

MVaRp (D) =
{
sj
}
j∈J .

Zde λ = (λ1, λ2, . . . , λJ) je vektor rozhodovaćıch proměnných, který nám pomůže
zjistit, v̊uči kterému p-eficientńımu bodu má úloha 3.5 optimálńı řešeńı. Rozd́ılem
oproti úloze 3.5 je fakt, že řeš́ıme pouze jednu velkou úlohu mı́sto větš́ıho počtu
menš́ıch.
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Pro zaj́ımavost ještě porovnáme výsledek úloh 3.5 a 3.6 s výsledkem źıskaným
metodou relaxace množiny př́ıpustných řešeńı, tedy metodou, ve které proměnné
λj, j ∈ J , nebudou muset splňovat podmı́nku celoč́ıselnosti, tj. budeme řešit
úlohu

min
T∑
t=1

[ktyt + (ct +Ht)xt] (3.7)

za podmı́nek

Ax−
∑
j∈J

λjs
j ≥ 0∑

j∈J

λj = 1

xt ≤Mtyt, t = 1, . . . , T

λj ≥ 0, j ∈ J
xt ≥ 0 celoč́ıselná, t = 1, . . . ,T

yt ∈ {0, 1} , t = 1, . . . , T.

Problematikou relaxace množiny př́ıpustných řešeńı se podrobně zabývá článek [13].

3.2 Numerické výstupy

Všechny užité metody a algoritmy byly implementovány v [16], celkově má výpočet
pro každý zkoumaný časový horizont následuj́ıćı části

(i) Inicializace proměnných. Zvoĺıme jednotlivé parametry tak, aby vyhovovaly
dané úloze.

(ii) Výpočet sdružené distribučńı funkce FD. Nejprve pomoćı implementované
funkce rozd.poptavky() spoč́ıtáme rozděleńı náhodných veličin d1, d2 . . . , dT .
Funkce sdr.distr.fce() pak s využit́ım vztahu 3.2 spočte sdružené rozděleńı
náhodného vektoru D, čehož následně využije pro výpočet sdružené distri-
bučńı funkce FD.

(iii) Výpočet p-eficientńıch bod̊u. Spočteme pomoćı funkce pef.body(), která
pro výpočet využ́ıvá PVB-algoritmu, využ́ıváme tedy předpokladu ome-
zeńı poptávky shora. Pomocná funkce najdi.vsechny.pef.body() je převzata
z funkce plepsuj(), jej́ıž zdrojový kód je uveden v práci [14], zbytek funkce
pef.body() je upraven tak, aby lépe odpov́ıdal řešené úloze.

(iv) Vyřeš́ıme úlohu 3.5. Pro výpočet úloh celoč́ıselného programováńı je využita
funkce lp() z knihovny lpSolve.

(v) Vyřeš́ıme úlohu 3.6. Pro výpočet úlohy celoč́ıselného programováńı je opět
využita funkce lp().

(vi) Vyřeš́ıme úlohu 3.7. Opět využijeme funkce lp().

45



Implementace v [16] bod̊u (iii), (iv), (v) a (vi) je přiložena v appendix, př́ıloha A
pak obsahuje funkce pef.body(), rozd.poptavky() a sdr.distr.fce(). Poznamenej-
me, že funkce sdr.distr.fce() z d̊uvod̊u časové optimalizace algoritmu neńı imple-
mentována pro obecné T , jako př́ıklad uvád́ıme jej́ı verzi pro T = 3.

Velkým problémem implementace popsaného algoritmu je velmi velká pamět’ová
náročnost, a to zejména vzhledem k výpočtu sdružené distribučńı funkce. Do-
konce již pro časový horizont T = 5 nebylo při užité výpočetńı technice možné
alokovat dostatek mı́sta v paměti poč́ıtače pro jej́ı uložeńı. To je také d̊uvod, proč
ve studii neuvažujeme deľśı časové horizonty.

Časovou náročnost jednotlivých část́ı algoritmu v každém z př́ıpad̊u můžeme vidět
v tabulce 3.1.

P1 P2 P3 P4

(iii) 1 1 1 5
(iv) 3 4 3 3
(v) 1 1 2 2
(vi) 1 1 1 1

Tabulka 3.1: Doba běhu ve vteřinách jednotlivých část́ı algoritmu pro daný časový
horizont

Uved’me výsledky optimalizačńıch úloh v jednotlivých př́ıpadech.

P1 Optimálńı hodnota účelové funkce je 198, 25. Hodnoty jednotlivých roz-
hodovaćıch proměnných x a y můžeme vidět v tabulce 3.2. Př́ıslušný p-
eficientńı bod je 9.

P2 Optimálńı hodnota účelové funkce je 405, 75. Hodnoty jednotlivých rozho-
dovaćıch proměnných x a y, pro něž účelová funkce nabývá svého minima,
můžeme vidět v tabulce 3.3. Úlohy 3.5 a 3.6 jsou vztaženy vzhledem k p-
eficientńımu bodu (11, 17). Celkem byly nalezeny 3 p-eficientńı body.

P3 Optimálńı hodnota účelové funkce je 575, 25. Hodnoty jednotlivých rozho-
dovaćıch proměnných x a y, pro něž účelová funkce nabývá svého minima,
můžeme vidět v tabulce 3.4. Úlohy 3.5 a 3.6 jsou vztaženy vzhledem k p-
eficientńımu bodu (13, 20, 25). Celkem bylo nalezeno 7 p-eficientńıch bod̊u.

P4 Optimálńı hodnota účelové funkce je 824. Hodnoty jednotlivých rozhodo-
vaćıch proměnných x a y, pro něž účelová funkce nabývá svého minima,
můžeme vidět v tabulce 3.5. Úlohy 3.5 a 3.6 jsou vztaženy vzhledem k p-
eficientńımu bodu (13, 22, 29, 33), poznamenejme, že v úloze 3.5 bylo stejné
hodnoty účelové funkce dosaženo i pro daľśı p-eficientńı bod (14, 21, 29, 33).
Celkem bylo nalezeno 25 p-eficientńıch bod̊u.

Při řešeńı úlohy 3.7 bylo ve všech př́ıpadech dosaženo stejného výsledku jako
v úloze 3.6.

x1 y1
9 1

Tabulka 3.2: Optimálńı hodnoty rozhodovaćıch proměnných v př́ıpadě P1
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x1 x2 y1 y2
11 6 1 1

Tabulka 3.3: Optimálńı hodnoty rozhodovaćıch proměnných v př́ıpadě P2

x1 x2 x3 y1 y2 y3
13 12 0 1 1 0

Tabulka 3.4: Optimálńı hodnoty rozhodovaćıch proměnných v př́ıpadě P3

x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3 y4
13 9 11 0 1 1 1 0

Tabulka 3.5: Optimálńı hodnoty rozhodovaćıch proměnných v př́ıpadě P4
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Závěr

Základńım námětem práce bylo rozš́ı̌rit Value-at-Risk a Conditional Value-at-
Risk do vyšš́ı dimenze.

V prvńı kapitole jsme zavedli obecně pojem mı́ry rizika a definovali jej́ı vlastnosti.
Dále jsme pak shrnuli tyto vlastnosti pro dvě v praxi nejuž́ıvaněǰśı jednorozměrné
mı́ry, Value-at-Risk a Conditional Value-at-Risk. Byly zmı́něny také vztahy těchto
měr.

Ve druhé kapitole jsme sepsali teorii p-eficientńıch bod̊u, jednoho z možných
rozš́ı̌reńı kvantilu do vyšš́ı dimenze. Jednotlivé výsledky teorie byly ilustrovány
na př́ıkladech, protipř́ıkladech a obrázćıch. Následně jsme popsali Prékop̊uv-
Vizvári̊uv-Badics̊uv algoritmus pro hledáńı množiny všech p-eficientńıch bod̊u
dané distribučńı funkce. Hlavńım omezeńım tohoto algoritmu je, že je využitelný
jen pro náhodné vektory, jejichž nosičem je konečná množina. Navrhli jsme proto
jeho možné zobecněńı na spočetné množiny pro speciálńı př́ıpad dvourozměrného
náhodného vektoru. V daľśıch částech druhé kapitoly jsme pak definovali pojmy
Multivariate Value-at-Risk a Multivariate Conditional Value-at-Risk tak, jak jsou
zavedeny v článćıch [1] a [11]. Následně jsme popsali některé jejich vlastnosti,
zejména jsme se zaměřili na vlastnosti ekvivariance v̊uči posunut́ı a pozitivńı ho-
mogenity.

Náplńı třet́ı kapitoly pak bylo vyřešeńı konkrétńı úlohy lot-sizingu pro r̊uzné
konečné časové horizonty a porovnáńı numerických výstup̊u jednotlivých úloh
stochastického programováńı. Všechny zkoumané př́ıstupy k problému byly im-
plementovány v [16], největš́ım výpočetńım problémem se ukázal být výpočet
sdružené distribučńı funkce poptávky.

Možným doplněńım práce by bylo zkoumat vztah p-eficientńıch bod̊u a daľśıho
možného př́ıstupu ke zobecněńı kvantilu, který využ́ıvá hloubkových funkćı, viz
např́ıklad [15]. Určitě by také bylo zaj́ımavé se dále zabývat algoritmy pro výpočet
p-eficientńıch bod̊u.
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[15] Hlubinka, Daniel. Výpravy do hlubin dat. Proceedings of ROBUST, 2008.

[16] R Core Team. R: A Language and Environment for Statistical Computing.
Vienna, Austria, 2014.

50



Appendix

library(lpSolve)

source("pomocnefce.R")

###############################################################

#### NAČTENÍ VOLITELNÝCH PARAMETRŮ ############################

t<- 3 ## casovy horizont

om<- seq(19,19+t-1,by=1) ## hornı́ omezenı́ poptávky v jednotlivých

## dnech (vektor délky t)

p<- 0.8 ## požadovaná hodnota pravděpodobnosti pro

## pravděpodobnostnı́ omezenı́

M<- rep(15,t) ## výrobnı́ omezenı́ v jednotlivých

## dnech (vektor délky t)

c<- seq(12.25,12.25+((t-1)/4),by=0.25) ## cena za vyprodukovánı́

## 1 jednotky

## v jednotlivých dnech

## (vektor délky t)

h<- rep(2,t) ## cena za uskladněnı́ 1 jednotky mezi časy

## t a t+1 (vektor délky t)

k<- rep(70,t) ## cena za zahájenı́ vyrobnı́ho procesu v jednotlivých

## dnech (vektor délky t)

mu<- rep(1.9,t) ## parametr mu výchozı́ho log-normalnı́ho rozdělenı́

## pro napočı́tánı́ poptávky v jednotlivých dnech

## (vektor délky t)

sigma<- rep(0.3,t) ## parametr sigma výchozı́ho log-normalnı́ho

## rozdělenı́ pro napočı́tánı́ poptávky

## v jednotlivých dnech (vektor délky t)

###############################################################

#### VÝPOČET ODVOZENÉHO PARAMETRU #############################

H<- c()

for (i in 1:t){H<- c(H,sum(h[i:t]))}

###############################################################

#### VÝPOČET SDRUŽENÉ DISTRIBUČNÍ FUNKCE NÁH. VEKTORU D #######

popt<- rozd.poptavky(t,om,mu,sigma) ## vypočte rozděleni

## poptávky v jednotlivých

## dnech

df<- sdr.distr.fce(popt) ## vypočte sdruženou distribučni

## funkci náhodného vektoru D

###############################################################
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#### VÝPOČET P-EFICIENTNÍCH BODŮ ##############################

pef<- pef.body()

###############################################################

#### ŘEŠENÍ ÚLOHY 3.5 #########################################

## výpočet matice konstant

if (t==1){

lp.matrix<- rbind(c(0,1),c(-M,1))

} else{

lp.matrix<- rbind(cbind(matrix(0,t,t),

1*lower.tri(matrix(1,t,t),diag=TRUE)),

cbind(diag(-M),diag(rep(1,t))))

}

## průchod cyklem přes všechny p-eficientnı́ body

obj<- -1

for (i in 1:dim(pef)[2]){

obj.pom<- lp(direction="min",objective.in=c(k,c+H),

const.mat=lp.matrix,

const.dir=c(rep(">=",t),rep("<=",t)),

const.rhs=c(pef[,i],rep(0,t)),

int.vec=seq(t+1,2*t,by=1),

binary.vec=seq(1,t,by=1))

if ((obj[1]<0|obj[1]>obj.pom$objval) & (obj.pom$status==0)){

obj<- c(obj.pom$objval,obj.pom$solution)

}

}

## je-li stále obj=-1, tak pro žádný p-eficientnı́

## bod neexistuje přı́pustné řešenı́

if (obj[1]==-1){obj<- "No feasible solution found."} else{

names(obj)<- c("hodnota uc. fce",paste("y",1:t,sep=""),

paste("x",1:t,sep=""))}

obj

###############################################################

#### ŘEŠENÍ ÚLOHY 3.6 #########################################

## výpočet matice konstant

lp.matrix<- rbind(cbind(lp.matrix,

rbind(-pef,matrix(0,t,dim(pef)[2]))),

c(rep(0,2*t),rep(1,dim(pef)[2])))

obj.pom<- lp(direction="min",

objective.in=c(k,c+H,rep(0,dim(pef)[2])),

const.mat=lp.matrix,

const.dir=c(rep(">=",t),rep("<=",t),"="),
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const.rhs=c(rep(0,2*t),1),

int.vec=seq(t+1,2*t,by=1),

binary.vec=c(seq(1,t,by=1),

seq(2*t+1,2*t+dim(pef)[2],by=1)))

if (obj.pom$status==2){obj2<- "No feasible solution found."

}else{

obj2<- c(obj.pom$objval,obj.pom$solution)

names(obj2)<- c("hodnota uc. fce",paste("y",1:t,sep=""),

paste("x",1:t,sep=""),

paste("lambda",1:dim(pef)[2],sep=""))

}

obj2

###############################################################

#### ŘEŠENÍ ÚLOHY 3.7 #########################################

obj.pom<- lp(direction="min",

objective.in=c(k,c+H,rep(0,dim(pef)[2])),

const.mat=lp.matrix,

const.dir=c(rep(">=",t),rep("<=",t),"="),

const.rhs=c(rep(0,2*t),1),int.vec=seq(t+1,2*t,by=1),

binary.vec=seq(1,t,by=1))

if (obj.pom$status==2){obj3<- "No feasible solution found."

} else{

obj3<- c(obj.pom$objval,obj.pom$solution)

names(obj3)<- c("hodnota uc. fce",paste("y",1:t,sep=""),

paste("x",1:t,sep=""),

paste("lambda",1:dim(pef)[2],sep=""))

}

obj3

53



Př́ılohy

A pomocnefce.R
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