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Nazev:
Zakovské obtize a chyby pii Gpravach algebraickych vyrazi.
Abstrakt:

Prace se zabyva obtizemi a chybami pii upravach algebraickych vyraza u zakd na druhém stupni

zakladniho vzdélavani a je rozdélena na teoretickou a experimentalni Cast.

Teoreticka Cast se zabyva popisem manipulace s algebraickymi vyrazy, vybranymi vysledky
mezinarodnich srovnavacich vyzkumi a zahrani¢ni studii na téma algebraickych vyraza.
Vyznamnou ¢ast tvoii analyza tfech fad ucebnic, podle nichZ jsou vyucovani zaci ucastnici se

mého vyzkumu. Jako posledni je uvedena klasifikace chyb v upravach algebraickych vyraza.

Jadrem prace je experimentalni ¢ast, jejimz cilem bylo identifikovat obtize a chyby zaki pti
Gipravach algebraickych vyrazii a pii praci s nimi. Ugastniky vyzkumu bylo Sest zaka tfetiho
ro¢niku osmiletého gymnazia a osm zakt devatého rocniku zékladni Skoly. Vstupni soubor tiloh
byl vytvoien v ramci projektu GA CR Kritickd mista matematiky na zakladni §kole. Setfeni bylo
provedeno individualné s kazdym zakem metodou monitorovanych klinickych rozhovori nad
feSenim testovanych tloh. Ziskana data byla kvalitativné zpracovana po jednotlivych tlohéach.
Identifikované chyby byly klasifikovany a vyznamné z nich ilustrovany konkrétnimi pracemi
zaku. V zavéreéném shrnuti poznatkt jsou dany do souvislosti mozné pti¢iny nejcastéjSich chyb

vzhledem k pouzivanym uéebnicim a popsany postichy z prib&hu projektu.
Klicova slova:

Algebraicky vyraz, chyby v tpravach, analyza u¢ebnic, TIMSS



Title:
Pupils’ Problems and Mistakes when Manipulating Algebraic Expressions
Abstract:

The thesis focuses on mistakes and problems in manipulations with the algebraic expressions
occurring to pupils at the second level of Elementary school. The thesis is divided into
a theoretical and experimental part.

The theoretical part contains description of manipulations with algebraic expressions, selected
results of international comparative surveys, and an analysis of related foreign research. Analysis
of three series of textbooks, according to which pupils involved in the experimental project are
taught, is essential for understanding of possible origins of their mistakes. The classification of

mistakes in manipulations with algebraic expressions is included.

At the core of the work is the experimental part aiming to identify problems and mistakes of
pupils when manipulating and working with algebraic expressions. The participants of the
research consisted of six third-grade pupils of an eight-year Grammar school (13-14 years old)
and eight ninth-grade pupils of an Elementary school (14-15 years old). Test used for my
experiment came from the GA CR project Critical parts of mathematics in primary school. The
investigation was carried out individually with each pupil by the method of monitoring clinical
interviews over the solution of the test tasks. The obtained data was qualitatively processed by
each task. Identified mistakes were classified and the most frequent mistakes were illustrated by
specific incorrect solutions of the pupils. In the final summary of my findings, possible causes of
the most frequent mistakes are linked to the way algebraic expressions are taught by used

textbooks. Insights from the course of the project are provided.
Key words:

Algebraic expression, mistakes when manipulating, textbook analysis, TIMSS
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UvVOD

Z mezinarodnich srovnavacich vyzkumt TIMSS vyplyva, Ze matematicka gramotnost ¢eskych
zaku spise klesa. Jako budouci ucitel chei svou praci prispét ke zkvalitnéni vyuky na skolach a
zminény zhorSujici se trend zménit. Zajimalo mé tedy, jakd je pfi¢ina obtizi zakd
v problematickych tématech. Upravy algebraickych vyrazii jsem si vybral ze dvou divodi.
Prvnim bylo zjiSténi, ze Cesti Zaci zaznamenali mezi 1éty 1999 a 2007 v ramci vyzkumu TIMSS
velky propad pravé v algebie (viz oddil 1.3.1), a druhym, Ze Gprava algebraickych vyrazi je
zastoupena V Siroké oblasti Skolské matematiky, ¢imz mize byt vliv této matematické latky

rozsahlejsi.

Diky vedouci své prace jsem mél moznost zapojit se do projektu GA CR Kritickd mista
matematiky na zdkladni skole, a Konkrétn¢ tak prispét svoji praci a ziskanymi vysledky
k dosazeni jednoho z cili tohoto projektu, kterym je vyhledani kritickych mist, v nichz Zaci
selhavaji. Hlavnim cilem mé prace je identifikovat obtize a chyby zaki druhého stupné zakladni
Skoly pii tpravach algebraickych vyrazt. K dosazeni hlavniho cile jsem praci rozdélil na dvé

c¢asti, teoretickou a experimentalni, s dil¢imi cili.

V teoretické Casti jsou vymezeny potfebné pojmy, kratce popsana manipulace s algebraickymi
vyrazy a vybrany souvisejici vysledky z mezinarodnich srovnavacich vyzkumu a zahraniénich
studii. Dil¢im cilem je analyza tfech fad ucebnic v oddile 1.4. Analyza byla provedena z hlediska
zavedeni racionalnich celistvych algebraickych vyrazi, tedy mnohoc¢lent. Také jsem se zaméfil
na to, jak autofi zavadéji zakladni operace a Upravy téchto mnohoclenti, a zkoumal jsem pouziti
pismen jako proménnych. Tyto ucebnice pouZzivaji Skoly, z nichZ byli vybrani Zaci Gcastnici se
rozhovort, jejichz vysledky jsou shrnuty ve druhé ¢asti prace. Zvlastni pozornost je vénovana
klasifikaci chyb pii tGpravach algebraickych vyrazti (oddil 1.5), z které vychazi hodnoceni

vysledkil v experimentalni ¢asti.

Jadro prace tvofi experimentalni ¢ast, v niz je diléim cilem analyzovat celkem ¢trnact klinickych
rozhovori s zaky druhého stupné zakladni Skoly. Jsou zde identifikovany a klasifikovany jejich
nejCastéj$i chyby, jichz se dopustili pfi feSeni uloh na Uupravu algebraickych vyrazd.
V zavére¢ném shrnuti poznatkd jsou nejprve popsany chyby s nejvétsi Cetnosti vV jednotlivych
ulohach; mimo jiné je zde naznaCena mozna souvislost téchto chyb s ucebnicemi, které Zaci

pouzivaji, a nasledné uvedeny nékteré postiehy z pribéhu rozhovort.



V zéavéru jsou shrnuty poznatky, které vyplynuly z vysledkl analyzy ucebnic a rozhovort s zaky,

a doporuceni pro vyukovou praxi.

Prace je doplnéna dvojici ptiloh: Ptiloha A — Zadani uloh hlavni studie a Ptiloha B — Ptepis

rozhovoru nad feSenim ulohy ¢. 4 (Séra).



1 Teoreticka Cast

1.1 Vymezeni pojmi

V odborné literatufe se uvadi rizné definice algebraického vyrazu a popisuji jeho upravy ¢i
zjednoduseni. Nejprve se zam&iim na prehledy matematiky pro zakladni skoly. V knize' od

autorti Odvarko a Kadlecek nenalezneme definici algebraického vyrazu, ale pouze mnohoclenu:

Vyrazy 3x, —6ab, 1,4k?Im?, y, —29, 6 jsou ptiklady jedno¢lentl. Koeficient jedno¢lenu
je cislo. Mnohoclen se nazyva jedno€len nebo vyraz, ktery je vyjadien jako soucet

jednocleni.
(Odvarko & Kadlecek, 2004: s. 66)

V prehledu? uciva matematiky od autorky Zenaté jsou definovany nejprve &iselné vyrazy a poté

objasnén pojem proménna, ktery se objevi v souvislosti se vzorcem pro objem kvadru:

Zakladem aritmetiky jsou cisla a 4 pocetni vykony, které s nimi provadime: séitani +,

od¢itani —, nasobeni x(-), déleni :. Pomoci téchto vykond dostavame Ciselné vyrazy.
(Zenata, 2010: s. 183)

Cisla ve vzorci zapisujeme pismeny (proménnymi), coz provedeme vzdy, kdyz chceme
jednim zapisem zapsat v§echny vypocty, které se provadéji stejnym zpisobem. Musime

védét, Ze proménna zapsana pismenem zastupuje riizna ¢isla nebo Cisla s jednotkami.
(Zenata, 2010: s. 186)

V kapitole Mnohocleny autorka definuje pojmy Clen, mnohoclen, jednoclen apod. Popisuje i
jednotlivé upravy a operace s mnohocCleny — s€itani, od¢itani, ndsobeni, déleni, rozklad na
soucin, vytykani a vzorce pro druhou mocninu dvojclenu ¢i rozdil druhych mocnin. Ani zde se

ale pojem algebraicky vyraz neobjevi.

Cislo zapsané Cislicemi nebo pismenem, ¢i soucin, podil (zlomek), mocninu, nazyvame

jednocleny. Soucet (rozdil) n¢kolika jednoclenti se nazyva mnohoclen.

! Odvarko, O. & Kadleéek, J. (2004). Pirehled matematiky pro zdkladni Skoly a nizsi rocniky viceletych gymnazii. Praha: Prometheus.
2 Zenaté, E. (2010). Piehled uciva matematiky s piiklady a Fesenim. Benesov: Blug.
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Mnohocleny mizeme déle upravovat. K tomu pouZzijeme komutativniho a asociativniho
zékona. Cleny vhodn& sdruzime a seSteme, napi.. 4m? — 6mn — 3 — 3m? + 4mn =

= (4m? — 3m?) + (—6mn + 4mn) — 3 = m? — 2mn — 3.
(Zenata, 2010: s. 197)

Nahlédneme-li do piehledu® stiedoskolské matematiky, objevime jiz piimo definici
algebraického vyrazu, jeho dal$i déleni a co se rozumi pod pojmem uprava algebraického

vyrazu:

Algebraicky vyraz je vyraz (zapis) skladajici se z ¢isel a z pismen oznacujicich proménné,
jez jsou spojeny znaky operaci s€itdni, od¢itani, nasobeni, déleni, umocitiovdni a
odmociiovani, popf. obsahuje téZ zavorky, které urcuji poradi provadéni naznacenych

operaci.

Kazd4d proménna Vv algebraickém vyrazu zastupuje libovolné Cislo z jisté (dané) Ciselné

mnoziny, jez se nazyva obor proménné.

Algebraické vyrazy, vnichZz se nevyskytuji odmocniny z proménnych, se nazyvaji
racionalni algebraické vyrazy. DéEli se na racionalni celistvé vyrazy (mnohoc¢leny) a
racionalni lomené vyrazy vyjadiené zlomky, jejichZ citatelem 1 jmenovatelem jsou

mnohocleny.
(Polak, 2008: s. 120)

Upravou algebraického vyrazu se rozumi provedeni sledu operaci, jimiz se od daného
algebraického vyrazu V; prejde k jinému algebraickému vyrazu V,, pro ktery plati V; =V,
na spolecném definicnim oboru D obou vyrazi Vi, V,. Tento spolecny defini¢ni obor se
dostane z podminek, za nichz dany vyraz a jeho provedené Gipravy maji smysl. Prakticky se

zpravidla uvadéji jen tyto podminky.

Specialné se zjednodusenim algebraického vyrazu rozumi takové jeho Gpravy, po nichz
dostaneme vyraz s menSim poctem clenl, zdvorek, zlomkl apod. Jindy se v tlohach
0 upravach algebraickych vyrazli napt. pozaduje, aby upraveny vyraz m¢l tvar soucinu,

resp. neobsahoval podil, popt. neobsahoval odmocninu ve jmenovatelich zlomki apod.

(Polak, 2008: s. 122)

8 Polak, J. (2008). Prehled stiedoskolské matematiky. Praha: Prometheus.
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1.2 Manipulace s algebraickymi vyrazy

74k se zadina seznamovat s pouZitim pismen v matematice jiz na prvnim stupni zakladniho
vzdé€lavani, napiiklad pfi praci s geometrickymi utvary, K oznaeni neznamého ¢isla v riznych
doplnovackach, schématech i jednoduchych rovnicich, v zapise obecnych vlastnosti operaci
S piirozenymi Cisly, v zahlavi tabulek atd. Do druhého stupné si nese zakladni predstavu, co
pismena znamenaji, vyjadiuji, kde se Snimi muze setkat a mozna i jak S nimi pracovat.
Piedstavy by mély byt postupné strukturovany, usmérnény a prace s algebraickymi vyrazy by se

méla stat béznou soucasti hodin matematiky.

Praci s pismeny a tedy i s algebraickymi vyrazy rozd€luji z didaktického hlediska Bero a
Hejny (1990: s. 144) do tiech hladin. Jednotlivé hladiny zde blize piedstavim.

1. Modelovani

vvvvvvvvvv

textu symboly, se kterym se setkdme v geometrii pii urCovani délek, obvodd a obsahtll, ve
slovnich tlohéach, rovnicich a nerovnicich, pfimé a nepiimé timérnosti, trojclence atd. Napiiklad
obvod obdélnika se stranami a a b symbolicky zapiSeme o = 2(a + b), nebo sudé cislo

zapiseme jako 2n, kde n € Z.

Jednim ze zpusobu, kterym se zak u¢i modelovat, je imitace. U¢itel na obrazku ukaze, Ze obsah
trojuhelnika se urci jako soucin délky zakladny a vysky lomeny dvéma a ihned symbolicky
zapiSe vztah S = % Tim nedal zdkovi z&dny cas pro jeho vlastni badani a vytvofeni
symbolického zapisu, ale predal mu hotovy fakt. Zaka pii ziskdni nového poznatku
nedoprovazely emoce spojené s objevenim a radost z vlastniho Gspéchu. Jak uvadi Bero a Hejny,
novy poznatek je pak spiSe formalniho charakteru, coz se Casto mlZe projevit na jeho kvalité a
trvalosti. LepSim zplsobem, z hlediska kvality a trvalosti poznatku, je jeho objeveni ptimo
zakem. K tomu je potieba, aby ucitel pifi prechodu od nesymbolického zapisu k symbolickému
dal zékovi zejména dostatek Casu. Aby zadk sdm spatfil vyhodu symboli oproti sloviim nebo
vétam a prozil tak radost z objevu. Podle Bera a Hejného staci, kdyz ucitel Zakovo badani pouze

usmérnuje a na konci mu piedstavi, jaké symboly a zapisy jsou napiiklad obecné pouzivany.

Pokud je jiz Zak s pouzivanim symboll 1épe sezndmen, miiZeme jeho vhled do modelovani vice

prohloubit zafazenim inverznich uloh. Naptiklad je dan rozsahlejsi text, ktery obsahuje rizné
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informace o $kolni t¥id&, napf. jeji rozméry”, pocet oken a dvefi v&etné rozmérd, velikost a
umisténi tabule atd. Dale je ptedlozeno n¢kolik riznych vyrazi a zadk ma naptiklad zjistit, ze
jeden z vyrazli vyjadfuje celkovy obsah obvodovych stén. Tedy napiiklad kolik bychom
potifebovali metrti ¢tverecnych tapety na vytapetovani tifidy. Jinym typem inverzni ulohy je

piimo zadany algebraicky vyraz, ktery ma zdk geometricky modelovat, napiiklad (a + b)2.
2. Standardni manipulace

Jak jiz nézev napovida, jedna se o standardni upravy algebraickych vyrazi podle zndmych
pravidel a vzorcl, kterym se zak postupné uci. Napiiklad zjednoduSeni vyrazu 2m + 6m na
vyraz 8m nebo vzorec pro druhou mocninu souétu (x + y)? = x2 + 2xy + y2. Upravy vyrazi,
zejména ty naucené na druhém stupni zakladniho vzdélavani, by se mély ¢asem stat nadnesené
,beéznou rutinou®. V budoucnu se zak setka se slozitéj$imi tllohami, jejichz soucasti bude prave
uprava vyrazu. Bude zapotiebi, aby se vice soustfedil na hlavni cil ulohy a postup, jak se
dobrat vysledku, popfipadé na slozitéjsi ukony, nez jsou zakladni Gpravy vyrazi. Pii feSeni by ho
uprava vyrazu neméla zbytecné brzdit a odvadét jeho pozornost. Ptikladem muze byt 74k, ktery
fesi pribéh funkce. Nez samotny ptedpis funkce upravi na vhodné;jsi tvar, se kterym by se 1épe
pracovalo, ztrati vétSinu Casu a ulohu nestihne dokoncit. Dalsi moZnost je, Ze ptedpis diky
neznalostem uprav necha v ptivodnim tvaru. V nasledném derivovani slozitého vyrazu je pak
vetsi Sance udélat chybu, nemluvé o dal$im postupu a casové naroc¢nosti. Obdobné tomu muze
byt u zaka, ktery rozumi analytické geometrii. V uloze zamé&fené na prisecik dvou riznobéZnych
piimek sice vi, Ze prusecik existuje (geometricky by ho dokonce umél najit), ale pii vypoctech
,,ztroskota* na tpraveé vyrazu v soustavé rovnic. Témto problémim samoziejmé chceme predejit

a naucit zaky kvalitni standardni manipulaci s vyrazy. I zde je tomu obdobné jako u modelovani.

Prvnim faktorem ovliviiujicim manipulaci je zptisob ziskanych informaci. Jednou z moznosti je
transmise, kde ucitel zakovi pieda informace o pravidlech a ten je ,,vstiebava“ a procvicuje. Jina
moznost je, Ze zak sdm odvodi obecné pravidlo na zakladé predeslych zkuSenosti pii feSeni tloh.
Ucitel zaka pouze kontroluje a usmérnuje (naptiklad vytvoii sérii cilenych tloh, diky kterym by
se m¢l zak dobrat konkrétniho zavéru). Dalsi moznosti je kombinace obou dvou, kde jeden ze
zpusobl prevlada.

vvvvvv

procvicovani. Pouze velkym mnoZzstvim vyfeSenych rGznorodych uloh se prace s vyrazy stane

samoziejmou. Autofi ale upozoriuji na dv¢ tskali. Prvnim je feSeni stereotypnich uloh, které

4 Rozméry mohou byt zadany nejprve ¢islem a poté i proménnou
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muize nadané zaky Casem snadno otravit a zbyte¢né brzdit ve vyvoji. Druhym, v podstaté
a uspokojovani, ale na ukor slabsich zakl, kterym nemuze byt vénovana dostatecna péce. Snaze
se pak mohou uchylit k memorovani ¢ Gplnému rezignovani na chapani latky. Reseni je nékolik
a na ruznych urovnich, naptiklad skoly se zaméfenim na matematiku pro nadané déti, rozdéleni
do skupin podle vykonnosti v ramci jednoho ro¢niku na jedné Skole, prace ve skupinach ve tfide,
zafazeni asistentl do tiid ¢i vhodny vybér metody vyuky na Grovni uditele. Jednu z téchto metod

predstavuji 1 autofi.

Metoda tii cest je zaloZena na volb& obtiznosti cesty, kterou si zdk sdm voli a diky niz dojde
k novému poznatku. Pfikladem mize byt soubor dvaceti cilenych tloh (viz Bero & Hejny, 1990:
s. 146), jejichZ obtiznost se postupné zvySuje, princip jejich feseni ale zustava stejny. Do prvni,
nejjednodussi cesty, jsou vybrany pocate¢ni tlohy 1 — 7. Druhou cestu tvoii ulohy ze dvou tietin
souboru s tim, ze nékteré jsou vynechany, napi. ulohy 2, 4, 5, 8, 10, 12, 13. Tteti, nejstrméjsi
cestu, tvoti ulohy i z konce souboru, napt. 3, 9, 11, 15, 18, 19, 20. Tim, Ze Zak jednotlivé Glohy

ze souboru vidi, uvazi, po jaké cesté se vyda.
3. Strategicka manipulace

Nejvyssi hladinou V préaci s algebraickymi vyrazy je strategicka manipulace. Zde si zak uz
nevysta¢i s doposud nauc¢enymi pravidly, vzorci a pouckami, které ho dovedly kK cili. Potfebuje
néco vic, napad, myslenku ¢i objev vhodné strategie postupu. Hranice mezi standardni a
strategickou manipulaci je pro kazdého Zaka individualni. Nalézt kofeny kvadratické rovnice
x% — 3x + 2 je pro zaka sedmého roéniku na hlading strategické manipulace. Pro vysokoskoldka
je to vSak bézna rutina na hladiné standardni manipulace. I v nasich rozhovorech z druhé ¢asti
prace se objevila uloha na hladiné strategické manipulace. V tiloze 8 bylo tkolem urcit délku
strany &tverce, jehoz obsah je vyjadien vyrazem 25x% — 10xy + y2. To pro zéky osmiletého

gymnazia, V té dobé jesté neznajici vzorec pro (a — b)?, bylo velkym problémem.

1.3 Zahrani¢ni vyzkumy a studie tykajici se uprav

algebraickych vyrazi

Oddil je vénovan vybranym vysledkim mezindrodniho srovndvaciho vyzkumu TIMSS a

jednomu zahrani¢nimu vyzkumu Vv oblasti Gprav algebraickych vyrazi.
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1.3.1 Mezinarodni srovnavaci vyzkumy v matematice

Cesti zaci se jiz nékolik let v pravidelnych cyklech ucastni mezinrodnich srovnavacich
vyzkumi v oblasti matematické gramotnosti. Od roku 1995 je Ceska republika zapojena do
vyzkumu TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study), ktery je projektem
IEA (The International Association for the Evaluation of Educational Achievement). Testovani
probéhlo v letech 1995, 1999, 2007 a 2011 u zaka 4. a 8. roénik® zakladnich kol a
odpovidajicich ro¢nika viceletych gymnazii. Oproti nékterym vyzkumtim (napiiklad PISA) jsou
ulohy v testu vice zamétfeny na Skolni védomosti a dovednosti a Zaci ¢asto mohou volit mezi

Ctyfmi az péti nabidnutymi odpovéd'mi (Tomasek et al., 2008).

Mezinarodni srovnavaci vyzkumy v matematice nam poskytuji moznost sledovat u velkého
vzorku zaka rizné ukazatele, kromé& schopnosti fesit vybrané ulohy i vztah k matematice ¢i
matematické sebevédomi. Mezinarodni a ndrodni zpravy ndm piinéseji pouze zdkladni informace
o vysledcich téchto vyzkumil; napt. vysledky c¢eskych zakti v porovnani s ostatnimi
zG¢astnénymi zemémi, porovnani s predchozimi ro¢niky, genderové rozdily v uspésnosti atd. ,,Z
konkrétnich oblasti u¢iva, jimz je mozno pficitat pokles ve vysledcich TIMSS a PISA.* (Rendl
& Vondrova, 2014: s. 25). To je cilem i této diplomové prace, tedy vyhledat konkrétni obtizna
mista v oblasti algebraickych vyrazili, coZ je jednim z podtémat oblasti algebry ve vyzkumech
TIMSS. Z nérodni zpravy® vyzkumu TIMSS 2007 vyplyva, 7e Gisp&snost eskych zaki mezi 16ty
1999 a 2007 nejvice klesla pravé v oblasti algebry (Tomasek et al., 2008: s. 11).

Ustav pro informace ve vzdélavani vydal roku 2009 publikaci’ obsahujici uvolnéné matematické
ulohy vyzkumu TIMSS 2007, kde kromé zadéni, cile Glohy a naro¢nosti autofi uvadéji i Cetnost
jednotlivych odpovédi ceskych zakl, kterd je doplnéna kratkym komentdiem tykajicim se
uspésnosti ¢i moznych pficin chybnych vysledku. Jako ilustraci pfedstavim ulohu M31 (M04-03)
véetné Cetnosti odpoveédi Ceskych zakl (spravna odpoveéd je zvyraznéna Cervenou barvou) a
originalniho komentaie odbornikti (Tomések et al., 2009: s. 41). Ulohu jsem vybral zamérng,
nebot’ se objevuje i v mnou pouzitém testu (jako uloha 4) v ramci rozhovori s zaky (viz oddil

2.4),

%V roce 1999 byli v Ceské republice testovani pouze Zaci 8. roéniki.
6 Tomasek, V., et al. (2008). Vyzkum TIMSS 2007. Obstoji cesti Zici v mezindrodni konkurenci?. Praha: Ustav pro informace ve vzdélavani.
! Tomasek, V., et al. (2009). Vyzkum TIMSS 2007 — Ulohy z matematiky pro 8. rocnik. Praha: Ustav pro informace ve vzd&lavani.
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Uloha M31 (04-03) Odpovédi Eeskych zaki
a=3,b=-1. Odpoved A B C D
Kolik je 2a + 3(2 - b)? Cetnost [%] | 33,8 | 58 10,4 | 44,6
A) 15

B) 14

C) 13

D) 9

V uloze Zaci prokazuji, Ze umi dosadit za proménné do algebraického vyrazu, umi provést
pocetni operace ve spravném poradi a umi pocitat se zdpornymi Cisly. Uloha neméla pfilis
vysoké procento UspéSnosti a ¢eSti Zaci se neliSili od mezinarodniho priméru. V feSeni
chlapci je znac¢ny. Z nespravnych odpovédi méla nejvyssi cetnost odpoveéd’ D, Zaci chybné

dosadili zaporné cislo.
(Tomasek et al., 2009: s. 41)

Analyzou vyzkumu TIMSS 2007 se podrobnéji zabyvaji Rendl a Vondrova (2014), kteti pomoci
sekundarni analyzy vysledkd ceskych zakd pii feSeni uloh TIMSS 2007 identifikovali tzv.
kriticka mista v matematice. Autofi popisuji pravdépodobné pficiny obtizi v tzv. slabych a velmi
slabych ulohach, které byly autory vybrany a rozdéleny podle nasledujiciho klice (Rendl &
Vondrova, 2014: s. 29):

1. Velmi slabé Glohy — ulohy, ve kterych byli CeSti zaci podprimérné Uspé$ni oproti
primérné Gspés$nosti mezinarodniho souboru.
2. Slabé tlohy — odchylka uspésnosti Ceskych Zaki je v rozmezi 0 az +5 % oproti primérné

uspésnosti mezinarodniho souboru (zaci byli v ulohach primérni ¢i lehce nadprimérni).

Nutno podotknout, Ze primérnd odchylka tspéSnosti ¢eskych zakl od uspeSnosti mezinarodniho
souboru ¢ini + 9,4 %, a pokud bychom vyradili slabé a velmi slabé tlohy, zvétSila by se na
+13,6 % (Rendl & Vondrova, 2014: s. 29). Pfedstavim zde vybranou ¢étvetici tloh, ktera se tyka

algebraickych vyrazi, v¢etné procentudlni tispésnosti a poznatkd, ke kterym autoti dospéli.
MO04-07

Jde o velmi slabou ulohu s tspéSnosti 24,7 % a odchylkou oproti mezinarodnimu priméru
—1,1 %. Uloha vyzaduje Gpravu vyrazu 2(x +y) — (2x — y), tedy roznasobeni dvojélenu,

odecteni dvojClenu ,,odstranéni znaménka minus pfed zavorkou* a zjednoduSeni mnohoclenu.
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Zadani 1 samotné Upravy vyrazu zhruba odpovidaji testové tiloze 1 z oddilu 2.4, kde ovsem
nebyly dany zaktim zadné moznosti (Uloha 1: Zjednoduste: x(x + 1) — (x + 1)). Navic v tloze
1 1ze postupovat 1 vytknutim vyrazu x + 1. ,,Necast¢j$i nespravné odpovédi odpovidaji tomu, ze
zak nezménil znaménko u nékterého ¢lenu druhého dvojclenu.” (Rendl & Vondrova, 2014:

s. 40).
M10-08

Ukolem je vyjadfit obsah obdélnika, ktery ma strany oznadeny x a x + 2 (to odpovida &asti
tilohy 11 a ve své podstaté i uloze 9 z mnou pouzitého testu). Uspé&snost feseni byla 35,5 % a
odchylka oproti mezinarodnimu priméru klesla na —2,8 %. Zaci nejéast&ji volili chybnou
odpovéd x? + 2, a to v 36,1 % piipadi, coz podle autord odpovidd nespravnému roznisobeni
zavorky. ,,Zaci nechapou vyraz v zavorce jako jeden celek. Miizeme vyslovit domnénku, Ze
uloha by zifejmé méla vyssi GspéSnost, pokud by jako strany obdélnika byla pouZita ,,standardni*

pismena a, b.“ (Rendl & Vondrova, 2014: s. 40).
MO08-11A a M08-11B

Hlavni ¢innosti ve dvojici neuvolnénych tloh, zafazenych do velmi slabych, je dosazeni
algebraickych vyrazi (sloZzenych z ¢isla a proménné) za dvojici proménnych v jiném
algebraickém vyrazu. Stejné jako v tloze 6 (Caste€né 1 9, 10 a 11) z mnou pouzitého testu,
nebyly zakim piedlozeny zadné moznosti. Bohuzel nejcastéjsi odpovédi nejsou znamé, autofi
pouze uvadéji uspésnost 30,7 %, resp. 8,8 % pro ulohu M08-11A, resp. M08-11B a odchylku

oproti mezinarodnimu praméru —2,7 %, resp. —4 %. (Rendl & Vondrova, 2014: s. 37).
M08-08

V této uloze maji zaci zjistit, ktera ze ¢tyt nabizenych rovnic ma feseni pro predem dané hodnoty
dvojice proménnych. Obdobn¢ je tomu i u ulohy 5 v mnou pouzitém testu. V tloze M08-08
byla uspésnost 36,2 %, a s odchylkou oproti mezinarodnimu priméru —1,2 % tak spada mezi
velmi slabé. Uloha je tzv. neuvolnéna, tedy jeji zadani se nesmi zvefejnit. Proto ji autofi jen

opisuji.

Napft. by mohla byt zadana dvojice x = 3 a y = 8 a nabidnuty Ctyfi rovnice, z nichz jedina
je po dosazeni hodnot platna. Nejpochopitelné€jsi chybou je zdména x a y pfi dosazovani
(13,2 % zakt): 3x — 8y = 0. Avsak nejcastéjsi Spatna odpoved’ (25,4 %) odpovida tomu,

kdy by jako spravné feSeni byla vybrana rovnice 8x + 3y = 24. Zda se, ze Zaci nejdiive
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dosazuji zvlast’ Cislo x, pak zvlast ¢islo y a druhy s¢itanec ignoruji (jakoby ovétovali vzdy

jen jednu proménnou), a dostanou tedy v obou piipadech ¢islo 24.
(Rendl & Vondrova, 2014: s. 35)

V zavéru studie rozdéluji Rendl a Vondrova obtizna mista pro ¢eské Zzaky do dvou SirSich
okruhi. ,,Jednim z nich jsou rtzné aspekty algebry, jak ji koncipuji tlohy TIMSS, druhou pak
vypoctech.” (Rendl & Vondrova, 2014: s. 52). Z oblasti algebry autofi poukazuji na né¢které dil¢i
momenty, které piisobi zakiim potize; prace se zdpornymi Cisly, zlomky ve vyrazech a rovnicich,

vvvvvv

testovani platnosti rovnice vicendsobnym dosazovanim za proménné.

Analyza jednotlivych uloh v oddile 2.4 je zamétena na identifikaci podobnych dil¢ich momentd,
které délaji zaktm potize. V oddile 2.5 jsou vysledky této prace porovnany se zavéry a daty vyse

vybranych studii.

1.3.2 Zahranicni studie

Zakovskymi problémy v upravach algebraickych vyrazii se zabyva i J. Vlassis. Vyzkum Making
sense of the minus sign or becoming flexible in ‘negativity’ (v hrubém Ceském piekladu Ujasnéni
si vyznamu znaménka minus nebo pruzné chapani ,,zdpornosti ) zde blize popisi, nebot’ n¢které

poznatky vyuziji pti analyzovani uc¢ebnic a rozhovort z experimentalni ¢asti této prace.

J. Vlassis uvadi, ze ¢lanek je zaméfen na druhy koncepénich zmén, které nastavaji, kdyz zaci
zaCinaji pracovat se zapornymi Cisly v algebraickych vyrazech a jejich upravach. VéEtsi diraz byl

vsak podle mého nazoru kladen na druhy chyb a nedostatky pfi objasnovani postupu feseni zaky.
Vyzkum si kladl tii hlavni otazky:

1. Jak zaci vysvétluji své postupy pii zjednodusovani mnohoclenu? Ke kterym modeltim
nebo pravidlim se ptiklangji?

2. Jaky vyznam pfisuzuji znaménku minus?

3. Jak siln€ je zakofenén zakiv poznatek vznikly z pocate¢nich modeld? Tato otazka Si
klade za cil analyzovat odpor ke zménam uvazovani u zaku, ktefi pti Gpraveé jednak
neuspéli (jsou jim ptfipomenuty spravné postupy), ale i téch, kteti uspé€li (jsou pozadani

0 nazor na chybné postupy jejich spoluzaki).
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Autorka ¢lanku nejprve shrnula troji vyznam znaménka minus:

Unarni (strukturalni symbol) — Znaménko minus je v této souvislosti ticba povazovat
za ,,predlozku‘ objektu, napt. mensitel, samotné ¢islo, formalni koncept zaporného cisla.
(=5).

Binarni (symbol operace) — Znaménko se pouziva ve smyslu odebirani né¢eho, symbol
pro operaci od¢itani, rozdil mezi dvéma ¢isly, pohyby na Ciselné ose.

Symetricky (Symbol operace) — Znaménko se pouzivd ve smyslu opaku néceho,

oznaceni inverzni operace, napt. zaporné znaménko pted zavorkou 2a — (5 — 3a).

Vysledky vyzkumu byly odvozeny z rozhovorl nad feSenymi tlohami dvanacti zaki osmjlch8

ro¢nikt ve véku 13 — 14 let. Metodika zahrnovala:

1. Vybér vhodnych uloh pro testovani. Celkem 28 uloh se tykalo pouze tGprav dvojclent,

troj¢lentt nebo Ctyfélentt slozenych zcelych ¢isel a jedné proménné (napiiklad
mnohocleny 6y — 20 + 3y — 12;4n — 3n).

Plosné testovani celkem 133 zakti osmych ro¢nikt na téech skolach ve francouzské Casti
Belgie, tikolem testu bylo zjednoduSovani téchto mnohoclent.

Dvanact zaku bylo vybrano podle klice: ¢tyfi zaci se skore 80 % a vyS§im, Ctyfi Zaci se
skore 60 — 70 % a Ctyii zaci se skore 50 % a niz§im.

Individuélni rozhovory s dvanacti vybranymi zéky, dotazovani se na jejich strategie

Uprav a vyznam, jaky piikladaji znaménku minus (viz otdzky vyzkumu).

Zaci tigastnici se vyzkumu se jiz setkali se znaménkem minus v oborech N a Z, kde jim zarovei

byly objasniovany zakladni operace s jejich vlastnostmi a pravidly. Zaporna ¢isla byla zavedena

pomoci modelt ¢iselnych os ¢i dluht a ziskli. Pro ureni hodnoty &iselného vyrazu se Zaci

naucili vhodné sdruzovat ¢leny, zakon distributivity a poucky; naptiklad, Ze minus a minus da

plus (napt. 3 — (—2) = 5). O rok pozdg&ji se seznamili S mnozinou R a feSenim linearnich rovnic

S jednou neznamou.

Z rozhovort s zaky vyplynulo nékolik typd nezadoucich jevi:

Zact si pii feSeni mnohoclent predstavuji zavorky, které chybné pouziji a zméni vyraz.

Napiiklad trojélen 20 + 8 — 7n — 5n si piedstavi jako 20 + 8 — (7n — 5n) = 28 — 2n.

8 vek odpovida zakim sedmych ro¢nikl v ¢eském skolstvi.
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Chyba se ¢asto objevuje u mnohoclenti, které obsahuji po sob¢ jdouci dvojici zapornych
¢lenti.

e | kdyz zaci maji naucené nekteré poucky a pravidla (naptiklad ,,minus a minus da plus”),
Casto je neumi spravné aplikovat. V praxi to vypada tak, ze mnoho¢len 6 — 5a — 3 — 4a
zjednodusi na 9a — 9, nebot’ —5a a —4a, tedy minus a minus da plus, tedy +9a.

e Nc¢kdy zéaci nezjednodusovali mnohocleny zleva doprava, ale zprava doleva. Naptiklad
vyraz 4 — 6n — 4n upravuji jako 61 — 4n = 2n. Koneény vysledek je 2n — 4.

e Chybné¢ sdruzovani odpovidajicich si ¢lenti a jejich znamének (vyména cleni bez

znamének). Ve vyrazu 6y — 20 + 3y — 12 zaci sdruzi 6y — a 3y jako 6y — 3y = 3y.

Z analyzy testli a rozhovorti vyplynuly dva hlavni druhy koncepénich zmén, které je nutné
uchopit pro spravné zjednoduSovani mnohoclenti se znaménky minus, ve kterych méli Zaci

nedostatky:

1. Zaci jsou do jisté miry zmateni tim, co se naudili o pfirozenych &islech. Je proto nutné
uvést na pravou miru a sjednotit jejich chapani znaménka minus u aritmetiky pfirozenych
Cisel a u uprav algebraickych vyrazi.

2. Ani zaci s nejlepsimi vysledky neprokazali celostni chapani samotného znaménka minus,
které by se mélo odvijet od vé&tsiho porozuméni a vyuzivani toho, co nazyvame

»Zapornosti”.

Pii studovani koncep¢nich zmén je tfeba mit na paméti, ze znaménko minus neni pouzivano

pouze k oznaceni operace od¢itani, ale také k oznaceni zapornych éisel.

V zavéru Clanku se autorka priklani k metodice vyuky konceptu ,,zapornosti‘ pomoci slovnich
uloh zadanych v pfirozeném jazyce zaka a postupnému piifazovani symbolu minus K urcitym
operacim a objektim samotnymi Z&ky. Samotnym pfifazovanim symbolu minus redlnym

situacim zaci 1épe pochopi jeho vyznam a nauci se s nim tak i spravné pracovat pii tpravach.

Podle mého nazoru se ze zavéru prace da usoudit, ze se autorka piiklani ke konstruktivistickému
zpusobu vyuky, kdy zdk objevovanim ziskdva nové poznatky a dovednosti, oproti
transmisivnimu zpasobu vyuky, kdy at’ ucitel nebo i ucebnice, piedava zakovi informace jako

fakta.
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1.4 Analyza ucebnic z hlediska algebraickych vyrazi

0ddil je zaméfen na analyzu tiech fad ucebnic, které pouzivaji ve své vyuce skoly tucastnici se
vyzkumného projektu v druhé Casti prace. Podrobnéji se zaméfim pouze na ucebnice, jejichz
obsah souvisi s algebraickymi vyrazy a jejich tpravami. Cilem analyzy je porovnat piistupy
autortt jednotlivych fad ucebnic, vyhledat oblasti matematiky, kde se objevuji Upravy
algebraickych vyrazli, ukazat modely, které autofi pouzivaji pii zavadéni nékterych operaci
s mnohocleny, a kone¢né zjistit, jaké oblasti matematiky je nutné ovladat pro kvalitni zvladnuti

uprav algebraickych vyrazu.

1.4.1 Matematika pro nizsi roc¢niky viceletych gymnazii (Herman a

kol.)

Ucebnice® se pouzivaji na Gymndziu EliSky Krasnohorské v Praze v prvnich ctyfech rocnicich
osmiletého studia. Jednotlivd témata Skolniho vzdélavaciho planu pro matematiku témét
koresponduji s nazvy ucebnic této knizni série. Kazda ucebnice na zacatku obsahuje kapitoly Na
vysvétlenou a Uvod. \ Kapitole Na vysvétlenou jsou uvedeny cile celé série ucebnic, zptisob
vykladu nové latky, zpisob feSeni ptikladli a kontrola znalosti pomoci tloh, které jsou oznaceny

¢tyfmi druhy symbola (obr. 1).

O Ize Tesit zpravidla zpaméti
obtiznéjsi priklad
+% velmi obtizny priklad
E zajimavy priklad (podle naseho néazoru)

Obr. 1: Znaceni obtiznosti uloh
Autofi upozoriuji, ze poznatky vV rameccich by se Zaci neméli ucit nazpamét’:

Dilezité vysledky vykladu jsou shrnuty ve vétach, které jsou graficky vyznaceny ramecky.
Nejedna se nam v Zadném piipadé€ o signal k bezduchému memorovani, ale o vyzvu, aby

se zaci nad obsahem téchto vét dikladn€ zamysleli a spravné je pochopili.

(Herman et al., 2003: s. 7)

o Od autorti Herman, J.; Chrapova, V.; Janéoviova, E.; Simsa, J.
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Kapitola Uvod kazdé uéebnice je vénovana ohlédnuti do historie dané latky a motivaci pro
ucebni latku. V posledni kapitole kazd¢ ucebnice mohou zvidavi Zaci fesit lohy z matematické

olympiady.
Matematika pro niZi ro¢niky viceletych gymnazii — Uvodni opakovani

Prvni kniha'®, nazvana Uvodni opakovdni, je zaméfena na opakovani latky z prvniho stupné
zékladniho vzdélavani. Cilem je sjednotit a doplnit znalosti zakd, ktefi pfisli na gymnéazium
z riznych druht $kol. V tvodni kapitole Cislo a cislice si Zaci zopakuji pojmy ¢&islo, &islice a
prirozena c¢isla. Nasleduje kapitola Mnoziny, ktera je vzhledem k tématu této prace nezajimava,
nebot’ bezprostfedné nevede k Gipravam vyrazil, a poté kapitola Prirozena cisla, ve které se zaci
poprvé setkaji s proménnou a nezndmou. V uloze 5 na strané 32 maji zaci za ukol nahradit
pismena spravnymi ptirozenymi ¢isly (obr. 2). JelikoZ se jedna o nefeSenou tlohu, autofi zfejmé
predpokladaji, ze Zaci jiz umé&ji s proménnou timto zpltisobem pracovat a maji o ni né&jakou

predstavu.

5. Pismena a, b, ¢ a d nahradte spravnymi pfirozenymi Cisly:

ikt Sl il oty
01 a

Obr. 2:Nahrazovani pismen &isly

Proménna se objevuje o nékolik fadka nize, kde je zopakovano, ze s¢itani ptirozenych Cisel je

asociativni a komutativni (obr. 3).

Vite jiz, Ze s¢itani je komutativni (pofadi s¢itanci lze zam&hovat) i aso'i
tivni (s¢itance lze libovolné sdruzovat):
105 + 250 = 250 + 105
(17432) +23 =17+ (32 + 23)

Obé pravidla symbolicky zapiSeme vzorci, které plati pro libovolné pil ,
zen3 Cisla a, b, c: 4

a+b=b+a
((l+/))+(':(1+(/)+(,‘)

Obr. 3: Vlastnosti s¢itani pfirozenych ¢isel zapsané pomoci proménnych

10 Herman, J., et al. (2005a). Matematika pro niZsi rocniky viceletych gymndzii — Uvodni opakovani. Praha: Prometheus.
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Na strané 34 v Gloze 11 se objevuje neznama v linearni rovnici (obr. 4). Zaci v této fazi vyuky
jeSté neznaji ekvivalentni upravy rovnic a pojmy souvisejici s rovnicemi. Toho si jsou

samozfejmé védomi i autofi, ktefi pfizptsobili zadani ulohy a nenapsali napiiklad — Reste

rovnice.
11. Vypoctéte ¢islo oznacené pismenem y:
a) 7124y =1000 b) y+ 383 = 678
c) 1457+ y = 10000 d) y+ 544 = 9088

Obr. 4: Pismeno jako neznama v linearni rovnici

V ucebnici se s proménnou dale setkime v zobecnéni distributivity nasobeni vzhledem ke
sCitani, atove tvaru (a+b)-c=a-c+b-c,ivetvaruc-(a+ b) =c-a+ c-b; druhy tvar
pouze ve formé dovétku a menSim pismem. V nasledujicich ulohdch s ¢iselnymi vyrazy se vSak

objevuji oba tvary.

Za kapitolou Desetinna cisla nasleduje kapitola Ciselné vyrazy, kde si 74k zopakuje, CO je to
¢iselny vyraz, z ceho se sklada a jak se s Ciselnymi vyrazy pocitd. Na nékolika ptikladech je
ukéazano, jaké pocetni operace maji prednost a jakou roli v zapise hraji zavorky. Zakovy
poznatky je mozné ovéfit na velkém mnozstvi uloh. Je zde' i uloha, kterda miize byt pro Zaka

zajimavéjsi nez ostatni ulohy typu Vypoctéte: (obr. 5).

x4. Doplite do zapisu Ciselného vyrazu 2-4+424 : 6 — 3 jednu dvojici
kulatych zévorek tak, aby mél hodnotu:
a) 10 b) 13 c) 16

Obr. 5: Nestandardni uloha

Nasleduje kapitola 6 Rovnice. Autofi zacinaji vysvétlenim pojmu rovnice a rovnost, leva a prava
strana rovnice, co znamena fesit rovnici a jak se postupuje pii feSeni nejjednodussich typa
rovnic. Poprvé zde zazni i pojem nezndmad: ,,Zapis x — 2 = 7 je piikladem rovnice. Objevuje se
zde neznamé Cislo, které je tfeba urcit. Nazyva se neznama; obvykle se oznacuje pismenem x.
Uzivaji se v8ak i jina pismena.” (Herman et al., 2005a: s.54). Pojem proménna se zatim
neobjevuje. Kromé samotnych rovnic jsou zde i tlohy, ve kterych ma zak ovéfit, zdali je dané
&islo kofenem rovnice. Zak samoziejmé miize rovnici fesit a poté porovnat vysledek s danym
¢islem. Pokud ale dostane takovou rovnici, kterou fesit neumi, musi jiz dosadit za proménnou a

urcit hodnotu ¢iselného vyrazu na pravé, resp. levé strané rovnice. Autofi K tomuto Gc¢elu pouzili

1 Matematika pro niz&i roéniky viceletych gymnazii — Uvodni opakovani, str. 53.
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kvadratické rovnice zapsané bez mocnin (zak se s mocninami je$té nesetkal). Napiiklad v tloze
X-x+6=5-x zcvieni 4 na strané 57 maji zjistit, ktera ¢isla z mnoziny {0, 1, 2, 3,4} jsou
kotfeny rovnice. V Kapitole Slovni ulohy zak kromé feSeni rovnic o jedné neznamé tvoii vyrazy
dle slovniho popisu (obr. 6). Ve zbytku uc¢ebnice se proménna jesté objevi u opakovani obecnych

vlastnosti vedlejSich a vrcholovych uhl, kde jsou pouzita pocatecni pismena fecké abecedy.

Pi#iklad 3. Ctyfnasobek nezndmého &isla je o 3 vétii nez &islo 17. Uréete
neznamé (islo.
Reseni
Honza Alena
mugnont cibe % cole ... X
et 4 x= 3497 padd . Yx-Baty
4. x = 3+1% bh-x -8 - 1%
4. x =20 ¥x =40
X =201 XK=dD:Yy
i 5 X=\5_
Lh: 4. 5=20 },L VRN ey
20-3=47 L0- 8 = 4%
Nepnamt' Esle po 5. Hlotant etole gi fat

Obr. 6: Tvorba vyrazu dle slovniho popisu
Matematika pro nizsi ro¢niky viceletych gymnazii — Délitelnost

Ve druhé udebnici®? je pro upravu algebraickych vyraz dulezita zejména kapitola Spolecny
délitel, kde Zaci pomoci prvociselného rozkladu ¢isla hledaji nejvétsi spolecny délitel n€kolika
riznych ¢isel. Tuto dovednost v budoucnu uplatni nejen pii vytykani nejvétsiho spole¢ného
délitele (Cisla) z jednotlivych ¢lend mnohoc¢lenu, ale i pfi vytykani spoleéného Cinitele (Cisla i

proménnych) z jednotlivych ¢lenit mnohoclenu.
Matematika pro nizsi ro¢niky viceletych gymnazii — Kladna a zaporna ¢isla

Ucebnice™ obsahuje velké mnozstvi &iselnych vyrazd; proménnych jiz vyraznd méng, opdt
zejména v zobecnénych vlastnostech nebo pravidlech ¢i v zahlavich tabulek. V jednom
z pravidel v opa¢né podobé se objevi odstranéni znaménka minus pied zavorkou (obr. 7).
Pravidlem autofi objastiuji s¢itani zépornych c&isel, o odstraovani znaménka minus pied

zavorkou se zde nemluvi. Zaroven zékovi pfipominaji, ze proménné a a b jsou jakakoli kladna

12 Herman, J., et al. (2003). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymndzii — Délitelnost. Praha: Prometheus.
13 Herman, J., et al. (2004a). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymndazii — Kladna a zaporna cisla. Praha: Prometheus.
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¢isla. V néasledujicich ulohach se sice objevi znaménko minus pied zavorkou, ale jelikoz jde

0 Ciselné vyrazy, je postup zaki takovy, ze urc¢i hodnotu vyrazu v zavorce a tim ji i odstrani.

Pravidla pro s€itani a od¢itani ¢isel prehledné zapiSeme do rémecku. Pro
jakakoli kladna &isla a, b plati:

(—a) + (=b) —(a + b)
a+(=b)=a-b

a—(=b)=a+0b

Obr. 7: V pravidlech se objevuje znaménko minus pted zavorkou

Stejné je tomu i v kapitole Ciselné vyrazy, kde jsou opét obecné piipomenuty vlastnosti operaci
s celymi Cisly a podrobnéji vylozena funkce zavorek v zapise Ciselného vyrazu. Hlavni ¢innosti

celé kapitoly je ur€ovani hodnoty ¢iselnych vyraza.
Matematika pro nizsi ro¢niky viceletych gymnazii — Racionalni ¢isla. Procenta

Prvni uGebnice™ pro sekundu je zaméfena na kompletni vyklad o racionalnich &islech a jejich
elementarni aritmetiku. Pismena lze nalézt naptiklad v alohach, kde se maji v n€které Casti
zlomku nahradit Cisly tak, aby zlomek spliioval dané vlastnosti (naptiklad byl roven deseti).
Tradi¢né nalezneme pismena V zobecnénych vlastnostech nékterych operaci, jak tomu bylo i

v predeslych ¢iselnych oborech.
Matematika pro nizsi ro¢niky viceletych gymnazii — Trojuhelniky a ¢tyrahelniky

S algebraickymi vyrazy se Zaci vyrazn&ji setkaji v udebnici®® vénované geometrii. Uebnice se
zabyva nejprve vlastnostmi trojuhelnikGt a Ctyithelnikd, kde se setkame s proménnymi
v zapisech obecnych vlastnosti téchto objektl (soucet velikosti vnitfnich hll, trojuhelnikova
nerovnost atd.). Kapitola Obsahy™® je vénovana obsahiim zmin&nych utvart. Obsah trojuhelnika
autofi odvozuji pomoci papirovych modeld a rovnobézniki, diky kterym Zéaci objevi vzorec pro
obsah S = % ~a-v,, kde a je strana a v, pfislusna vyska. Jedna se o spojeni algebraického

vyrazu s jeho geometrickou interpretaci. Tyto modely jsou propedeuticky uzite¢né pro budouci
odvozovéni druhych mocnin dvojclenil a jinych algebraickych vzorcl. V nasledujicich tlohach

se objevuje zjistovani obsahu trojuhelnika dosazenim do vzorce za proménné. Pouze posledni

14 Herman, J., et al. (2004b). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymndzii — Raciondlni ¢isla. Procenta. Praha: Prometheus.
1 Herman, J., et al. (2006a). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymnazii — Trojithelniky a ctyrihelniky. Praha: Prometheus.
18 Matematika pro nizsi roéniky viceletych gymnazii — Trojuhelniky a ¢tyiuhelniky, str. 97.
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dvojice uloh'” vyzaduje po Zakovi vypodet vyiky, resp. délky strany (obr. 8). Ob& ulohy jsou

oznaceny jako obtiznéjsi, nezapomenme, ze zak jesté nezna ekvivalentni Gpravy rovnic.

*7. Vypoctéte vysku v, trojuhelniku ABC, ktery m4 obsah 10cm? a stra-
nu BC délky 5cm.

#8. Trojuhelnik XY Z m4 obsah 12,6 cm?. Vyska ke strand Y Z mé¥i 6 cm.
Urcete délku této strany.

v

Obr. 8: Obtizngjsi ulohy na urceni vysky resp. délky strany trojtihelniku

Obdobné je tomu pro obsah lichob&zniku, pouze v jediné Gloze™ je pozadovan vypocet vyiky.

Vyjadieni vysky ze vzorce pro obsah trojihelniku, resp. lichobézniku se neobjevuje.
Matematika pro niZsi ro¢niky viceletych gymnazii — Hranoly

Podobné jako v pfedchozi uéebnici i zde™ jsou geometrické modely spojeny s algebraickymi
vyrazy. Ukazi napiiklad odvozeni® vzorce pro povrch pravidelného &tyibokého hranolu na

obr. 9.

Pro obsah S, kazdé jeho podstavy (Etverec o strané a) plati:
S =a-a=a?
Pro obsah S, kazdé boc¢ni stény (obdélnik o stranach a, v) plati:

Og=a'v

RN

a

Povrch § pravidelného &tyibokého hranolu je roven souctu obsahi dvou

podstav a &tyf bo¢nich stén:

ls:'_)‘f"l+«l-.\'_y::'~:l'(.'f l-a-v

Obr. 9: Algebraické vyrazy v geometrii

Zaci opét nejcastéji dosazuji Cisla za proménné do vzorcli pro objem a povrch a urcuji hodnoty

vyrazl. Vyjadiovani proménnych ze vzorcu se zde neobjevuje.

7 Matematika pro niz$i roéniky viceletych gymnazii — Trojuhelniky a ¢tyithelniky, str. 102, uloha 7 a 8.

18 Matematika pro nizsi roéniky viceletych gymnazii — Trojuhelniky a ¢tyfthelniky, str. 110, Gloha 16.

19 Herman, J., et al. (2006b). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymndazii — Hranoly. Praha: Prometheus.
20 Matematika pro nizsi ro¢niky viceletych gymnazii — Hranoly, str. 40.
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Matematika pro niZ$i ro¢niky viceletych gymnazii — Vyrazy [1]

Prvni ugebnice” vénovana piimo vyraziim je zaroveii posledni udebnici uréenou pro sekundu.
Prvni polovina je vénovana mocninim a odmocnindm. Zaci maji s mocninou jiz urditou
zkusenost z ucebnice Délitelnost, ptesto zde autofi novy poznatek buduji od zacatku a objasiuji
na geometrickych modelech. Proménna se objevuje v obecnych pravidlech pro umocnovani i
odmocnovani. Vétsina Gloh pracuje pouze s Ciselnymi vyrazy, snad pouze jednou se objevi

vV uloze 9 na stran¢ 49 proménna v druhé a tieti mocning. 74k ma pomoci znamének <, >, =
C vy . v 9 , . .
zapsat vztahy mezi &isly x, x2, x3, kde x je postupné 5; 0,4; 1; o V sedmé kapitole Mocniny

v geometrii se objevuje piiklad®?, kdy Zaci poéitaji rozméry obdélnikové zahrady (obr. 10).

Délky stran obdélniku jsou misto ¢isel zadany proménnou.

Piiklad 2. Skolni zahrada ma tvar obdélniku o obsahu 12 arfi. Délka
zahrady je tfikrat vétsi nez jeji Sitka. Urcete rozméry zahrady.

Reseni. Sitku zahrady oznacime z. Jeji délka je
trojnasobnd, tedy 3-z. Obsah S zahrady je roven X
sou¢inu obou jejich rozmeéri:
ys 33X
S=3.z-z=3 2°

Obr. 10: Uloha zaméfena na schopnost vytvofit vyraz

Pokud pfiipustime, Ze Zak pracuje s nauéenym vzorcem pro obsah obdélnika S = a - b, pak za
proménnou a, resp. b nedosazuje ¢islo jako doposud, ale jiny vyraz, ktery nasledné upravi.
Zjednoduseni mnohoclenu, konkrétné soucet jeho jednotlivych clent, je v prikladu 5 na strané
76. Casti piikladu je uréeni celkového obsahu tfi trojithelniki, jejichz strana a vyska je vyjadiena
proménnou. Jednotlivé obsahy jsou 2-x%, 4-x% a 3-x2. Vyraz pro jejich soucet je upraven
takto: 2-x2+4-x2+4+3-x2=9-x2. Druhd polovina ucebnice je vénovana vyraziim

r

S proménnymi, kterym piedchéazi opakovani ¢iselnych vyrazl. Zejména je zopakovano:

k ¢emu slouzi v zapise zavorky, kdy je lze vynechat;
= jak se pocitd hodnota vyrazu,
= které operace maji pfednost;

* umocnovani a odmocnovani ¢iselnych vyrazi;

* pojmenovani vyrazi (soucet, soucin, ¢tvrta mocnina rozdilu ¢isel 5 a 2 atd.).

2 Herman, J., et al. (2005b). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymnazii — Vyrazy 1. Praha: Prometheus.
%2 Matematika pro niz$i roéniky viceletych gymnazii — Vyrazy 1, str. 75.
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Pomoci vzorce pro obvod ¢tverce o = 4 - a autor

vyrazy S proménnymi.

Prava strana predchoziho vzorce, tj. zapis 4 - a,

1 vysvétluji, co je to proménna a jak vypadaji

je prikladem vyrazu s proménnou. Pismeno

a se nazyva promeénnd. Tento nazev napovida, Zze hodnota a se mtze ménit podle toho,

s jakym Ctvercem pracujeme.

Nahradime-li v ¢iselném vyrazu nékteré ¢islo

dostaneme vyraz s proménnou.

Jako priklady autofi uvadi vyrazy ze vzorcl

pismenem (tieba i na n¢kolika mistech),

(Herman et al., 2005b: s. 106)

z geometrie. Nasleduje vyklad pojmi clen,

mnoho¢len, jednoclen, koeficient apod. Zaci se také uci zkracenému zapisu, napiiklad 3p?q

misto dosud pouzivaného 3-p-p-q. Po tomto
mnohoclent. Vychazeji z redlného svéta, kde se s¢

jablka a hrusky (obr. 11).

uvodu autofi pristoupi ke scitani a od¢itani

itaji vé&ci rizného druhu, v jejich ptipadé¢ jde o

1ak scitame mnohocleny?

Na obrazcich si pripomeiite, jak se v pr

B

3 hrusky

Podobnym zpiisobem postupujeme i

druhu®, které mizeme s¢itat, nam pre
se lisi pouze svymi koeficienty. Bude
Odpovidajici si ¢leny tedy obsahuj
stejné mocniné. Napiiklad

2
Y B

ARSIORR RN
RO A
Nttt

(3 hrugky + 1 jablko) + (2 hrusky + 2jablka) = 5hruek + 3 jablka

{ stejné promeénne

axi sCitaji véci rlizného druhu:

-

u mnohoélentl. ,Predméty stejného
dstavuji ty cleny mnohoélenti, ktere
jim rikat odpovidagict st cleny.

me _ »
a kazdou z nich ve

— z%y, pgr a grp

Obr. 11: Zavadéni séitani mnohoclent
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Naésleduje n€kolik vzorovych ptikladi a uloh na procviceni. Nejprve jsou s¢itany mnohocleny
S ¢leny S jednou proménnou a poté az s vice proménnymi i v riznych mocninach. Na feseném

ptikladu je ukazana metoda sdruzovani odpovidajicich si ¢lenii (obr. 12).

AR Lo
= Xt i-x 42

Obr. 12: Zjednoduseni mnohoélenu sdruZzovanim odpovidajicich si ¢lent

Nékteré¢ vysledky Uprav jsou ovéfeny dosazenim Ciselnych hodnot. Odc¢itani mnohoclent je
vysvétleno pouze algebraicky, a to pfes opacny mnohoclen k mnohoclenu. Autofi zacinaji
Ciselnymi vyrazy, kde odecist Cislo znamena pficist k nému ¢islo opacné, coz je zakim jiz

dlouho znamo, a to samé se provadi i s mnohocleny (obr. 13).

Odexist mnoho¢len znamené pricist mnohoélen k nému opaény
dedis oho¢len zn: I y.

Protoze s¢itat mnoho¢leny uz umime, miizeme pocitat:

r+ 5

(4z+5)—(22—3) =4z +5+(-22+3)=42+5—-22+3=22+38

((1—1)~(f(12—‘2(1+1):a—1+(a2+2(1—1)=
—a—1+a’>+2a—-1=a’+3a—-2

[Takové podrobné zipisy obvykle vynechavame. Poéitdme tak, Ze rovnou
odstrafiujeme zavorky podle pravidla:

Obr. 13: Ode¢itani mnohoclend a odstratiovani zavorek

Pod obrazkem jsou vzorové feSeny tii piiklady béZnym zplisobem. Nasobeni mnohoclent
V nasledujici kapitole23 je jiz podano bez prikladi s &iselnymi vyrazy. Zaci se postupné uéi
nasobit dva jednocleny, mnohoclen jednoclenem a mnohoclen mnohoclenem. Autoii ve

vzorovych piikladech pouZivaji nazorné Sipky. Neobjevuji se jesté zadné vzorce pro (a + b)?,

%% Matematika pro niz$i roéniky viceletych gymnazii — Vyrazy 1, str. 122.
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a? — b? apod. Je zde** pouze piipomenuto, Ze roznasobeni mnoho&lenu jedno&lenem je spojeno
s distributivitou nasobeni vzhledem ke sc¢itani. Objevuje se mnoho piikladi 1 uloh ve tvaru
dvojélen krat jednoclen. Posledni dovednosti, kterou se kniha zabyva, je déleni jednoc¢lenu
jednoclenem a mnohoclenu jednoclenem. Diiraz je kladen na podminky, pro které hodnoty
proménné ma lomeny vyraz smysl. Déleni mnohoclenu jednoclenem zaci pfevadi na zlomek, ve

kterém nasledné krati, a tim dospéji k vysledku.
Matematika pro niZ8i ro¢niky viceletych gymnazii — Rovnice a nerovnice

Na zagatku ucebnice® je popsan vztah pojmu neznama k pojmu proménna: ,,Na jedné nebo na
obou stranach kazdé¢ rovnice se objevuje vyraz s proménnou. Proménné zastupuje neznamé ¢islo,
které je tfeba urcit. Nazyva se nezndma; nejCastéji se oznacuje pismenem x. Uzivaji se vSak i
jina pismena.“ (Herman, et al., 2005c: s. 10). Ve zbytku ucebnice se fesi rovnice pomoci
ekvivalentnich uprav, diky kterym zaroven Zaci procvicuji sCitani, odc¢itani, nasobeni a v malé
mife i déleni mnohoclenti. Novou dovednosti je vytvaieni algebraickych vyrazi ¢i rovnic ke
kontextu a schopnost vyjadiit neznamou ze vzorce. Tyto i predeslé dovednosti zaci uplatni i
Vv nésledujicich tfech ucebnicich, kde se setkaji s kruhem a valcem, pfimou a neptimou tmérnosti

¢i trojélenkou. V oblasti uprav algebraickych vyrazli zde nenalezneme nic nového.
Matematika pro nizsi ro¢niky viceletych gymnazii — Vyrazy [2]

Posledni ugebnice?® vydana pro tercii je vénovana algebraickym vyraziim. Pouze pfipominame,
Ze 7aci ucastnici se rozhovort popsanych ve druhé ¢asti prace, Se S jejim obsahem jesté nesetkali.
Zacatek ucebnice zacind opakovanim, zde konkrétné mocninami v jednoduchych &iselnych 1
algebraickych vyrazech, vykladem pojmu mnohocleny, jejich s¢itani, od¢itani, ndsobeni a déleni
mnohoclenu jednoclenem. Autofi v opakovani nepouZzivaji zZadné pomocné modely, velka
vétsina uloh je zadana algebraickym vyrazem. Ulohy jsou o néco t&Zi nez v prvni udebnici®’
Vyrazy 1. Vyklad nové latky nejprve objasni pojem stupenn mnohoClenu a piechazi k déleni
mnohoc¢lenu mnoho€lenem, ¢imZ se zde nebudeme vice zabyvat. Pro nds zajimavéjsi je

nasledujici kapitola Umocriovani mnohoclenii.

Autofi vychazeji ze znalosti, Ze kazda mocnina je vlastné soucin stejnych Cinitelt a ze toho Ize

vyuzit i pro mnohocleny. Vzorové poté vyfesi roznasobenim dva piiklady, druhou i tieti

% Matematika pro niz$i roéniky viceletych gymnazii — Vyrazy 1, str. 123.

2 Herman, J., et al. (2005c). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymndzii — Rovnice a nerovnice. Praha: Prometheus.
2 Herman, J., et al. (2006¢). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymnazii — Vyrazy 2. Praha: Prometheus.

2 Herman, J., et al. (2005b). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymnazii — Vyrazy 1. Praha: Prometheus.
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mocninu dvojclenu, nacez konstatuji, ze zapisy jsou velmi zdlouhavé, a proto pro urychleni
existuji vzorce. Na tento motivacni uvod navazuje opét kratké opakovani mocnin a vysvétlent,
jak se umociiuje mocnina. Autofi opét pouziji soucin stejnych ciniteli. Je zde fada uloh na
umocnéni jednoc¢lenu, ktery ma vice proménnych v riznych mocninach. Vzorec pro druhou
mocninu dvojélenu autofi vyvodi z trojice piiklada®® na obr. 14 a poté ho jesté roznasobenim

zkontroluji.

3)2=(a+3) - (a+3)=a’+3a+3a+9=0a%+6a+9
2
‘= (.173 + y) . (41?3 +y) = (1‘3) +x3y + x3y + y2 —
N’
= 2% 4+ 223y + ¢/2

22)% = (uv)? 4 2uvz + 2uvz + (22)% = 4202 + duvz + 422
et S A,

Vidime, ze vysledkem je vzdy trojclen. Jeho ,krajni“ ¢leny jsou druhymi
mocninami ptivodnich séitanct, ,prostfedni“ ¢len vznikd seétenim dvou
steinvch ¢lent.

Obr. 14: Zavedeni vzorce pro druhou mocninu souctu

Vzorec pro druhou mocninu rozdilu je jiz ptedlozen jako fakt a rozndsobenim se pouze potvrdi
jeho platnost. Nasleduji ulohy k procvic¢eni a vyklad umociiovani mnohoclent s vice Cleny. Je
zde i zminéno a na piikladech ukazano sdruzovani ¢lenti uvnitf mnohoclenu, naptiklad typu
(a+b+c)*=((a+b)+c)>=(a+b)>+2c(a+b)+c% Po algebraicky naro¢ném
vykladu autofi zafazuji geometrické interpretace dosavadnich vzorc. Pifehledné je
reprezentovan vzorec pro (a — b)? na strané 39, kde jsou jednotlivé ¢leny ve vzorci nahrazeny
obrazky (obr. 15).

(A— B)? = A? —2A4B + B?

Ize potvrdit geometricky. Prohlédnéte si ,pocitani obsahti“ na nasledujicim

obrazku:
4£+.__,B—-e A8 37$ 2
<= = T "
A
(A-B)* |A ﬂ ¥
= A — ABl| +
Y | A
B
B ' ' B AB l EAs
¥ le— A - - 7 > ‘-*A—‘—_’ ST

bsahu AB se ,prekry-

Vimnéte si, ze oba shodné ,od¢itané obdélniky o o : s
¢ dvakréat. Proto jsme

e )
vaji“ ve étverci o strané B, ktery jsme tedy ,odecetli
ho nakonec jesté jednou ,pricetli®.

Obr. 15: Geometricka interpretace vzorce (a — b)?

%8 Matematika pro niz$i roéniky viceletych gymnazii — Vyrazy 2, str. 34.
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Rozklad mnohoclenti na soucin v dalsi kapitole autofi ptipodobiiuji k prvociselnému rozkladu
gisel. Zaci nejprve rozkladaji jednoéleny, napiiklad 10x%y = 2+ 5-x - x - y. Poté jsou dany ti
rozlozené jednoc“:leny29 s barevné¢ odliSenymi Cisly a proménnymi, které maji vSechny tfi

spole¢né, jedna se o nejveétsi spolecny Cinitel (obr. 16).

62y =2-3-z-2-y = 311y 2%
3z’ =3-z2-y-y =3zy -y
—1223y = (-1)-2-2-3-2-z-x-y = 3zy - (—42?)

Obr. 16: Hledani nejvétsiho spoleéného Cinitele

Pfipomenutim distributivity nasobeni vzhledem ke séitani autofi piechazeji k vytykani pted
zavorku a zaroveii zakam radi, Ze nejvhodn&jii je vytykat vie, co se da. Cisté algebraickou
zalezitosti je vytykdni mnohoclenu z mnohoclenu. Autofi se snazi vhodnym postupnym
vytykanim v né€kolika ptikladech objasnit tuto problematiku. Z vykladu je ziejmé, Zze jim jde
hlavné o zédkovo predvidani a vhled do vytykani. Poslednim vzorcem je rozdil druhych mocnin.
Ukazan je na algebraickém roznasobeni vyrazu (a + b)(a — b). Zajimava je jeho geometricka
interpretace®, pii které Zaci vysttihuji z ¢tverce o strané a ¢tverec o stran€ b a se zbytkem utvaru
dale pracuji. Do zbyl¢é ¢asti této ucebnice jsou zatazeny lomené vyrazy, kterymi se v této praci

nezabyvame.

V dilech uréenych pro kvartu se vzhledem Kk upravam algebraickych vyrazii nic zasadniho
neobjevuje, Zaci je pouze procvicuji pfi feSeni rovnic a jejich soustav, pii pocitani povrchil a

objemt nékterych téles a ve funkcich.

1.4.2  Matematika 6. - 9. (Sarounova a kol.)

Radu uéebnic pro Sesty az devaty ro¢nik od autorského kolektivu vedeného A. Sarounovou
pouzivaji na ZS Angel. Pro kazdy ro¢nik je vydana dvojice uéebnic. V prvnich dilech nalezneme
motivacni pfedmluvu a nédvod, jak s ucebnici pracovat. Krychlickami s Cisly autorka znaci tlohy,
které by mély byt feSeny spolecné v hodindch a které ptivedou zaky k novym poznatklim, jez
budou tvofit zakladni kameny jejich vzdélavani. Pro zvidavé zéky je v kazdé ucebnici urcena

ptedposledni kapitola Matematicka herna.

% Matematika pro niz$i roéniky viceletych gymnazii — Vyrazy 2, str. 43.
%0 Matematika pro niz$i roéniky viceletych gymnazii — Vyrazy 2, str. 53.
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Matematika 6

Poprvé se zaci s algebraickym vyrazem setkaji pii opakovani scitani pfirozenych ¢isel. Obecné
vlastnosti s¢itani prirozenych &isel jsou zapsany® v ramecku proménnymi a, b, c. Obdobng je
tomu dale pro nasobeni a dokonce i d&leni. V oddile 1.16 Ciselné vyrazy je priklad® vyzadujici
vypocet obvodu obdélnikového pozemku, u néhoz jsou ¢iselné¢ zadany délky stran. Vypocet je
proveden dosazenim do obecného vzorce pro obvod obdélnika. Na’tsleduje33 slovni uloha, ve
které se v feseni objevi rovnice x = 2125+ 85. V obou pripadech jde o dosazeni Cisla za
proménnou. Nasleduje vypocCet neznamé z rovnice pomoci Upravy ¢iselného vyrazu na pravé

strané rovnice. Veskery vyklad a ulohy byly zatazeny jako opakovani z prvniho stupné.

S algebraickou upravou se zaci poprvé setkaji v ramecku pod vétou: ,Které vzorce si
zapamatujeme?* (Sarounova et al., 1998: s. 80). Duraz je samoziejmé kladen na geometrii,
nikoli na upravu algebraického vyrazu. U obvodu obdélnika jde o vytykani Cisla 2 z vyrazu

2a + 2b (obr. 17).

a \
Obvod étverce se rovna souc-
a a tu délek jeho stran:
a Og=0a+a-+at+a. 0p = 4a
a
, , 2 A T B 9k
b b Obvod obdélniku 0g = 20 T 40
nebo
s b
oo =a+a+b+b 0g = 2@ T 1Y)
a

Obr. 17: Uprava algebraického vyrazu v geometrii

V paté kapitole®® Vyrazy se objevuje pojem vyraz: ,Naugili jste se provadét pocetni vykony
K zapisu postupu feSeni pouzivate vyrazy.“ (Sarounova et al., 1997: s. 54). Nasleduje nékolik
opakovacich ptiklad a uloh na ur€eni hodnoty Ciselnych vyrazl, které zaci provadéli i diive
voborech N a Z. Zajimavy je piiklad®®, kde v zadani b) autofi popisuji Upravu vyrazu se
zavorkami takto: ,,P¥i po¢itani hodnoty vyrazu postupné ODSTRANUJEME ZAVORKY a tim

3! Sarounov, A., et al. (1998). Matematika 6, 1. dil. Praha: Prometheus, str. 21.
32 Matematika 6, 1. dil, str. 51, priklad 1.
3 Matematika 6, 1. dil, str. 51, priklad 2.
34 Sarounova, A., et al. (1997). Matematika 6, 2. dil. Praha: Prometheus, str. 54.
& Matematika 6, 2. dil, str. 55, priklad 4.

33



vyraz ZJEDNODUSUJEME.“ (Sarounova et al., 1997: s. 56). Nasleduje nékolik uloh na
upevnéni védomosti a osvojeni novych dovednosti. Oddil 5.2 Vyrazy s proménou je uveden

piikladem® o &tyfech détech, které hraji kulicky (obr. 18).

P —
ey s prombnncy (7]) Prohlédnéte si obrizek a odpovézte na otdzky:

1. Kolik kuli¢ek md Lenka, md-li
a) o 3 kuli¢ky vic neZ Honza,
b) pétkrat vic kuli¢ek neZ Honza,
c) tolik kuli¢ek jako Petr a Honza dohromady?

. Kolik kuli¢ek mad celkem Vendulka, ma-li v sa¢ku

N~

a) 7 kulicek, b) 32 kulicek, ¢) 0 kuligek?
Resent
l.a) x=6+3
x=9 Lenka md 9 kuli¢ek.
Petr m4 4 kuli¢ky. 4 b)'x='5..6
Honza mi o 2 kuli¢ky vic neZ Petr 4+2 x=30 Lenka m4 30 kulicek.
Lenka md vSechny své kulicky v sacku. ) x=4+6
Md x kulicek. x vyrazy x=10 Lenka m4 10 kulicek.
Vendulka m4 rovnéz &4st kulicek x miiZe nabyvat riiznych hodnot, x j
v sé¢ku a jednu kuli¢ku drzi v ruce. 2.Vt * . » X Je proménn4.
V séeku mé y kuligek, celkem m4 - Vendulka m4 a) 8 kulicek,
y+ 1 kuliek. y+1 b) 33 kuligek,
¢) 1 kuli¢ku.

Potty Venduléinych kulicek zapiieme do tabulky:

y 7 2 | o |
y+1 8 3 | Q

y miiZe nabyvat riiznych hodnot, y je proménna.

Obr. 18: Vstupni ptiklad k vysvétleni pojmu proménna

Z tohoto piikladu se Zaci poprvé dozvidaji, co je to proménnd, i kdyZ uz néjakou predstavu maji
z diivejsi latky. Za nepfili$ Stastny povazuji zavér prvni ¢asti feSeni, kde se pod x = 10 pise, Ze
x muze nabyvat riiznych hodnot a ze jde o proménnou. Pro zéka to mlize byt matouci, nebot’ pro
x # 10 rovnost splnéna neni. V tomto ptipad¢ autofi zjistili, Ze hledané neznamé cislo je 10. Za
vhodnéjsi popis proménné povazuji vysledky druhé ¢asti, které jsou shrnuty piehledné v tabulce.
Nasleduje nékolik ptikladi a Gloh se zadanim, kdy je néco vEtsi ¢i mensi, je néceho vice ¢i méné
nez néceho jiného, a Zaci maji tyto skutecnosti zapsat pomoci vyraza s proménnou. Pak piichazi
na fadu uréovani hodnoty vyrazu s proménnou. Zak nejprve zapide algebraicky vyraz, poté
dosadi za proménnou (zatim pouze jednu), upravi Ciselny vyraz a urci jeho hodnotu. Nové
dovednosti si upeviiuje jednak v prilozenych ulohach, ale i v nasledujici kapitole Télesa, kde se
setka naptiklad se vzorcem®’ pro povrch kvadru Sy = 2-ab + 2-ac + 2 - bc a jeho upravenou
verzi S = 2(ab + ac + bc). Do podobnych vzorch pak dosazuje za proménné (uZ i za vice nez

jednu) a urcuje hodnotu vyrazu.

% Matematika 6, 2. dil, str. 60, pfiklad 1.
37 Matematika 6, 2. dil, str. 74.
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Matematika 7

V prvnim dile ugebnice® pro sedmy ro¢nik Zaci projdou kapitolou Délitelnost prirozenych isel,
kde se nauci rozkladat slozena c¢isla na prvocinitele, najit nejvetsi spolecny délitel ¢i nejmensi
spolecny nasobek Cisel, coz jsou jedny =z dualezitych dovednosti pro budouci upravu
algebraickych vyrazli. Ve druhém dile® je pfiklad40, V jehoz feSeni lze spatfit dosazovani vyrazu
S proménnou za jinou proménnou. Jde o geometrickou tlohu fesici obvod obdélniku, kde jedna
strana je dvakrat del$i nez druha. ,,MiZzeme psat: a = 2b. Obvod obdélniku o = 2a + 2b, a tedy
o = 6b.“ (Sarounova, Ruzickova & Viterova, 1998: s. 15). Dosazeni neni nijak vysvétleno.
O nékolik kapitol pozdé€ji zaci zacinaji teSit slozitéjsi linearni rovnice pomoci ekvivalentnich
uprav. Objevuje se zde mnoho Uprav Ciselnych i algebraickych vyrazl, véetné roznasobovani
zavorek, ovSem pouze Cislem, nikoli proménnou. Bez bliz§iho popisu zde Zaci zjednodusuji
mnoho¢leny s&itanim i odgitanim jejich vnitinich &lent, napiiklad v uloze™ poZadujici uréeni
délky a Sitky obdélnikové zahrady. Vyraz x + (x + 15) + x + (x + 15) zjednodusi na 4x + 30.
Nebo v tloze,* kde postupné upravuji vyraz 20x + 30(120 — x) na 20x + 3600 — 30x, a dale
na —10x + 3600.

Matematika 8

V osmém ro¢niku V}'/uka43 za¢ind druhou mocninou a druhou odmocninou v ¢iselnych vyrazech.
V celém vykladu se objevuje bud’ pouze umocnéni ¢i odmocnéni jediného ¢isla nebo umocnéni
sou¢inu dvou &isel. Ve cviéeni na konci této kapitoly jsou i ulohy s umocnénim dvojélenu. Zak
ziejme postupuje tak, ze Cisla nejprve secte a pak umocni, coz je bezpochyby nejrychlejsi postup.
Uz se ale z u¢ebnice nedozvi, ze vyraz lze prepsat 1 jinak a poté urcit jeho hodnotu. Algebraické
vyrazy sproménnou ve vys$$ich mocninach a jejich upravy najdeme v kapitole ke konci
ucebnice. Vyklad vys$Sich mocnin probiha nejdfive na &iselnych vyrazech a poté se piejde
k vyrazim algebraickym. Na ptikladech je vysvétleno s€itani, od¢itani, nasobeni i déleni
jednoclenti s riiznym poctem proménnych v riznych mocninach. Neobjevuje se zde umocnéni

v

dvojclenu na druhou. O to piekvapivéjsi je nasledujici cviceni, kde naptiklad nalezneme:

3x3(x—1)*

o) “ (Sarounova et al., 1999b: s. 91). To se na prvni pohled jevi

,»14. Vypoctéte: a)

jako velky skok v obtiznosti. OvSem vysledek na konci ucebnice je uveden v této

%8 Sarounova, A., et al. (1999). Matematika 7, 1. dil. Praha: Prometheus.

%9 Sarounova, A., Rizickova, J. & Viiterové, V. (1998). Matematika 7, 2. dil. Praha: Prometheus.
“0 Matematika 7, 2. dil, str. 15, priklad 4.

* Matematika 7, 2. dil, str. 151, priklad 3.

*2 Matematika 7, 2. dil, str. 152, priklad 4.

43 Sarounova, A., et al. (1999b). Matematika 8, 1. dil. Praha: Prometheus.
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podobé: ,, @) 3x(x — 1)3, x # 0, x # 1.“ (Sarounova et al., 1999b: s. 124). Autofi piedpokladaji,
ze zak je s vysledkem spokojen a nijak dal se jim nezaobird, nebot’ umocnovat dvoj¢len na tieti
jesté neumi. Potvrzuje to 1 vstupni piiklad na obr. 19 nasledujiciho oddilu 6.4 Mocnina soucinu a

podilu™,

(1)) Umocnéte soucin:
a) (5a)? b) [3a(b—1)]?
Reseni
a) (5a) =5a-5a-5a=5-5-5-q0-a-q =53.q3 = 12548

b) [3a(b~1)* = 3a(b~1)-3a(b—1)=3-3-a-a-(b—1)- (b-1)
=3%-a?- (b—1)2 = 9a2(b— 1)2

Vsimnéte si!

Il

(5a)% = 5% . ¢3

Ba(d-1)* =32.a%. (b —1)2

Obr. 19: Umoctiovani vyrazu pomoci rozkladu na prvocinitele

Autofi se pro vyklad této latky neomezili pouze na umociiovani jednoclent, nybrz pouzili 1

vvvvv

Druhy dil uéebnice® pro osmé roéniky ihned navazuje na dosavadni dovednosti v oblasti vyrazil.
V kapitole 2 Vyrazy nalezneme v uvodu definice: ,,Vyrazy, v nichZ se vyskytuji pouze realna
Cisla, jsou ¢iselné vyrazy.“, ,,Vyrazy obsahujici alesponi jednu proménnou jsou algebraické
vyrazy.“ (Sarounova et al., 1999c: s. 10) a ,,Vyraz zapisujeme V nejjednodussim tvaru
(s nejmensim moznym podtem ¢lentl). Rikdme, Ze vyrazy zjednodusujeme.“ (Sarounova et al.,
1999c: s. 8). Nasleduje nékolik ptikladd a tloh na zjednodusovani vyrazt a soucet mnohoclent,
ktery je podrobngji vylozen pomoci slovni Glohy. Od¢itani mnohoc¢lent je opét ukazano nejprve
na Ciselném a az poté na algebraickém vyrazu. V obou ptipadech autofi pouziji opacny clen
k mnohoélenu, coZ je vysvétleno o nékolik fadkt difve. Zaci by méli pouzit postup ilustrovany

napiikladu (x +2) —(x—6)=(x+2)+(—x+6)=x+2—x+6 =8.

K nasobeni mnohoclenti autofi pouzili geometrické modely. Postupuji od soucinu redlnych cisel
pfes soucin jednoc€lentl, souc¢in mnohoclenu a jednoclenu az po soucin dvou mnohoclentl. Vse

ilustruji na piikladu®® o vypo&tu obsahu &tyf obdélniki. Je zde opét zminéna distributivita

* Matematika 8, 1. dil, str. 92, priklad 1.
%5 Sarounové, A., et al. (1999¢). Matematika 8, 2. dil. Praha: Prometheus.
6 Matematika 8, 2. dil, str. 27, priklad 1.
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nasobeni. Nezapomenme, ze zaci maji jiz zkuSenost s ndsobenim mnohoc¢lenu ¢islem
z ekvivalentnich uprav rovnic. Geometricky model je pouzit i pro druhou mocninu dvojc¢lenu,
kde je ukolem zapsat co nejjednodussim zplisobem obsah Ctvercu, jejichz strany jsou urceny
dvojCleny a jednoCleny. Shrnuti jednotlivych vzorcl je doplnéno fadou uloh 1 s geometrickym
podtextem. K vytykani jednoclenu pied zavorku se zaci dostanou pies déleni dvojclenu
jedno¢lenem v piikladu®’ 4 na obr. 20, za kterym nésleduje vysvétleni pojmu rozklad na soudin,

ktery je pfipodobnén K rozkladu ¢isel na prvodinitele.

@ Vypoététe a provedte zkouSku nasobenim:
a) (2a+2):2
b) (8a®+3a):a
c) (4a® —6a2) : 242

Reseni
Vypocet: Zkouska:
a) (2a+2):2=a+1, (a+1)-2=2a+2
b) (8a® + 3a) : a = 8a? + 3, (8a? 4 3) - a = 843 + 3a

c) (46°—60%): 202 =20—3, (2a - 3)-20? = 403 - 642

Napiée.eme-li vyraz 2a + 2 ve tvaru 2 - (a + 1), ifkdme, Ze jsme éislo 2
vytkli pfed zivorku.

Z vyrazu 8a® + 3a miZeme vytknout a:
8a% +3a=g¢. (8a2? + 3)

Z gyrazu24a3 — 64’ miizeme vytknout 2a2:
4a” —6a® = 24 . (2 - 3) 7%':3
=Y AN

Obr. 20: Zavedeni vytykani pfed zavorku u déleni dvoj¢lenu jednoélenem

Posledni dovednosti, kterou se zdk nauci pro Upravy vyrazi, je postupné vytykani. Opét je
vylozZena na nazorném piikladu. Ve zbylé ¢asti ucebnice, zejména v kapitole Rovnice, si zak své
dovednosti upeviiuje feSenim velkého mnoZstvi Uloh, mezi nimiZ se vyskytuje i nékolik

podobnych, jako v testu naseho experimentalniho projektu.
Matematika 9

Prvni dil uGebnice®® se po kratkém avodnim opakovani geometrie opét vénuje algebraickym
vyraziim. Tentokrat se jiz nezalind Ciselnymi vyrazy, ale opakovanim diive naucenych uprav
algebraickych vyrazii jako napiiklad zjednodusovani souctu, rozdilu a soucinu mnohoclend,
vytykani, rozklad na soucin apod. V ptikladu, kde Zaci maji ndsobit mnohocleny a poté vysledek

ov¢tit dosazenim ¢isla za proménnou, se autofi zmifluji o vlastnostech tohoto ovéfovani.

47 Matematika 8, 2. dil, str. 38, priklad 4.
8 Sarounova, A., et al. (1999d). Matematika 9, 1. dil. Praha: Prometheus.
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Hodnota daného i vysledného vyrazu je pro x = —1 stejnd. Tim jsme ovéfili spravnost
vysledku pro x = —1. Je vsak tfeba si uvédomit, Ze jsme tim neovétili a ani dosazovanim

nemuizeme ovéfit spravnost vysledku pro libovolné ¢islo x.
(Sarounova et al. 1999d: s. 16)

Nasleduje velké mnozstvi piiklada a tloh, po kterém autofi pfechazeji k lomenym vyrazim, kde
zék uplatni své dosavadni zkuSenosti s upravou mnohocleni zejména pii kraceni a urCovani
podminek, za kterych ma lomeny vyraz smysl. V této fazi vyuky skoncili zaci, se kterymi jsme

provadgli rozhovory, proto i rozbor této fady ucebnic zde ukoncime.

1.4.3 Matematika 6. - 9. (Cihlar & Zelenka)

V prvni fadé je nutné podotknout, Ze jde o fadu pracovnich ucebnic, které pouzivaji na ZS
Rakovského. Zaci pisi své feSeni p¥imo do uéebnice, nejéastdji do predtisténych Zlutych okének,
Vv ostatnich pfipadech oznacuji, doplituji, spojuji, rysuji apod. Pro kazdy roc¢nik byly vydany dva
dily, kde pouze prvni dil obsahuje vycet symboll, které zjednodusuji praci S ucebnici.
Obdélnikem se zelenym podkladem a vykti¢nikem je oznacen vykladovy text k zapamatovani.

vvvvvvvvv

1ze zkontrolovat na konci u¢ebnice.
Matematika pro Sestou tfidu

Prvni dil u¢ebnice® neza&ina komplexnim opakovanim znalosti z prvniho stupné, jak tomu bylo
u piedchozich fad, ale rovnou Kapitolou Délitelnost. Zaci zde pracuji s &iselnymi vyrazy v
riznych dopliovackach a pii feSeni slovnich uloh. Autofi vyuZzivaji 1 geometrické modely ve
¢tvereCkované siti, na kterych ukazuji rtizné nasobky cisel. Poznatky jsou po né€kolika tilohach
shrnuty a zapsany jako poucky s vykfiénikem. V pouckach se Casto objevuji riiznéd schémata ¢i
obrazky, proménné se v zapisech objevuji zfidka. Ty jsou pouZzity az v ndsledujici kapitole
Mnohouhelniky, Vv zobecnénych vlastnostech trojihelnika a vzorci pro obsah pravouhlého
trojuhelnika. Zakim je predlozen vzorec a oni do ného dosazuji ¢isla misto proménné, nacez
urcuji hodnotu ¢iselného vyrazu. V tlohdch jsou u stran trojuhelnikii napsdny pouze jejich
¢iselné hodnoty, nikoli oznaceni. Nasleduji konstruk¢ni tlohy trojuhelniki, kde jsou jiZ strany i

uhly znaCeny pismeny. Poté se autofi vraceji zpét k obsahtim, ale ted’ jiz pro obecny trojuhelnik.

9 Cihlak, J. & Zelenka, M. (1995a). Matematika pro Sestou tiidu, 1. dil. Praha: Fortuna.
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Je zde®® uveden vzorec i s dosazenim konkrétnich hodnot za proménné (obr. 21). Nelze

piehlédnout zlomek, jehoz vyklad se objevuje az v nasledujici kapitole Raciondlni ¢isla.

5 Obsah trojaheiniku:

z=5cm

Z obrézka je vidét, ze obsah trojuhelniku vypocitame, $= !_21
kdyz délku strany vynasobime délkou vysky pfislusné
k této strané a tento soucin délime dvéma:

<N

5¢cm. 25 AT :
popt: Bemar o O o5 o mmm

2 : i

Obr. 21: Algebraické vyrazy v geometrii

S tpravou algebraického vyrazu se Zaci setkaji o nckolik stran dale u zjednoduSeni vzorce pro
obvod rovnobézniku ,o=a+b+a+b; 0=2-a+2-b;0=2-(a+b).” (Cihlasi &
Zelenka, 1995a: s. 56), po kterém nasleduje né€kolik uloh zaméfenych na spravné dosazeni do
spravnych vzorcd. V nasledujici kapitole Raciondlni cisla jsou vSechny operace jako scitani,
od¢itani, nasobeni a déleni zapsany pouze ptiklady s ¢iselnymi vyrazy. To je rozdil oproti
pfedchozim dvéma fadam, které pouzivaly pro obecné postupy proménné. Mnohem zajimavé;ji
jsou zde objasnény vlastnosti téchto operaci. Pomoci tabulek ma zak napiiklad objevit
asociativitu s&itani i nasobeni. Asociativita pro s¢itani>* je na obr. 22. To, 7e se jedna
0 asociativitu, se v ucebnici jiz nepise, autofi ziejmé piedpokladaji, Zze informaci zakovi preda

ulitel.

Vypocitejte neznamé hodnoty v tabulce

Prohlédnéte si vysledky Ulohy a vyvodte zavér!

Obr. 22: Pouziti proménnych v zahlavi tabulek

50 Matematika pro Sestou tiidu, 1. dil, str. 49.
51 Matematika pro Sestou tiidu, 1. dil, str. 76.
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Distributivita ndsobeni vzhledem ke scitani je jiz zakovi predlozena jako fakt, ktery ma pouze
ové&fit. Druhy dil ugebnice®® zatinad povrchy a objemy t&les. Hned na Sesté strand je vycet
obecnych vzorct pro povrch tii riznych hranold. U kazdého je i obrazek s ¢iselnymi délkami
stran, které jsou v dal$im kroku dosazeny za proménné, a nasledné je urCena hodnota vyrazu. Na
stejnou &innost je zaméfeno i n&kolik nasledujicich uloh. Zajimavéjsi je Giloha>®, kde je n&kolik
riznych utvart sloZzenych z osmi jednotkovych krychlicek a ukolem zika je urcit povrch
jednotlivych tutvart. Naskyta se zde nékolik moZnosti. Zak si mize naptiklad jednotlivé
Ctverecky znacit a scCitat na prstech ruky. MuZe si ale také napsat slozitéjsi ¢iselny vyraz, upravit
ho a urcit jeho hodnotu. To, jak zak skuteéné postupuje, se ale z u¢ebnice nedozvime. Ve zbylé

¢asti ucebnice nejcasteji zaci dosazuji za proménné do obecnych geometrickych vzorci a fesi

jednoduché linearni rovnice.
Matematika pro sedmou tiidu

Kapitola Mocniny a Pythagorova véta, prvniho dilu ugebnice®, zagina stejné jako nékteré
kapitoly v minulych ugebnicich. Zakim je na zeleném podkladu oznaeném vykfi¢nikem
pfedlozeno a na geometrickych modelech a ¢iselnych vyrazech vysvétleno, co je to druha
mocnina, zaklad a exponent. Objevuji se zde i blize nepopsané vzorce ,,(a-b)? = a? - b?,

2 2
(%) = %.“ (Cihlat & Zelenka, 1994a: s. 28). Opét nasleduji pocetni Ulohy na procviceni.

Obdobné je tomu i pro tfeti mocninu, druhou a tfeti odmocninu. Tyto poznatky jsou nasledné
vyuzity ve vykladu Pythagorovy véty, kdy naptiklad délku odvésny pravouhlého trojuhelniku

> m2 = k2 + 12, kde m je piepona, &iselné hodnoty za

autofi ur¢i tak, ze dosadi do vzorce
pfeponu a odvésnu a nasledné upravuji rovnici (obr. 23). Pfedpokladaji tedy, ze zak jiz umi
s rovnicemi tohoto typu pracovat. Jako nevhodné v postupu povazuji dosazovani c¢iselnych
hodnot spolecné s jednotkou obsahu LM% a oznaceni pfepony pismenem ,,m*. Skute¢nost, Ze
»M*“ vprvnim fadku oznacuje proménnou a napiiklad ve tfetim nikoli, mize byt pro zdka
matouci. VSechny nésledujici tlohy jsou podobného charakteru, kdy Zak pouZzije vzorec a

dosazuje do né€ho, nékteré tilohy ma navic ovéfit konstrukei trojuhelnika. V nékterych ptipadech

vvvvvvvvvv

52 Cihlaf, J. & Zelenka, M. (1995b). Matematika pro Sestou tFidu, 2. dil. Praha; Fortuna.
53 Matematika pro $estou tfidu, 2. dil, str. 8, uloha 6.

% Cihlat, J. & Zelenka, M. (1994a). Matematika pro sedmou tFidu, 1. dil. Praha: Fortuna.
5 Matematika pro sedmou tiidu, 1. dil, str. 37.
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Obr. 23: Postup pro uréeni délky odvésny

Kapitolou Vyrazy, posloupnosti a funkce zag¢ina druhy dil*®. Bez motivaéniho uvodu je zakim

°7

ihned predlozeno®’, jak vznikaji &iselné vyrazy (obr. 24).

3
21 +—
m
3
21 + ?) .(6,4-0,3)

Obr. 24: Vznik &iselnych vyrazii zakreslen pomoci schémat

Funkci zavorek autofi vice nez v poslednim fadku nepopisuji. Nasleduji ulohy, které jsou

nejcastéji zadany:

» pomoci podobnych schémat z obr. 24

56 Cihlat, J. & Zelenka, M. (1994b). Matematika pro sedmou tridu, 2. dil. Praha: Fortuna.
57 Matematika pro sedmou tiidu, 2. dil, str. 5.
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* slovnim popisem vyrazu

4 .

* slozit&j$imi geometrickymi utvary v rovin€ s ozna¢enymi délkami stran

Ukolem 7aka je vytvofit i nékolik raznych vyrazi k jednomu zadani (napf. u obvodu nebo
obsahu Utvaru) a urcit jejich ¢iselnou hodnotu. Cilem téchto uloh je ziskat zkuSenosti v praci
S Ciselnymi vyrazy a uvédomit si, jakou funkci maji zavorky v zapise, kde je nutné je napsat a

kde to nutné neni.

Motiva&ni hrou®®, kde je tkolem do ¢iselného vyrazu napsat libovolné mnoZzstvi zavorek tak, aby
vyraz mél co nejveétsi, resp. nejmensi hodnotu, autofi uvadéji informace o prednosti operaci
mocnina a odmocnina pted ndsobenim a délenim a pred s¢itanim a odc¢itdnim. Objasiiuji tim i
nutnost pouZiti zavorek v zapisu ¢iselného vyrazu. Z mého pohledu néhle je na nasledujici strané
objasnén pojem proménna a dosazeni ¢isla za proménnou (obr. 25). Jako ptiklady jsou pouzity

vzorce, které jiz zaci znaji z minulych kapitol.

Obr. 25: Zavedeni pojmu proménné a dosazeni do vyrazu za proménnou

Nésledujici ulohy vyuZzivaji Casto geometrické objekty. Napf‘iklad59 jsou dany rtzné& dlouhé
tsecky r a s. Ukolem je narysovat tsecku 2r — 3s nebo vVr2 — s2, aniz by Zaci paivodni usecky
mefili. S¢itdni a odCitdni mnohoclen autofi konstruuji pomoci geometrického modelu ve

¢tvereCkované siti (obr. 26).

58 Matematika pro sedmou tiidu, 2. dil, str. 12.
% Matematika pro sedmou téidu, 2. dil, str. 15.
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Kolik étverecki obsahuji dohromady tyto dvé barevné plochy ?

Ozna¢me si pocet Ctverecki ve velkém Ctverci pismenem v , pocet évereck v ik e
m, a pocet ¢tvereckd v obdélniku o.

Dopliiujte si viechny chybégjici tdaje !

t ] (B Gt B A i
{4

i I

Lelemnyhast i e i B e 2 g T

3.v+4.m+6.0 2.V + -

Dohromady obé barevné plochy maji ¢tverecki :

B.v+4.m+6.0 + (2.v+ + Y= 5 v+ &
A nyni dosadime (V=16 , m = 0= ) a vypocitame pocet ¢tvereckd :
5.v + + = 5 16+ ok g ot

Obr. 26: Pomoci barevné odli§enych utvart se zaci uéi s¢itat mnohocleny

Nasleduje totozna uloha pro tii ,,barevné plochy“. Zaci ziskaji piedstavu o s¢itani mnoho&lend,
kde v kazdém c¢lenu je pouze jedna proménna v prvni mocning. Autofi pokracuji algebraicky
zadanou alohou®, kde jsou dany dva dvojcleny ¢i troj¢leny, a ty se maji secist. Piekvapive se
Vv poslednich ¢tyfech vyrazech objevuji 1 €leny s dvéma proménnymi ¢i proménnd ve druhé
mocning, napiiklad: ,,E/ (4rs + 5r% + 3s) + (2rs + 5s) = (Cihlar & Zelenka 1994b: s. 19).
Tézko fici, jak Zaci zareaguji na scitani  jednoClendi Srlznymi proménnymi v riznych
mocninach, t0 zde vysvétleno zatim neni. Autofi ziejmé piedpokladaji, ze latku podrobné
vysvétli ucitel. Hned na nasledujici strané se zaci dozvédi, co jsou to mnohoc€leny: ,,Vznikaji
s¢itanim a od¢itanim jednodusSich vyrazl, kterymi mize byt realné ¢islo, proménna nebo jejich
souciny.” (Cihlatr & Zelenka 1994b: s. 20). Jsou zde napsany ptiklady dvojclenu, trojclenu a
ctyfclenu. Pojem jednoclen se zde prekvapivé viibec neobjevuje. Podle mého nazoru zbytecné

slozitou ulohou®® ma zak objevit, jak se ode&ita mnoho&len (obr. 27).

60 Matematika pro sedmou tiidu, 2. dil, str. 19, tloha 24.
61 Matematika pro sedmou tiidu, 2. dil, str. 20, Gloha 25.
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Vypotitejte pocet étverecki této barevné plochy (pocet ¢tvereckii ve ¢tverci oznacte ¢ a pocet ¢tve-
reckl v obrazci tvaru pismene L oznacte d ) :

Obr. 27: Uvodni tloha pro zavedeni od¢itani mnoho&lenti

Predpokladam, Ze alesponi jeden bystry Zzadk ve tfidé zkusi dosadit za proménné ¢ a d a urci
¢iselnou hodnotu vyrazu. Pokud ji porovna s poctem cervenych ctvereckd, bude o jeden
ctvereCek rozdilna (pravdépodobné ma byt Cerveny Etverecek nejvice vpravo bily). Povazuji za
nevhodné, aby piiklad pro zavedeni nové latky obsahoval chybu. Na druhou stranu, pokud ucitel

chybu spravné uchopi, mize mit ve vysledku pro zéky ptidanou hodnotu.

VM vy , 2 . r ror s RIS e
Podle m& priméfenou ulohou® je uvedeno roznasobovéni zavorek a vytykani pred zavorku.

Poznatky z ulohy jsou shrnuty na obr. 28.

rork _Ase,_vy’/razem pted zavorkou nésobf kazdy ¢len, jestlize se spole¢ny
fﬁt{' pred zdvorku, hovofime o vytykani pfed zavorku.

Obr. 28: Soucasné zavedeni roznasobovani a vytykani

Nasleduji série uloh zaméfené na Gpravy algebraickych vyrazi. Z obsahu ucebnice je ziejmé, ze

ze strany ucitele je jesteé nutné mnoho véci souvisejicich s tipravou algebraickych vyrazl s zaky

62 Matematika pro sedmou tiidu, 2. dil, str. 20, Gloha 26.
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2u?

probrat. Naptiklad narazi-li zak na ulohu: ,,Upravte vyrazy: C/ 4—uv = (Cihlat & Zelenka,

1994b: s. 21, Gloha 28). Doposud se zaci setkali pouze s Gpravami ¢iselnych lomenych vyrazi

(s algebraickymi pouze u nékterych geometrickych vzorcd, které ale neupravovali). Vysledek na

konci ucebnice ,,%“ (Cihlai & Zelenka 1994b: s. 107) ptekvapivy neni. OvSem neuvedeni

podminek, za kterych ma dany vyraz smysl, povazuji za problematické. Na druhou stranu kladné
hodnotim mnozstvi slovnich tloh, kdy zadany text obsahuje vétsi mnozstvi proménnych a poté
je zapsano nékolik algebraickych vyrazi. Ukolem je slovné zapsat, jaké vyznamy maji jednotlivé

vyrazy kK zadanému kontextu.

3

Pro vyjadieni proménné z vyrazu autofi pouZivaji schémata® na obr. 29, kde 7ak nejprve

Z osamocené proménné vytvoii pomoci naznacenych operaci vyraz a pak jde cestou zpét.

Zagié, jakéovyrazy vznikaji naznacenymi operacemi, a pak dopis, jakymi operacemi zpétné vypocitas
z vyrazu ptvodni proménnou :

A e +3 .5
X =" 2.x =—> ———

Obr. 29: Vytvateni vyrazi a vyjadfovani proménné pomoci schémat

Zaci zatim nepracuji s rovnici. Podobna schémata Zaci pouzivali i u &iselnych vyrazi. Pomoci
nich fesi fadu geometrickych uloh vyzadujicich napiiklad urCeni délky strany kvadru, jestlize
zname jeho povrch a zbylé dvé strany. Tim kapitola o vyrazech kon¢i. Autofi se nasledné vénuji
geometrii a poté rovnicim, kde vyklad zac¢ind nejcastéji vysvétlenim se vzorovym piikladem a
popsano, co se mini pojmem neznama: ,,Rovnice je zapis rovnosti dvou vyrazi, kde se objevuje
neznamé Cislo. Toto neznamé Cislo je oznaceno pismenem, kterému fikame neznama.“ (Cihlaf &
Zelenka 1994b: s. 62). Blizsi souvislost mezi nezndmou a proménnou zde uvedena neni. Zaci
poté fesi jednoduché rovnice pomoci ekvivalentnich Uprav, které byly prubézné predkladany.
ZjednoduSovani mnohoclenti, jejich s¢itani 1 od¢itani ¢i roznasobovani zavorek se objevuje

V nasledujicich ulohéach s rovnicemi, nerovnicemi a slovnich ulohéch.

63 Matematika pro sedmou tiidu, 2. dil, str. 26.
64 Matematika pro sedmou tiidu, 2. dil, str. 62.
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Matematika 8

Zacatek prvniho® dilu se vénuje algebraickym vyrazim v kapitole Mocniny a odmocniny.
Obdobné jako v minulych dilech autofi k vyuce pfistupuji pievazné instruktivné. Nejdiive daji
pravidlo, poté vzorovy piiklad s Ciselnymi vyrazy a poté S vyrazy algebraickymi. Sérii uloh by si
mél zak nové pravidlo osvojit. Timto zplisobem je v kapitole vyloZena mocnina, mocnina
sou¢inu a podilu, s¢itdni a od¢itani clent mnohoclenu se stejnym zdkladem a stejnym
mocnitelem. V ugebnici® pro sedmy roénik bylo vyloZeno totéZ pouze pro druhou mocninu, nyni
roz$ifeno na n-tou mocninu. I obecna pravidla jsou jiz zapsana pomoci proménnych. VSechny
ulohy jsou podobného charakteru. Je dan vyraz, ktery se ma upravit, popf. se ma urcit jeho
hodnota. Dal§im pravidlem je soucin a podil mocnin se stejnym zakladem, kde se jiz objevi
podminka pro vyraz ve jmenovateli. Opét nasleduje série tloh, kterd pomalu ptejde k tématu
pfevodl jednotek, kde se objevuji pouze Ciselné vyrazy. Algebraické vyrazy se opét objevi az
v kapitole®” Vyrazy, funkce. Autofi zaginaji opakovanim uprav &iselnych vyrazii, na coz navazi
vyrazy algebraickymi v geometrickych ulohdch. Pravé tutvary jako Ctverce a obdélniky jsou

posléze pouZity jako modely pro vyklad sou¢inu dvou dvojélent a druhé®® mocniny dvojélenu
(obr. 30).

Dokazete pomocf tohoto obrazku nalézt vzorec pro druhou
'>mocninu souctu? Dokazte spravnost tohoto vzorce!

(@a+b)y=

Obr. 30: Pouziti geometrickych modelti k objeveni algebraickych vzorct

Pro objeveni vzorce druhé mocniny rozdilu a tzv. vzorce pro rozdil ¢tvercli nabadaji autofi zaka
roznasobenim pfedem danych vyrazii. Po nékolika tlohach kapitolu zakoncuje pfehledeg, kde

jsou shrnuty poznatky o upravach algebraickych vyrazii. Zbyla ¢ast ucebnice je vénovana

8% Cihlat, J. & Zelenka, M. (1995¢). Matematika pro osmou tiidu, 1. dil. Praha: Fortuna.
%8 Cihlat, J. & Zelenka, M. (1994a). Matematika pro sedmou tFidu, 1. dil. Praha: Fortuna.
67 Matematika pro osmou tfidu, 1. dil, str. 55

68 Matematika pro osmou ttidu, 1. dil, str. 72

69 Matematika pro osmou tfidu, 1. dil, str. 76
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rovhicim a nerovnicim. Kromé& opakovéni ekvivalentnich Gprav je zde’® vysvétleno, jak lze
vyjadfit ur€itou neznamou ze vzorce. Na vzorec je nahlizeno jako na rovnici. Pomoci
ekvivalentnich Gprav je rovnice prevedena na potiebny tvar. Zakaim by méla pomoci i nakreslena

schémata, pomoci kterych jiz minuly rok vytvéieli vyrazy, popt. Z vyrazu urcovali proménnou.

Ve druhém dile™ nic nového o upravach algebraickych vyrazii nenajdeme. Nalezneme pouze
upravy v ulohach s goniometrickymi funkcemi ¢i v tillohach zamétenych na vypocty povrchi a

objemu téles.

1.4.4  Shrnuti poznatkii

Proménna a neznama

Sarounova a kol. Jiz vramci opakovani latky z prvniho stupné se Zaci setkévaji s riiznym
pouzitim pismen. S proménnymi pracuji zejména v zapisech obecnych vlastnosti operaci
S pfirozenymi a celymi Cisly, v geometrickych vzorcich a v zahlavich tabulek. Paralelné se
objevuje i neznama V jednoduchych rovnicich, at’ uz zadanych algebraicky, ¢i slovni ulohou.
Objasnéni pojmu proménna a vyraz s proménnou autofi zafadili jiZ do druhého dilu u¢ebnice pro

Sesty ro¢nik, kde zaroven zaina prace s vyrazy S proménnou.

Pojem neznama je objasnén az ke konci druhého dilu uc¢ebnice pro sedmy rocnik, i kdyz ho lze
spatfit 1 v pfedchozich dilech. Autofi zfeymé predpokladaji, Ze zaci pojem znaji uz z prvniho

stupné.

Herman a kol. V setkdvani se s pismeny v u¢ebnicich nevidim oproti Sarounové a kol. velky
rozdil, moznd pouze v mnozstvi, které je zde o néco vétsi. Rozdil Ize ale spatfit v pojmu
neznamad, ktery autofi vysvétluji jiz v prvni ucebnici v ramci opakovani rovnic. Oproti tomu
pojem proménna autofi nijak nepouZzivaji az do jeho vysvétleni spole¢n€ s vyrazy s proménnou
v poslednim dile ucebnice pro sekundu, pfitom s proménnou bézné pracuji od prvnich dila

ucebnic obdobné jako u Sarounové a kol.

Cihlar a Zelenka. Zde je jiz patrny vétsi rozdil oproti predeslym dvéma fadam ucebnic.
Pismena, at ve form¢é proménné ¢i neznamé, se zde objevuji mnohem méné. Nejvice
v geometrickych vzorcich a tabulkédch; v rovnicich a zobecnénych pravidlech jiz méné. Je to

zpusobeno tim, Ze ucebnice je koncipovana jako pracovni, takze celkové je zde méné feSenych

70 Matematika pro osmou tfidu, 1. dil, str. 90
n Cihlat, J. & Zelenka, M. (1996). Matematika pro osmou tiidu, 2. dil. Praha: Fortuna.
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ptikladt 1 tloh. Cely Sesty a polovina sedmého ro¢niku je zaméfena na dosazovani Ciselnych
hodnot za proménné do riznych vzorci a nasledné uréeni hodnoty ¢iselného vyrazu. Obdobné
jako u Hermana a kol. se vysvétleni pojmu proménna objevuje spole¢né s vyrazy na zacatku
druhého dilu ucebnice pro sedmy ro¢nik. Ke konci téZe ucebnice je bez vétsi propedeutiky

objasnén I pojem neznama, ale spojitost s proménnou zde popsana neni.

W
r

iselné a algebraické vyrazy

oy e

stupn¢ a tematicky celek vyrazi s proménnymi rozdé€luji na dvé ¢asti. Prvni uvodni ¢ést je
zatfazena do druhého dilu ucebnice pro Sesty rocnik, kde vyuka po opakovani ¢iselnych vyrazii

piejde k vykladu proménné a vyrazu s proménnou. Zak postupné provadi tyto &innosti:

* urcovani, zdali jde o ¢iselny vyraz ¢i vyraz s proménnou
= ¢teni vyrazu a uréeni, zdali jde o soucet, soucin atd.
» vytvareni jednoduchych vyrazi ke kontextu

» dosazeni ¢isla za proménnou a urovani hodnoty ¢iselného vyrazu (i pomoci tabulek)

Po zhruba dvouletém ziskavani zkuSenosti z riiznych oblasti matematiky, naptiklad pfi feSeni
rovnic pomoci ekvivalentnich uprav, se zak s tématem algebraické vyrazy setkd ve druhém dile
ucebnice pro osmy roc¢nik. Autofi né€kolik stran pouze opakuji ¢innosti popsané vyse, na které
plynule navazi mnohoc¢leny a jejich upravy. Nekteré ztéchto uprav, jako naptiklad
zjednoduSovani mnohoclent a ¢iselné ndsobeni mnohoclenu zna 74k jiz z feSeni rovnic. Podobné
rozkladani mnoho¢lenu na soucin je pfipodobnéno prvociselnému rozkladu ¢isel, se kterym ma

74k take diiveéjsi zkusSenosti.

Ditrraz je kladen na samotné feSeni uloh, nejcastéji zadanych algebraickym vyrazem, kterych je
zde mnoho. Upravy mnohoéleni jsou znovu zafazeny na zadatek devatého roéniku v ramci

opakovani a pfipravy na lomené vyrazy.

Herman a kol. Obdobné jako u Sarounové a kol. se objevuje téma &iselnych vyrazii v opakovani
latky prvniho stupné a tematicky celek algebraickych vyrazl je rozdélen na dvé ¢asti. Prvni ¢ast
tohoto celku je ovSem zafazena aZz do posledni u¢ebnice pro sekundu (o rok pozdé&ji oproti

Sarounové a kol.). Pfedchazi mu stale téma Giselnych vyrazi, které je celkem tiikrat opakovano a
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roz§itovano v riznych'® ucebnicich. Az po tfetim opakovani autofi piejdou k vyrazim

S proménnou, kde zaci postupné provadéji tyto ¢innosti:

» dosazeni ¢isla za proménnou a ur¢ovani hodnoty vyrazu (i pomoci tabulek)

» tfidéni vyrazn a popis (jedno¢len, mnohoclen, koeficient atd.)

»  zjednoduSovani mnohoclenu, s¢itani a od¢itani mnohoclent

= vytvareni vyrazi ke kontextu a tvoteni vyrazu podle slovniho popisu (ve cvicenich)
* nasobeni mnohoc¢lentt mnohoclenem

= déleni mnohoclenu jednoClenem

Tyto dovednosti jsou upevitovany zejména pii feseni rovnic v nasledujicim dile, coz je obracené
nez u Sarounové a kol. O rok pozdéji se autofi opét vraci k upravam algebraickych vyrazi, kde

je vysvétleno déleni, umociiovani, rozklad na soucin a vytykdni u mnohoclentl.

Cihla¥r a Zelenka. Autofi do prvni uéebnice nezatadili opakovani z prvniho stupné, jako tomu je
u obou fad vySe. Algebraické vyrazy se poprvé objevuji v geometrickych vzorcich pro obvody a
obsahy utvari, které jiz zaci znaji z prvniho stupné€. Postupné autoti piidavaji nové vzorce a zaci
se uci dosazovat za proménnou a urcuji hodnotu ¢iselného vyrazu. Totéz Zaci provadéji u piimé
a nepiimé umérnosti, kde se s vyrazy také setkaji. Geometrické modely jsou vyuZzivany i dale,
k vykladu mocnin, odmocnin & Pythagorovy véty. Zak tak dosud ziskal zkuSenosti
s dosazovanim za proménnou a tpravou jednoduchych &iselnych vyrazi. Radou instrukci o tom,
co je to naptiklad soucin, umocnovani nebo Ze mocnéni ma prednost pfed ndsobenim, Z4ci rychle
projdou opakovanim tUprav ¢iselnych vyrazi. Vyvrcholenim je objasnéni pojmu proménna a
rychly prechod na vyrazy algebraické ve druhém dile u¢ebnice pro sedmy roénik. Zakam je
objasnéno sc¢itani, od¢itani a castecn€ i1 rozndsobovani a vytykani mnohoclent, které dale
pouzivaji pro feSeni rovnic a nerovnic, obdobné jako u Hermana a kol. VVzorce pro upravy
algebraickych vyrazi jsou zdkim opét modelovany pomoci geometrickych utvari, ale az o rok
pozd¢ji. Z celé tady ucebnic je patrné, ze autofi nechdvaji mnohem vice prace na uciteli nez

pfedchozi fady ucebnic.

V nasledujicich tabulkach je popsano, jaké modely jednotlivi autofi pouzivaji pti zavadéni

operaci s mnohocleny. Cislo uvedené v okénku je ro¢nik, ve kterém byla latka vyloZena.

"2 Matematika pro niz&i roéniky viceletych gymnazii — Uvodni opakovani, str. 49; Kladna a zaporn4 &isla, str. 95; Vyrazy [1], str. 97.
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Tabulka 1: Zavadéni séitani a od¢itdni mnohodlent

Herman a kol.

Sarounova a kol.

Cihlar a Zelenka

ZjednodusSeni
mnoho¢lenu

(s¢itani ¢i od¢itani
jednotlivych ¢lenii)

7 Poprvé v geometrické tiloze
jako soucet obsahl obdélnika.
7 Pomoci obrazkd predmétil
(jablka a hrusky), poté fesené
algebraické vyrazy. Postupné:
jedna proménna, vice
proménnych, proménné

V riznych mocninach

7 Pii upravé vyrazu v
rovnicich. (jedna proménnd)
8 Ukazkou na ¢iselném
vyrazu vhodnym
sdruzovanim.

Autofi blize nepopisuji.
Objasiiuji az soucet
mnohocélend.

Autofi blize nepopisuji. 8 Resend slovni uloha na 7 Pomoci ¢astecné
uréeni vzdalenosti mezi feSeného prikladu
jednou objekty. s geometrickymi Gtvary na
proménnou Objasnéni komutativity a ¢tvereckované siti,
Vv prvni asociativity s¢itani v oboru spole¢né s algebraickym
" mocniné R. Vhodnym sdruzovani zapisem.
= jednotlivych ¢lent do skupin
%]
):: jednou 7 Algebraicky zadané a feSené | 8 Algebraicky zadané a 8 Uvedena pravidla a dva
g N ptiklady. Ukazana metoda feSené priklady. (proménna | vzorové algebraicky
g | promennou o i Cr . - o .
5 v riznych sdruzovani odpovidajicich si pouze v druhé mocning) zadané ptiklady. Poté
= mocningch ¢lent. ulohy.
E
-!: 7 Reéeno jiz u modelu jablek | 8 Autofi popisuji rovnou pro | Autofi blize nepopisuiji.
= vice a hrusek. Sc¢itat mizeme vice proménnych v riznych | (7 Ulohy se ale objevuji jiz
% proménnymi élenyT které s.e lisi pouze mocninach. po zavedeni s¢itani
< v prvnich svymi koeficienty. mnohoclent s ¢leny
E mocningch S jednou proménnou
= V prvni mocning.)
<
=
» 7 Regeno jiz u jablek a 8 Uplatnéni komutativnosti a | Autofi blize nepopisuji.
vice hrusek. S¢itat mizeme ¢leny, | asociativnosti s¢itani. (8 Ulohy se objevuji po
proménnymi které se li§i pouze svymi Sdruiovfmim do vhodnych zavedeni s¢itani
v riiznych koeficienty. skupin. Resené piiklady. mnohoclend s ¢leny
mocninich S jednou proménnou
V riznych mocninach)
7 Algebraicky zadané a fesené | 8 Algebraicky zadané a 7 Vypoctem obsahu utvaru
priklady. fesené piiklady. ve Ctvereckované siti
Odgitani Pres pficitani opacného ¢lenu. | Pfes pricitani opacného dvéma zptisoby. Odecitani
mnohotlenit ¢lenu. mnohoclenu popisuji jako

odecteni kazdého jeho
¢lenu.
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Tabulka 2: Zavadéni nasobeni mnohoélent

Nasobeni Herman a kol. Sarounovi a kol. Cihlar a Zelenka
7 Nejprve nasobi jednoclen | 7 Pii ekvivalentnich upravach 7 Priklad vyzadujici zapis
jednoclenem poté rovnic. Roznasobovani zavorky obvodu obdélnika raznymi
Mnohodlenu | dvoj¢lenem. Pfipomenuti pouze Cislem. zpusoby. Ve vzoru Gpravy
jedno¢lenem komutativnosti a 8 Ptiklad na obvod obdélnika. vyrazu jsou pouZity pomocné
(roznasobovani asociativity ndsobeni. Poté | Pouzivaji ndzorné Sipky. Sipky. (V ptikladu se
zévorky) feSené algebraické piiklady. | (V ptikladu se roznasobuje roznasobuje pouze Cislem,
Pouzivaji nazorné Sipky. ¢islem, v nasledujicich ulohéch i V nasledujicich ulohach i
proménnou.) proménnou.)
7 Slovni navod 8 Piiklad na obsah obdélnika 8 Netesena tloha na obsah
k roznasobeni + vzorové s délkami stran oznacenych obdélnika s délkami stran
Mnohodlenu | 4o obeni dvou dvojélend | proménnymi. Pouzité Sipky. oznacenych proménnymi.
mnohoclenem a dvojclenu s trojélenem. (Ukazka i pro dvojc¢len krat Bez blizsiho popisu a
trojélen.) vysvétleni.
8 Algebraickym 8 Postupné pies obsahy ctverct 8 Nefesena uloha na obsah
roznasobenim tii piiklada. 0 ruznych stranach, geometricky i | ¢tverce o strané a + b
Vzorec Poté zobecnéni. pocetné znazornéno. S barevn¢ rozliSenymi
(a + b)? Geometricka interpretaci oblastmi.
ukdzana pozdéji.
8 Dan obecny vzore, ktery 8 Algebraicky odvozeno pies 8 Netesenym algebraickym
Vzorec je ovéfen roznasobenim. (a + (—b))% roznasobenim mnoho¢lenu
(a - b)? Geometricka interpretaci mnohoc¢lenem.
ukazana pozdéji.
8 Resenym algebraickym 8 Resena slovni uloha se 8 Neftesenym algebraickym
roznasobenim vyrazu shrnutymi poznatky. roznasobenim vyrazu
Vzorec (a + b)(a — b). Ukazka (a+b)(a—b).
a’ — b? geometrické interpretace
pomoci vystfihovani papiru.
8 Pfirovnani 8 U déleni mnohoc¢lenu 7 Vysvétleno spole¢né
k prvogiselnému rozkladu jednoclenem. Ptirovnani S nasobenim mnohoclenu
Vytykani Cisel. Hledani nejvétsiho k prvociselnému rozkladu ¢isel. jednoclenem jako opacna
jednoclenu spole¢ného Cinitele Hledani nejvétsiho spole¢ného operace. (Ukazka pouze
z mnohoclenu | jednoclent. Cinitele jednoclent. vytknuti ¢isla, v Glohach i
proménné)
Postupnym vytykanim a 8 Resené algebraicky zadané Neobjevuje se. Pouze Vv jedné

Vytykani
mnohoclenu
z mnoho¢élenu

pomoci vzorct pro druhou
mocninu dvojc¢lenu.

piiklady. Pies vyraz typu:

x(a + b) + y(a+ b). Poté
postupnym vytykanim a pomoci
vzorcll pro druhou mocninu
dvojélenu.

uloze bez blizsiho popisu.
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1.4.5 Zavér analyzy ucebnic

Autori vSech tfech fad uéebnic buduji algebraické vyrazy, zde konkrétné mnohoc¢leny, a jejich

upravy, na tiech pilifich:

1. Pilif — Ciselné vyrazy
2. Pilit — Vyrazy v geometrii

3. Pilif — Vyrazy v rovnicich a nerovnicich

Na vyrazech v geometrii vice stavi autofi Cihldf a Zelenka, oproti Sarounové a kol. a
Hermanovi a kol., ktefi inklinuji spi$e k rovnicim a ¢iselnym vyraziim. Déle za nutné pro upravy

mnoho¢lent povazujeme nasledujici znalosti a dovednosti:

» Vlastnosti operaci +, —, -, / @ umociiovani s exponentem z N na mnozin¢ R
= Deélitelnost piirozenych ¢isel a prvociselny rozklad

» Funkce zavorek v zapise

*  Vyznam proménné V zapise

» Dosazeni ¢iselnych hodnot za proménné a uréovani hodnoty ¢iselného vyrazu

Posledni dovednost sice pifimo nesouvisi s pravami, ale ¢asto je vyuZivana pro jejich kontrolu.
Za nejpodrobnéjsi a zaroven nejkvalitngjsi vyklad predeslych znalosti a dovednosti a zaroven
operaci s mnohocleny povazuji ucebnice autorského kolektivu Herman a kol., ¢emuz zaroven
odpovida i rozsah a gymnazialni uréeni celé fady. Za nimi nasleduji uéebnice od Sarounové a
kol., z kterych, na rozdil od ucebnic pfedchozich autord, neni ziejmé tak velké zaméfeni na
vykon. Tyto u€ebnice mohou byt diky barevnym ilustracim détem blizsi i pti podobné velkém
mnozstvi riznorodych uloh. Néavaznost a propojenost jednotlivych témat je v obou fadach
promyslena a vhodna. Vétsi rozdil, zejména v rozsahu vykladu a mnozstvi tloh, je vidét
vV ucebnicich od Cihldfte a Zelenky. Nékteré¢ pojmy a dovednosti se v ucebnicich viibec
neobjevuji (napiiklad postupné vytykani, pojem koeficient ¢i jednoclen). To se mlze, zejména
u zacinajicich ucitelil, projevit tak, Ze na vynechané dovednosti a pojmy jednoduse pti vykladu
zapomenou. Tuto tadu ucebnic bych doporucoval spiSe jako dopliikové pracovni sesSity,
v kterych Zaci naleznou je$té jinak zadané tlohy nez v jejich hlavnich uéebnicich. Vyhodou

ucebnic je, ze do nich zaci mohou pifimo psat a uebnice jim zlstavaji.
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1.5 Klasifikace chyb v upravach algebraickych vyrazi

Jednim z cili ucitele je vést zaka k touze po poznani novych skuteCnosti a uceni se novym
dovednostem. Ucitel, jako privodce zakovou cestou poznavani, by m¢l byt schopen rozpoznat
Giskali a néastrahy, které 4ka na této cesté potkavaji. Zak se pii objevovani novych, asto i pii
opakovani starych dovednosti, miize dopoustét riznych druhti chyb. To je samoziejmé v poradku
a k poznavani to jisté patii; chybami se Cloveék uci. Dulezité ale je, aby chyba, ktera vznikla,
byla v¢as identifikovana a aby se s ni co nejefektivnéji pracovalo. Pokud si zak své vlastni chyby
nev§imne, mize se stat, ze se jeho cesta odkloni Spatnym smérem. Je tedy na uciteli, aby si
chyby vcas vSiml a zdkovu cestu korigoval tim spravnym smérem diive, nez zak po své Spatné
cesté pujde dal. Vracet se po dlouhé cesté¢ zpét je narocné a zdlouhavé. Efektivita spolecné
S chuti poznavat nové miiZze u zdka znacné klesnout. Prvnim ptfedpokladem je tedy chybu vcas
identifikovat. V procesu identifikace chyby lze rozlisit dvé faze, které mohou, ale nemusi

probihat soucasné (Kuli¢, 1971: s. 100):

1. Detekce chyby — odhaleni nespravnosti odpovédi, zjisténi, Ze vykon je chybny.
2. ldentifikace chyby v uZsim slova smyslu, tj. zjisténi, o jakou chybu jde, jak je vykon

chybny.

Ptikladem muze byt zdkova chybna tprava algebraického vyrazu, kdy v jednom z krokti chybné
secetl dvé ¢isla. Ucitel miZe detekovat chybu naptiklad porovnanim Zdkova vysledku s vlastnim
vysledkem vzorového feseni. Zakova tiprava vyrazu je chybna, protoze vysledky se neshoduji.
A poté chybu identifikovat v uz§im slova smyslu, naptiklad porovnanim zdkova a vlastniho
feSeni od zacatku k samotnému kroku s chybou, kdy zak Spatné secetl dvé cisla. Druhou
moznosti je, Ze ucitel zddny vzor nema a postupné kontroluje zaktv postup. Ucitel si v§imne, Ze
Vv jednom kroku zak Spatné secetl dvé Cisla, tak nejenze chybu detekuje, ale soucasné identifikuje

v uzsim slova smyslu jako chybné seéteni dvou cisel.

Abych mohl s chybou efektivné pracovat, je nutné si uvédomit zavaznost a druh chyby, kterou
jsem identifikoval. Jednu z klasifikaci chyb v algebraickych tpravach mizeme nalézt v (Bero &
Hejny, 1990: s. 155). Tuto klasifikaci zde uvedu pod cisly 1 — 5, protoze ji vyuziji pii analyze

vysledkl v druhé ¢asti prace.
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1. Numerické chyby

6(x +2) = 6x + 14 b 7 +4b_4ab+4b2+25a
x - nebo a+b 5a 5a(a + b)

Chyby tohoto typu budu znacit zkratkou NumCh. Podle autorti (Bero & Hejny, 1990: str. 156) je
jejich pii¢inou nedostateéna automatizace niZsich ukont. Zak je soustiedén na vyssi, pro ngj

cvwr

ukon jesté neni plné€ automatizovan, vznikne chyba.

Pfi¢inami sniZeni pozornosti ¢i soustiedéni, se zabyva i Pilous (2014). Rozd¢€luje piiiny na
vngjsi a vnitini (Pilous, 2014: s. 34). Vné&jsimi mohou byt napiiklad Gnava, nuda ¢i zaméfeni
pozornosti jinam. Vnitini pfi¢inu nepozornosti muze zpuasobit feSeni riznych paralelnich
podaloh. Zaci pak maji tendenci vénovat pozornost spise podiloham, které sami povazuji za
uved! hluk ¢i praci pod ¢asovym tlakem, kdy zék vénuje piili§ mnoho pozornosti zbyvajicimu
¢asu do odevzdani pisemné prace. Z téchto poznatkli by se dalo fici, Ze numerické chyby jsou

jednou podskupinou chyb z nepozornosti.

2. Ukonové chyby

2
(3+\/§) =945 nebo x—(5x—-5)=x—-5x—-5

Chybu budu zna¢it zkratkou UkCh. Nejcastéjsi pticinou ukonovych chyb je selhani pamétového
zaznamu (Bero & Hejny, 1990: s. 156). Pfi¢iny jsou mnohé, ale miize dojit k tomu, Ze zaznam je
uloZen v zdkoveé védomi v podobé tzv. formalniho poznatku, ktery zak ziskal transmisi at’ uz od
ucitele ¢i kamaradu nebo z literatury, kde u vzorce v ramecku stal napis ,,Zapamatuj si“. Tento
poznatek je povrchni a neopird se o zdkovy predchozi zkuSenosti. TudiZ je nasnad¢, Ze po
n¢jakém casovém odstupu muze tento poznatek zacit, dalo by se fici, degenerovat. Poznatek
vznikly jako genericky model konstruovany pomoci izolovanych modelt, by mél byt ve védomi
zaka mnohem hlubsi a trvalejsi, mél by tedy ukonovym chybam vice ptedchazet. Trvalost
takového poznatku znacné zavisi na emocich, jez zdk pfi objevovani proziva. Znamé obecné

tvrzeni tikd, Ze ¢im jsou pii proZitku emoce siln&jsi, tim trvalejsi stopu zaneché v nasi paméti.

Odpovéd’ na otazku, jak predchéazet tvorbé formalnich poznatkd, je podle Hejného (2004: s. 41—

42) jednoducha. Pokud se chce ucitel vyvarovat formalnich poznatkti u svych zakt, mél by jim
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poskytnout zejména dostatecné mnozstvi Casu k ziskani potfebného poctu izolovanych modela a

neukvapit se ptedkladanim hotovych definic, navodi, postupt apod.

Zavaznosti tkonovych chyb si jsou védomi i nektefi autofi ucebnic z oddilu 1.3, a proto na
nekteré piimo upozornuji. Napiiklad pro druhou mocninu souctu i rozdilu Ize v fad¢ od autort
Herman a kol. nalézt upozornéni hned dvakrat. Poprvé u vykladu druhé mocniny’® a podruhé pii

umoctiovani mnohoé&leni’* (obr. 31).

stnosti ma druh&a mocnina? '?

L]
Naucili jsme se pravidla pro druhou mocninu soucinu a podilu dvou &sel
Plati podobnd pravidla také pro druhou mocninu souctu nebo rozdilu dvou

¢isel? Nasledujici priklady ukazuji, Ze nikoliv:

(2 +1)? |i= 2"
- (2+1)2#£22 412
22+1%| =4+1 = [5] QH,
AL
(2-1)%| = 12 : ddd)
} (2_1)2#22_12
2Pk =4_1:

Piesto vEak ; B
sto viak pro druhou mocninu souétu i druhou mocr

Nauéite se je posdii, ninu rozdilu plati zajimavé vztahy.

(A+B)* neni” A* + B2
NEZAPOMEN NA 2AB

Obr. 31: Upozornéni na chybné umocnéni dvoj¢lenu od autorit Herman a kol.

Na’ obr. 32 se nejednd pfimo 0 upozornéni na konkrétni chybu, které by se zak mohl pfi
upravach dopustit, ale 0 ptredejiti moznému pouziti neexistujiciho76 vzorce pro soucet druhych
mocnin, ktery by zak mohl né¢jakym zptisobem upravit napiiklad ze vzorce pro rozdil druhych

mocnin, ktery jiz zna.

S Herman, J., et al. (2005b). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymnadzii — Vyrazy 1. Praha: Prometheus, str. 17.

I Herman, J., et al. (2006c). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymndzii — Vyrazy 2. Praha: Prometheus, str. 35.

» Herman, J., et al. (2006c). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymnazii — Vyrazy 2. Praha: Prometheus, str. 54.

e UvaZujeme pouze vzorce pouzivané na druhém stupni zakladniho vzdélavani. Neuvazujeme metody jako napf. metodu vloZeni pole R do
pole C, kde Ize naptiklad rozlozit polynom f(x) = x2 + 1 na souéin dvou kvadratickych polynomd.
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H Po seznameni s rozkladem rozdilu A% — B? vas mozna napadla otazka, zda
,1""' Ize néjak rozlozit i soucet A? + B?. Odpovéd na ni je zdporna:
Ab

TOUCET A“+B*
NELZE

Obr. 32: Objasnéni existence vzorce pro soucet druhych mocnin

V ugebnici od autorti Sarounova a kol. je ilustrovan’’ dvoji postup pfi odecitdni mnohoclentl,
jeden spravny a druhy chybny (obr. 33). Ukolem Z4ka je najit chybu v feSeni. Zajimavé je zadani
b) a jeho chybné feSeni, kdy je odstranéno znaménko minus pied hranatou zavorkou tak, ze se
zméni vSechna znaménka uvnitt zavorky. Tento postup by mohl uplatnit napiiklad zak, ktery by
odecital mnohoc€len tak, jak uvadéji autofi Cihlaf a Zelenka: ,,Mame-li ode¢ist mnohoclen,

musime odecist kazdy jeho ¢len.“ (Cihlaf & Zelenka, 1994b: s. 20) a neuvédomil si, Ze

vyraz - (a — 3) je ¢len, jez zménime na +(a — 3).

@ ()d(‘(‘t{\t‘e:

a) (4z+7) - 2z +1)+ (7T - 3) b) 2a—-[4-(a-3)+ 5a]

Reseni
Prohlédnéte si ukazky zakovskych praci:
Dobre: Chybné:

W) (he+¥)-(Lo+1)+(%e-3)>
(b ¥)t(-Le-1)+ (1e-3)

= Qy+d

1) Lo-[4-(0-3)+5a] =
Ao -[h(-a+3)+5a]=
do-[Lho+¥] =
La+[-bo-Y]:
~-lo-%

Zéavorky odstrafiujeme
postupné, pocinaje
vnitrnimi zavorkami.

) (ke 3)- (2 +1) 4 (¥x-9):
(e ¥)4 (-2 -1)#(-}x+43):
"5x+3

4) 2a-14-(a-3)t5a]-
22a +[4+(-a+3)-5a)=
2a +[-6a-1] =
= -ba -1

Najdete chybu v feSeni?

Obr. 33: Ukazka chybného odstranéni zavorek od Sarounové a kol.

"7 Sarounovi, A., et al. (1999c). Matematika 8, 2. dil. Praha: Prometheus., str. 24.
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Posledni upozornéni na chybu, které jsem Vv rdmci analyzy ucebnic objevil, se tyka zkracovani
zapisu ¢lenu. Nalezneme ho v uéebnici’® od autorti Herman a kol. p¥i zavadéni pojmu mnoho&len
(obr. 34).

3p?’q misto 3-p-p-gq

Pri takovych zépisech piSeme vZdy koeficient na prvnim misté. Neni zvykem
napriklad soucin a - 2 zapisovat ve tvaru a2. Misto toho piSeme 2aq. )

j Pozor! Podobny zkraceny zdpis nemiizeme pouzit, neni-li koeficient ¢lenu
»vypotitan“. Napriklad vyraz 3-5-x neni roven vyrazu 35z, ale virazu 15z

Obr. 34: Upozornéni na chybné zkraceni zapisu jednoclenti

3. Grafické chyby

0 =6 =6
X - X o AX
Az MT 3

W"VZZG"'VC_L + &

Obr. 35: Postupny vznik grafickych chyb

Na obr. 35 je ukazka nékolika moznosti vzniku grafickych chyb, které budu znacit zkratkou
GrCh. Jedna se o chyby zpisobené nekvalitnim matematickym zapisem. Nejedna se pouze o
zaky trpici dysgrafii, ale 1 o béZné zaky, ktefi povaZzuji matematicky zapis za nepodstatny
vzhledem k vysledku, ¢i zaky pracujici pod ¢asovym tlakem. Ti ve snaze tlohu co nejrychleji
dofesit Casto zapis rychle ,,naSkrabou®, az se v ném sami dopusti chyb v dal$im kroku. V horsich
ptipadech dokonce Zak sviij vlastni zapis neptecte. Prikladem mulze byt zak, ktery pii feSeni
ulohy velmi nedbale psal, az do vysledku napsal vyraz 3q. Spravny vysledek mél byt ovsem 39.
V tloze, ktera pozadovala tpravu algebraického vyrazu, se totiz pismeno g ani neobjevilo.

Ptitom Slo o zéka chytrého, kterému tpravy algebraickych vyraza nedélaly vétsi problémy.

| tohoto typu chyb si jsou védomi autoii ucebnic. I kdyZ Gpravam obsahujici odmocninu se v této

praci nevénuji, povazuji za vhodné toto upozornéni na chybu ukazat.

8 Herman, J., et al. (2005b). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymndazii — Vyrazy 1. Praha: Prometheus, str. 110.
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Kdybychom odmocnitko napsali nedbale, jako to udélal Martin, dostali
bychom $patny vysledek:

1. Vypoitéte: a) v4+5

£ a7 #5005 1

Obr. 36: Nedbaly zapis odmocnitka

Na obr. 36 upozoriiuji’ na nedbalost autofi Herman a kol. v kapitole &iselné vyrazy. Obdobn& je

tomu u Sarounové a kol. pii vykladu druhé odmocniny® na obr 37.

v

e) V9+16=3+16=19
VIF+16=v25=5 V9+16#£/9+16

Pfi vypoctech s odmocninami musime velmi pozorné zapisovat odmoc- é
nitko a dodrzovat spravné poradi pocetnich vykont.

CVICENTI .

Obr. 37: Ukazka vyznamu rizného zapisu odmocnitka

Chyby zplisobené Spatnou grafickou upravou mohou zZakovy vysledky znacné zhorsit, 1 kdyz
jeho znalosti mohou byt kvalitni. Ucitel by tedy mél zdiraziovat dilezitost kvality

matematického zapisu uz od samych pocatki.
4. Chyby velkych skoki

x+2 3—x x4+ 6x+44+2x>—-5x+3
— :1: =
2x—1 x+4 2x—-1D(x+4)

Chybu budu znacit zkratkou VSCh. Jedna se o chybu, kdy se zak snazi udélat vice pocetnich
ukond najednou v jednom kroku. Mezi jednotlivymi kroky chybi matematicky zapis, zak se snazi
vse vyresit a udrzet v paméti, coz se Casto nemusi podarit. V zapise nasledujiciho kroku pak
vznikne chyba. Casto se této chyby dopoust&ji zaci pracujici pod ¢asovym tlakem, kteii nechtji
zépisem ztracet Cas. Dalsi skupinou jsou zici, ktefi pieceni své vlastni schopnosti. Mlize sem
patiit 1 pripad, kdy se zak chce vytdhnout pfed ostatnimi zpiisobem: ,,Ja uz si to rozepisovat
nemusim na rozdil od vas.” Néprava této chyby je ze strany ucitele jasna. ,,Rob pokojne, pracu si

kontroluj, urob radsej menej, ale bez chyb.” (Bero & Hejny, 1990: s. 157).

o Herman, J., et al. (2005b). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymndazii — Vyrazy 1. Praha: Prometheus, str. 100.
8 Sarounova, A., et al. (1999b). Matematika 8, 1. dil. Praha: Prometheus, str. 21.

58



5. Strategické chyby

2 4 X 2 4 X
2-x)?2 2—-x 4—4x+x? 2-—x

JO+5)(x +5) = x2 +5x + 5x + 25

Chybu budu znagit zkratkou StrCh. Zak se pfi feSeni tilohy nediva vpied, nemysli na nasledujici
dva ¢i ti kroky a cestu, kterou by se mél pii feSeni ubirat. Soustfedi se na ukon, ktery zvlada a
mbze ihned udélat. Tim se ale mize dostat do slepé ulicky. Zakovi chybi potfebny nadhled a

zkusenost, diky které by mohl predvidat dalsi postup.

Algebricky vyraz mozno vnimat’ dvoma spdsobmi: ako celok (celostné vnimanie), alebo
po jednotlivych ,,zlozkach* (atomarne vnimanie). Prave celostné vnimanie, ktoré ziakom

¢asto chyba, umoziuje vol'bu vhodnej stratégie pri iprave vyrazu.
(Bero & Hejny, 1990: s. 157)
6. Bezradnosti a bloudéni

x?=3xy +2y* x*—=3xy+2y* (x—y)(x—2y) x*—3xy+2y’
(x=»2  x2-2xy+y?  x?-2xy+yr o (x—y)?

Chybu budu znagit zkratkou BBCh. Zakovi se miiZe stat, Ze v jistém kroku najednou nevi, jak
pokracovat. Miize se to stat naptiklad Spatnou volbou strategie, pro kterou se rozhodl v minulych
krocich, nebo neznalosti potfebného ukonu pro pokratovéani. Zak je bezradny a ilohu nedokongi.
Dalsim piikladem je, kdyz se zak po né€kolika krocich dostane do bodu, ve kterém uz byl diive.
Citime, Ze zak se nedopustil chyby v tom pravém slova smyslu, spi§ nemé potifebny nadhled a

zkuSenosti jako pii volbé spravné strategie.

7. Jiné chyby

=6

W] =

X
§+5=7:x=7—5=2:

Chybu budu znacit zkratkou JCh. Patii sem vSechny chyby, které nepatii do chyb
predchazejicich. Jednim typem muize byt naptiklad chybny zapis dobie myslené¢ho postupu. Zak
se soustiedi na nékolik tkont, které sice spravné ve své hlaveé provadi, ovSem chybné zapisuje.
Vysledek mize byt spravny, ale zapis je chybny. Uciteli, ktery u Zaka kontroluje pouze vysledek,
tak mtize tato chyba zcela uniknout, coz pro zdka mize mit v budoucnu velmi negativni ucinek.

vvvvvv

moznost vlastni kontroly.
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Upozornéni na chybny zapis dobfe myslené¢ho postupu nevynechali v ucebnici ani autotfi vedeni

A. Sarounovou. Zaiadili ho do pfikladuSl, kde v zadani a) Lenka urcuje hodnotu ¢iselného
vyrazu [(2 + 6) - 3 — 4]: 5 (obr. 38).

Lenka udélala ,,oblibenou* chybu:
[(2+6)-3-4]:5=2+6=08=24-4=20:54
Zipis je chybny !!!

Nad”

Vyraz mezi rovnitky musi mit stdle stejnou hodnotu.
V Lening zdpise tomu tak neni. Viimnéte si:

2+ 6senerovnd 8.3, 8.3 senerovnd 24— 4, 24— 4senerovnd 20:3

Obr. 38: Piiklad chybného zapisu dobie mysleného postupu

81 Sarounové, A., et al. (1997). Matematika 6, 2. dil. Praha: Prometheus, str. 55, piiklad 4.
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2 Experimentalni ¢ast

2.1 Metodologie

Cilem experimentalni Casti je identifikovat problémy a chyby u zak druhého stupné zakladni
Skoly pii upravach algebraickych vyrazi; tyto chyby klasifikovat a zjistit jejich moznou pii¢inu.
Ulohy pouzit¢é vmém vyzkumu byly vytvofeny v ramci projektu GA CR Kritickd mista
matematiky na zdkladni skole. Jsou uvedeny v Priloze A. Jejich zadani i charakteristiky jsou

uvedeny v oddile 2.4, kde jsou popsany vysledky rozhovora s zaky, proto je zde uvadét nebudu.

Metodou sbéru dat byly klinické rozhovory, protoze v piipadé pisemného feSeni by nebylo
mozné ziskat dostate¢né podrobné informace o obtizich zakd a jejich myslenkovych procesech.
Klinické rozhovory byly vedeny tak, ze Zak ftesil jednotlivé tlohy, ke kterym bud’ v prub¢hu, ¢i
po jejich vyfeseni uvedl vlastni slovni komentai ¢i vedl dialog s tazatelem o problémech,
postupech a jinych faktech souvisejicich s ulohou. Prace kazdého zéka byla nahrdvana na
videokameru a poté zpétné analyzovana prostfednictvim potizenych ptepist. Pro kvalitni sbér
dat bylo ukolem tazatele jednak navozeni ptatelské atmosféry pro zdkovu vétsi sdilnost a také

pomoc zakovi pfi feSenich formou napovédy.

Nejdrive jsem provedl dva pilotni rozhovory s zaky gymnézia. Jako prvni test vypracoval Tomas
a ihned po ném Milo§ (viz nize v tab. 4). Po téchto rozhovorech jsem si ujasnil, jak budu s zaky

pracovat. Dulezité byly zejména tyto poznatky z pilotnich rozhovoru:

- Je nutné minimalizovat ovliviiovani budoucich i¢astnikl rozhovoru zakem, ktery se jiz
rozhovoru Ucastnil. To se projevilo v pilotnim rozhovoru tak, ze odchéazejici Tomas po
rozhovoru stacil na chodbé ptichazejicimu MiloSovi fici néco ve smyslu, Ze to bylo velmi
tézké pocitani a Ze to ani nestihl. Tim MiloSe velmi rozrusil a tazatel pak ztracel cas
S jeho uklidnénim.

- Je nutné upozornit Zaky na fakt, ze test neni zndmkovan, neovlivni jejich dosavadni
Skolni vysledky a ani ho neuvidi nikdo jiny ze Skoly vcetné ucitelky matematiky. To
dodalo zéktim vice klidu a otevienosti.

- Je dobré pozadat zaky, aby své myslenky a postupy zapsali, a kdyz sami uvazi, ze zapis
je chybny, aby zapis jen jednou pieskrtli tak, aby byl stale Citelny. Neméli by zapis
pfe¢marat ¢i Upln€ vygumovat.

- Je nutné si ujasnit, jak silnou napovédu ¢i pomoc zdkovi poskytnout. Na jednu stranu
chce tazatel poskytnout Zakovi dostatek Casu na pfemysleni, na druhou stranu chce ziskat
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co nejvice dat z co nejvice tloh. Ukolem tazatele bylo rozpoznat, kdy zak napiiklad
pfemysli o problému (poprosit ho o pfemysleni nahlas) a kdy zak pouze sedi a nerozumi
zadani.

- Ukazalo se, ze 45 minut na vypracovani vSech uloh testu zakiim nestacilo. Bylo proto
ptidano jesté zhruba 10 minut z prestavek. Vice Casu by asi nemélo vétsi smysl, zak jiz

ztraci soustfedénost a navic citi, ze ostatni Zaci maji prestavku, a to ho znepokojuje.

Protoze po pilotnich rozhovorech nedoslo k podstatné zméné ve zptsobu vedeni rozhovoru ani

Vv pouzitych ulohéch, zaradil jsem data z pilotnich rozhovort do hlavniho vyzkumu.
Piehled Zaki acastnicich se experimentu

Chtél jsem ziskat co nejpestiejsi vzorek zakl, proto jsem kromé dvou zakladnich Skol zvolil 1
jedno gymnézium. Zakladnim pozadavkem na vybér zakl bylo, aby $lo o zdky komunikativni a

takové, u nichz l1ze pfedpokladat obtize pti upravach algebraickych vyrazii.

Gymnazium Elisky Krasnohorské (Praha 4 — Michle, Ohradni 55) jsem zvolil proto, Ze jsem na
ném absolvoval povinné praxe vramci studia na Pedagogické fakulté. Domluva s panem
teditelem 1 pani ucitelkou probéhla velmi rychle. Na projekt mi byla ptidélena zasedaci mistnost,
kde jsem nataéel rozhovory. Zaci tercie byli po jednom uvoliiovani z hodin matematiky, coz dle
pana feditele bylo administrativné jednodus$$i, nez provadét rozhovory mimo Skolni vyuku.

Celkem jsem zde provedl Sest klinickych rozhovorti béhem ¢tyf dni.

Reditel zakladni $koly Rakovského v Praze 12 vyzadoval, aby kazdy testovany zak piinesl
souhlas 0 ucasti v projektu podepsany rodi¢i. Tuto podminku jsem splnil. Ve spolupraci
s ucitelkou matematiky jsme vybrali Zaky z devatého ro¢niku, ktefi by podle pani ucitelky mohli
s testem ,,alesponi trochu pohnout”. Jednalo se celkem o tfi zéky, ostatni bohuzel nepfinesli
podepsany souhlas. Rozhovory probihaly v prazdné ucebné béhem vyuky matematiky, Slo

0 jeden rozhovor denné.

Spoluprace s fakultni skolou Zakladni Skola a matefska Skola ANGEL v Praze 12 byla velmi
snadna a piijemnd. Zastupce teditele mi pfidélil volnou mistnost, do které mi posilal kazdou
hodinu, at’ se jednalo o matematiku ¢i jiny pfedmét, jednoho zdka. Vysledkem bylo celkem pét

rozhovorii béhem jednoho dne. Stejné jako v minulé Skole se jednalo o zaky devatého ro¢niku.

V kazdé skole byli po dohodé¢ s pani ucitelkou matematiky poptipadé i se zastupcem feditele (na

ZS Angel) vybrani Zaci podle dosavadnich vysledki. Mélo se jednat o primémé & lehce
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nadprimérné zaky v matematice. V libovolném potadi byli uvoliovani z hodin a posilani pani
ucitelkou za mnou do ptidélené mistnosti. Seznam vsech zaki, veetné podrobngéjsich informaci,
je uveden v tabulce 3. Jména zaku byla vzhledem k domluvené anonymité zménéna. Piezdivky

respektuji pohlavi zaka.

Tabulka 3: Jmenny seznam zaka Gcastnicich se projektu.

. Znamka . v «
Jméno Skola Roénik Vek | 5 matematiky Znamka v 2. Stav zz;]ka v dobé
v 1. pololeti pololeti rozhovoru
Jana 78 A 9 15 5 5 oteviena, mirn€ nervozni,
Casto ukvapena
Martin | Z$ A 9 15 2 1 zpotitku zmateny a
nervozni, klidny, otevieny
Petra | ZSA 9 15 1 2 Klidnd, pecliva,
soustiedéna, samostatna
Mirek 78 A 9 15 3 5 klidny, soustfedény,
otevieny, sdilny
Monika 78 A 9 14 5 3 Casto se sm¢jici, zbrkla,
nesoustiedéna, oteviena
Dalibor 78R 9 15 1 1 klidny, otevfeny, upiimny,
sdilny
Nela 78R 9 15 5 5 stydliva, bojacna,
méne sdilna,
. roztrzita, nesoustiedéna
Kla ZSR 9 14 2 3 ’ . ’
ara bez vétsiho zajmu
_ Klidny . mine T
Tom4s G | Tercie®) | 13 1 2 idny, mimé stydlivy,
tichy, samostatny
Milog G Tercie (8) 14 3 3 Nervozni, vystresovany,
bojacny
. klidny, upfimny, otevieny,
Rudolf G Tercie (8) 14 1 2 1y, uprm’my’, otevieny
sdilny
. klidna, pecliva
Séra G | Tercie(8) | 14 1 1 idnd, peclivd,
samostatna, oteviena
Anna G Tercie (8) 13 5 3 klidn4, snaziva, oteviena,
upfimnd
Marie G Tercie (8) 14 1 1 Snaziva, oteviena, mirné
ukvapena

Pozn.: Pouzité zkratky: G — Gymnazium Elisky Krasnohorské; ZS A — ZS Angel; ZS R — ZS Rakovského.

Vykon z4kt jednotlivych Skol byl samoziejmé ovlivnén latkou, kterd byla probirdna v dob¢ testu

a n¢kolik hodin nazpét (viz tab. 4).
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Tabulka 4: Porovnani probiranych témat pied a béhem testovani.

Predchozi latka Latka v dobé testu
Gymnazium EliSk .
y , ) Y Té&lesa — povrchy a objemy Konstrukéni tlohy
Krasnohorské
N Lomené vyrazy — kraceni, rozSifovani, Linearni rovnice s neznamou ve

Z8 Rakovského vyrazy = . i

pocetni operace jmenovateli
ZS Angel Operace s mnohocleny Lomené¢ vyrazy — ivod

2.3 Prubéh rozhovori

Kazdy z zakd dostal predtisténé zadani patnécti uloh na tfech listech papiru formatu AA4.
V zadéani jednotlivych uloh bylo dostatek mista na jejich okamzité feSeni. Jelikoz zaci feSili
ulohy beéhem vyuky, méli na vyplnéni testu maximdlné 55 minut, coz se i v pilotni studii ukazalo
jako nedostadujici. Zakovi jsem fekl, Ze test neni nijak znamkovan a neovlivni jeho sou¢asné
hodnoceni. V piipad¢ nejasnosti se mne jako tazatele mize na cokoli zeptat a bude uvitano, kdyz
své pisemné postupy slovné popise ¢i po dokonceni tlohy shrne. N&kteti Zaci spolupracovali

vice, jini mén¢.

Zak, pouze jeho paze a Gast téla, nikoliv oblidej, byl v pribéhu své prace nahrivin na
videokameru. S touto skutecnosti i se zaru¢enou anonymitou byl diive seznamen. Z nahravek
nebyl obcas srozumitelny zvukovy zdznam, proto se zvuk zpomaleny na polovicni rychlost, kdy
bylo aktérim Iépe rozumét, prepisoval do textu s obasnym zdznamem casu. Snadnéji se tak
mohly analyzovat zakovy komentafe k feSeni jednotlivych tloh. Ve vysledku bylo spojeno
naskenované feSeni konkrétni ulohy s pfepisem slovniho doprovodu Zaka i tazatele dle casové
posloupnosti. Nasledné bylo z feSeni zjisténo misto, kde zak udélal chybu, a jeho mozna pticina
byla konfrontovana s piepisem slovniho doprovodu. Pokud nebyly nalezeny zadné nebo nejasné
shody, byla kanalyze pouzita plivodni videonahravka, kde se mohla objevit napiiklad
gestikulace, z niz bylo mozné zavéry jiz vyvodit. Ukazka piepisu jedné ulohy je uvedena

v Ptiloze B.
2.4 Vysledky hlavni studie

Jak jiz bylo feCeno, tazatel mohl Zzakovi poradit, popiipadé ho navést nebo doporuéit zakovi

kontrolu jeho vysledku. Zak tedy mohl ptivodné chybné vyfesenou tlohu vyiesit spravng. Stalo
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se ovSem, ze i na druhy pokus ud¢lal zak chybu, vétsinou jiného charakteru. Z tohoto divodu
nemusi soucet jednotlivych chyb v tabulkovém piehledu nize odpovidat celkovému poctu
chybnych feSeni Glohy. Pro pfipomenuti zde uvedu seznam zkratek jednotlivych druht chyb

Z oddilu 1.5.

NumCh = Numericka chyba; UKCh = Ukonova chyba; GrCh = Graficka chyba; VSCh = Chyba
velkych skoku; StrCh = Strategicka chyba; BBCh = Bezradnosti a bloudéni; JCh = Jiné chyby

Uloha 1: Zjednoduste: x(x + 1) — (X + 1) =

Prvni uloha je vstupnim krokem do testu, méla by u zdka navazat urcity pocit jistoty a klidu pro
dalsi praci. Zadani je jasné a predpokladal jsem, ze zakiim nebude délat velké obtize, jediné snad
znaménko minus pied zavorkou. VétSina zakt se do Glohy pustila, ovS§em mnoho udélalo rizné
chyby. Bez népovedy tlohu spravné vytesili pouze Ctyfi Zaci, vSichni z gymnazia. Nejcastéji zaci

chybovali v odstranéni druhé zavorky (obr. 39).

Upravy vyrazii
1. Zjednoduste: x(x + 1)

" 5 A L ? \
IR T o &l B 1 (e

Obr. 39: Pettino feseni ulohy 1

Jana a Klara se dopustily stejné chyby. S nejvétsi pravdépodobnosti nepochopily, které zavorky

patii k sobé. Vysledkem bylo, ze proménnou x roznasobily ob&é zavorky (obr. 40). Tuto chybu

ey e

pochopeni je dilezitym piedpokladem pro dalsi vyuku.

Upravy vyrazi %
2, > SN N
1. Zjednoduste: x(x + 1) — (x + )= XFX~ X "\\\ j)&\

=2x“+x=X+4 =xty 4 2R

Obr. 40: Chybné chapani zavorek u Jany

Velkym piekvapenim bylo feSeni, kde Zak pfevedl zadani na dvojici zlomkd, poté odecetl
zavorky a nakonec zlomek opét odstranil (obr 41). Po opétovném zhlédnuti videonahravky a
celého zékova testu jsem usoudil, Ze neSlo o zdkovy nevédomosti, ale 0 mozné spojeni testu
s latkou, kterou Zaci praveé ve vyuce probiraji, a tou jsou lomené vyrazy. Spole¢né se snahou

rychle reagovat a ulohu vyiesit se zadk uchylil ke zlomkim. Ty v prvnim zapise jesté
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neznamenaji chybné feseni, ale nasledné odecteni zavorek je vazna chyba. To, Ze neslo o jeho

nevédomosti, dokazal v uloze 6.b, kterou spravné vyftesil bez sebemensiho zavahani.

1. Zjednoduste: x(x + 1) = (x + 1) = ————— a0 G MAREI s g /X

-1 "/7 7

Obr. 41: Martin byl zfejm& zmaten pravé probiranou latkou v hodinach matematiky

Za zminku je$té stoji fakt, ze vSichni Zaci volili postup rozndsobeni zavorek a zjednoduseni
mnohoclenu. Ani jeden zak nevolil postup, kdy se z vyrazu vytkne (x + 1), ¢imz dostaneme
vyraz (x + 1)(x — 1), coz je podle vzorce pro rozdil druhych mocnin rovno x% — 1. Do volby
postupu nelze zahrnout zdky gymnazia, ktefi rozklad na soucin ani vytykani jesté neprobirali. To
se i vV ucebnicich obecné vyklada pozdgji nez roznasobeni zavorek. Je také mozné, ze zaci ani
0 volbé postupu nepfemysleli. V hodinach zjednodusovali vyrazy podobného typu nejéastéji
roznasobenim, které se da v tlohach tohoto typu vzdy pouzit. V grafu na obr. 42 je uvedena

absolutni ¢etnost jednotlivych chyb, které se vyskytly v prvni tloze.

Druh chyby Absolutni ¢etnost chyb

Neresili

Chybny zapis (JCh)

Chybné secteni jednoclent (UkCh)
Odecteni zavorek ve zlomku (UkCh)
Roznasobeni x i druhé zavorky (UkCh)
Uprava 1 (UkCh)

Uprava 2 (UkCh)

Spravny vysledek

0 1 2 3 4 5
Pocet zaku

Obr. 42: Chyby objevujici se v feSenich prvni Glohy

Pozn.: Uprava 1: —(x + 1) » —x + 1; Uprava 2: x(x + 1) = x% + 1.

Uloha 2: RozloZte na soudin:

2X+4 =
X2 —BX =
3a+3b+ax+bx=
16 — 9p®=
4a* - 25h° =
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V druhé uloze se po Zacich pozadovalo rozloZit na soudin celkem pét vyrazi. Zaci z gymnazia
tuto latku jesté neprobirali, coz potvrdil Skolni vzdélavaci plan i pani ucitelka. Pojmu ,,rozlozit
na souc¢in“ uplné€ nerozuméli, ale tusili, Ze se ma ,,néco nasobit“. Objevila se dokonce tii spravna
feSeni u prvniho i druhého vyrazu, vzdy u stejného zdka. Tomas dokonce Castecné rozlozil treti
vyraz, kdy vytknul ¢islo 3 z prvnich dvou ¢lenti a x z tfetiho a ¢tvrtého ¢lenu. Dalsi Giprava ho uz

nenapadla.

Zaci devatého roéniku obou zakladnich $kol jiz latku probirali. Ulohy z testu by méli mit jesté
v &erstvé paméti, coz se Gasteéné potvrdilo. Pouze jedina zakyné ze ZS Angel vyfesila celou
ulohu sama a spravné. U ostatnich spoluzdkt z jeji tfidy se objevila zajimava chyba, diky které
se dostali do stavu tapani a bloudéni. Tti z péti zaka si k prvnimu vyrazu predepsali dvojici

prazdnych zavorek a poté se do nich snazili doplnit dvojélen (obr. 25).

2. Rozlozte na soudin: TR ’ 5 S ; g
n+a=(uy @7 X+ ) ;'i":‘ = (x £ o ‘/\\ e " ) il é\ *J\) X 7\(\/ "
2-sx=% (x-5) x1‘5"=.\(h\ -5 N A1)

3a+3b+ax+bx= (v ‘P 34 )(> 3a+3b+ax +bx= {" L A >( \ ‘b\*)

16—9p::<[’+§f>(‘1/‘\‘f‘) 16 - 9.0—" + /)(\ b ,(\/‘,} ’

4a® - 25b =‘J*9)<Q~5> 25b="' »‘.\,J(;J»@.Tii)

Obrazek 1: Mirkovo feSeni vlevo a Martinovo vpravo

Po zapsani vyrazu (x + 2)(2 + 2) se Mirek na néjaky ¢as zastavil a bylo patrné, Ze s nim vnitiné
nesouhlasi. Po kratké diskuzi jsem se ho zeptal: ,,Jsou tam takhle nutny ty dvé zavorky?* Mirek
odpovédél: ,,Neni to nutné, miize byt néco pied tim, jako Ze sem ...“ Nacez celou tlohu i ostatni
vyrazy jiz sam vyieSil. Stejnou otdzku jsem polozil 1 zbylym dvéma zdklm, ktefi reagovali
obdobné¢. Samoziejmé je plivodni feSeni chybné. Jadro této chyby je ovSem ve volb¢ strategie,
ktera byla chybna a dostala zaka do slepé ulicky. Zaci se pies tuto chybu sami neuméli vratit zpét

a zaCit znovu. AZ po poloZeni otazky si ji uvédomili.

Dospél jsem k zavéru, Ze volba Spatné strategie spocivala v nespojeni slovniho zadani s prvnim
vyrazem. Pokud se podivame do udebnice® od Sarounové a kol., zjistime, Ze Zaci nejprve
vytykayji z dvojclenu ¢i troj¢lenu jednoc€len. Ptiklady i tlohy jsou zadané slovy: ,,Vytknéte pied
zavorku:“ (Sarounova et al., 1999c: s. 38) a v zadani je dvojélen. Pojem rozloZte na souéin se

objevuje o nékolik stranek dal, prevazné u prikladii na postupné vytykani a pouziti vzorcd,

82 Sarounova, A., et al. (1999¢). Matematika 8, 2. dil. Praha: Prometheus.
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jejichz vysledek je ¢asto praveé soucin dvou dvojcleni. Proto se domnivam, ze kdyz zéaci vidéli
v zadani ,,Rozlozte na soucin“, pouzili tento pamétovy zaznam a vznikl problém. Monika
nerozlozila ani jeden vyraz, bylo zfejmé, ze viilbec nerozumi zadani a tomu, co se po ni chce.

Zpétn€ jsem se dozveédel, ze zakyné Casto chybi.

Zaci ze ZS Rakovského dopadli podstatnd hiif. Ani jeden ze tif Zakd nerozumél zadani, slovo
soucin spojovali se s¢itanim a celkové nevédéli, co se po nich chce. V ucebnici matematiky,
kterou pouzivaji (viz oddil 1.4.3) jsem ani jednou nenalezl Glohu se zadanim: Rozlozte na soucin.
Autofi ve dvou® nalezenych ulohach pouzili: Upravte na soucin. Piitom pojem rozklad na

soucin je jiz pouzit v prvni kapitole Délitelnost uéebnice® pro Sestou tfidu.

Klara k uloze tekla, ze uz si to nepamatuje. TotéZz fekla Nela, naez prvni vyraz piekvapive
spravné rozlozila. U druhého vyrazu uz udélala chybu, vyraz rozlozila na x(x — 4x), ale na muj
popud, aby to zkontrolovala a zpétné roznasobila, nakonec chybu opravila. S nasledujicimi

vyrazy si v§ak nevédéla rady.

3. Rozloe na soudin:
L B 2(x+2)
2osx=X(x~5)

3ag+3b+ax+bx=

16-9°= 2 (4 —

4a’ - 25b*=

Obr. 43: Daliborovo feseni tlohy 2

Na obr. 43 jsou ulohy fesené Daliborem, ktery zpocatku nechapal zadani. Na otazku: ,,Vis co je
to soucin?* Odpoveédél: ,,Soucin to je jako vysledek?*. Na coz jsem reagoval tim, jestli neslySel
pojmy soucet, podil, rozdil ¢i s¢itani. Jelikoz Dalibor nereagoval, objasnil jsem mu, Ze soucin je
vysledek nasobeni, a ze tloha pozaduje zapsat vyraz jako ,,néco krat néco. Dalibor napsal
K prvnimu vyrazu x(2) + 4 a konstatoval: ,,To by bylo zase ¢tyfi x, to ne.“ S vysledkem vniting
nesouhlasil, ale piesel k druhému vyrazu, ktery rozlozil bezchybné. Na mij popud se vratil
K prvnimu vyrazu a zacal opét psat x(2. Na otazku: ,, Musis jako vytknout vzdy to x nebo mutizes

i néco jiného vytknout?* odpovédél: ,,Praveé ze jenom to x, protoze jinak by mi to vyslo jenom

8 Cihlat, J. & Zelenka, M. (1995¢). Matematika pro osmou tiidu, 1. dil. Praha: Fortuna, str. 60 a 75.
84 Cihlat, J. & Zelenka, M. (1995). Matematika pro Sestou tFidu, 1. dil. Praha: Fortuna.
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C¢islo. Nacez zak zacal teSit Ctvrty vyraz, ktery ovSem nedofeSil. Po mé napovéde, ze kdyby
u prvniho vyrazu zacal podobn¢ jako u ¢tvrtého vyrazu, pak by prvni vyraz mozna rozlozil, zak
pteSel zpét na prvni vyraz a spravné ho rozlozil. Z rozhovoru jsou patrné velké nedostatky v dané

latce a utrzkovité védomosti bez komplexniho porozuméni.

Na druhé tloze bylo zfejmé, Ze Zaci ze ZS Angel nékolik hodin nazpét tuto latku probirali, tudiz
ji oproti zakim ze ZS Rakovského 1épe zvladli. Jednotlivé chyby jsou zobrazeny v grafu na

obr. 44. Nejsou zde zahrnuti zaci z gymnazia, ktefi jesté rozklad na soucin neprobirali.

Druh chyby Absolutni ¢etnost chyb

Nefresili ani po napovédé tazatele

Nerozumi pojmu soucin

Predepsal si dvojici zavorek u 1.v. (StrCh)

Domniva se, Ze Ize vytknout pouze proménnou (StrCh)
Jeden z ¢lenl rozloZil ve smyslu souctu (UkCh)

Nevi si rady s 3.v. (BBCh)

Nevi si rady v druhém kroku (vytknuti zavorky) u 3.v. (BBCh)
Nevi si rady se 4. a 5.v (BBCh)

Spatna znaménka u vysledku 4.v. (UkCh)

Spravné rozloZil vSechny vyrazy

Obr. 44: Piehled chyb v feSeni druhé tlohy

Pozn.: Zkratky 1.v., 3.v., 4.v., a 5.v., zna¢i prvni, tfeti, ¢tvrty a paty vyraz v tloze. V grafu nejsou zahrnuti zaci
gymnazia.
Uloha 3:  Dopliite misto te¢ek znaménko operace. MiiZete pouZit zavorky.

6p...7...2p=8p+7

6p...7...2p=12p? — 14p
Tteti Gloha je inverzniho charakteru a ma zjistit hloubku zakova vhledu do tiprav mnohoclend.
S prvnim vyrazem si Zaci bez vétSich zavahani sami poradili a spravné doplnili dvojici znamének
pro s¢itani. Poprvé se objevilo zadani, kde byli Zaci stoprocentné Gsp&$ni. Druhy vyraz byl jiz
komplikovanégj$i, vyzadoval spravné doplnéni znamének operaci a navic vhodné doplnéni

zavorek. To zvladli pouze dva Zaci gymnazia a tfi Zaci ze ZS Angel.
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. X2 14p | 6p(7 3. 231257~ 14p

Obr. 45: Chybné prvotni uzavorkovani v podani Rudolfa (vlevo) a Tomase (vpravo)

V péti piipadech, kdy kazdéa Skola méla svého zastupce, se objevila chyba, kdy zadk umistil do
zavorek Cleny 7 a 2p. Tim se dostal do problému, nebot’ vyraz jiz pomoci operaci nebylo mozné
spravné vytvorit. VétSina zakt vyfeSila situaci doplnénim znaménka pro nasobeni mezi
uzavorkované ¢leny, jako napiiklad Rudolf, jehoZz feseni je na obr. 45 vlevo, nebo Tomas, ktery
pro zménu doplnil znaménko pro s¢itani (obr. 45, vpravo). Zici se svym feSenim nebyli
spokojeni a vétSina si chybu uvédomovala. Bez mé napovédy ovSem nebyli schopni ulohu
vytesSit. Napovédou nejcastéji bylo, aby se pokusili zaméfit pouze na cisla. Distributivita
nasobeni vzhledem ke scitdni se u ciselnych vyrazii objevuje jiz Vramci opakovani latky
z prvniho stupné. Zaci si uvédomili jednak distributivitu, ale pfedeviim komutativitu nasobeni,
ktera zde, podle mého nazoru, byla hlavni pfi¢inou chyb. I sami Zaci na konci ulohy potvrdili, Ze

Castéji pisi hledany vyraz ve tvaru 2p(6p — 7) oproti (6p — 7)2p.

Jelikoz se zadné chyby pii feSeni prvniho vyrazu nevyskytly, ukazuje graf na obr. 46 pouze

problémy spojené s druhym vyrazem.

Druh chyby Absolutni cetnost chyb

Nefresili

Nevi si rady (BBCh)

Chybné prvotni uzavorkovani (StrCh)

Neschopnost zapsat myslenku dobrého feseni (JCH)

Spravné doplnil znaménka a zavorku

Pocet zaku

Obr. 46: Problémy objevujici se u druhého vyrazu.
Uloha4: Necht' a=3,b=-1. Kolik je 2a + 3(2 — b)?

Predpokladal jsem, ze hlavnim problémem ve ¢tvrté uloze bude dosazovani zaporného Cisla za
proménnou b. Této chyby se dopustili pouze Milo§ a Nela. Oba se po zpétném pieéteni vyrazu,
ktery vytvotili, opravili a zapsali jiz spravny vyraz (pouze Milo§ zapomnél zavorky kolem
(—=1)). Ale i presto Milos udé¢lal hrubou chybu pii upravé ¢iselného vyrazu, kdyz nedal prednost

nasobeni pred s¢itanim. Jeho fesSeni je na obr. 47. V levé casti po chybném dosazeni i chybné
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uprave Ciselného vyrazu dospél k vysledku 9. V prostiednim feSeni dosadil spravné, ale opét
chyboval v upravé. Poté, co prostfedni vysledek spolecné se mnou kontroloval, si chyby v§iml a

opravil ji (feseni Gplné vpravo).

4. Necht a=3, b=- 1. Kolik je 2a + 3(2 - b)?

6+3-(1-1) 643 (-2 13 (2--7)
4.(,’) 1-73) 54?.(3}
T 7% £+ g
74

Obr. 47: Tti pokusy o vyfeseni v podani Milose

Zarazejici je, ze chyby v upravé Ciselného vyrazu, konkrétné nedani ptednosti nasobeni pied
s¢itanim, se dopustili tfi zaci gymnazia i ZS Angel a jeden zék ze ZS Rakovského, celkem sedm

zaki! Na obr. 48 je ukéazka dalSich ctyt feSeni.

4. Necht’ @ =3, b =- 1. Kolik je 2a + 3(2 - b)?
23:23(2-(-1)]= c+3:-(244) = WBAML S+ 6+3= 14
o '

4. Nechf a =3, b=—1. Kolik je 2a+32-0b)?

.15\‘3(1«(—4)) :(T;S,(Q)r/lj = WW A1l 16+3 = M4

6*6'*3 e A%

4. Nechfa=3,b=-1. Kolik je 2a +3(2 - b)? e W
27\;‘+\s(2+/’> 641244) }* } :

4. Necht" a =3, b =— 1. Kolik je 2a + 3(2 - b)?

e34341) < 234300 = 633 2 WHAT

Obr. 48: Hruba chyba pfi apravé ¢iselnych vyraza

Prvni feSeni je Marie, chybny vysledek 9-3 = 27 je sice preskrtany, ale piesto Citelny.
Pomocnymi Sipkami u druhého vyrazu si pomohla az po zjisténé chybé a zavorku radéji
roznasobila. Klara nejenze ud¢lala stejnou chybu, ale kdyZ ji chtéla opravit, roznasobila vyraz
Vv zavorce Cislem 6 i ¢islem 3 (druhé feseni, podtrzeny vysledek), to je vazna chyba. Navic ani pii
zpétném prefikdni postupu a mém upozornéni, Ze ma v feSeni chybu, ji nic nebylo podezielé.
Ostatni chybujici zaci si po prefikani postupu chyby vSimli a sami ji odstranili. Zbyla feseni

Petry a Ani¢ky pouze potvrzuji vyskyt této chyby, coZz je zobrazeno v grafu na obr. 49.
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Absolutni ¢etnost chyb
Druh chyby v

Nedani prednosti nasobeni pred s¢itanim (UkCH)
Opomenuti zavorek po dosazeni za b (JCh)
Chybné znaménko po dosazeni za proménnou b (UkCH)

Uprava 1 (Uk
Uprava 2 (Uk

Spravné vyresilo

CH)
CH)

Pocet zaku

Obr. 49: Nejc¢astéjsi chybou bylo nedani pfednosti nasobeni pied s¢itanim

Pozn. Uprava 1: 2 — (=1) - 2; Uprava2: 6 +3-(2+1) > 12+ 6 + 6 + 3.
Uloha 5: Kter4 rovnice ma ieSeni X = 3, y =57

5x + 3y =15

5x— 3y=0

3x-5y=0

3Xx+5y=8

Uloha ovéfuje jednak schopnost spravné dosadit do rovnice a ur¢it hodnotu &iselného vyrazu, ale

také zjistuje, jak zak chape to, Ze rovnice ma
nevénoval). Dosazeni za proménné délalo potize

dosadil pouze za x, pticemz konstatoval, Ze prvni

feSeni (tomu jsem se ale pfi rozhovorech
jen Daliborovi, ktery se ukvapil a napoprvé

rovnice ,,ma feSeni. Poté, co se mnou znovu

proSel zadani a vSechny zadané rovnice, si chyby sam v§iml a celou tlohu jiz spravné vyiesil.

Devét zaku fesilo Glohu bez pisemnych poznamek. Oznacili pouze spravnou druhou rovnici,
napiiklad zakrouzkovanim ¢i ,,fajfkou”. Zbyli Zaci si pomohli vypoctem hodnoty c¢iselného
vyrazu z levé strany rovnice, kterou v hlavé porovnali S pravou stranou. Nasledné oznacili

spravnou rovnici. Stejné postupovala i Klara, ktera ale porovnala hodnotu ¢iselného vyrazu a

pravé strany rovnice pomoci znaku rovnosti, ¢imz se dopustila chybného zapisu (obr. 50).

5. Ktera rovnice ma feseni x =3, y=5?
sx+3y =13 cotnsadh &5 s DT e
5x— 3y=0 & -R.5s A4S 9::59 i
Ix—5y=0 2.1 5.5 «B-J5 = o 4,
3x+5y=8 44,55 28758 e

Obr. 50: Chybny zapis dobie mysleného postupu v podani Klary.
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Celkové si zaci v této tloze byli svym pocinanim jisti. Je zfejmé, Ze s dosazovanim cCiselnych
hodnot do rovnic a uréovanim, zdali mé, nebo nema rovnice feSeni, maji dostatek zkuSenosti.
Vysledkem je 13 spravnych vysledka s jednim chybnym zapisem. Pouze Dalibor se ukvapil a

dosadil nejprve pouze za x.

Uloha 6: m=1+x,n=2-x. Kolik je
a) 2m +n?
b) 2m —n?

V Sesté¢ Uloze bylo ukolem dosadit vyrazy za proménné a vznikly vyraz s proménnou x
zjednodusit. Pfedpokladal jsem, ze S prvnim vyrazem nebudou vétSi problémy. U druhého

vyrazu mohlo dé¢lat problém znaménko minus pted proménnou n, coz se potvrdilo.

Prvni zadani bezchybné vytesilo Sest zakil, ostatni nejcasteji chybovali ve vynechani zavorek po
dosazeni za m (u proménné n to nutné nebylo). Po pfefikani vlastniho postupu si Zaci chyby
vétSinou vSimli a nasledné jiz ulohu spravné vyiesili. Na obr. 51 je feSeni Klary, ktera taktéz
zapomnéla na zavorku. Zastavila se a ¢ast postupu preskrtala. Poté se zeptala, jestli mé Cislem 2
nasobit 1 i x (u dosazeni za m). Reagoval jsem tim, Ze jsem zopakoval zadani a zeptal se, co si
mysli. Odpovédéla: ,,dva krat jedna a dva krat x. V nasledujicim kroku ov§em napsala 2 + x2.
TotéZz se objevilo i u druhé ulohy. Pi zjednoduseni vyrazu se dopustila dalsi chyby v upravé x? a

(- x), z &ehoz vzniklo x3.

6.m=1+x,n=2-x. Kolik je

4 . e > B Tl
a) 2m + n? ‘2-/H>( + =Y :,ﬁélf d 4% -\-Z—)( = x|\

Obr. 51: Petfino feseni ulohy 6

Druhé zadani vyfeSilo spravné pét zaku. VSichni ostatni, jak jsem ptedpokladal, chybovali
vynechanim zavorek v zapise po dosazeni za proménnou n, jako je tomu naptiklad v Rudolfové

feSeni vlevo dole na obr. 52.
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6im=1+x,n=2-x Kolik je
T
@) 2m+n? = 42X g
’L(Mx)-rz-x
+Px+2-x = Hix
b) 2m - n? =X

2-Uey) "L x =
LA)x -2 ~x

» )
>
e

e

+ >
e
Y —®

i i
) N
+
?< <

" 3
§< “\N
P ®

Obr. 52: Opomenuti zavorek po dosazeni za n u druhého vyrazu v Rudolfové feseni

Kdyz jsem zaky vyzval, aby si postup znova prosli, nebo jsem pfimo upozornil na to, ze nékde je
chyba, vétsina chybujicich zaka si absenci zavorek uvédomila. Nektefi o jejich nutnosti presto
pochybovali. Naptiklad Sara skuteCnost vysvétlila tim, Ze kdyZ jsme dosazovali za proménnou
m, zavorky nutné byly, protoze m jsme nasobili dvéma. Proménna n se ale pouze od¢ita, tudiz
nevidi diivod, pro¢ by zavorky mély byt nutné (to, ze se jednd o ndsobeni Cislem —1, Saru
nenapadlo). VétSina zakl se ale pfiklonila k tomu, ze zdvorky nutné jsou, nebot’ se tim zméni

znaménko u proménné x. Cetnost jednotlivych chyb je zobrazena v grafu na obr. 53.

Druh chyby Absolutni €etnost chyb

Chybéjici zavorky po dosazeni za m (UkCh)

Chybéjici zavorky po dosazeni za n u 2. vyrazu (UkCh)
Spravny vysledek, chybny zapis - chybéjici zavorky (JCh)
Uprava 1 (UkCh)

Uprava 2 (UkCh)

Uprava 3 (UkCh)

Spravné vyresili obé zadani

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Podet zaku

Obr. 53: Nejc¢ast&jsi chybou byla absence zavorek po dosazeni za proménnou n u druhého vyrazu

Pozn.: Uprava 1: x? — x — x3; Uprava 2: 2(1 + x) — 2 + x?; Uprava 3: 2x — x - —x.
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Uloha 7:  Plati 2x + 5 = —2. Najdéte hodnotu nasledujicich vyrazi:

3(2x +5) =

-1-(2x+5)-1-(2x+5)=

2X+6=

2X+4 =

—0,5-2x+4)=
V sedmé uloze jsem piedpokladal, Ze si Zzaci povSimnou stejného vyrazu v zadani i
V nésledujicich dvou vyrazech, dosadi za vyraz v zavorce —2 a urci ¢iselnou hodnotu nové
vzniklého vyrazu. U zbylych vyraza jsem se pfiklanél k postupu, kdy zaci nejprve urci hodnotu

nezndmé x Z rovnice v zadani a nasledné ji dosadi do jednotlivych vyrazi.

Jediny, kdo urcoval hodnotu nezndmé x ze zadani, byl Tomas, jehoz feSeni je na obr. 54. Oproti
predpokladu navic dosadil hodnotu nezndmé i do prvnich dvou vyrazli a spravné urcil jejich
hodnotu. Po vyieseni tietiho vyrazu jsem se Tomase zeptal, jestli to Ize feSit i n&jak jinak nez
dosazovanim za x, kdyz v zadani i v prvnim vyrazu je 2x + 5. (Zbyteén¢ jsem se unahlil a
Tomasovi tim napoveédél, navic jsem na oba vyrazy ukazal prstem.) Tomase napadlo dosadit
pfimo hodnotu —2 za vyraz 2x + 5, coz ukazal u prvniho vyrazu. Spole¢né¢ jsme se shodli, ze

v dosazovani si je jist&jsi, a proto zvolil tento postup.

7. Plati 2x + 5 = -2, Najdéte hodnotu nasledujicich vyrazi:
et 0

T e oG = 7).
—-1-(2x+5)—l°(2x+5):l+(_s~\.,( “}{'(\\Y) E}

2x+4= =1
05-@x+49="0 ¥ Q‘}} a A

ST

Obr. 54: Tomas jako jediny vyjadtil neznamou x ze zadani a poté ji dosazoval do vyrazi

Ostatni zaci tesili prvni dva vyrazy podle predpokladu, vyraz 2x + 5 nahradili —2 a urcili
hodnotu ¢iselnych vyrazi. Pouze Nela a Dalibor méli problém s pochopenim zadani, ale stacilo,
kdyz jsme ho spole¢né piecetli a navic jsem objasnil, ze maji dan n¢jaky predpoklad, kterého
chtéji vyuzit. U péti zakh se objevila neCekana chyba. Po dosazeni —2 do prvniho vyrazu napsali

3 —2 =1 (obr.55).
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7. Plati 2x + 5 = —2. Najdéte hodnotu nasledujicich vyraz:

3ex+5)= YA 3.(-2) ~ -

Obr. 55: Klatino pieskrtané chybné feSeni s naslednou opravou

Chyba spocivala v dosazeni —2 za vyraz véetné zavorek, tedy za (2x + 5), nikoli pouze za
2x + 5, ¢imz vzniklo chybné 3 — 2. Posledni tfi vyrazy se od prvnich odliSuji neptfitomnosti
vyrazu 2x + 5. To se projevilo i na zpusobech feSeni. Sara prvni dva vyrazy fesila dosazenim
—2, jakmile se objevil tfeti vyraz, kde to jiz pfimo neslo, vyjadiila si ze zadani 2x, za které do

vyrazl dosazovala —7 (obr. 56).

7. Plati 2x + 5 = -2, Najdete hodnotu nésledujicich vyraz: 1) - <%
3@x+5)="%:(-2)= -

~1-@2x+5)-1:-@x+5= -4 (-1)-1. (-1) = 1-4.(-2) = 14+ =4y
2x+6=-3+( = -4

2x+4=-F44=-%

0,5 @x+4=-0,9 (~1+4) =K /-9 = 4§

Obr. 56: Safino peclivé vypracovani tilohy

Tteti a ¢tvrty vyraz fesilo pét zakd porovnanim vyrazi s rovnici v zadani. K rovnici pficetli 1,
resp. (—1), ¢imz na pravé strané rovnice ziskali vysledky ¢tvrtého, resp. patého vyrazu. Vypocty

provedli v hlave a zapsali rovnou vysledky, pouze Anicka si zapsala mezivypocet (obr 57).

Plati 2x + 5 = -2, Najdéte hodnotu nasledujicich vyraza:
2X 4 5) = Q= .
_.zl ' 6 ‘2_ ’L LI —-@" l» \
-1 (2x+5)~1-(2x + S)=‘ﬂ\~('1—) ’/\'&’1)‘
2xx+6=-241 = o
2+4= N4

-3
-0,5-2x+4=19

Obr. 57: Anicky feseni Glohy 7

Spravného vysledku u tfetiho a ¢tvrtého vyrazu se dopocital i Rudolf, jehoz feSeni, vzhledem

k nekorektnim zapisim jsem pochopil az zpétné z opakovanych rozborti (obr. 58). Popisi zde
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postup feSeni u tietiho vyrazu. Vadilo mu ¢islo 6, ve kterém se vyraz lisil od zadani. V prvnim
kroku misto 2x napsal vyraz ze zadani (2x +5) a pficetl zadanych 6. Cislo 4 vzniklo
V nasledujicim kroku souc¢tem ¢isel —2 (hodnota vyrazu ze zadani) a 6, a poté od ¢isla 4 odecetl
5, protoze 5 navic pficetl v prvnim kroku. Vysledkem je ¢islo —1. U ctvrtého vyrazu pouzil
Sipku pro lepsi piehled. Stejny postup by byl Gspésny i u posledniho vyrazu, kdyby posledni

jednicku jesté vynasobil ¢islem (— 0,5).

7. Plati 2x + 5 = -2, Najd&te hodnotu nasledujicich vyrazi:
3x+9)= 2(-2) : ;‘(.;

deaeey-ra@rs <40 (U-4(2) = L4224
2x+6= (34 a6 = b -5 =20 =
ax+4= (X154 =297 - -3

0,5 (2x +4)= |
’C,g-\')_x'rg)c‘()\ 5-(-2Y=141 = A-1 :,_Q.

Ul

Obr. 58: Zajimavy Rudolfiiv postup u posledni trojice vyrazi

Ostatni zaci mé&li s tfetim a Ctvrtym vyrazem vyraznéj$i problémy. Nevédéli, co délat a jak
postupovat. Po napovédach, jestli nejde vyraz upravit, aby se vice podobal vyrazu v zadani nebo
zda nejde vyrazy porovnat, jsem téméf fekl jeden ze zpusobu feSeni: Co by se stalo, kdyby
v zadani chtéli mit misto Cisla 5 ¢islo 6. U Nely nasledovala chyba v Gipravé rovnice; kdyz chtéla
vyjadiit x, napsala 2x = —2 + 5 (bylo vidét, Ze je unavena, znudéna a nema velky zajem dal
spolupracovat, proto jsem feSeni ukondil a zkusil pfejit na dalsi ulohu). Ostatni zaci tieti a étvrty

vyraz vyresili.

Vsech dvanact 74k, jez se dopracovalo k vysledku ¢tvrtého vyrazu, také spravné urcilo hodnotu
posledniho vyrazu. Devét z nich si v§imlo, Ze hodnotu —3 ¢tvrtého vyrazu lze pfimo dosadit do

patého vyrazu. Snadno tak ziskali vyraz (—0,5) - (—3) = 1,5.

Z grafu na obr. 59 je ziejmé, Ze zaci nejcastéji pocit'ovali bezradnost pii FeSeni ulohy, at’ u zadani
J ) ) )1 p p y

ulohy nebo jen pocinaje tfetim vyrazem, a chybovali v prvnim vyrazu.
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Druh chyby Absolutni ¢etnost chyb

U prvniho vyrazu misto 3(-2) napsal 3-2 (UkCh)
Chybny zapis dobré myslenky (JCh)
Bezradnost v prlibéhu feseni (BBCh)

Chyba v Upravé ciselného vyrazu (UkCh)

Spravné vyresili celou tlohu

Pocet zaku

Obr. 59: Absolutni ¢etnost chyb v feSeni sedmé tlohy

Uloha 8: Obsah {tverce je vyjadien vyrazem 25x%- 10xy + y%. Jaka je délka strany

tohoto ¢tverce?

Cilem tlohy je objasnit, jestli jsou zaci schopni pouzit algebraické vzorce v uloze
s geometrickym kontextem. Zamétim se nejprve na zaky gymnazia, ktefi v hodinach matematiky
vzorce pro druhé mocniny souétu a rozdilu je§té neprobirali®®. Diky tmto neznalostem bylo
jejich feseni tilohy na hlading strategické manipulace. VSichni zadani rozuméli, ale nevédéli, jak
se k délce strany dopracovat. VE&déli, ze obsah Ctverce se vypocita S = a-a, coz si néktefi
zapsali spolecné s obrazkem. Pokud by byl obsah pouze ¢islo, uméli by stranu urcit, jak nekteti
konstatovali. Poradil jsem, Ze hledaji vyraz, ktery kdyz vynasobi sebou samym, ziskaji vyraz ze
zadani. At zkusi najit nejprve délku strany pro S = 25, coz védéli, ze je 5. O mnoho dal se ale

vetSinou nedostali. Po delS$im pfemysleni jsem feSeni ulohy ukoncil a Zak pokracoval v testu dal,

aby zbyte¢né neztracel ¢as. Nejblize spravnému vysledku osmé ulohy byl Tomas, ktery délku

strany ¢tverce vyjadiil vyrazem 5x + /—10xy + y.

Podle $kolnich vzdélavacich planti probirali Zaci ZS Angel algebraické vzorce pied nékolika
tydny, oproti zakim ZS Rakovského, ktefi maji latku zafazenou jiz o ro¢nik diive. Zejména
z piedchozich feSeni nékterych tloh jsem predpokladal, Ze uloha bude pro zaky obtizna. Zaky
jsem nechal tlohu pfecist a dal jim ¢as na rozmySlenou. Nékteti tlohu sami opustili i po Ciselné
napovede €1 nadpoveéde, ze hledame vyraz, ktery, kdyz vynasobime sebou samym, bude stejny
jako vyraz v zadani. V ptipadech, kdy 1 po napoveédé zak pouze sed€l a nevédél co délat, jsem

ulohu ukonéil.

8 potvrdil VP i ucitelka matematiky V testované tiide.
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Nakonec pouze tii Zaci ze ZS Angel tlohu fesili a také spravné vyfesili. Konkrétné Martin,
Mirek a Petra, a neni nahoda, ze pravé tito zaci. Pokud se vratime K tloze 2, byli jedini, ktefi
rozlozili na sou¢in vSechny vyrazy, zejména posledni dva, které maji k zadani osmé ulohy
relativné blizko. Martin s Mirkem sice mé¢li v tloze 2 problém u prvniho vyrazu, kde si
predepsali dvojici zavorek, ale to jen vice ukazuje, jak pii rozkladech vyrazu premysleji. Pokud
je tkolem rozlozit vyraz, automaticky si pod tim piedstavi, ze to bude soucin dvoj¢lent, coz jim

v osmé uloze bezpochyby pomohlo.

8. Obsah ¢tverce je vyjadien vyrazem 25 X~ 10xy + yz Jaka je délka strany tohoto &tverce?

(5 i/v)(\?»‘,\ ) = ’2} ~

Obr. 60: Martinovo feSeni tlohy 8

Martin si obdobné ptedepsal dvojici zadvorek i zde (obr. 60), protoze fekl, ze musi ud¢€lat soucin,
jelikoz ta strana je odmocnina ze zadaného vyrazu. Nejprve se soustiedil na prvni ¢len vyrazu a
zapsal (5x )(5x ). Nasledovalo doplnéni znamének, ve kterém se nejprve spletl, ale sam
chybu ihned opravil. V dalsim kroku pfipsal y. Kdyz ale chtél vyjadiit délku strany, napsal za
sou¢in = 5x — y. Této chyby jsem si v prub¢hu testu bohuzel nevsiml, soustfedil jsem se jiz na

dalsi ulohu.

Petra feSila ulohu obdobné. Po zapsani sou¢inu dvou zavorek byla vyzvana k zjednoduseni
vyrazu, ale nikoli aby ho roznésobila. Odpovédéla: ,,To mizu zapsat jen jednou.“ S ¢imz jsem
souhlasil, nebot’ jsem ptedpokladal, Ze pouzije mocninu, ale Petra napsala totéz, co Martin na
obr. 60. Kdyz byla upozornéna na chybu, fekla, Ze to mlize napsat dvakrat. Nacez jsem se jako
tazatel unahlil a fekl, Ze asi chtéla fici ,,na druhou®, s ¢imz souhlasila a spravné zapsala. Z téchto

a jinych nekorektnich zapist je zfejmé, ze zaci jeste Gpln€ nerozumi symbolu =.

= . t\ ,)
8. Obsah étverce je vyjadien vyrazem 25 ¥— 10xy + yz. Jaka je délka strany tohoto ¢tverce

(=57 o] w0
» [ ‘—,} y-

g\ ;’ | jiﬁﬂ nj‘l

Obr. 61: Geometricka interpretace v Mirkové feseni

Jediny zék pouzil k nalezeni strany ¢tverce geometrickou interpretaci zadané¢ho vyrazu, coz mne
vnitiné potésilo. Pfed feSenim pfiznal, ze na geometrickou interpretaci se jiz nékde ,,zbézné*
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dival (to potvrzuje, Ze je dulezité, aby mél zak kvalitni uCebni materialy). Zacal kreslit velky
Ctverec se stranou 5x, poté prikreslil k pravé strané obdélnik, k jehoz uzké strané piipsal 2y, a
nakonec utvar doplnil na ¢tverec a popsal zbylé Casti strany (obr. 61). KdyZ jsem se zeptal, jestli
jsou strany 2y a y stejné€ dlouhé, sam chybu opravil a vysvétlil, Ze dvojice obdélnikti predstavuje
prostiedni ¢len vyrazu. Nakonec jsem ho poprosil, aby vyrazem zapsal, jaka je délka strany
¢tverce. To udélal zajimavym zptsobem (obr. 61 vlevo). Zeptal jsem se ,,Co to je? To je néjaky
znak?“ (myslel jsem $ikmou ¢aru uplné vlevo). Odpovédél: ,Nevim, ja nevim, jak se znaci

strana.” Na to jsem odpovédél, Ze mu rozumim a Ze mi to timto zpsobem staci.

Pro mnoho 74kl byla tiloha na hladin¢ strategické manipulace, proto vysledky do zavéreéného

shrnuti nebudu zapocitavat.

Uloha 9: Zapiste a upravte vyraz pro obsah trojihelnika na obrazku.

4z

a

3xr+5

V tloze mne zajimalo, jestli je Zdk schopen vytvofit vyraz pro obsah trojihelniku, spravné ho
zapsat a poté ho zjednodusit. Jesté pred vytvafenim vyrazu si tfi Zaci nebyli jisti, zdali vyraz
3x + 5 patii k celé stran& nebo pouze k levé asti, kterou oddéluje pata vysky. Rekl jsem, Ze se
tim mysli cela strana, a preventivné jsem to fekl i ostatnim zakam, kdyz jsem vidél, Ze nad tim
mozna premysleji. Prvni problém, ktery se objevil u Sesti zaku, byla neznalost vzorce pro obsah
trojuhelniku. Nemuseli napsat pifimo vzorec, stacil by vyraz ¢i mySlenka, podle které by vyraz
vytvorili. Nékteti tipovali a ¢ekali na moji reakci, Mirek s Rudolfem zacali Pythagorovou vétou
a Petra rovnou fekla, ze si vzoreCky nepamatuje. Jako piiklad ukazu ¢ast rozhovoru s Daliborem.

Po precteni zadani nasledovalo (D=Dalibor, T= tazatel):

D: ,,Obsah trojuhelniku je a + b + ¢, ne tedy dva krat, ne.
T: ,,Jesté jednou, pomalu to zkus, nespéche;j.

D: ,,Ja vim, Ze to ma byt dva d¢€leno, ale pak to dalsi nevim.*
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Byl vyzvan, aby své myslenky napsal. Zacal psat S = 2: (, v ¢emZ jsem ho pierusil a objasnil
pojmy zékladna, vyika a sestavil s nim vzorec, na ktery si ¢aste¢né vzpomnél. Uprava vyrazu,

ktery jsme spole¢né vytvofili, mu obtize nedélala.

Kléfe jsem vzorec pro obsah trojihelniku také fekl (protoze ho nedokézala fict), navic si pletla
vysku se zékladnou. Kdyz chtéla dosazovat, zeptala se: ,,A kolik je tady to? To je 8x?* Pficemz
ukézala na vyraz u zékladny. Na to jsem reagoval pouze objasnénim, ze jde o zakladnu. Klare
vadilo, ze to je dvojclen. Pokud by to byl jednoclen, uz by to nevadilo. Klary soustiedéni béhem
feSeni postupné preslo v zachvat smichu, coz se znacné podepsalo na feSeni. Bylo vidét, ze ji to
uZ nebavi a nezajima. Ulohu jsme piesto spoleéné dodélali. Chyby, které se objevily po ztraté

koncentrace, nebudou do vysledkl zahrnuty.

Rudolfovi bylo na zacatku feceno, Ze vyraz 3x + 5 je cela strana, pfesto zacal Pythagorovou
vétou, do které i dosadil. Zeptal jsem se ho, jestli potiebuje, co napsal, a jak se pocita obsah
trojuhelniku. Sam si uvédomil, ze mu staci vzorec pro obsah, na ktery si vzpomnél. Problém

nastal, kdyz napsal vzorec a poté si oznacil strany trojihelniku (obr. 62).

9. Zapiste a upravte vyraz pro obsah trojuhelnika na obrazku.

o A R:.&_“L‘:.
) wal =¢ = s

@es s =c G
g \q/ ‘_/é\ f\/kﬁ(’

= AT U

£ = s e
3z +5 - - X -
¢ S MR 5o Catlo

Obr. 62: Rudolfovo feseni tilohy 9

Stranu a ve vzorci si spojil se stranou a Vv trojuhelniku a vysku v, s vyznaéenou vyskou. Diky
tomu se ,,zamotal*“ do svého feseni a sam nevédél, co chce uréit. Divodem byla Rudolfova
nelplnd znalost vzorce, kdy nevédél, ze stranu nasobime vysSkou prave ktéto strané. Po

objasnéni dosadil do vzorce a vyraz spravné upravil.

Z4ci, ktefi napsali spravny vzorec pro obsah trojithelniku, nej¢astéji chybovali ve vynechani
zavorek V zapise po dosazeni. Velkym piekvapenim pro mé byla Uprava vzniklého vyrazu

u dvou zaka (obr. 63).
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9. Zapiste a upravte vyraz pro obsah trop;lf A nia ObrazKu. I B ot e o b
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Obr. 63: Chybna uprava vyrazu v podani Jany (vlevo) a Milose (vpravo)

Chybou bylo, ze jsem se v ptipadé Milose ubiral vice smérem vysvétlovani tomu, jak to ma byt
spravné, nez zjistovanim divodu této chyby. Obdobné i u Jany, kde jsem zZ neznamych divoda
ptesel k nasledujici uloze. Z grafu na obr. 64 je ziejmé, ze pouze tii Zaci byli schopni vyfesit

ulohu bez pomoci tazatele.

Druh chyby Absolutni ¢etnost chyb

Neznalost vzorce pro obsah trojuhelniku
Vyytvoreny vyraz bez zavorek (UkCh)
Bezradnost a bloudéni

Uprava 1 (UkCh)

Uprava 2 (UkCh)

Uprava 3 (UkCh)

Spravné vyresili ulohu

0 1 2 3 4 5 6 7
Pocet zaku

Obr. 64: Problémy a chyby v feSeni ulohy 9
, , , 2
Pozn.: Uprava 1: 12x% + 20x — 32x3; Uprava 2: 3x + 5 - 4x — 12x + 5; Uprava 3: ——2% _, 12x2 + 10x;

Bezradnost a bloudéni ve tfetim fadku neni klasifikovana jako BBCh, nebot’ se jednalo o bezradnosti v feSeni ulohy
jako celku, nikoli v Gpravé vyrazu.

Uloha 10: Hrana kaZdé z krychli tvoFicich téleso na obrizku ma délku 25, ZapiSte a

upravte vzorec pro povrch télesa.
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Po ptedchozi uloze, kde byla délka strany i vysky zaddna algebraickym vyrazem, jsem
predpokladal, e Zaci nebudou mit s Glohou vétsi problémy. Potvrdil se viak pravy opak. Sest
zakl nevédelo, jak postupovat, byli bezradni. Néktefi zacali tim, Ze si nepamatuji vzorec, jini

zacali pocitat objem. Obecné se jiz u zakl zacala projevovat inava a nechut’ k dal§imu feseni.

S Nelou jsme ulohu fesili spolecn¢, zadani jsem pfirovnal k zabaleni vanoc¢niho darku a ulohu
rozdelil na povrch jedné krychle. Rozuméla povrchu i siti krychle a zacala kreslit sit” celého
télesa. Utvar, ktery nakreslila, mne zaskogil (obr. 65). Nijak jsem nereagoval, nebot’ se to Gpravy
vyrazu piimo netykalo. Na rozdil od né€kterych zaka Nela diky obrazku alespon uréila spravny
podet &tvercll, z kterych se povrch télesa sklada. Ulohu téméf sama dokonéila, pouze obsah

jednoho &tverce uréila chybnym vyrazem 4x3, ktery po mé vyzvé opravila.

10. Hrana kazdé z krychli tvoficich téleso na obrdzku ma délku 2x°. Zapiste a upravte vzorec

pro povrch télesa.

g A" de? E £
5 =(y®

e S=0n

Obr. 65: Sit’ tvaru zakreslena Nelou

Mariina peclivost a systematicnost je zfejma z obr. 66. Nejprve si zapsala potfebné udaje, urcila
obsah jednoho ¢tverce a nakonec urcovala jejich pocet v povrchu télesa. Posledné zminény ukol
délal problém 1 dalSim Sesti zdkiim. Dva se ptimo zeptali, jestli maji pocitat 1 spodni ¢ast, protoze
st nebyli jisti. I bez mé odpovédi se priklonili ke spravné varianté. Dalsi dva Zaci doshi k ¢islu
21, které vzniklo ode¢tenim tii spole¢nych stén od povrchu ¢tyf krychli, tedy 6 - 4 — 3. Marie se
dopocitala k n€kolika chybnym tdajim, az po mé vyzvé si vSe zacala psat, v emz piesto

chybovala.
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10. Hrana ka2dé z krychli tvoFicich téleso na obrazku m4 délku 2¢°. Zapiste a upravte vzorec
pro povrch télesa.
= 2epiedic : 9shran,
=2 x=3 el
a rezrade: 9 sthany
200 dole : 32 sp ’
g b » 3 oy
Sa = R . LxS b P S
< 6 i LR Frany
og :4)( 2es toya 42 s fra u
gg\ = /I g Y x A :
C= 32 %€
i o ety

Obr. 66: Marie i s pomoci zapisu chybné ur¢ila pocet ¢tverct v plasti atvaru

Graf na obr. 67 ukazuje, Ze samotna uprava vyrazu zakim nedélala vétsi problémy. Hlavni

problém byl ve vytvofeni spravného vyrazu.

Druh chyby Absolutni ¢etnost chyb

Celkova bezradnost a bloudéni pfi vytvareni vyrazu
Chybné urceni poctu ¢tvercti v plasti télesa

Pocita objem

Nechape pojem povrch

Chybny zapis dobfe mysleného postupu (JCh)
Uprava 1 (NumCh)

Uprava 2 (UKCh)

Uprava 3 (UkCh)

Spravné vyftesili tlohu

0 1 2 3 4 5 6 7

Pocet zakl

Obr. 67: Problémy a chyby v feSeni Glohy 10

Pozn.: Uprava 1: 18 - 4 — 68; Uprava 2: 2x3 - 2x3 — 4x°; Uprava 3: 2x° - 2x3 - 4x°3
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Uloha 11: Uréete a zjednoduste vyraz, ktery vyjadi‘uje obsah tmavé &asti obrazku.

6z

2x

3x 4z

dr — 2

Uloha je ptevzata od Durdikové (2007) a ma objasnit, v kterych &astech feSeni maji Zaci obtize;
pii vytvafeni vyrazu, pii jeho uprave, popiipade jaky zvoli postup a zapis vyrazu. Pii pohledu na
zadani a po jednoduché tpravé zjistime, Ze nenajdeme hodnotu proménné x takovou, ktera by
spliovala geometrické charakteristiky obrazku. Neexistuje kladné ¢islo x, pro které by byla delsi
strana obdélniku 5x — 2 skute¢né delsi nez kratsi strana 6x a nez soucet 3x + 4x. Tento fakt

ovSem nema na uréeni vyrazu pro obsah tmavé ¢asti vliv.

Ulohu stihlo vypracovat deset 7k, z toho pouze dva Zaci z gymnazia bez chyby a bez pomoci
tazatele. Vsichni zaci rozuméli zadani a zvolili stejny postup; od obsahu nejvétsiho obdélniku
odecetli obsahy dvou malych. V zapise feSeni se Zaci jiz rozdélili do dvou skupin. Prvni
pocetngjsi skupina si zapsala a zjednodusila tfi vyrazy pro téi obdélniky (nejvétsi obdélnik a
dvojci malych uvnitt), po jejichz zjednoduseni vytvofili ¢tvrty vyraz pro obsah tmavé plochy.
Jana, jejiz postup je na obr. 68, postupovala stejné, ale hned ve druhém kroku zapomnéla
zavorku u vyrazu 5x — 2. KdyZ jsem se zeptal, jestli je vyraz dobfe zapsan, chybu opravila.
Pokracoval jsem otazkou, zda-li je rozdil mezi piivodnim vyrazem a opravenym vyrazem. Jana
odpovédéla: ,,Jo, je to rozdil, protoze ted to musim roznasobit.“ Jana zjevné pospichala a

ztracela koncentraci, coz se podepsalo na celém feSeni..
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11. Urgete a zjednoduste vyraz, ktery vyjadtuje obsah tmavé ¢asti obrazku.
= Do
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Obr. 68: Jana se pfi feseni Glohy dopustila hned nekolika chyb

Druh4 skupina 74kl vytvofila jeden velky vyraz pfimo pro obsah tmavé plochy, ktery nasledné
upravovala. Postupoval tak i Martin, jehoz feSeni na obr. 69 ovlivnila chyba v opomenuti

zavorek u prvniho vyrazu 5x — 2. Po mé vyzvé, jestli je to v poradku, v§e opravil. Ostatné nebyl
s Janou jediny, kdo se této chyby dopustil.

11. Urete a zjednoduste vyraz, ktery vyjadiuje obsah tmavé &asti obrazku.
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Obr. 69: Martintiv postup

Zminim jeSté prub¢h feseni Dalibora, ktery nejprve tvrdil, ze obsah obdélniku se pocita podle
vzorce 2(a + b). KdyZ jsem mu oznamil, Ze ekl vyraz pro obvod, opravil se. Jako prvni urcil
obsah nejvétsiho obdé€lniku. Pokracoval obsahem wvnitfniho levého obdélniku a tfekl: ,,To je
Ctverec, obdélnik, to je Ctverec tohle to, myslim tedy. Vypada to tak.”“ Reagoval jsem otazkou:
»Podle ¢eho to poznas, jestli je to ¢tverec?* Dalibor odpovedél: ,,Ma to Ctyfi strany a hlavnég. Ja
bych potieboval pravitko, abych si to mohl zméfit.“ Poukazal jsem na vyrazy, kterymi jsou

urceny jeho strany. To uz Dalibor fekl, ze Gtvar je obdélnik, protoze ¢tverec ma strany stejné.

Zéaci méli nejvétsi problém s vytvorenim vyrazu podobné jako v tlloze 9. Chyb, kterych se Zaci

dopustili pfi Gpravach vyrazii, nebylo mnoho, jak ukazuje graf na obr. 70. Nékteré z nich bych
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pfisoudil zejména nizké koncentraci a neklidu, zpisobenym Skolnim zvonénim na znameni

prestavky.

Druh chyby Absolutni ¢etnost chyb

Chyba 1 (UkCh)

Chybny zapis dobre mysleného postupu (JCh)
Neumi obecné urcit obvod obdélniku

Uprava 1 (UkCh)

Uprava 2 (UkCh)

Uprava 3 (UkCh)

Uprava 4 (NumcCh)

Uprava 5 (UkCh)

Spravné vyresili tlohu

Obr. 70: Nejvétsim problémem bylo vytvofeni vyrazu pro obsah nejvétsiho obdélniku.

Pozn.: Chyba 1: Obsah nejvétsiho obdélniku 7ak zapsal vyrazem 6x - 5x — 2; Uprava 1: 2x - 3x — 6x a podobné
tpravy; Uprava 2: —(4x - x) - 4x?; Uprava 3: 6x - (5x — 2) = 30x? - (—12x); Uprava 4: 30 - 12 - 320; Uprava
5:320x% — 6x2 — 4x? > 310x3

Uloha 12: Ze vzorce pro obsah trojuhelnika vyjadiete délku strany.
Uloha 13: Ze vzorce pro obsah lichobé&Zniku vyjadiete velikost vy$ky na zakladnu.
Uloha 14: Ze vzorce pro obsah kruhu vyjadiete velikost jeho poloméru.

Uloha 15: ReSte soustavu rovnic: X +y = 12, 2x + 5y =36.

Cilem série tif po sob€ jdoucich uloh bylo zjistit, zda-li je Z&k schopen vyjadfit nezndmou
z geometrickych vzorci, se kterymi se setkal ve vyuce. U posledni tlohy jsem chtél sledovat,
jakou metodu feSeni zéaci zvoli a jestli ji spravné aplikuji. BuhuZzel mnoho zdka tyto ulohy
nestihlo vypracovat, proto zde pouze shrnu nékteré jevy. Vysledky téchto Ctyf tloh zaroven

nebudu zarazovat do celkového srnuti @ hodnoceni experimentalni studie.

Zaci gymnazia neméli sfeSenim uloh 12 — 14 (pouze ty ulohy, které stihli) téméF Zadné
problémy. Snadno si vybavili potfebné vzorce a z rovnice vyjadfili neznamou. Marie pfi uprave
rovnice zulohy 14 nejprve délila m a poté rovnici odmocnila, coz zapsala jako déleni

odmocnitkem (obr. 71).
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Zaci zakladnich $kol si ve vétsing piipadti vzorce nepamatovali, proto jsem jim je fekl, aby je
alesponl zkusili upravit. Dalibor s Petrou méli problém s pochopenim zadani. Neveédéli, co po
nich uloha 74da. Uké&zu zde kratky piepis rozhovoru s Petrou, potom co méla jiz vzorec
(aloha 12.).

T:
P:
T:
P:

T:

P: ,No cht&ji prosté, abych zjistila z toho vzorce, jaka je ta strana vlastné. Nebo jakoby to

14. Ze vzorce pro obsah kruhu vyjadiete velikost jeho poloméru.

(\ = /i (1’(\/11 o
: - F8 e |
= M - ' i /4

7/72-, 7 =
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Obr. 71: Zapis odmocnéni v podani Marie

,No a ted’ se po nas chce, abychom vyjadiili tu délku strany. To je to a.*

,Um¢la by si to vyjadrit?*

,Nebo, co to je to vyjadiit? Vis, co se chce vlastné? Nebo nevis?*

oznaceni pro tu stranu.*

T: ,,Jako a se rovna néco?“

P: ,,Ne, to pfimo ne. Ja nevim.*

Ulohu jsem Petfe nakonec zacal vysvétlovat pres &isla a fakt, ze chceme vyjadfit stranu pomoci

vySky a obsahu. Vyraz pro délku strany nakonec zapsala.

88




3 Zavérecné shrnuti poznatku

V oddile 2.4 jsem postupné analyzoval chyby a problémy objevujici se u zaka pfi feSeni tloh,
vnichz se objevuji algebraické vyrazy. Cetnost jednotlivych chyb jsem zaznamenal a
nejfrekventovanéjsi z nich blize popsal a doplnil ilustraci reprezentativnich zakovskych feseni.
K rozttidéni nalezenych chyb u Gprav algebraickych vyrazi jsem pouzil klasifikaci od P. Bera a
M. Hejného (viz oddil 1.5), diky které se ukazalo, Ze nejcastéji se zaci dopustili tkonovych chyb,
témér ve tiech ¢tvrtinach pripada (viz graf na obr. 72).

165% 7 4405
B Numerické chyby

9,92%

B Strategické chyby

9,09%
Bezradnosti a bloudéni

H Jiné chyby
71,90%
m Ukonové chyby

Obr. 72: Relativni ¢etnost jednotlivych druht chyb

Pozn.: Do skupiny Jiné chyby byly zatazeny pouze chybné zdpisy dobie myslenych postupii. Zadné dalsi chyby,
které by spadaly do této skupiny, nebyly béhem analyzy tloh zjistény.

Z grafu na obr. 72 je patrné, Ze numerické chyby se u zaki témét neobjevily. Je to zplisobeno
zejména tim, Ze v testu bylo malo Uprav ciselnych vyrazii a tim, ze Zaci si jednotlivé kroky pii
upravach vyrazi zapisovali (to je v potadku), pak jsem ale nalezenou chybu hodnotil jako
ukonovou, protoze jsem nespatiil jiny nadfazen€jsi tkon, ktery by zaroven provadéli mezi
jednotlivymi kroky. Bezradnost a bloudéni alesponi v n€které tiloze pocitovalo témer deset
procent zakd. Je to zplUsobeno zejména nedostatkem zkuSenosti a omezenymi znalostmi,
u nekterych mozna i1 Gnavou a nechuti pracovat. Strategickych chyb se dopoustéli zaci, ktefi
mohli byt ¢astecné ovlivnéni u¢ebnimi materialy (aloha 2, kdy si Zaci predepsali dvojici zavorek
u prvniho vyrazu) nebo neméli potfebné zkuSenosti a uchylili se k feSeni, které bylo spravnému

feSeni nejblizsi (naptiklad tloha 3, kdy pét zakt nespravné predepsalo zavorku).
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3.1 Shrnuti vysledki experimentalni ¢asti

Cilem prace je zjisténé chyby hloubé&ji popsat, pokusit se najit jejich mozné ptiCiny a porovnat
vysledky s vyzkumy v oddile 1.3. Postupné se vratim k jednotlivym uloham a konkrétnim
chybam s nejvétsi Cetnosti popiipadé zavaznosti na zakladé vlastniho uvazeni. Vzhledem
k lepsimu porovnani vysledkd jednotlivych studii budu Gspésnost zakt v feseni tloh mé studie

uvadét v procentech.

Uloha 1 — Ukolem bylo zjednodusit vyraz x(x + 1) — (x + 1). Ctyfi Zaci provedli nasledujici
chybnou tpravu u druhého ¢lenu: —(x + 1) » —x + 1, coz odpovida i zavérim Rendla a
Vondrové (2014) v tloze M04-07 (oddil 1.3.1), kde podle nejcastéjsi nespravné odpovedi zaci
chybovali pii Gpraveé druhého ¢lenu. Pokud bych mél chybu vice upftesnit, jde o chybné ptidéleni
znaménka plus nebo minus druhému &lenu po odstranéni zavorky. Usp&snost feeni ulohy
¢eskych zaku v ramci TIMSS 2007 byla 24,7 %, coz se vyznamné neli$i od Gspé$nosti mnou

zkoumanych zaki (28,6 %), a vysledek tak 1ze povazovat za dtvéryhodny.

Pfi¢inou chyby je zfejmé nekvalitni pamétovy zaznam v kombinaci s moznym vlivem vyuky
¢iselnych vyrazi, coz je jeden ze zavéra studie od Vlassis (2004) v oddile 1.3.2. Nemusi se
jednat pouze o znaménko minus, ale naptiklad i o chapani zavorek. V ucebnicich od Hermana a
kol. je odcitdni mnohoclenu uvedeno odc¢itanim Cisel. ,,Odecist ¢islo znamena pfic¢ist k nému
opa¢né“ (Herman et al., 2005b: s. 117), (napt. 25 — 12 = 25+ (—12) = 13). Na to autofi
navazuji vétou, Ze stejné pravidlo plati i pro od¢itani mnohoc€lenil, a uvadéji piiklady, kdy se
od¢ita dvojélen nebo troj¢len (napt. x — (2x +5) =x+ (—2x—-5) =x—-2x—5=—x —5).
Thned poté je napsano, Ze tento podrobny zapis se obvykle vynechava a pocita se tak, ze ,,rovnou

odstrafiujeme zavorky podle pravidla“ (Herman et al., 2005b: s. 118), (viz obr. 13 na strané 29.)

Podle mého nazoru by zakim pomohlo, kdyby se autofi pfi uvedeni odcitani mnohoclenu
neomezili pouze na od¢itani jediného ¢isla, ale aby do ukazky zafadili i od¢itani Ciselného
dvoj¢lenu ¢i trojélenu (napi. 5—(2+4) =5+ (—2—-4)=5—-2—4 = —1). Mozna bychom
zjistili, Ze zaci jsou zvykli nejprve urcit vnitiek zavorky a poté odecist vzniklé ¢islo, tedy
5—(2+4+4)=5—-6=—1. Pokud by Zaci méli problémy S odstranénim zavorky bez
zjednodusSeni jejiho vnittku, nema smysl pfechazet na algebraické vyrazy, ale rad¢ji podrobné

prozkoumat tuto oblast u Ciselnych vyrazi.

Dale se domnivam, ze je dulezité, aby zdk sam objevil a ptesel z podrobného zapisu pficitani
opacného mnohoclenu ke zkracenému zapisu, kde se ,,odstraiiuje znaménko ptred zavorkou*.
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Mohli bychom tak pfedejit formalnim poznatkiim, které jsou podle Bera a Hejného (1990:
s. 156) jednou z pficin tkonovych chyb.

Uloha 2 — Ukolem bylo rozloZit na soudin pét vyrazi. Neobjevila se zde chyba, které by se
dopustilo vyznamné mnozstvi zaki. Objevilo se ne€kolik dil¢ich problémt a chyb spojenych
s ulohou (napf. neznalost pojmu soucin, chybna volba strategie vV podob¢ predepsani dvojice

zavorek, ukonové chyby), které jsou blize popsané v samotné analyze tlohy od str. 67 prace.

Uloha 3 — V uloze méli zaci doplnit znaménka operaci piipadné zavorek do netplného vyrazu.
U druhého vyrazu se objevila zajimava chyba, diky které se zaci dostali do slepé ulicky. Pét zaku
vlozilo do zavorky druhy a tfeti ¢len 6p ...(7 ... 2p) = 12p? - 14p, naceZ se snazilo doplnit
znaménka operaci. VSichni sice tusili n¢jaky problém, protoZe i s riznymi variantami doplnéni
znamének se nemohli dobrat spravného vysledku, ovsem bez mé napovédy (zaméfeni se pouze

na ¢isla) nebyli schopni udélat krok zpét v podob¢ jiného pouziti zavorek.

Pokud se zamé&fim na uéebnice, divodi této chyby miize byt nékolik. Zaci se obecné setkavaji
Castéji s vyrazy tvaru jednoélen krat dvojlen, popiipadé trojclen. V geometrii je obvod
obdélniku obvykle psan ve tvaru o = 2(a + b) nebo povrch hranolu S = 2(ab + ac + bc).
| uaprav algebraickych vyrazli se vice setkdme s vyrazy ve tvaru x(a + b), napiiklad ve
cviceni®®, kde je tikolem néasobit, jsou z dvanacti zadanych vyrazii pouze dva ve tvaru (a + b)x.
Koneéné v kazdé z tii fad, které jsem analyzoval v oddile 1.4, jsem u latky zaméfené na vytykani
naSel vétu: Vytkli jsme pied zdvorku. Piiklanim se k tomu, Ze pti prvnim pohledu na zadani zaci
tudili, Ze budou muset pouzit ndsobeni. Vybavili si nejcastéj$i podobné vyrazy a uchylili se
k uzavorkovani druhého a tfetiho Clenu, poté se snazili doplnit znaménka operaci. Kdyz byla
eliminovana proménna (po napovédé), &iselny vyraz jiz byli schopni vyfesit. Zakim chybél
nadhled.

Uloha 4 — Cilem tllohy bylo zjistit, jestli maji aci problém s dosazovanim &isel za proménné.
Kratce zde pfipomenu vysledy a zavéry k této uloze, kterd byla pouzita v testu TIMSS 2007
(oddil 1.3). Zadani ulohy: a = 3, b = — 1. Kolik je 2a + 3(2 — b)? Byly dany ¢étyfi moznosti
(v zavorce je uvedena relativni ¢etnost odpovédi eskych zaka): A) 15 (33,8 %), B) 14 (5,8 %),
C) 13 (10,4 %) a D) 9 (44,6 %). ,,Z nespravnych odpovédi méla nejvyssi ¢etnost odpovéd’ D,

zaci chybné dosadili zaporné ¢islo.” (Tomasek et al., 2009: s. 41).

8 Sarounova, A., et al. (1999¢). Matematika 8, 2. dil. Praha: Prometheus.. str. 30, cv.2.
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V mnou vedenych rozhovorech se chybného dosazeni, konkrétné —1 za proménnou b, tedy
6 + 3(2- 1) =9, dopustili pouze dva Zéci (pfiblizné 14,3 %). Objevila se ale mnohem
nasobeni pied s¢itanim. Chyby se dopustilo po tfech Zacich gymnazia a ZS Angel a jeden Zak ze
ZS Rakovského (50 % ucastnikl tohoto vyzkumu), a jde zaroveir 0 chybu se zhruba 50%
vyskytem u viech i §kol. Sest zakt dospélo k vysledku 27. Pouze Milo§ se dopustil obou chyb,
¢imz ziskal 6+3(2—-1)—>9-(1) =9. Ve vyzkumu TIMSS 2007 by s nejvetsi
pravdépodobnosti zakrouzkoval odpovéd’ D. Zbylych Sest zaku, kterym vyslo 6 +3(2 + 1) -
— 9-(3) = 27, by zacalo hledat chybu ve svém feSeni, nebot’ tato moznost nebyla nabidnuta.
VétSina znich by si chyby (pfednost operace) vSimla, coz potvrzuje | moje studie, a

zakrouzkovala odpovéd’ A. Tim se puvodni chyba eliminuje.

Vyse uvedené vysledky ukazuji na dilezitost podrobnych analyz odpovédi zakli a nabizenych
moznosti a na moznou nejednoznacnost interpretace statistickych dat. Velice by mne zajimalo,
jak by se zménilo procentudlni zastoupeni odpovédi, pokud by odbornici z TIMSS zatadili do

moznosti ¢islo 27.

Védomost, Ze nasobeni ma prednost pred s¢itanim a odc¢itanim, zak ziska jiz na prvnim stupni
zakladniho vzdélavani. Za pticinu této chyby povazuji nizké soustfedéni a mozna koncentrace na

piedchozi ukon, kterym bylo spravné dosazeni.

Uloha 5 — Opét se jednalo o dosazovani ¢isla za proménnou, tentokrat v kontextu rovnic.
Z 92,9% uspésnosti je ziejmé, Ze Zaci neméli s tlohou problémy. Ve vétsiné piipadii postupovali
tak, ze dosadili hodnoty za proménné x a y, urcili ¢iselnou hodnotu vzniklého vyrazu na levé

stran¢ rovnice a tu porovnali s pravou stranou.

Studie Rendla a Vondrové (2014) vsak ukazuje, ze uspésnost Ceskych zakt v TIMSS 2007
vV podobné tloze M08-08 byla pouze 36,2 % (viz oddil 1.3.1). Odpovéd’ na pii¢inu velkého
rozdilu uspésnosti v TIMSS 2007 a GspéSnosti v mnou pouzitém testu Ize té¢zko hledat. Priklanim
se k zavéru, ze zaci v mych rozhovorech mohli byt do zna¢né miry ovlivnéni piedchozi ulohou,
kde obdobné dosazovali do vyrazu a urcovali jeho hodnotu. Druhou moznosti je, Ze rovnice
v TIMSS 2007 obsahuje dil¢i ukony, jako naptiklad roznasobeni zavorek, od¢itdni mnohoclenu
apod., diky kterym mohla uspésnost klesnout (zak mohl nejprve pravou ¢i levou stranu rovnice

chybné upravit a poté az dosadit). Zaci se také mohli dopustit podobné chyby jako v tloze 4.
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Uloha 6, 9 a 11 — Jde o podobné ulohy. Ukolem bylo dosadit vyraz za proménnou v jiném
vyrazu. Vyraz byl bud’ ptimo dan (Uloha 6), nebo jej zak musel nejprve vytvofit (Uloha 9 a 11),
coz délalo prekvapivé problémy. Zaci se nejéastdji dopustili opomenuti zavorek po dosazeni, coz
se projevilo chybnym vyrazem vzhledem Kk zadani tulohy. Chybny vyraz Zaci jiz bez vétSich
problémii upravili. Zaci si chyby viimli aZ po upozornéni. Obecné souhlasili, Ze pokud budou

Vv zapise zavorky, vysledek se zméni. OvSem o jejich nutnosti zdaleka ptesvédceni nebyli.

V uloze 6a byla uspésnost 42,9 % a v uloze 6b 35,7 %. Celkova uspésnost pro oba vyrazy byla
28,6 %. Jde o lepsi vysledky nez u iloh M08-11A s tispésnosti 30,7 % a M08-11B s uspésnosti
8,8 % z TIMSS 2007 (Rendl, Vondrova, 2014). Rozdil v tspésnosti u druhé ulohy je zpsoben
zejména tim, ze zak po vypracovani tlohy 6a diskutoval feSeni s tazatelem. Nové zkuSenosti se
tak mohly prenést do feSeni tilohy 6b. Nejcastéjsi chyba, které se zaci v tloze z TIMSS 2007
dopoustéli, neni znama. V mé studii se vsak ukazalo, ze zaci nejcast&ji opomenuli zavorky po
dosazeni vyrazu za proménnou. V tloze 6a se této chyby dopustilo 35,7 % zaku (chybé&jici
zavorky po dosazeni za m, u dosazeni za proménnou n nebyly nutné) a v tloze 6b se chyby
dopustilo 64,3 % (chybé&jici zavorky po dosazeni za n), v podstaté vSichni, ktefi ulohu 6b chybné

vytesili.

Totozné chyby se Zaci dopustili i v uloze 9 s uspé&snosti feseni 21,4 %, coz je V porovnani
s uspésnosti 35,5 % v tloze M10-08 ze studie Rendla a Vondrové (2014) rozdil 14,1 %. Rozdil
muze byt zplisoben tim, ze v uloze 9 zéci urCovali vyrazem obsah trojuhelnika, oproti uloze
M10-08, kde bylo ukolem urcit obsah obdélnika. Nejcastéj$Sim problémem zaki byla pravé

neznalost vzorce pro obsah trojuhelnika (42,9 %) a stejnou relativni ¢etnost mélo i opomenuti

. . , 3x+5- . . (6x+5)
zéavorek u vytvofeného vyrazu, tedy %‘” misto EXFX
Uspésnosti 20 % v uloze 11 a nejéetn&jsi chybou (60 %) v podobé opomenuti zavorek pfi

vytvareni vyrazu pro obsah nejvétsiho obdélniku se pouze potvrzuji predesié chyby.

Rendl s Vondrovou (2014) dospéli v tloze M10-08 (diky nejcetnéjsi chybné odpovédi) k zavéru,
ze 7aci nejCastéji nespravné roznasobili zédvorku. Tento zavér vzhledem k vysledkiim vlastni
studie nemohu potvrdit, nebot’ zaci nejcastéji zadnou zavorku ani neroznasobovali. V podstaté

vytvoftili vyraz pro obsah utvaru bez zavorky a ten zjednodusili.

Uvedu piiklad na tloze M10-08: Obdélnik ma strany oznaeny x a x + 2. Zak (v této studii)
vytvoii chybny vyraz x-x + 2 pro jeho obsah, ktery spravné upravi na vysledny x2 + 2.
K tomuto vysledku se lze dostat i tak, Ze zak vytvoti spravny vyraz x(x + 2) pro obsah, ale poté
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chybné roznasobi zavorku a dospé&je obdobné k vyrazu x? + 2. Z piikladu je opét jasng ziejmé,

jak je detailni analyza Zakovskych feseni dtlezita pro budouci napravu chyb.

Mozna pficina téchto chyb je dle mého nazoru jednoducha, podobné tlohy se v analyzovanych
uéebnicich objevuji jen velmi zfidka. Zak nejéastdji dosazuje do vyrazl za proménné &iselné

hodnoty. Navic se domnivam, ze zak pIn¢ nechape funkci zavorek.

Uloha 9 i uloha 11 byla zaroven pouZita v kvantitativni®’ studii Z. Vranové. Autorka dospéla
k obdobnym problémim a chybam (Vranova, 2014: s. 29 — 33); v zakovskych feSenich se
objevila zaména vzorce pro obsah s obvodem, neznalost vzorce, opomenuti zavorek pii dosazeni
vyrazu do vzorce ¢i chyby v Gpravach vyrazi. Vzhledem Kk rozsahu vyzkumu autorka neuvadi
jednotlivé Cetnosti analyzovanych chyb, které bych mohl porovnat. Lze srovnat pouze celkovou
uspésnost feseni, kterd je pro88 ulohu 9 rovna 91,4 % a pro Ulohu 11 rovna 88,6% (Vranova,
2014: s. 26). Z uspésnosti je patrné, jak velky je rozdil v aspéSnosti feSeni u zaku, ktefi jsou

zhruba o jeden ro¢nik vyuky napted.

Uloha 7 — Byl déan piedpoklad v podobé& rovnice 2x + 5 = —2. Ukolem bylo ur¢it hodnotu péti
riznych vyrazi. Prvnim byl vyraz 3(2x + 5), u kterého si 13 zakt v§imlo podobnosti dvojélenu
v zavorce se zadanim. Sest zaki tak dospélo k rychlému zavéru 3(—2) = —6. Zbylych pét (tedy
35,7 %) také dospé€lo k rychlému zavéru, ale k jinému vysledku 3 — 2 = 1. Chyba spocivala
v dosazeni —2 za vyraz v¢etné zavorek, tedy za (2x + 5), nikoli pouze za 2x + 5, ¢imZ vzniklo
chybné 3 — 2. V pribéhu dosazeni ,,zmizelo* nasobeni, které v ptvodnim vyrazu nebylo
zdiiraznéno symbolem, a po dosazeni jej nahradilo znaménko minus. Z postupu Ize usoudit, Ze
zaci neméli problém se samotnym dosazenim, ale s pochopenim funkce zavorek. Miizeme se
tedy zamyslet nad tim, jak by zaci reagovali, pokud bychom upravili rovnici v zadani na
(2x +5) = -2.

Puvod této chyby muize také ¢astecné pramenit z uspornosti zapisu vynechanim symbolu ,, - “, na
ktery si zaci jesté¢ Uplné nezvykli. Nutno zaroven podotknout, Ze tulohy tohoto typu se

V ucebnicich témét neobjevuji.

Uloha 10 — Ukolem bylo uréit povrch utvaru slozeného ze &tyi krychli s délkou strany krychle
2x3. U 74kl se nejCastéji projevila bezradnost a bloudéni pii vytvafeni vyrazu. Nékteii

zaménovali povrch s objemem, jini nedokdzali urcit pocet menSich ctvercii v plasti utvaru.

8 Byli testovani Zaci 9. roéniku ZS a 1. roéniku SS v celkovém po&tu 206 zaki.
8 Uloha 9, resp. 11 mé prace je totozna s tlohou 1, resp. 4 v praci Z. Vranové.
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V ucebnicich se opét ulohy, kde jsou rozméry geometrického utvaru zadany algebraickym

vyrazem, ¢asto neobjevuji.
3.2 Diskuze

Problém zavorek

Pti opakované analyze jednotlivych feSeni uloh a vyskytu chyb jsem dospél k zavéru, ze jednim
z kritickych mist v feSeni testovych tloh je chapani funkce zavorek v zapise vyrazu. Pfipomenu
vyznamné chyby. V lloze 1 — vétSina problému spojend s odstranénim zévorek (chybné
odstranéni znaménka minus pied zavorkou, chybné roznisobeni); Uloha 3 — chybné prvotni
uzavorkovani; Uloha 4 — chybné upiednostnéni operaci, které mohly zptsobit zavorky ve
vyrazu; Ulohy 6, 9 a 11 — problémy pii dosazovani vyrazu za proménnou, absence zavorek;

Uloha 7 — dosazeni ¢iselné hodnoty za vyraz véetné zavorky.

Struéné feCeno si myslim, Ze Zaci v Ulohdch neméli problém s dosazenim ,,néceho za néco
jiného ve smyslu vymény, méli problém se zdpisem. Myslim, Zze krok v ulohach, kde Zaci
dosadili vyraz za proménnou v jiném vyrazu, byl v jejich chapani spravny. Chyba vznikla
neuvédomeénim si vlastnosti nové vzniklého zapisu (jeho operaci a zavorek) a ptivodniho zapisu.
Zaci se v tomto kroku nezastavili a nezkontrolovali, jestli vytvofeny vyraz skuteéné vyjadiuje to,

co chtéli.

Povédomi o zavorkach si zaci nesou jiZ z prvniho stupné zdkladniho vzdélavani. PtisluSné
ucebnice matematiky sice analyzovany nebyly, ale lze tak usuzovat z vykladu uréenému
opakovani latky z prvniho stupné v nékterych analyzovanych u€ebnicich, kde se zavorky bézné
pouzivaji. Zavorky jsou popisovany jako symbol, ktery urcuje potadi jednotlivych operaci. ,,Je-li
ve V}'/razu89 zavorka, provadime nejdiive pocetni vykony v zavorce.“ (Sarounova et al., 1998:
s.52). Obdobné je tomu u autord Herman a kol. Zici v této dob& pracuji se zavorkami
u ¢iselnych vyrazt, postupuji podle poucek, kde nejprve uréi vnitiek zavorek a pak pokracuji dal.
Poucky jsou jim opétovné piipomindny: ,,Jestlize jsou ve vyrazu zavorky, provadime nejdiive

podetni vykony v zavorkach. Napi.: (4 —5) -3 = —1-3 = —3.“ (Sarounova et al., 1997: s. 55).

Zaci tak mohou zit v domnéni, Ze zavorky jsou jen néco, co se do Ciselnych vyrazii umeéle
pfidava, aby se ménila jejich hodnota. Jejich hlubsi vyznam naptiklad ve spojeni s geometrii jim

na urovni ¢iselnych vyrazii vysvétlen pravdépodobné nebyl. Dalsi informaci, ktera je casto

89 Zatim jsou probirany pouze &iselné vyrazy.
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predlozena u ¢iselnych vyrazd, je distributivita nasobeni vzhledem ke sc¢itani (u N, Z a Q).
Ovsem do doby, nez se objevi algebraické vyrazy, je zakon distributivity témé&f nevyuzit. Pokud
je zékovi dan vyraz typu 2 - (3 +5), je jeho nasledujicim krokem odstranéni zavorky souétem
¢isel 3 a 5 na vyraz 2 - 8 (fidi se piedchozimi pouckami a zkuSenostmi). Podobné je tomu pro
odc¢itani vyrazu v zavorce atd. V geometrii zaci opét dosazuji a postupuji stile stejné, a to

nékolik ro¢niku.

Pii ptechodu k vyuce algebraickych vyrazti se zavorky postupné také objevuji. Napiiklad
Vv zapisech s¢itani vice mnohoclent (kde zavorky v dal§im kroku najednou ,,zmizi, aniz by se
upravil jejich wvnitfek®), v zdpise zjednoduSovani mnohoclenu ,,vhodnym sdruzenim
odpovidajicich si ¢lenti*, pfi od¢itani mnohoclenu se najednou zméni znaménko ptred zavorkou
na + a zaroven se zmeéni vnitiek zavorky. Na Zaky to klade velky narok na koncepéni zménu
chapani, kdyz se po nékolik let ucili, Ze nejprve se provadi poéetni vykony uvnitf zavorky, a zde
to najednou nelze, nebot” jsou uvniti jak Cisla, tak proménné. TéZko odhadnout, kolik zaku si
vzpomene na distributivitu pfi zavadéni ndsobeni mnohoclenu jednoclenem, kdyz ji doposud

ziejmé nevyuZili.

Problémy zplisobené neuplnym chépanim zavorek mohou u algebraickych vyrazii pisobit
dojmem, Ze zak ma problémy s chapanim proménné a ze diky proménné déla v Gpravach chyby.
Pokud se zaméfim na zavedeni algebraickych vyrazii v analyzovanych ucebnicich, jsou jednim
z pilift ¢iselné vyrazy. Naptiklad v uebnici® od Hermana a kol. je pted kapitolou vyrazy
s proménnou opakovano vse o vyrazech ¢iselnych, véetné Uprav vyrazu, kde se nejprve urcuje

vnitiek zavorky.

4

Samoziejmé ze urcit vnitiek zavorky je jednodussi a rychlejsi, ale pro¢ opakovat stale stejnou
aritmetiku? Pro¢ radégji s zaky nemodelovat geometrickou interpretaci vyrazu 42 a nasledné
(4 + 2)2, kde stejné bude aritmetika procvi¢ovana? Nebo ¢astéji roznasobovat zdvorku zleva i
zprava a vysledky porovnavat? Obecné bych zastaval pouzivani vice zpiisobd u uréovani hodnot
Ciselného vyrazu, aby zaci méli velké mnozstvi modeli, které¢ by byly stavebnim prvkem

u vyrazl algebraickych.
Klasifikace chyb v upravach algebraickych vyrazia

Konkrétni chyby v feSenich jsem t¥idil podle klasifikace od P. Bera a M. Hejného (viz oddil 1.5).

Nejcastéjsim problémem, s kterym jsem se potykal, bylo rozliseni mezi numerickou a ukonovou

% Herman, J., et al. (2005b). Matematika pro nizsi rocniky viceletych gymndzii — Vyrazy 1. Praha: Prometheus.
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chybou. Az po detailnim rozboru nékolika jednotlivych chyb a studiu praci od Pilouse (2014) a
Kulice (1971) jsem dospél k zavéru, podle nehoz jsem se pii klasifikaci chyb fidil.

Jako numerické chyby jsem Klasifikoval chyby v zakladni aritmetice, kterych se zak dopustil

soucasn¢ pii provedeni jiného hlavniho ukonu, ktery mél (pro zéka) prioritu.

Jako ukonové chyby jsem Kklasifikoval chyby, které vznikly pii provadéni hlavniho tkonu
(posouzeno individualné v kazdém kroku pii feSeni), dale chyby (jiné nez v zakladni aritmetice)
zpusobené vedlej$im tkonem nebo chyby v zakladni aritmetice, kde jsem jiny (nadiazen&j$i)

ukon nespatfil.

Samoziejmé Ze to, co se ve skutetnosti odehrava v zikové mysli, nezjistime. Casto jsem se
pohyboval na rozhrani, kam chybu zafadit. Snazil jsem se chyby co nejlépe posuzovat, pro
nasledné zjisténi jejich mozného puvodu. Pokud bych mél znovu klasifikovat chyby v upravach

algebraickych vyraz, primarn¢ bych je rozdéloval do dvou skupin:

1. Chyby vzniklé na védomé trovni: Jedna se o chyby v hlavnim (pro fesitele prioritnim)
ukonu, ktery pravé provadi. Podstatou je selhdni pamétového zaznamu pro dany ukon.
Samoziejmosti je, aby feSitel mél o provedeném ukonu alespoil CasteCny pamétovy
zdznam. Pokud by pamétovy zdznam nemél, jednalo by se o neznalost. Resitel se na
dany ukol sousttedi.

2. Chyby vzniklé na nevédomé trovni: Jedna se o chyby Vv tkonu, ktery je pro fesitele
vedlejsi (neni prioritni). ReSitel se vice soustfedi na jiny (prioritni) tikon nebo na vice

ukonu zaroven.

Nasledné bych pro obé skupiny pouzil klasifikaci P. Bera a M. Hejného. V rdmci didaktiky
matematiky bych se primarné zabyval prvni skupinou, u které bych hledal mozné ptivody chyb a
zabyval se jejich napravou. Druhou skupinu bych pienechal psychologiim ¢i jinym odborniktim
na problematiku v oblasti ,,soustfedéni se na ¢innost”. Spoleénym sdilenim poznatkd bychom
mohli dosahnout lepsich vysledki. V grafu na obr. 72 by to znamenalo, Ze poméry vyskytu
jednotlivych druht chyb by se zménily. Odhaduji, Ze nejmarkantnéj$i by bylo sniZeni
procentualniho zastoupeni ukonovych chyb, ¢imz by zaroven vzrostlo procentualni zastoupeni

chyb ostatniho druhu.
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4 Zavér

Hlavnim cilem mé prace bylo identifikovat problémy a chyby zaka druhého stupné zakladniho
vzdé€lavani pii upravach algebraickych vyraz a pfi praci s nimi. Dale identifikovat moznou
spojitost téchto probléml a chyb s tadou ucebnic, podle nichz je matematika Vv jednotlivych
Skolach vyucovana. Nejprve jsem prostiednictvim rozboru jednotlivych fad u¢ebnic matematiky
v oddile 1.4 dospél k zavérim, jak jednotlivi autofi pracuji s pismeny ve form¢ proménnych a
jak zavadgji algebraické vyrazy vcetné zakladnich operaci (oddil 1.4.4). Za nejvhodnéjsi
povazuji ucebnici od Hermana a kol., ktera svym podrobnym vykladem, navaznosti latky a
rozsahem odpovidd gymnazidlnimu urceni. Jako dopliikovou bych doporucil ucebnici od autort

Cihlafe a Zelenky, ktera je ovSem obsahové vyrazné chudsi.

Pomoci analyzy pisemnych feSeni Gloh zakl v oddile 2.4 jsem identifikoval nejcetnéjsi chyby
zejména pii dosazovani vyrazu za proménnou do jiného vyrazu, vytvafeni vyrazu
z geometrického kontextu a odstranovani znaménka minus pfed vyrazem v zavorce. Mozné
pri¢iny téchto chyb jsou blize popsany v oddile 3.1, kde jsou zaroven dany do souvislosti
s pouzivanymi uéebnicemi a vyzkumy z oddilu 1.3. Dospél jsem k zavéru, ze spole¢nym
jmenovatelem identifikovanych chyb je chapani funkce zavorek v zapise vyrazu. V upravach
algebraickych vyrazii mohou byt zaci ovlivnéni nékterymi znalostmi z ptedchazejicich ¢iselnych
vyrazi, na coz zaroven poukazuje i studie J. VIassis o znaménku minus. (Ptikladem vlivu téchto
znalosti je rozhovor s zakyni Sarou v Ptiloze B, ktera je v tomto ptipadé uméla spravné pouzit.)
U ciselnych vyrazi jsou zavorky vysvétlovany jako symbol, kterym davame piednost pocetnim
operacim. Pfi urovani hodnoty ¢iselného vyrazu se jako prvni urcuji hodnoty uvniti zavorek.
U algebraickych vyrazii dochazi k vyznamnému rozdilu, kdy u vétSiny ptipadl nelze zjednodusit
vnitiek zavorky na jednoclen. Tento rychly piechod v koncepénim chapani zdvorek miize zakim
Cinit potize u uprav algebraickych vyrazl, proto bychom se méli pokusit 0 jeho zmirnéni nebo
jesté 1épe o odstranéni. Vyuka zamétfend na ucelené chdpani funkce zavorek od jejich prvniho

zavedeni v ¢iselnych vyrazech by mohla problém zmirnit.

Z hlediska praktické implikace uvedenych zjisténi do vyuky bych doporucil procvi¢ovat zejména
rizné druhy uprav ¢iselnych vyrazi: rozndsobovani zavorek, od¢itdni a umociiovani dvojclenu
bez jeho prvotniho zjednoduseni s postupnym piidavanim proménné a pfechodem na algebraické
vyrazy. V geometrii bych se zaméfil na ur€ovani napf. obsahli a obvodl ttvart, jejichz rozméry
by zpocatku byly udany Ccisly (i mnohocleny), poté proménnymi a nasledné¢ vyrazy

S proménnymi.
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Cely projekt byl pro mne velkou zkusenosti, diky které jsem mohl hloub¢ji nahlédnout do
zakova mysleni a samotného feseni uloh a zaroven pozorovat sam sebe v roli tazatele. Pti
zpétném prehravani videozaznamti jsem se kriticky zamyslel nad svym pedagogickym
vystupovanim, vyjadfovanim a schopnosti rychle reagovat na necekané udalosti. Z téchto
davodu bych se ptiklanél k zatazeni podobnych projekti i v mensim rozsahu do predméti, které
katedra matematiky a didaktiky matematiky na Pedagogické fakulté nabizi, aby vSichni studenti

mohli tuto cennou zkuSenost ziskat.
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Priloha A — Zadani uloh hlavni studie
Upravy vyrazi

1. Zjednoduste: x(x + 1) — (x + 1) =

2. Rozlozte na soucin:
2X+4 =

X2 — 5x =
3a+3b+ax+hbx=
16 — 9p*=

4a’ — 25h% =

3. Dopliite misto te¢ek znaménko operace. Muzete pouzit zavorky.
6p...7...2p=8p+7
6p...7...2p=12p* - 14p

4. Necht a =3, b=— 1. Kolik je 2a + 3(2 - b)?

5. Ktera rovnice ma feSeni X = 3,y = 5?
5x+3y =15
5x— 3y =0
3x-5y=0
3x+5y=8

6.m=1+x,n=2-x Kolik je
a) 2m +n?

b) 2m —n?

7. Plati 2x + 5 = —2. Najdéte hodnotu nasledujicich vyrazi:
3(2x +5) =

—-1-2x+5)-1-2x+5)=

2X+6 =

2X+4 =

—0,5 - (2x +4)=
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8. Obsah &tverce je vyjadfen vyrazem 25 x°— 10xy + y°. Jaka je délka strany tohoto &tverce?

9. Zapiste a upravte vyraz pro obsah trojuhelnika na obrazku.

4x

/|

3r+5

10. Hrana kazdé z krychli tvoticich téleso na obrazku mé délku 2%, Zapiste a upravte vzorec pro

povrch télesa.

11. Urcete a zjednoduste vyraz, ktery vyjadiuje obsah tmavé ¢asti obrazku.

6x

2z

3x 4

S — 2

12. Ze vzorce pro obsah trojihelnika vyjadrete délku strany.
13. Ze vzorce pro obsah lichobéZniku vyjadiete velikost vySky na zakladnu.
14. Ze vzorce pro obsah kruhu vyjadiete velikost jeho poloméru.

15. Reste soustavu rovnic: X +y = 12, 2x + 5y =36.
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Priloha B — Prepis rozhovoru nad reSenim ulohy ¢. 4 (Sara)

Priklad 4 - 5:16

6:24
T27:
723:
T28:
724:
T29:
725:
T30:
226:
T31:
227:

,UZ to mas, koukam.”

»Ja jsem ted udélala tenhle.” Pfiklad 4.

»Jasné tu ¢tyrku.”

»Nad tim budu asi premyslet jesté pozdéji.” Priklad 3, druhy fadek.
»Jo. Dobry.”

»Na ten jsem ted nemobhla pfijit.”

A tohle mas dobre. Jak si na to sla?“

»,NoO, jsem si za to dosadila vidycky, zatoa a zato b.”

,Jasné.”

»A pak jsem si sem napsala to b jako minus jedna do té zavorky a pak jsme se udili, Zze kdyz

je minus a minus jedna, ty dvé minus za sebou, tak Ze to dd plus, takze.”

T32:

»,NoO jasné, vyborné. Hm, to mas dobre, super.”

4. Necht' a =3, b =— 1. Kolik je 2a + 3(2 — b)?
2

B4 (2 N)] = G+ B [B4] 2 6+ 0+ = 4D
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