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Úvod

P°i analýze £asových °ad je b¥ºn¥ pouºíván p°edpoklad stacionarity, dle kterého
má °ada nem¥nnou st°ední hodnotu a autokovarian£ní strukturu. Za jeho plat-
nosti lze konzistentn¥ odhadnout st°ední hodnotu a autokovarian£ní funkci. Dále
pomocí spektrální analýzy je moºné °adu rozloºit na sinové vlny s r·znými frek-
vencemi a náhodnými amplitudami, coº také umoº¬uje vysledovat v dané °ad¥
periodicity. V reálných datech v²ak p°edpoklad stacionarity zpravidla neplatí ne-
bo platí pouze p°ibliºn¥ 1. V p°ípadech, kdy je poru²en, tak musí být nahrazen
alternativním, jinak bychom nemohli z jedné jeho realizace usuzovat na ºádné
d·leºité vlastnosti procesu generování této £asové °ady.
V n¥kterých jednoduchých p°ípadech lze pomocí jednoduché transformace (nap°.
diferencování u ARIMA proces·) získat stacionární proces a výsledky ze zkou-
mání stacionárního procesu p°evést k p·vodnímu procesu. Nestacionarita m·ºe
být zp·sobena také tím, ºe se st°ední hodnota procesu m¥ní v £ase. V tomto
p°ípad¥ m·ºeme odhadnout st°ední hodnotu nap°. pomocí regresních metod ne-
bo klouzavých pr·m¥r· a odhad následn¥ ode£íst od p·vodního procesu, £ímº
získáme £asovou °adu s p°ibliºn¥ nulovou st°ední hodnotou, kterou uº m·ºeme
povaºovat za p°ibliºn¥ stacionární v závislosti na kvalit¥ odhadu st°ední hodnoty.
Ve �nan£ních £asových °adách vstupují do generování vn¥j²í vlivy (nap°. vydá-
vání zpráv o fundamentech), které mohou významn¥ ovlivnit budoucí charakter
£asové °ady v£etn¥ její autokovarian£ní struktury. Po takové události p°edpoklad
stacionarity na celém sledovaném úseku nemusí platit. Intuitivní zp·sob práce
s nestacionárními °adami tohoto typu je rozd¥lení °ady na úseky, na kterých má
°ada podobný charakter (ve smysl nem¥nící se autokovarian£ní struktury a st°ední
hodnoty) a na t¥chto úsecích provést analýzu pro stacionární procesy. Krom¥ pro-
blému ur£ení t¥chto úsek· má tento model n¥kolik nedostatk·. Odhady st°edních
hodnot a autokovarian£ních funkcí na jednotlivých úsecích nejsou konzistentní
p°i rostoucí délce °ady, pokud je kaºdý z úsek· kone£ný, coº je ov²em pochopitel-
né vzhledem k charakteru procesu, který sledujeme. Také pokud chceme provád¥t
p°edpov¥di, tak je pro nás vºdy relevantní pouze poslední sledovaný úsek, protoºe
informaci ze zbylých úsek· nem·ºeme k p°edpov¥di pouºít, a p°edpov¥¤ p°estává
mít optimální vlastnosti, pokud dojde ke zm¥n¥ vlastností procesu generující-
ho danou £asovou °adu (nap°. dojde k vydání d·leºitého fundamentu, intervenci
ze strany centrální autority nebo na trh vstoupí subjekt provád¥jící velkou jed-
norázovou transakci).
Uvaºme nap°íklad situaci, kdy máme dva stacionární procesy Xt a Yt s odli²nou
kovarian£ní strukturou a t°etí proces de�novaný

Zt =

{
Xt t ≤ t0
Yt t > t0

.

Pokud bychom znali pouze hodnoty tohoto procesu do £asu t0 a nev¥d¥li o zm¥-
n¥ generování procesu od tohoto bodu, tak by se v²echny p°edpov¥di zaloºené
na vlastnostech procesu na p°edchozím úseku byly nep°esné.

1Prakticky toto znamená, ºe pokud provedeme odhady st°ední hodnoty a autokovarian£ní

funkce v r·zných úsecích £asové °ady, tak rozdíly mezi nimi lze vysv¥tlit pomocí náhodnosti

odhad·.
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Tento p°ístup zkusíme pozm¥nit tak, ºe nebudeme p°edpokládat stacionaritu
na jednotlivých £asových úsecích, ale ºe se proces m¥ní �pomalu� , coº znamená,
ºe se blízké úseky procesu od sebe svým charakterem p°íli² neli²í. K tomu po-
uºijeme zobecn¥ní spektrální analýzy stacionárního procesu. Spektrální analýza
stacionárního procesu p°edpokládá, ºe proces má stejné zastoupení jednotlivých
frekvencí v jeho spektru b¥hem celé doby jeho generování. V na²ich úvahách tento
p°ístup zkusíme zobecnit a budeme p°edpokládat, ºe frekvence zastoupené v okolí
n¥jakého bodu se m¥ní pomalu s posunutím tohoto bodu, z £ehoº budeme vy-
cházet i p°i odhadu jejich zastoupení v procesu a na základ¥ toho budeme chtít
proces modelovat.
Je t°eba zd·raznit, ºe ani odhady získané touto metodou nebudou p°i rostoucí
délce £asové °ady konzistentní, protoºe pro odhad spektra v jednom míst¥ procesu
nelze bez dodate£ných p°edpoklad· nebo informací o generování procesu vyuºít
informaci obsaºenou ve vzdálených úsecích, které mohou mít výrazn¥ odli²ný cha-
rakter, ale s tím je t°eba po£ítat, pokud se zabýváme nestacionárními procesy.
Dále je zde p°edpoklad, ºe se charakter procesu m¥ní pomalu a nikoli skokov¥,
coº nemusí odpovídat charakteru �nan£ních £asových °ad, kde mohou p°icházet i
jednorázové ²oky nap°. ve form¥ náhlého zvý²ení volatility nebo náhlého propadu
(�ash crash).
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1. Teoretická £ást

1.1 Stacionární náhodné procesy

V této podkapitole stru£n¥ p°ipomeneme odvození rozkladu stacionárních ná-
hodných proces· na stochastický integrál, ze kterého budeme pozd¥ji vycházet
p°i hledání obecn¥j²í t°ídy proces· nad stacionárními procesy. Celá tato pod-
kapitola je zaloºena na publikaci Prá²ková (2004), kde lze najít d·kazy v²ech
uvedených tvrzení nebo odkazy na n¥.

De�nice 1. Nech´ (Ω,A, P ) je pravd¥podobnostní prostor a nech´ T ⊂ R. Ro-
dina reálných náhodných veli£in {Xt, t ∈ T} de�novaných na (Ω,A, P ) se nazývá
náhodný proces.
V p°ípad¥, ºe T ⊆ Z, pak mluvíme o náhodné posloupnosti. Pokud T = [a, b] ,
kde −∞ ≤ a < b ≤ ∞, pak °ekneme, ºe se jedná o proces se spojitým £asem,
pokud budeme hovo°it speciáln¥ o procesech se spojitým £asem, tak je budeme
zna£it {X(t), t ∈ T}.

De�nice 2. Komplexní náhodná veli£ina X se de�nuje jako X = Y + iZ, kde Y
a Z jsou reálné náhodné veli£iny. Pokud existují st°ední hodnoty EY a EZ, de�-
nujeme st°ední hodnotu komplexní náhodné veli£iny EX = EY + iEZ. Existují-li
druhé momenty veli£in Y a Z, de�nujeme rozptyl náhodné veli£iny X

varX = E(X − EX)(X − EX) = E|X − EX|2.

Komplexní náhodný proces je de�nován jako rodina komplexních náhodných ve-
li£in.

Pokud nebude explicitn¥ uvedeno jinak, tak pod názvem náhodné veli£iny
rozumíme komplexní náhodné veli£iny.

De�nice 3. Nech´ {Xt, t ∈ T} je náhodný proces takový, ºe pro kaºdé t ∈ T
existuje st°ední hodnota EXt, potom funkce µt = EXt de�novaná na T se nazývá
st°ední hodnota procesu {Xt, t ∈ T}. Proces, jehoº st°ední hodnota je identicky
rovna nule, se nazývá centrovaný.
Jestliºe {Xt, t ∈ T} je proces s kone£nými druhými momenty, tj. E|Xt|2 < ∞
pro v²echna t ∈ T, potom (obecn¥ komplexní) funkce dvou prom¥nných de�no-
vaná na T×T p°edpisem R(s, t) = E(Xs−µs)(Xt−µt) se nazývá autokovarian£ní
funkce procesu {Xt, t ∈ T}.

De�nice 4. Nech´ {Xt, t ∈ T} je náhodný proces s kone£nými druhými momen-
ty, pak °ekneme, ºe je slab¥ stacionární (dále jen stacionární), má-li konstantní
st°ední hodnotu µt = µ pro v²echna t ∈ T a je-li jeho autokovarian£ní funkce
R(s, t) funkcí pouze s − t. Autokovarian£ní funkci stacionárních proces· de�nu-
jeme jako funkci pouze jedné prom¥nné R(t) = R(t, 0).

De�nice 5. Nech´ {X(t), t ∈ T}, kde T = [a, b] je interval, je proces s kone£nými
druhými momenty. �ekneme, ºe {X(t), t ∈ T} je proces s ortogonálními p°ír·stky,
jestliºe pro libovolné t1, ..., t4 ∈ T takové, ºe (t1, t2]

⋂
(t3, t4] = ∅, platí

E(X(t2)−X(t1))(X(t4)−X(t3)) = 0.
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Dále budeme pod procesy s ortogonálními p°ír·stky rozum¥t pouze procesy s or-
togonálními p°ír·stky, které jsou centrované a zprava spojité podle st°edu, tedy
pro kaºdé t0 ∈ T\{b} platí E|X(t)−X(t0)|2 → 0 pro t→ t0+.

Tvrzení 1. Nech´ {Z(λ), λ ∈ [a, b]} je proces s ortogonálními p°ír·stky, [a, b] je
omezený interval. Potom existuje práv¥ jedna neklesající zprava spojitá funkce F
taková, ºe

F (λ) = 0, λ ≤ a,

= F (b), λ ≥ b,

F (λ2)− F (λ1) = E|Z(λ2)− Z(λ1)|2, a ≤ λ1 < λ2 ≤ b.

Funkci F nazveme p°ír·stkovou distribu£ní funkcí.

Nech´ {Z(λ), λ ∈ [a, b]} je proces s ortogonálními p°ír·stky, [a, b] je omezený
interval. P°ír·stková distribu£ní funkce F tohoto procesu je neklesající, zprava
spojitá a ohrani£ená funkce na [a, b], proto indukuje kone£nou míru µF . Uvaºujme
prostor obecn¥ komplexních funkcí L2([a, b],B, µF ) = L2(F ), tj. prostor funkcí f
na [a, b] takových, ºe∫ b

a

|f(λ)|2dµF (λ) =

∫ b

a

|f(λ)|2dF (λ) <∞.

Pokud funkce f ∈ L2(F ) je jednoduchá, tj. f(λ) =
∑n

k=1 ckIλ∈(λk−1,λk], kde a =
λ0 < λ1 < · · · < λn = b a c1, ..., cn jsou komplexní konstanty, tak de�nujeme
integrál f podle procesu {Z(λ), λ ∈ [−π, π]} jako∫ π

−π
f(λ)dZ(λ) =

n∑
k=1

ck(Z(λk)− Z(λk−1)),

coº je náhodná veli£ina, kterou budeme zna£it I(f). Integrál se nezm¥ní, kdyº
jednoduchou funkci f vyjád°íme jiným rozkladem a z°ejm¥ I(f) ∈ L2(Ω,A, P ).

Tvrzení 2. Nech´ f ∈ L2(F ), pak existuje posloupnost jednoduchých funkcí
fn ∈ L2(F ), pro kterou platí

∫ b
a
(fn(λ) − f(λ))2dF (λ) → 0 pro n → ∞, tj. fn

konverguje k f pro n→∞ v L2(F ).
Dále existuje náhodná veli£ina I(f) =

∫ b
a
f(λ)dZ(λ), kterou budeme dále ozna-

£ovat integrál funkce f podle procesu s ortogonálními p°ír·stky nebo stochastický
integrál a která spl¬uje limn→∞ E(I(f)− I(fn))2. Tato veli£ina nezávisí na volb¥
posloupnosti funkcí fn spl¬ující první £ást v¥ty a je ur£ena jednozna£n¥ skoro
jist¥.

V této práci budeme zkoumat v £asové domén¥ pouze náhodné posloupnosti
(T ⊆ Z), proto se následující tvrzení budou týkat pouze jich.

Tvrzení 3. Nech´ {Xt, t ∈ T} je centrovaná slab¥ stacionární posloupnost s au-
tokovarian£ní funkcí R(t), t ∈ T, pak existuje proces s ortogonálními p°ír·stky
{Z(λ), λ ∈ [−π, π]} s p°ír·stkovou distribu£ní funkcí F , pro který platí

R(t) =

∫ π

−π
eitλdF (λ), (1.1)

Xt =

∫ π

−π
eitλdZ(λ), (1.2)
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kde vztah (1.1) nazveme spektrálním rozkladem autokovarian£ní funkce a (1.2)
spektrálním rozkladem stacionární náhodné posloupnosti.
Pokud dále platí T = Z a

∑∞
t=−∞ |R(t)| <∞, pak lze psát

R(t) =

∫ π

−π
eitλf(λ)dλ,

kde f(λ) nazveme spektrální hustotou posloupnosti {Xt, t ∈ Z}, která je pro λ ∈
[−π, π] rovna

f(λ) =
1

2π

∞∑
k=−∞

e−ikλR(k).

Spektrální rozklad stacionární náhodné posloupnosti ukazuje, ºe kaºdou staci-
onární posloupnost lze vyjád°it jako �sumu� (integrál) sinových vln s náhodnými
amplitudami, kde vlna s frekvencí λ má náhodnou amplitudu dZ(λ). �Celkovou
energii procesu� v libovolném £ase p°edstavuje rozptyl procesu, který je v p°ípad¥
stacionárního procesu konstantní. Spektrální rozklad autokovarian£ní funkce (1.1)
p°edstavuje rozd¥lení energie nad jednotlivými frekvencemi sinových vln, pomocí
kterých lze vyjád°it náhodný proces. Vzhledem k této interpretaci budeme dále
dF (λ) ozna£ovat jako spektrum procesu {Xt, t ∈ T} .

Tvrzení 4. Nech´ {Xt, t ∈ Z} je stacionární náhodná posloupnost s nulovou
st°ední hodnotou a spektrální hustotou fX(λ) a {ck}∞k=−∞ je posloupnost kom-
plexních £ísel spl¬ující

∑∞
k=−∞ |ck| < ∞, pak existuje centrovaná stacionární

náhodná posloupnost

Yt =
∞∑

k=−∞

ckXt−k, t ∈ Z.

O této posloupnosti °íkáme, ºe vznikla �ltrací posloupnosti {Xt, t ∈ Z} a má
spektrální hustotu

fX(λ) = |Γ(λ)|2fY (λ),

kde

Γ(λ) =
∞∑

k=−∞

cke
−ikλ

pro λ ∈ [−π, π] je tzv. p°enosová funkce �ltru.
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1.2 Semi-stacionární procesy

1.2.1 Evolu£ní spektrální rozklad

Pokud budeme studovat nestacionární náhodné posloupnosti bez jakéhokoli ome-
zení, tak z jedné jejich realizace procesu nelze usuzovat na ºádné podstatné vlast-
nosti generování procesu, tedy p°edpoklad stacionarity je t°eba nahradit jiným a
o to se pokusíme dále.
Cílem je získat analogii spektra, které de�nuje rozd¥lení energie procesu nad jed-
notlivými frekvencemi i pro nestacionární procesy. Pro nestacionární procesy uº
ov²em obecn¥ neplatí, ºe mají konstantní rozptyl, tedy analogie spektra pro ne-
stacionární procesy nem·ºe být nezávislá na £ase. Nejprve si uvedeme v¥tu, která
dává do souvislosti vyjád°ení reprezentace procesu jako stochastického integrálu
a reprezentaci autokovarian£ní funkce jako Lebesgue-Stieltjesova integrálu.

Tvrzení 5. (Karhunenova v¥ta) Nech´ {Xt, t ∈ Z} je centrovaná náhodná po-
sloupnost s kone£nými druhými momenty a φ(t, λ) je taková funkce na Z×[−π, π],
ºe pro kaºdé t ∈ Z platí φ(t, ·) ∈ L2(F ), kde F je p°ír·stková distribu£ní funkce
procesu s ortogonálními p°ír·stky {Z(λ), λ ∈ [−π, π]}. Jestliºe Xt lze vyjád°it
ve tvaru

Xt =

∫ π

−π
φ(t, λ)dZ(λ), (1.3)

pak pro jeho autokovarian£ní funkci R(s, t) platí

R(s, t) =

∫ π

−π
φ(s, λ)φ(t, λ)dF (λ). (1.4)

Lze-li naopak autokovarian£ní funkci R(s, t) vyjád°it ve tvaru (1.4), tak platí
pro {Xt, t ∈ Z} rozklad (1.3).

D·kaz. D·kaz lze nalézt nap°íklad v knize And¥l (1976).

Následující teorie evolu£ního spektrálního rozkladu je p°evzata od M. B.
Priestleyho a lze ji najít v Priestley (1965). Nech´ φ(t, λ) je funkce dvou pro-
m¥nných na Z × [−π, π], pak se dále budeme soust°edit na centrované náhodné
posloupnosti {Xt, t ∈ Z} s druhými kone£nými momenty, jejichº autokovarian£ní
funkci lze vyjád°it ve tvaru

R(s, t) =

∫ π

−π
φ(s, λ)φ(t, λ)dF (λ), (1.5)

kde F je neklesající zprava spojitá funkce. Z p°edpokladu existence kone£ného
rozptylu plyne, ºe

∫ π
−π |φ(t, λ)|2dF (λ) < ∞ pro kaºdé t ∈ Z. Do této skupiny

proces· z°ejm¥ pat°í i stacionární procesy s volbou φ(t, λ) = eitλ. Pouºitím Kar-
hunenovy v¥ty dostaneme reprezentaci posloupnosti ve tvaru

Xt =

∫ π

−π
φ(t, λ)dZ(λ), (1.6)

kde {Z(λ), λ ∈ [−π, π]} je proces s ortogonálními p°ír·stky, jehoº p°ír·stková
distribu£ní funkce je F .
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Dále zkusíme získat jednu t°ídu funkcí φ(t, λ), s jejichº pomocí lze reprezentovat
ur£itou t°ídu nestacionárních proces·. P°edpokládejme, ºe pro pevné λ má φ(t, λ)
Fourierovu transformaci, jejíº maximum je ve frekvenci θ(λ) ∈ (−π, π]. Potom lze
φ(t, λ) jako funkci prom¥nné t povaºovat za sinovou vlnu s prom¥nnou amplitudou
a s frekvencí θ(λ) ve form¥

φ(t, λ) = A(t, λ)eiθ(λ)t, (1.7)

kde funkce A(t, λ) p°edstavuje amplitudu vlny v £ase t a má Fourierovu transfor-
maci s maximem v nule.

De�nice 6. O φ(t, λ) jako funkci t °ekneme, ºe je oscila£ní funkcí, pokud pro n¥-
jaké (nemusí být jednozna£né) θ(λ) lze tuto funkci zapsat ve form¥ (1.7) s A(t, λ)
ve form¥

A(t, λ) =

∫ π

−π
eitθhλ(θ)dθ,

kde |hλ(θ)| má maximum v θ = 0.
Funkci A(t, λ) m·ºeme ozna£it jako �obálku� φ(t, λ), protoºe φ(t, λ) je sinová

vlna s prom¥nnou amplitudou a A(t, λ) je její amplituda.

Poznámka. Forma A(t, λ) nezahrnuje p°ímo t°ídu stacionárních proces·, pro-
toºe pro n¥ je A(t, λ) konstantní, tedy i Fourierova transformace této funkce je
celá soust°ed¥na v nule a nelze jí zapsat pomocí hustoty. Tato forma proces· je
zvolena, protoºe je nutná pro odvození n¥kterých navazujících tvrzení, o jejichº
platnosti pro stacionární procesy se je²t¥ zmíníme dále.

Pokud dále platí, ºe pro funkci φ(t, λ) je k ní p°íslu²ná funkce θ(λ) prostou
funkcí λ, tak lze v integrálu (1.5) nahradit λ za θ(λ) a k tomu vhodn¥ p°ede�novat
A(t, λ) a funkci F (λ), aby platilo

R(s, t) =

∫ π

−π
A(s, λ)A(t, λ)eiλ(s−t)dF (λ). (1.8)

Z Karhunenovy v¥ty dostáváme

Xt =

∫ π

−π
A(t, λ)eiλtdZ(λ), (1.9)

kde F je p°ír·stková distribu£ní funkce procesu {Z(λ), λ ∈ [−π, π]}.

De�nice 7. Pokud existuje oscila£ní funkce φ(t, λ), pomocí které lze reprezen-
tovat centrovaný náhodný proces s kone£nými druhými momenty {Xt, t ∈ Z}
ve form¥ (1.6), tak tento proces nazveme oscila£ním procesem.

Dále lze také ukázat, ºe kaºdý oscila£ní proces má téº reprezentaci ve form¥
(1.9), tedy bez újmy na obecnosti m·ºeme zapsat libovolnou oscila£ní funkci
ve form¥

φ(t, λ) = A(t, λ)eiλt.
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Nech´ {Xt, t ∈ Z} je oscila£ní proces, který má reprezentaci ve form¥ (1.9)
s autokovarian£ní funkcí ve form¥ (1.8). Pro kaºdý jednotlivý oscila£ní proces
m·ºe existovat obecn¥ velké mnoºství r·zných oscila£ních funkcí, pomocí nichº
lze proces vyjád°it. Pro konkrétní φ(t, λ) = A(t, λ)eiλt platí

varXt = R(t, t) =

∫ π

−π
|A(t, λ)|2dF (λ). (1.10)

Kdyº budeme varXt op¥t interpretovat jako �celkovou energii� procesu v £ase
t, tak m·ºeme jako p°ísp¥vek frekvence λ k ní povaºovat |A(t, λ)|2dF (λ). Toto
v souvislosti s interpretací Xt v rovnici (1.9) jako �sumy� sinových vln s r·znými
frekvencemi a £asov¥ prom¥nnými náhodnými amplitudami {A(t, λ)dZ(λ)} nás
vede k následující de�nici.

De�nice 8. Nech´ φ(t, λ) = A(t, λ)eitλ je ur£itá oscila£ní funkce a {Xt, t ∈ Z} je
oscila£ní proces mající reprezentaci ve tvaru (1.9) vzhledem k funkci φ(t, λ). Pak
de�nujeme evolu£ní spektrum v £ase t vzhledem k funkci φ jako

dGt(λ) = |A(t, λ)|2dF (λ).

Evolu£ní spektrum má stejnou fyzikální interpretaci jako spektrum stacio-
nárního procesu a popisuje rozd¥lení energie nad jednotlivými frekvencemi, ale
zatímco evolu£ní spektrum reprezentuje pouze chování procesu v okolí £asu t,
spektrum stacionárního procesu je ur£eno chováním procesu po celý £as.
P°estoºe dle (1.10) dGt(λ) závisí na volb¥ oscila£ní funkce φ, tak víme, ºe

varXt =

∫ π

−π
dGt(λ),

tedy hodnota integrálu dle dGt(λ) je nezávislá na volb¥ oscila£ní funkce a pro v²ech-
ny oscila£ní funkce p°edstavuje celkovou energii procesu v £ase t.
Dále budeme uvaºovat vhodn¥ normované funkce A(t, λ) tak, aby pro v²echny λ
platilo

A(0, λ) = 1,

tj. za£leníme |A(0, λ)| do funkce F (λ). Po této úprav¥ dF (λ) p°edstavuje evolu£ní
spektrum v £ase t = 0 a |A(t, λ)|2 p°edstavuje zm¥nu spektra oproti £asu 0. Nyní
máme pro kaºdé λ

1 = A(0, λ) =

∫ π

−π
hλ(θ)dθ,

takºe Fourierova transformace A(0, λ) je normovaná, aby m¥la jednotkový inte-
grál.
Pro oscila£ní funkce existuje dal²í interpretace pomocí £asov¥ prom¥nných �ltr·.
Nech´ pro {Xt, t ∈ Z} existuje reprezentace ve form¥ (1.9) a p°edpokládejme, ºe
lze zapsat

A(t, λ) =
∞∑

k=−∞

e−iλkck(t),
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kde
∑∞

k=−∞ |ck(t)| <∞ pro t ∈ Z. Pak máme

Xt =
∞∑

k=−∞

St−kck(t), (1.11)

kde

St =

∫ π

−π
eiλtdZ(λ)

je stacionární proces se spektrem dF (λ) a F je p°ír·stková distribu£ní funkce
procesu s ortogonálními p°ír·stky {Z(λ), λ ∈ [−π, π]}. Tedy {Xt, t ∈ Z} m·ºeme
interpretovat jako výsledek �ltrování stacionárního procesu skrze £asov¥ prom¥n-
ný �ltr {ck(t)}∞k=−∞. Naopak proces, který lze vyjád°it ve form¥ (1.11) (s ck(t)
zvoleným tak, aby A(t, λ) m¥la poºadovanou formu), m·ºe být taktéº zapsaný
ve form¥ (1.9). Z £ehoº vyplývá, ºe evolu£ní spektrum v £ase t, |A(t, λ)|2dF (λ)
m·ºeme povaºovat za spektrum stacionárního procesu, které bychom získali, po-
kud bychom �ltr {ck(t)}∞k=−∞ za�xovali v £ase t.

P°edpokládejme, ºe {Xt, t ∈ Z} je oscila£ní proces, který lze vyjád°it ve form¥
(1.9), a uvaºujme transformaci1

Yt =
∞∑

k=−∞

qkXt−ke
−iλ0(t−k), (1.12)

kde λ0 ∈ [−π, π] je zvolená frekvence a {qk}∞k=−∞ je posloupnost, která spl¬uje∑∞
k=−∞ |k||qk| <∞. Pak lze psát

Yt =
∞∑

k=−∞

qk

∫ π

−π
eiλ(t−k)A(t− k, λ)dZ(λ)e−iλ0(t−k)

=

∫ π

−π

∞∑
k=−∞

qke
i(λ−λ0)tA(t, λ)

A(t− k, λ)

A(t, λ)
e−i(λ−λ0)kdZ(λ)

=

∫ π

−π
Γt,λ(λ− λ0)A(t, λ)ei(λ−λ0)tdZ(λ)

=

∫ π−λ0

−π−λ0

Γt,λ+λ0(λ)A(t, λ+ λ0)eiλtdZ(λ+ λ0), (1.13)

kde pro libovolné t ∈ Z a λ, θ ∈ [−π, π] de�nujeme

Γt,λ(θ) =
∞∑

k=−∞

qk
A(t− k, λ)

A(t, λ)
e−ikθ. (1.14)

Funkci Γt,λ(θ) nazveme zobecn¥nou p°enosovou funkcí �ltru {qk}∞k=−∞ vzhledem
k funkci φ(t, λ) = A(t, λ)eitλ.

1Existencí této náhodné veli£iny se budeme zabývat v následujících kapitolách.

9



Reprezentace (1.13) pro {Yt, t ∈ Z} nemusí být nutn¥ p°evoditelná do formy
(1.9), protoºe Fourierova transformace {Γt,λ+λ0(λ)A(t, λ + λ0)} (jako funkce t)
nemusí mít maximum v nule.
D·leºitý p°ípad nastane, pokud se A(t−k, λ) pro kaºdé λm¥ní pomalu jako funkce
k oproti qk, protoºe se Γt,λ(θ) redukuje na Γ(θ). Pokud tedy p°edpokládáme, ºe
qk velmi rychle klesá k nule pro |k| → ∞ a A(t − k, λ) je p°ibliºn¥ konstantní
p°es hodnoty k, pro které je qk nezanedbatelná. Pak platí 2 (pro kaºdé t ∈ Z, λ ∈
[−π, π])

Γt,λ(θ) ∼ Γ(θ), (1.15)

tedy m·ºeme {Yt, t ∈ T} vyjád°it ve form¥

Yt ∼
∫ π−λ0

−π−λ0

A(t, λ+ λ0)eiλtdZ̃(λ),

kde {Z̃(λ), λ ∈ [−π − λ0, π − λ0]} je proces s ortogonálními p°ír·stky a p°í-
r·stkovou distribu£ní funkcí F̃ (λ) = |Γ(λ)|2F (λ+λ0). Evolu£ní spektrum procesu
{Yt, t ∈ T},dGY

t (λ) spl¬uje

dGY
t (λ) ∼ |Γ(λ)|2dGt(λ+ λ0),

kde ob¥ spektra jsou de�novaná vzhledem ke stejné funkci φ(t, λ) = A(t, λ)eiλt.
V dal²í kapitole se budeme hloub¥ji zabývat de�nicí pomalu se m¥nící funkce
A(t, λ) a aproximací zobecn¥né p°enosové funkce pomocí p°enosové funkce.

2P°esný význam ∼ objasníme v následující kapitole.
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1.2.2 Semi-stacionární procesy

Tato kapitola je zaloºena na Priestley (1965). Nech´ {Xt, t ∈ Z} je oscila£ní
proces, pak existuje oscila£ní funkce φ(t, λ) = A(t, λ)eiλt, pomocí které lze proces
reprezentovat ve form¥ (1.9). Pro kaºdou funkci φ de�nujeme Bφ(λ)

Bφ(λ) =

∫ π

−π
|θ||hλ(θ)|dθ,

kde hλ(θ) je Fourierova transformace A(t, λ), tj. A(t, λ) =
∫ π
−π e

itθhλ(θ)dθ. M·ºe-
me °íci, ºe Bφ(λ) je míra �²í°ky� hλ(θ).

De�nice 9. Oscila£ní funkci φ nazveme semi-stacionární, pokud Bφ(λ) je ome-
zená pro kaºdé λ ∈ [−π, π] a de�nujeme charakteristickou ²í°ku funkce φ jako

Bφ = { sup
λ∈[−π,π]

Bφ(λ)}−1.

Nech´ {Xt, t ∈ Z} je oscila£ní proces, který lze reprezentovat semi-stacionární
funkce φ ve form¥ (1.9), pak nazveme tento proces semi-stacionárním.
T°ídu semi-stacionárních funkcí, pomocí kterých lze tento proces reprezentovat,
ozna£íme C a de�nujeme charakteristickou ²í°ku procesu {Xt, t ∈ Z}

BX = sup
φ∈C

(Bφ).

Tvrzení 6. Pro semi-stacionární proces {Xt, t ∈ Z} platí

varXt−k ≤ 2(1 + Ctk
2)varXt, t, k ∈ Z,

kde Ct závisí pouze na BX a rozptylu varXt.

D·kaz. Lze snadno ukázat, ºe | exp(itθ)− 1| ≤ |tθ|. Pak pro libovolnou φ(t, λ) =
A(t, λ)eiλt ∈ C dostaneme

|A(t, λ)− A(t− k, λ)| ≤
∫ π

−π
|kθ||hλ(θ)|dθ = |k|Bφ(λ).

Z této nerovnosti dostaneme omezení rozptylu semi-stacionárního procesu

varXt−k =

∫ π

−π
|A(t− k, λ)|2dF (λ) ≤

∫ π

−π
(|A(t, λ)|+ |k|Bφ(λ))2dF (λ)

≤ 2

∫ π

−π
|A(t, λ)|2 + (|k||Bφ(λ))2dF (λ) ≤ 2(1 + Ctk

2)varXt,

kde Ct m·ºeme volit nap°íklad ve form¥ 1
B2

XvarXt
.

Dále uvaºme podt°ídu C∗ ⊂ C semi-stacionárních funkcí, které mají charakte-
ristickou ²í°ku rovnu BX a ozna£me φ∗ libovolnou funkci náleºející do C∗. Pokud
je C∗ prázdná, tak jako φ∗ ozna£íme libovolnou semi-stacionární funkci spl¬ující
BX −Bφ∗ < ε, kde ε je vhodn¥ zvolené malé kladné £íslo.
Nyní uvaºme reprezentaci {Xt, t ∈ Z} pomocí funkce φ∗

Xt =

∫ π

−π
A∗(t, λ)eiλtdZ∗(λ),

kde {Z∗(λ), λ ∈ [−π, π]} je proces s ortogonálními p°ír·stky a p°ír·stkovou dis-
tribu£ní funkcí dF ∗(λ) a φ∗(t, λ) = A∗(t, λ)eiλt.
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De�nice 10. �ekneme, ºe u(x), u : [−π, π] → R je pseudo δ-funkce °ádu ε
vzhledem k v(x), v : R→ R, pokud pro kaºdé y ∈ R platí

∣∣∣∣∫ π

−π
u(x)v(x+ y)dx− v(y)

∫ π

−π
u(x)dx

∣∣∣∣ < ε.

Nyní p°edpokládejme, ºe máme �ltr {qk}∞k=−∞, který spl¬uje následující pod-
mínky:

1. je £tvercov¥ integrovatelný a normovaný, tj.

2π
∞∑

k=−∞

|qk|2 =

∫ π

−π
|Γ(λ)|2dλ = 1, (1.16)

2. existuje kone£ná suma

Bq :=
∞∑

k=−∞

|k||qk|. (1.17)

Bq m·ºeme povaºovat za míru �²í°ky� �ltru {qk}∞k=−∞, která ukazuje, jak rychle
�ltr klesá k nule p°i |k| → ∞. Z této podmínky plyne, ºe

∑∞
k=−∞ |qk| < ∞, coº

byla podmínka kladená na �ltr u stacionárního procesu.

Tvrzení 7. Nech´ φ je semi-stacionární funkce s charakteristickou ²í°kou Bφ. Pak
pro kaºdé t ∈ Z, λ ∈ [−π, π] je g(θ) = eitθhλ(θ) pseudo δ-funkce °ádu (Bq/Bφ)
vzhledem k Γ(θ).

D·kaz. Chceme dokázat, ºe pro kaºdé y∣∣∣∣∫ π

−π
eitθΓ(θ + y)hλ(θ)dθ − Γ(y)

∫ π

−π
eitθhλ(θ)dθ

∣∣∣∣ < Bq

Bφ

.

Z podmínky (1.17) plyne
∑
|qk| <∞ a z toho dle Weierstrassova kritéria (D¥mi-

dovi£, 2003, str. 224) dostaneme stejnom¥rnou absolutní konvergenci pro Γ(λ) =∑
qke
−ikλ jako °ady funkcí na [−π, π], a tedy i existenci první derivace této funkce

Γ′(λ) =
∞∑

k=−∞

−ikqke−ikλ.

Dále pokud existuje první derivace Γ(λ), tak pro kaºdé θ 6= 0 dle Lagrangeovy
v¥ty (D¥midovi£, 2003, str. 112) platí

Γ(θ + y) = Γ(y) + θΓ′(y + η(θ)θ),

kde 0 < η(θ) < 1. Z £ehoº dostáváme∫ π

−π
eitθΓ(θ + y)hλ(θ)dθ = Γ(y)

∫ π

−π
eitθhλ(θ)dθ +

∫ π

−π
eitθθΓ′(y + η(θ)θ)hλ(θ)dθ.

Dále víme, ºe poslední £ást výrazu m·ºeme omezit následovn¥∣∣∣∣∫ π

−π
eitθθΓ′(y + η(θ)θ)hλ(θ)dθ

∣∣∣∣ ≤ sup
θ∈[−π,π]

|Γ′(θ)|
∫ π

−π
|θ||hλ(θ)|dθ ≤ Bq/Bφ,

protoºe |Γ′(θ)| ≤
∑∞

k=−∞ |k||qk|.
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V následujícím tvrzení si up°esníme vztah (1.15).

Tvrzení 8. Nech´ {qk}∞k=−∞ je �ltr spl¬ující (1.16), (1.17) a Γt,λ(θ) je jeho zobec-
n¥ná p°enosová funkce vzhledem k semi-stacionární funkci φ s charakteristickou
²í°kou Bφ. Pokud pro dané ε zvolíme {qk}∞k=−∞ tak, aby Bq ≤ εBφ, pak

|A(t, λ)||Γt,λ(θ)− Γ(θ)| < ε

pro kaºdé t, λ, θ.

D·kaz. P°ímo z (1.14) dostaneme

A(t, λ)Γt,λ(θ) =
∞∑

k=−∞

qkA(t− k, λ)e−ikθ.

P°i nahrazeníA(t−k, λ) pomocí její Fourierovy transformace (
∫ π
−π e

i(t−k)µhλ(µ)dµ)
a prohozením po°adí sumy a integrace dostaneme

A(t, λ)Γt,λ(θ) =
∞∑

k=−∞

qke
−ikθ

∫ π

−π
ei(t−k)µhλ(µ)dµ

=

∫ π

−π
eitµΓ(θ + µ)hλ(µ)dµ.

Z Tvrzení 7 je g(θ) = eitθhλ(θ) pseudo δ-funkce °ádu (Bq/Bφ) vzhledem k Γ(θ).
Pokud tedy volíme {qk}∞k=−∞ tak, aby pro dané ε platilo Bq ≤ εBφ, pak platí

∣∣∣∣∫ π

−π
eitµΓ(θ + µ)hλ(µ)dµ− Γ(θ)

∫ π

−π
eitµhλ(µ)dµ

∣∣∣∣ < ε.
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1.2.3 Ur£ení evolu£ního spektra

Tato kapitola je zaloºena na Priestley (1965). Nech´ {Xt, t ∈ Z} je semi-stacionární
proces s charakteristickou ²í°kou BX a {qk}∞k=−∞ je �ltr spl¬ující (1.16) a (1.17)
s ²í°kou Bq. Pro zvolenou frekvenci λ0 de�nujeme proces {Yt, t ∈ T} (stejn¥ jako
v (1.12))

Yt =
∞∑

k=−∞

qkXt−ke
−iλ0(t−k).

Tvrzení 9. �ada
∑∞

k=−∞ qkXt−ke
−iλ(t−k) konverguje pro kaºdé t ∈ Z a λ ∈

[−π, π] podle kvadratického st°edu a absolutn¥ s pravd¥podobností jedna (skoro
jist¥).

D·kaz. D·kaz je analogický d·kazu pro stacionární procesy, který lze najít v Prá²-
ková (2004, V¥ta 5.3.). V nekone£né sum¥ se budeme bez újmy na obecnosti zabý-
vat jen £ástí

∑∞
k=0 qkXt−ke

−iλ(t−k), protoºe konvergence celé sumy plyne z konver-
gence obou £ástí a konvergence £ásti se zápornými indexy se dokáºe analogicky.
Pro m < n je

E

∣∣∣∣∣
n∑

j=m+1

qjXt−je
−iλ(t−j)

∣∣∣∣∣
2

≤ E

(
n∑

j=m+1

|qj||Xt−j|

)2

=
n∑

j=m+1

n∑
k=m+1

|qj||qk|E (|Xt−j||Xt−k|) .

Z Hölderovy nerovnosti a z Tvrzení 6 dostaneme

E (|Xt−j||Xt−k|) ≤
(
E|Xt−j|2

) 1
2
(
E|Xt−k|2

) 1
2

≤ 2E|Xt|2((1 + Ctj
2)

1
2 ((1 + Ctk

2)
1
2 ,

takºe

E

∣∣∣∣∣
n∑

j=m+1

qjXt−je
−iλ(t−j)

∣∣∣∣∣
2

≤ 2E|Xt|2
(

n∑
j=m+1

|qj||j|(1 + Ct)
1
2

)2

= 2E|Xt|2(1 + Ct)

(
n∑

j=m+1

|qj||j|

)2

,

kde
∑n

j=m+1 |qj||j| je zbytek konvergentní °ady dle p°edpoklad· o �ltru, tedy
pro m,n→∞ jde vý²e uvedený výraz k nule. Z cauchyovskosti uº plyne konver-
gence podle kvadratického st°edu.
Z Hölderovy nerovnosti plyne E|Xt| ≤ (E|Xt|2)

1
2 , tedy dostáváme

∞∑
j=−∞

E|qj||Xt−j| ≤
∞∑

j=−∞

|qj||j|
√

2(Ct + 1)E|Xt|2 <∞,

odkud plyne absolutní konvergence skoro jist¥.
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Vyuºijeme reprezentaci {Xt, t ∈ Z} pomocí funkce φ∗

Yt =

∫ π−λ0

−π−λ0

Γ∗t,λ+λ0
(λ)A∗(t, λ+ λ0)eiλtdZ∗(λ+ λ0),

kde Γ∗t,λ(θ) je zobecn¥ná p°enosová funkce �ltru {qk}∞k=−∞ vzhledem k funkci φ∗.
Z Karhunenovy v¥ty dostaneme

E|Yt|2 =

∫ π−λ0

−π−λ0

|Γ∗t,λ+λ0
(λ)|2|A∗(t, λ+ λ0)|2dF ∗(λ+ λ0). (1.18)

Pokud zvolíme {qk}∞k=−∞ spl¬ující Bq < εBX , tak dle Tvrzení 8 dostaneme,
ºe

Γ∗t,λ+λ0
(λ) = Γ(λ) + r(t, λ0, λ),

kde

|r(t, λ0, λ)| < ε/|A∗(t, λ+ λ0)|.

Dále získáme vyjád°ení (1.18) ve form¥

E|Yt|2 =

∫ π−λ0

−π−λ0

|Γ(λ)|2|A∗(t, λ+ λ0)|2dF ∗(λ+ λ0) + I1 + I2 + I3,

kde jsme ozna£ili

I1 =

∫ π−λ0

−π−λ0

Γ(λ)r|A∗(t, λ+ λ0)|2dF ∗(λ+ λ0),

I2 =

∫ π−λ0

−π−λ0

Γ(λ)r|A∗(t, λ+ λ0)|2dF ∗(λ+ λ0),

I3 =

∫ π−λ0

−π−λ0

|r|2|A∗(t, λ+ λ0)|2dF ∗(λ+ λ0).

Pokud pro funkci h : M → C platí |h(x)| ≤ C|x|, ∀x ∈ M, kde C je vhodn¥
zvolená konstanta, pak budeme psát h(x) = O(x).
Platí

|I3| ≤ ε2

∫ π−λ0

−π−λ0

dF ∗(λ) = O(ε2)

a

|I2| ≤ ε

∫ π−λ0

−π−λ0

|Γ(λ)||A∗(t, λ+ λ0)|dF ∗(λ+ λ0).

Chceme ukázat, ºe pro druhý integrál platí I2 = O(ε). Abychom k tomu do-
sp¥li, tak je t°eba ukázat, ºe integrál na pravé stran¥ nerovnice z·stává kone£ný
nezávisle na Bq.

Nejprve dostaneme z Hölderovy nerovnosti
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∫ π−λ0

−π−λ0

|Γ(λ)||A∗(t, λ+ λ0)|dF ∗(λ+ λ0)

≤
(∫ π−λ0

−π−λ0

|Γ(λ)|2dF ∗(λ+ λ0)

)2(∫ π

−π
|A∗(t, λ)|2dF ∗(λ)

)2

.

Druhý výraz v sou£inu je kone£ný, protoºe je to rozptyl procesu {Xt, t ∈ Z}
v £ase t. Dále platí

|Γ(λ)|2 ≤

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

|qk|

∣∣∣∣∣
2

≤
∣∣∣∣Bq +

1√
2π

∣∣∣∣2 ,
pokud tedy budeme volit pouze �ltry, které spl¬ují Bq < BX , tak je i první výraz
v sou£inu kone£ný.

Výraz I1 m·ºeme omezit stejným zp·sobem. Dále téº ozna£íme dG∗t (λ) =
|A∗(t, λ)|2dF ∗(λ) evolu£ní spektrum procesu vzhledem k funkci φ∗.

Tvrzení 10. Pokud volíme Bq < BX , pak platí

E|Yt|2 =

∫ π

−π
|Γ(λ− λ0)|2dG∗t (λ) +O(ε),

kdeO(ε) ozna£uje hodnotu, která m·ºe být libovoln¥ malá v závislosti na vhod-
né volb¥ Bq relativn¥ malým oproti BX .
V p°ípad¥, ºe je Lebesgue-Stieltjesova míra ur£ená funkcí Gt absolutn¥ spoji-
tá vzhledem k Lebesgueov¥ mí°e, ozna£íme g∗t (λ) p°íslu²nou Radon-Nikodýmovu
derivaci, která existuje s.v., a platí

E|Yt|2 =

∫ π

−π
|Γ(λ− λ0)|2g∗(λ)dλ+O(ε). (1.19)

Doposud jsme pracovali s reprezentací {Xt, t ∈ Z} pomocí rodiny φ∗, ale
aproximace (1.19) závisí pouze na podmínce Bq � Bφ∗ a bude tedy smysluplná,
i pokud pouºijeme reprezentaci ve form¥ semi-stacionární funkce φ, která pouze
spl¬uje podmínku Bq � Bφ. Nesmíme opomenout, ºe (1.19) je pouze aproximací,
a pokud {Xt, t ∈ Z} má reprezentaci vzhledem k φ ve form¥ evolu£ního spektra
dGt(λ) = gt(λ)dλ, tak p°esná hodnota E|Y 2

t | je dána

E|Yt|2 =

∫ π

−π
|Γt,λ+λ0(λ)|2dGt(λ+ λ0).

Tedy p°esná hodnota E|Y 2
t | je pr·m¥r dGt(λ) p°es frekvenci i £as. Vzhledem

k tomu, ºe samotná hodnota E|Y 2
t | je nezávislá na volb¥ φ, tak pravá strana té-

to rovnice má jednozna£nou interpretaci jako celková energie procesu obsaºená
ve frekvencích v okolí λ0 a v £ase v okolí t.
Pro stacionární procesy platí Γt,λ(θ) = Γ(θ), tedy zde se nejedná o aproximaci,
ale vztah platí p°esn¥. P°estoºe jsme stacionární procesy nezahrnuli mezi semi-
stacionární procesy, tak pro n¥ platí stejné vztahy v odhadech a lze i pro n¥
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pouºít odhady popsané v následující kapitole, protoºe se chovají v námi sledo-
vaných vlastnostech jako semi-stacionární procesy s BX =∞3. Semi-stacionární
procesy m·ºeme tedy povaºovat za obecn¥j²í t°ídu proces· neº jsou stacionární
procesy.
Jiº jsme ukázali, ºe efekt �£asového pr·m¥rování� je zanedbatelný, protoºe z vhod-
né volby �ltru dle podmínky Bq � Bφ plyne, ºe dGt(λ) se v £ase m¥ní velmi
pomalu p°es úseky dlouhé tak, ºe je v nich {qk}∞k=−∞ je²t¥ nezanedbatelný, tj.
p°es úsek, na kterém je²t¥ nabývá �ltr nezanedbatelných hodnot4, se hodnota evo-
lu£ního spektra p°íli² nezm¥ní. Nicmén¥ p°esnost aproximace (1.19) závisí na po-
m¥ru Bq/Bφ, coº si ukáºeme na dvou extrémních p°íkladech.
Nech´ Bq = 0, tedy qk = I[k=0], pak (1.19) je p°esné pro kaºdou φ a lze psát pouze

E|Yt|2 =

∫ π

−π
dGt(λ). (1.20)

Naopak pokud

qk = lim
n→∞

qn,k,

kde

qn,k =

{
1/
√
n (|k| ≤ 1

2
n)

0 (|k| > 1
2
n)

,

tak Bq = ∞. Pokud navíc p°edpokládáme, ºe Lebesgue-Stieltjesova míra gene-
rovaná F je absolutn¥ spojitá vzhledem k Lebesgueov¥ mí°e a f je p°íslu²ná
Radon-Nikodýmova derivace, tak lze ukázat, ºe

E|Yt|2 = lim
n→∞

∫ π−λ0

−π−λ0

|Hn,λ0(λ)|2f(λ+ λ0)dλ, (1.21)

kde

Hn,λ0(λ) =
1√
n

bt+ 1
2
nc∑

k=dt− 1
2
ne

A(k, λ+ λ0)eikλ.

V tomto p°ípad¥ je E|Y 2
t | nezávislá na t, a pokud by Xt byl stacionární, tak

odpovídá de�nici spektra stacionárního procesu.
P°i porovnání rovnic (1.20) a (1.21) m·ºeme dojít k d·leºitým záv¥r·m. Pravá
strana rovnice (1.20) je funkcí pouze evolu£ního spektra v £ase t a neobsahuje
jeho hodnoty v ostatních okamºicích, ale neobsahuje ºádnou informaci o rozd¥lení
dGt(λ) nad frekvencemi, protoºe je nezávislá na λ0.

3V tomto p°ípad¥ nelze popsat Fourierovu transformaci A(t, λ) pomocí hustoty, ale pokud

bychom cht¥li pojem charakteristické ²í°ky zobecnit i na stacionární procesy, tak protoºe je

celá Fourierova transformace soust°ed¥na v nule, tak Bφ(λ) = 0, λ ∈ [−π, π] a Bφ m·ºeme

dode�novat jako ∞.
4U zde prakticky pouºívaných �ltr· to lze zam¥nit za úsek, na kterém �ltr nabývá nenulových

hodnot.
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Na druhou stranu, pokud v rovnici (1.21) p°edpokládáme, ºe je pro kaºdé n
|Hn,λ0(λ)|2 velmi koncentrovaná v okolí λ = 0 (coº bude blízké na²emu p°ípadu,
jelikoº jsme p°edpokládali, ºe pro kaºdé λ je A(t, λ) pomalu se m¥nící funkce t),
tak pravá strana bude p°ibliºn¥ rovna

f(λ0)

{
lim
n→∞

∫ π

−π
|Hn,λ0(λ)|2dλ

}
,

kde tato hodnota je zcela nezávislá na t a m·ºe být interpretována jako �pr·-
m¥r� p°es t pro −∞ ≤ t ≤ ∞.
Tímto chceme demonstrovat, ºe £ím p°esn¥ji ur£íme dGt(λ) jako funkci £asu, tím
mén¥ p°esn¥ ji ur£íme jako funkci frekvence a naopak. Tato vlastnost m·ºe být
chápána jako Princip neur£itosti, t.j. p°i ur£ení evolu£ního spektra nelze do-
sáhnout najednou vysokého rozli²ení jak v £asové, tak ve spektrální domén¥.
Dále p°edpokládejme, ºe za�xujeme minimální rozli²ení ve spektrální domén¥,
tedy nastavíme dolní hranici pro Bq. Pro ur£itou semi-stacionární funkci φ bude
rozli²ení v £asové domén¥ dáno hodnotou Bq/Bφ (£ím men²í, tím vy²²í rozli²e-
ní). Z°ejm¥ dosáhneme nejvy²²ího moºného rozli²ení v £asové domén¥ p°i pouºití
funkce s maximální charakteristickou ²í°kou.
Pokud C∗ obsahuje pouze jednu funkci, tedy φ∗ je jednozna£n¥ ur£ená a p°ed-
stavuje p°irozenou reprezentaci pro {Xt, t ∈ Z}, jejíº pomocí m·ºeme nejlépe
vyjád°it spektrální obsah procesu, který se m¥ní v £ase. Nap°íklad nyní je vid¥t,
pro£ je p°irozené vyjád°ení stacionárních proces· pomocí exponenciální funkce.
V tomto p°ípad¥ je to totiº jednozna£n¥ ur£ená p°irozená reprezentace s maxi-
mální charakteristickou ²í°kou Bφ =∞ .
Pokud C∗ obsahuje více funkcí, pak kaºdá φ∗ ∈ C∗ je p°irozenou reprezentací
procesu. Nech´ dG∗t (λ) ozna£uje evolu£ní spektrum vzhledem k φ∗ a ĝ∗t (λ) je
vyhlazené evolu£ní spektrum dané

ĝ∗t (λ) =

∫ π

−π
|Γ(λ)|2dG∗t (λ+ λ0).

Pak platí

E|Yt|2 = ĝ∗t (λ0) +O(Bq/BX),

a protoºe m·ºeme ur£it nejvý²e vyhlazená evolu£ní spektra, která se mohou li-
²it o O(Bq/BX), tak budeme reprezentace pomocí jednotlivých funkcí povaºovat
za ekvivalentní.
Nakonec uvaºme p°ípad, ºe C∗ je prázdná, tedy neexistuje ºádná funkce s charak-
teristickou ²í°kou BX , pomocí které lze reprezentovat proces {Xt, t ∈ Z}. Pro pro-
ces neexistuje p°irozená reprezentace, protoºe pro kaºdou semi-stacionární funk-
ci, kterou ho lze reprezentovat, existuje funkce s v¥t²í charakteristickou ²í°kou.
Pro tento p°ípad p°ede�nujeme podt°ídu C∗ na t°ídu semi-stacionárních funkcí,
kterými lze reprezentovat daný proces a které mají charakteristickou ²í°ku v inter-
valu [BX−η,BX), kde η je vhodn¥ zvolené malé kladné £íslo. Pak v²echny funkce
z C∗ mají tém¥° stejné evolu£ní spektrum (viz p°ípad s více funkcemi v C∗).
Nadále budeme uvaºovat reprezentaci pro {Xt, t ∈ Z} jen vzhledem k ur£ité
φ∗ ∈ C∗, a kdyº budeme odkazovat na evolu£ní spektrum procesu {Xt, t ∈ Z},
budeme mít na mysli |A∗(t, λ)|2dF ∗(λ), evolu£ní spektrum vzhledem k funkci φ∗.
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1.2.4 Vlastnosti odhadu evolu£ního spektra

Tato kapitola je zaloºena na Priestley (1966). M¥jme dána pozorovaní reálného
semi-stacionárního náhodného procesu {Xt, t ∈ T} pro t ∈ T = {0, ..., T} a bu-
deme se zabývat problematikou odhadu evolu£ního spektra dGt(λ) pro t ∈ T
z £asové °ady. Bude nás zajímat pouze p°ípad, kdy je Lebesgue-Stieltjesova míra
ur£ená funkcí F (λ) absolutn¥ spojitá vzhledem k Lebesgueov¥ mí°e a f = F ′

existuje na celém intervalu [−π, π], pak evolu£ní spektrum procesu lze zapsat
ve form¥ dGt(λ) = gt(λ)dλ pro λ ∈ [−π, π], kde gt(λ) je evolu£ní spektrální hus-
tota.
Nech´ {qk}∞k=−∞ je �ltr spl¬ující (1.16) a (1.17), pro libovolné λ0 ∈ [−π, π] ozna£-
me

Ut(λ0) =
t∑

k=t−T

qkXt−ke
−iλ0(t−k). (1.22)

P°edpokládejme, ºe Bq � BX � T , takºe pro T � t � 0 lze nahradit meze
sumy za −∞ a∞ a Ut(λ0) se stane procesem identickým s procesem {Yt, t ∈ T},
který jsme de�novali v (1.12). Rozdíl mezi Ut(λ0) a Yt je v koncových hodnotách a
pro t výrazn¥ v¥t²í neº nula p°edpokládáme zanedbatelnost tohoto rozdílu. Z v¥ty
7 plyne

E|Ut(λ0)|2 =

∫ π−λ0

−π−λ0

|Γ(λ)|2gt(λ+ λ0)dλ+O(Bq/BX). (1.23)

Zde upozorníme na rozdíl mezi odhadem evolu£ního spektra a odhadem spektra
stacionárního procesu. V druhém p°ípad¥ m·ºeme pouºít vý²e popsanou techni-
ku, ale ²í°ka pásma (rozdíl mezi nejvy²²í a nejniº²í frekvencí, která je efektivn¥
p°ená²ená skrze �ltr) |Γ(λ)|2 je volena jako funkce T , která jde k nule pro T →∞.
Pokud pracujeme s evolu£ním spektrem, tak ²í°ka pásma |Γ(λ)|2 (která se m¥ní
inverzn¥ oproti Bq) je omezena skrze podmínku Bq � BX . Pro odhad gt(λ) je
t°eba p°edpokládat, ºe |Γ(λ)|2 je pseudo δ-funkce vzhledem k gt(λ) a lze díky∫ π
−π |Γ(λ)|2dλ = 1 psát

E|Ut(λ0)|2 ∼ gt(λ0).

Za uvedených podmínek je |Ut(λ0)|2 p°ibliºn¥ nestranný odhad gt(λ0). Za p°ed-
pokladu normality procesu {Xt, t ∈ T}5 dostaneme

var(|Ut(λ0)|2) ∼
{∫ π−λ0

−π−λ0

|Γ(λ)|2gt(λ+ λ0)dλ

}2

(1 + δ0,λ0), (1.24)

který je nezávislý na T a jeho chování bude obdobné chování periodogramu v kla-
sické spektrální analýze, který je zatíºen �uktuacemi. Abychom se s tímto pro-
blémem vypo°ádali, tak m·ºeme ve výb¥ru vyhladit hodnoty Ut(λ0) p°es okolní
t, proto pouºijeme váhovou funkciWT ′(t) závislou na parametru T ′, která spl¬uje

1. WT ′(t) ≥ 0,∀t, T ′,
5Zárove¬ tento p°edpoklad znamená, ºe existují v²echny momenty pro rodinu náhodných

veli£in {Xt, t ∈ T}.
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2.
∑∞

t=−∞WT ′(t) = 1,∀T ′,

3.
∑∞

t=−∞WT ′(t)|t|2 <∞,∀T ′.

4. Ozna£me

W ∗
T ′(λ) =

∞∑
t=−∞

e−iλtWT ′(t), λ ∈ [−π, π],

p°edpokládejme, ºe existuje C takové, ºe

lim
T ′→∞

{
T ′
∫ π

−π
|W ∗

T ′(λ)|2dλ
}

= C.

Dále zavedeme odhady spektra {ĝt(λ0), t ∈ T} ve tvaru

ĝt(λ0) =
∞∑

k=−∞

WT ′(k)|Ut−k(λ0)|2. (1.25)

Lze ukázat, ºe °ada
∑∞

k=−∞WT ′(k)|Ut−k(λ0)|2 za daných p°edpoklad· na váhovou
funkci konverguje dle st°edu (v L1(Ω,A, P )) a absolutn¥ skoro jist¥ podobn¥ jako
v Tvrzení 9. Konvergenci v kvadratickém st°edu (v L2(Ω,A, P )) nelze dokázat
bez poloºení p°edpoklad· na 4. momenty procesu {Xt, t ∈ Z} (nap°. jiº zmín¥ná
normalita procesu).
Pokud p°edpokládáme, ºe WT ′(t) klesá k nule dostate£n¥ rychle pro rostoucí |t|,
pak m·ºeme sumu vyjád°it pomocí kone£ného po£tu hodnot |Ut(λ0)|2. Z (1.23)
dostaneme

E(ĝt(λ0)) ∼
∫ π−λ0

−π−λ0

gt(λ+ λ0)|Γ(λ)|2dλ, (1.26)

kde

gt(λ+ λ0) =
∞∑

k=−∞

WT ′(k)gt−k(λ+ λ0). (1.27)

Z (1.27) m·ºeme vid¥t, ºe E(ĝt(λ0)) je vyhlazená forma gt(λ0) p°es £as i frekvenci.
Pokud stejn¥ jako d°íve p°edpokládáme, ºe se gt(λ) m¥ní pomaleji neº |Γ(λ)|2
(pro kaºdé t), tak platí

E(ĝt(λ0)) ∼ gt(λ0), (1.28)

tedy ĝt(λ0) je p°ibliºn¥ nestranný odhad váºeného pr·m¥ru gt(λ0) p°es okolí £asu
t.
Vy²et°ování vlastností ĝt(λ0) ve výb¥ru je p°ímo£aré, proto zde shrneme jen hlavní
výsledky. Pokud p°edpokládáme, op¥t ºe {Xt, t ∈ T} je normáln¥ rozd¥lený a ºe
|W ∗

T ′(λ)|2/T ′ je pseudo δ-funkce vzhledem k |Γ(λ)|2 (tj. volíme Bq � T ′), tak lze
ukázat, ºe

var(ĝt(λ0)) ∼ (g̃2
t (λ0))

{∫ π

−π
|W ∗

T ′(λ)|2dλ
}{∫ π

−π
|Γ(λ)|4dλ

}
(1 + δ0,λ0), (1.29)
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kde

g̃2
t (λ0) =

∑∞
k=−∞ gt−k(λ0)(WT ′(k))2∑∞

k=−∞(WT ′(k))2
. (1.30)

Pro velké T ′ dostaneme z p°edchozího vzorce a z podmínky (4) kladené na vá-
hovou funkci

var(ĝt(λ0)) ∼ (g̃2
t (λ0))C

T ′

{∫ π

−π
|Γ(λ)|4dλ

}
(1 + δ0,λ0). (1.31)

P°ibliºná velikost vychýlení odhadu ĝt(λ0) m·ºe být získána z (1.26)

E(ĝt(λ0)) ∼
∫ π−λ0

−π−λ0

∞∑
k=−∞

WT ′(k)gt−k(λ+ λ0)|Γ(λ)|2dλ. (1.32)

P°edpokládejme, ºe existuje druhá derivace gt(λ) vzhledem k λ. Provedeme rozvoj
druhého °ádu gt−k(λ+λ0) okolo bodu gt(λ0) v prom¥nných k a λ, vy²²í °ády roz-
voje zanedbáme, tedy p°edpokládáme, ºe lze gt−k(λ+ λ0) nahradit kvadratickou
formou p°es hodnoty k a u, na kterých jsou funkce WT ′(k) a |Γ(λ)| nezanedba-
telné. Protoºe v prom¥nné k se jedná o posloupnost, tak derivace v Taylorov¥
rozvoji nahradíme p°íslu²nými diferencemi a tedy

gt+k(λ+ λ0) ∼ gt(λ0) + g′t(λ0)λ+ ∆t(gt(λ0))k

+ ∆t(gt(λ0))g′t(λ0)λk +
1

2
g

(2)
t (λ0)λ2 +

1

2
∆

(2)
t (gt(λ0))k2, (1.33)

kde

∆t(gt(λ0)) = gt+1(λ0)− gt−1(λ0)

a

∆
(2)
t (gt(λ0)) = gt+1(λ0)− 2gt(λ0) + gt−1(λ0)

jsou voleny tak, aby vystihly parabolu de�novanou okolními body gt(λ) a pro roz-
voj p°edstavují diskrétní alternativu k derivacím.
Dále p°edpokládejme, ºe WT ′(k) a |Γ(λ)|2 jsou sudé funkce6. Pak p°i dosazení
rozvoje do (1.26) po integrování nebo se£tení budou nulové 2., 3. a 4. £len rozvoje
a p°ibliºnou velikost vychýlení odhadu m·ºeme zapsat ve form¥

E(ĝt(λ0)) ∼ gt(λ0)

{
1 +

B2
W

2B2
0(t, λ0)

+
B2

Γ

2B2
g(t, λ0)

}
, (1.34)

kde

BW =

{
∞∑

k=−∞

k2WT ′(k)

} 1
2

6|Γ(λ)|2 bude vºdy sudá, pokud je {qk}∞k=−∞ reálná posloupnost. WT ′(k) bude sudá

pro v²echny pouºité váhové funkce.
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je míra �²í°ky�{WT ′(k)}∞k=−∞,

BΓ =

{∫ π

−π
λ2|Γ(λ)|2dλ

} 1
2

je míra �²í°ky�pásma |Γ(λ)|2 ( mezi BΓ a 1
Bg

existuje kladná závislost, ale nejsou
identické),

B0(t, λ) =

∣∣∣∣∣ gt(λ)

∆
(2)
t (gt(λ))

∣∣∣∣∣
1
2

a

Bg(t, λ) =

∣∣∣∣∣ gt(λ)
∂2gt(λ)
∂λ2

∣∣∣∣∣
1
2

.

Dále ozna£me

B0 = inf
t∈T,λ∈[−π,π]

B0(t, λ),

Bg = inf
t∈T,λ∈[−π,π]

Bg(t, λ),

pak m·ºeme B0 a Bg ozna£it za ²í°ku pásma evolu£ního spektra gt(λ) v £asové a
frekven£ní domén¥ (mezi B0 a BX existuje kladná závislost, ale nejsou identické).
Z (1.34) dostaneme p°ibliºný výraz pro vychýlení ve tvaru

E(ĝt(λ0)− gt(λ0)) ∼ gt(λ0)

(
B2
W

2B2
0

+
B2

Γ

2B2
g

)
.
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1.2.5 Parametry odhadu evolu£ního spektra

P°i konstrukci odhadu se musíme rozhodnout o jeho následujících vlastnostech

1. forma �ltru {qk}∞k=−∞,

2. forma váhové funkce WT ′(t),

3. Bq, ²í°ka �ltru {qk}∞k=−∞,

4. T ′, parametr WT ′(t).

Pro optimální volbu parametr· by bylo t°eba mít kompletní znalost evolu£ního
spektra, které v reálném problému, kdy ho chceme odhadnout, nemáme zpravidla
k dispozici. Proto navrhujeme nejprve provést odhad spektra za pomoci libovoln¥
zvoleného �ltru a váhové funkce s parametry, které spl¬ují vý²e uvedená omezení
Bq � T ′ � T , které m·ºeme volit bez znalosti spektra procesu. Na základ¥ zís-
kaného odhadu zvolíme optimální �ltr a váhovou funkci (v£etn¥ p°íslu²né ²í°ky
�ltru a parametru váhové funkce) a s nimi provedeme druhý odhad, který budeme
povaºovat za �nální odhad spektra. D·sledky tohoto postupu budeme diskutovat
v praktické £ásti.

Filtr a okno budeme volit tak, abychom minimalizovali relativní st°ední £tver-
covou odchylku odhadu (RMSE), tedy pro kaºdou funkcionální formu �ltru a vá-
hové funkce najdeme ²í°ku �ltru a parametr T ′ váhové funkce tak, aby m¥l odhad
nejmen²í RMSE. Zvolíme funkcionální formy �ltru a váhové funkce, které dosáhly
nejniº²í RMSE a parametry, se kterými jí dosáhly.

Pro kvalitu odhadu za p°edpokladu znalosti spektra lze pouºít vztahy odvo-
zené v p°edchozí kapitole. Po nahrazení evolu£ního spektra jeho odhady v t¥chto
vztazích budeme volit �ltr a váhovou funkci tak, aby byla minimalizována RMSE
odhadu. Formu �ltru {qk}∞k=−∞ a váhové funkce WT ′(t) budeme volit z jednoho
ze standardních oken7, ukázky n¥kterých z nich jsou uvedené na Obrázku 1.1 a
na Obrázku 1.2 jsou hodnoty p°íslu²ných p°enosových funkcí (okna jsou standar-
dizovaná a tedy platí (1.16)). Hodnoty parametr· budeme vybírat ze zvolené sít¥
tak, aby spl¬ovaly omezení Bq � T ′ � T .

Nejprve p°edpokládejme, ºe máme zvolenou funkcionální formu �ltru a váhové
funkce a zváºíme 4 moºné omezující podmínky, které budeme klást na odhad
gt(λ0). Pokud pouºíváme kone£né �ltry, pak p°i pevn¥ stanovené funkcionální
form¥ �ltru je jednozna£ný vztah mezi Bq a po£tem nenulových hodnot {qk}∞k=−∞
a u váhové funkce s kone£ným po£tem nenulových hodnot bude pro zjednodu²ení
parametr T ′ p°ímo ozna£ovat po£et nenulových hodnot {WT ′(k)}∞k=−∞.

7Rozsáhlý seznam oken lze najít nap°íklad na adrese http://en.wikipedia.org/wiki/

Windowed_frame, citováno 15.1.2014.
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Obrázek 1.1: Hodnoty standardních oken - {qk}∞k=−∞
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Obrázek 1.2: Hodnoty p°enosových funkcí standardních oken - |Γ(λ)|2
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1. Fixní rozli²ení ve frekven£ní domén¥ Cht¥jme nejprve, aby pro kaºdé t
m¥l ĝt(λ0) p°edepsanou p°esnost ve frekven£ní domén¥. Pak musíme volit ²í°ku
�ltru {qk}∞k=−∞ tak, aby platilo

BΓ

Bg

= ν,

kde ν je malá p°edepsaná konstanta. Za daného Bg ur£íme BΓ a z n¥ho ²í°ku �ltru
Bq. Dále parametr váhové funkce T ′ budeme volit tak, abychom minimalizovali
relativní st°ední £tvercovou chybu ĝt(λ0), tj.

RMSE(T ′) = [bias2(ĝt(λ0)) + var(ĝt(λ0))]/gt(λ0)

∼ B4
W

4B4
0

+

∫ π

−π
|WT ′(λ)|2dλ

∫ π

−π
|Γ(θ)|4dθ,

kde jsme nahradili ĝt(λ0) pomocí gt(λ0), a protoºe p°edpokládáme, ºe ν obecn¥
je voleno velmi malé, tak B2

Γ

B2
g
lze zanedbat. Následn¥ zvolíme T ′ tak, aby minima-

lizovalo RMSE(T ′) za platnosti Bq � T ′ � T .
P°i rostoucím T ′ klesá var(ĝt(λ0)) a roste bias(ĝt(λ0)).

2. Fixní rozli²ení v £asové domén¥ Pokud naopak poºadujeme p°edepsané
rozli²ení v £asové domén¥, pak volíme T ′ tak, aby

BW

B0

= µ,

kde µ je daná malá konstanta.
Nyní volíme ²í°ku �ltru tak, abychom minimalizovali relativní st°ední £tvercovou
chybu

RMSE(Bq) ∼
B4

Γ

4B4
g

+

∫ π

−π
|WT ′(λ)|2dλ

∫ π

−π
|Γ(θ)|4dθ,

za platnosti Bq � T ′.
V tomto p°ípad¥ analogicky platí, ºe p°i rostoucím Bq klesá bias(ĝt(λ0)) a roste
var(ĝt(λ0)).

3. Fixní rozli²ení v obou doménách V tomto p°ípad¥ volíme Bq a T ′, aby
platilo

BΓ

Bg

= ν

a

BW

B0

= µ,

kde ν a µ jsou ob¥ daná a hodnota relativní st°ední £tvercové chyby je jimi dána.
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4. �ádné �xní rozli²ení Pokud nejsou speci�kované ºádné omezující pod-
mínky na rozli²ení, tak volíme Bg a T ′, abychom minimalizovali relativní st°ed-
ní £tvercovou odchylku, která závisí nyní na obou, tj. za platnosti podmínek
Bq � T ′ � T volíme Bq a T ′ tak, abychom minimalizovali

RMSE(Bq) ∼
1

4

(
B2
W

B2
0

+
B2

Γ

B2
q

)2

+

∫ π

−π
|WT ′(λ)|2dλ

∫ π

−π
|Γ(θ)|4dθ.

V na²ich aplikacích budeme pracovat pouze s touto poslední variantou.

Poznámka. V odhadu relativní st°ední £tvercové chyby m·ºeme zavést hodno-
ty Bq a T ′, které budou závislé na £ase a frekvenci, tedy pokud známe hodnoty
B0(t, λ) a Bq(t, λ) pro kaºdé t a λ, tak jimi m·ºeme nahradit hodnoty v omezeních

BΓ(t, λ)/Bg(t, λ) = ν(t, λ),

BW (t, λ)/B0(t, λ) = µ(t, λ).

Dále m·ºeme nahradit hodnoty v odhadu relativní st°ední £tvercové chyby, ale
v tomto p°ípad¥ je p°i její minimalizaci t°eba uváºit, jakou metrikou budeme
pom¥°ovat chyby pro r·zné frekvence a £as. �ímº p°i dobrých odhadech RMSE
dostaneme lep²í odhady evolu£ního spektra, ale v tomto p°ípad¥ výrazn¥ vzroste
výpo£etní náro£nost, proto tuto úpravu nebudeme pouºívat.
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1.3 P°edpov¥di na základ¥ evolu£ního spektra

Omezíme se na lineární p°edpov¥di, které budou minimalizovat st°ední £tver-
covou chybu p°edpov¥di. Metodika p°edpov¥di a následující tvrzení je p°evzato
z publikace Priestley (1988).

Tvrzení 11. Nech´ {Xt, t ∈ Z} je reálný oscila£ní proces a existuje funkce
φ(t, λ) = A(t, λ)eiλt, kterou lze proces reprezentovat ve form¥

Xt =

∫ π

−π
φ(t, λ)dZ(λ)

a vzhledem ke které má proces evolu£ní spektrum dGt(λ) = |A(t, λ)|2dF (λ), kde
{Z(λ), λ ∈ [−π, π]} je proces s ortogonálními p°ír·stky a F (λ) je jeho p°ír·stková
distribu£ní funkce. Dále p°edpokládejme, ºe

• spektrum je absolutn¥ spojité vzhledem k Lebesgueov¥ mí°e
s Radon-Nikodýmovou derivací gt(λ) = |A(t, λ)|2f(λ),

• spektrum spl¬uje ∫ π

−π
ln gt(λ)dλ > −∞, t ∈ Z,

• funkce A(t, λ) má jednostrannou Fourierovu transformaci ve form¥

A(t, λ) =
∞∑
u=0

e−iλult(u), t ∈ Z, λ ∈ [−π, π].

Pak existuje funkce αt(λ), |αt(λ)|2 = gt(λ), která má jednostrannou Fouriero-
vu transformaci, tj.

αt(λ) =
∞∑
u=0

e−iλuat(u), t ∈ Z, λ ∈ [−π, π].

Dále existuje náhodná posloupnost {ξt, t ∈ Z}, pro kterou platí

Eξt = 0, t ∈ Z,
E|ξt|2 = 2π, t ∈ Z,

E(ξtξs) = 0, s, t ∈ Z, s 6= t,

ξt =

∫ π

−π
eiλtdz(λ), t ∈ Z,

kde {z(λ), λ ∈ [−π, π]} je proces s ortogonálními p°ír·stky a p°ír·stkovou distri-
bu£ní funkcí F1(λ) = λ a existuje reprezentace procesu {Xt, t ∈ Z} ve form¥

Xt =
∞∑
u=0

at(u)ξt−u. (1.35)
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Poznámka. Suma
∑∞

u=0 at(u)ξt−u je konvergentní podle kvadratického st°edu
pro t ∈ Z, protoºe

2π
∞∑
u=0

|at(u)|2 = varXt <∞. (1.36)

Pokud by koe�cienty spl¬ovaly
∑∞

u=0 |at(u)| < ∞, tak by °ada konvergovala ab-
solutn¥ skoro jist¥. Oboje plyne z v¥ty 5.2 v publikaci Prá²ková (2004).

Poznámka. Koe�cienty Fourierovy transformace {at(u), u ≥ 0, t ∈ Z} m·ºeme
p°i znalosti gt(λ) získat ze vztahu

gt(λ) =
∞∑
k=0

∞∑
l=0

at(k)at(l)e
iλ(l−k).

Lze nap°íklad volit dostate£n¥ jemnou sí´ pro λ a omezený po£et koe�cient·
at(0), ..., at(N), vzhledem ke kterým budeme °e²it získané rovnice.

Budeme se zabývat pouze p°edpov¥¤mi X̃t+m ve form¥ lineárních kombinací
z {Xs, s ≤ t}, tj.

X̃t+m =
t∑

s=−∞

bt(s)Xs.

P°i pouºití (1.35) reprezentace lze psát

Xt+m =
t∑

u=−∞

at+m(t+m− u)ξu +
t+m∑
u=t+1

at+m(t+m− u)ξu. (1.37)

Protoºe lze kaºdé Xt vyjád°it jako lineární kombinaci {ξs, s ≤ t}, tak lze i X̃t+m

vyjád°it jako lineární kombinaci {ξs, s ≤ t}, tj.

X̃t+m =
t∑

u=−∞

ct(u)ξu.

Problém je nyní redukován na nalezení vhodných koe�cient· {ct(u)}, které mini-
malizují st°ední £tvercovou chybu p°edpov¥di.

�e²ení vyplývá p°ímo z (1.37) a z nekorelovanosti náhodných veli£in {ξs, s ≤
t+m}

X̃t+m =
t∑

u=−∞

at+m(t+m− u)ξu, (1.38)

tedy volíme koe�cienty ct(u) = at+m(t+m− u), u ≤ t. St°ední £tvercovou chybu
odhadu dostaneme také z (1.37)

2π
m−1∑
u=0

|at+m(u)|2.
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Protoºe v praxi máme k dispozici pouze hodnoty {Xs, s ≤ t}, tak je t°eba
získat pro p°edpov¥¤ vyjád°ení pomocí této posloupnosti, abychom toho dosáhli,
tak vyjád°íme nejprve ξt pomocí procesu {Xs, s ≤ t}

ξt =
∞∑
v=0

kt(v)Xt−v. (1.39)

Pak dosazením (1.35) do (1.39) a srovnáním koe�cient· u {ξu, u ≤ t} dostaneme
soustavu rovnic

p∑
v=0

at−v(p− v)kt(v) = I{p = 0}, (1.40)

ze kterých lze vyjád°it kt(v).

Poznámka. Pro pevn¥ zvolené t ∈ Z chceme, aby posloupnost {kt(u)}∞u=−∞
spl¬ovala ideáln¥

∑∞
u=0 |kt(u)||u| < ∞, pak bychom m¥li zaru£enou konvergenci

°ady
∑∞

u=0 kt(u)Xt−u <∞ v kvadratickém st°edu a absolutn¥ skoro jist¥, coº lze
dokázat stejn¥ jako v Tvrzení 9. Posta£ující podmínky, které by bylo nutné klást
na proces {Xt, t ∈ Z} pro konvergenci této °ady, vzhledem k sloºité závislosti
koe�cient· kt(u) na spektru procesu nebudeme odvozovat.

Prakticky pokud bychom znali evolu£ní spektrální hustotu gt+m(λ) nebo bychom
ji nahradili jejím odhadem, tak bychom pro konstrukci p°edpov¥di nejprve získali
koe�cienty Fourierovy transformace {at(u), u ≥ 0, t ∈ Z}, ze kterých bychom
v soustav¥ (1.40) získali {kt(u), u ≥ 0, t ∈ Z} a z následující rovnice získáme uº
samotnou p°edpov¥¤

X̃t+m =
t∑

u=−∞

∞∑
v=0

at+m(t+m− v)ku(v)Xu−v

=
∞∑
u=0

Xt−u

u∑
r=0

at+m(m+ r)kt−r(u− r).

Poznámka. Pokud máme k dispozici hodnoty procesu do £asu t, ze kterých
nejprve odhadneme evolu£ní spektrum a chceme provést p°edpov¥¤, tak máme
k dispozici pouze koe�cienty au(·), u ≤ t, ale pot°ebujeme hodnoty at+m(·). Navíc
dle vlastností odhadu v krajních bodech nedostaneme spolehlivé odhady spektra.
Abychom k nim dosp¥li, tak je pot°eba nejprve získat na základ¥ vývoje evolu£-
ního spektra jeho p°edpov¥¤ do £asu t+m a z ní vyjád°it poºadované koe�cienty.
Celý problém se zjednodu²í, pokud máme uº²í t°ídu model· kompletn¥ ur£ených
pomocí kone£ného po£tu parametr· (nap°íklad ARMA procesy s £asov¥ závislými
koe�cienty v následující kapitole), u kterých m·ºeme sledovat vývoj parametr·
namísto evolu£ního spektra. Parametry v £ase t + m m·ºeme p°edpov¥d¥t na-
p°íklad pomocí regresních metod a z nich následn¥ vypo£ítat samotné evolu£ní
spektrum.
P°edpov¥dí evolu£ního spektra se zde nebudeme zabývat, ale na základ¥ znalosti
odhadu spektra v £ase t+m zkusíme zp¥tn¥ vytvo°it p°edpov¥¤ z £asu t.
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Poznámka. V na²em p°ípad¥ budeme zkoumat reálnou náhodnou posloupnost
a koe�cienty at(u), kt(v) a náhodné veli£iny ξt budeme hledat reálné, jinak bychom
nem¥li zaru£eno, ºe i p°edpov¥di budou reálné.
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1.4 ARMA procesy s £asov¥ závislými koe�cienty

De�nice 11. Nech´ {εt, t ∈ Z} je bílý ²um s rozptylem σ2 > 0. Pak de�nujeme
proces ARMA(p,q) s £asov¥ závislými koe�cienty {Xt, t ∈ Z}

Xt =

p∑
j=1

θj(t)Xt−j +

q∑
k=0

φk(t)εt−k, t ∈ Z,

kde p, q ∈ N, θj(t) jsou autoregresní koe�cienty, φj(t) jsou koe�cienty klouzavého
pr·m¥ru, φ0(t) = 1 a ∃t1, t2 : θp(t1) 6= 0, φq(t2) 6= 0.

Pokud koe�cienty procesu spl¬ují podmínku

∞∑
m=0

∣∣∣∣∣∣
m∑
i=0

∑
{k,j1,...,ji}∈∆i,m

i∏
n=1

θji(t−
n−1∑
l=1

jl)φk(t−
i∑
l=1

jl)

∣∣∣∣∣∣ <∞, t ∈ Z,
kde

∆i,m = {{k, j1, ..., ji} :
i∑
l=1

jl + k = m, 1 ≤ ji ≤ p, 0 ≤ k ≤ q},

a

sp∑
l=s

∣∣∣∣∣∣
∑

{j1,...,js}∈Θs,l

s∏
i=1

θjr(t−
i−1∑
s=1

js)

∣∣∣∣∣∣→ 0, pro s→∞,

kde

Θi,m = {{j1, ..., ji} :
i∑
l=1

jl = m, 1 ≤ ji ≤ p},

a existuje takové D ∈ R, pro které platí

E|Xt| ≤ D, ∀t ∈ Z,

pak proces {Xt, t ∈ Z} má kone£né druhé momenty a lze jeho hodnotu v £ase t
vyjád°it pomocí bílého ²umu {εt, t ∈ Z} následovn¥
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Xt =

p∑
j1=1

θj1(t)

(
p∑

j2=1

θj2(t− j1)Xt−j1−j2 +

q∑
k=0

φk(t− j1)εt−j1−k

)
+

q∑
k=0

φk(t)εt−k

=

p∑
j1=1

p∑
j2=1

p∑
j3=1

θj1(t)θj2(t− j1)θj3(t− j1 − j2)Xt−j1−j2−j3

+

p∑
j1=1

p∑
j2=1

q∑
k=0

θj1(t)θj2(t− j1)φk(t− j1 − j2)εt−j1−j2−k

+

p∑
j1=1

q∑
k=0

θj1(t)φk(t− j1)εt−j1−k +

q∑
k=0

φk(t)εt−k

=

q∑
k=0

φk(t)εt−k +

ps∑
m=s

Xt−m
∑

{j1,...,js}∈Θs,m

s∏
i=1

θji(t−
i−1∑
r=1

jr)

+
s−1∑
m=1

(
p∑

j1=1

· · ·
p∑

jm=1

q∑
k=0

φk(t−
m∑
l=1

jl)
m∏
i=1

θji(t−
i−1∑
l=1

jl)εt−k−∑m
l=1 jl

)

=

q∑
k=0

φk(t)εt−k

+
∞∑
m=1

(
p∑

j1=1

· · ·
p∑

jm=1

q∑
k=0

φk(t−
m∑
l=1

jl)
m∏
i=1

θji(t−
i−1∑
l=1

jl)εt−k−∑m
l=1 jl

)

=
∞∑
m=0

m∑
i=0

∑
{k,j1,...,ji}∈∆i,m

i∏
n=1

θji(t−
n−1∑
l=1

jl)φk(t−
i∑
l=1

jl)εt−m,

z £ehoº vidíme i smysl a odvození vý²e uvedených podmínek.
Autokovarian£ní funkce je pak ve tvaru

R(t, t− p) = E(XtXt−p)

= σ2

∞∑
m=0

m+p∑
i=0

∑
{k,j1,...,ji}∈∆i,m+p

i∏
n=1

θji(t−
n−1∑
l=1

jl)φk(t−
i∑
l=1

jl)


 m∑

i=0

∑
{k,j1,...,ji}∈∆i,m

i∏
n=1

θji(t− k −
n−1∑
l=1

jl)φk(t− k −
i∑
l=1

jl)

 .

Autokovarian£ní funkci lze vyjád°it jako R(t, t − k) =
∫ −π
−π φ(s, λ)φ(t, λ)dF (λ),

kde φ(t, λ) m·ºeme volit ve tvaru

φ(t, λ) =
σ√
2π

∞∑
m=0

 m∑
i=0

∑
{k,j1,...,ji}∈∆i,m

i∏
n=1

θji(t−
n−1∑
l=1

jl)φk(t−
i∑
l=1

jl)

 ei(m+t)λ

a F (λ) = λ. Protoºe φ(t, λ) = A(t, λ)eitλ, tak m·ºeme zavést evolu£ní spektrum
dGt(λ) = |A(t, λ)|2dλ = |φ(t, λ)|2dλ. V dal²í £ásti se budeme zabývat speciálním
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p°ípadem a to procesem AR(1) ve tvaru

Xt = θ(t)Xt−1 + εt,

kde m·ºeme uvaºovat p°íslu²nou oscila£ní funkci ve tvaru
A(t, λ) = σ√

2π

∑∞
m=0

(∏m
n=1 θ(t− n+ 1)eimλ

)
a evolu£ní spektrum

dGt(λ) =
σ2

2π

(
∞∑
m=0

m∏
n=1

θ(t− n+ 1)eimλ

)(
∞∑
m=0

m∏
n=1

θ(t− n+ 1)e−imλ

)
dλ.

Dále uvaºujme, ºe máme k dispozici odhad evolu£ní spektrální hustoty ĝt(λ) =

̂|A(t, λ)|
2

. Jelikoº je spektrum ur£eno pomocí autoregresních koe�cient· procesu,
tak z odhadu spektra lze z získat odhad koe�cient·, jak navrhuje Rao (1970).
Dle stejného autora m·ºeme odhady získat nap°íklad minimalizací následující
funkce

∞∑
t=−∞

∫ π

−π

(
̂|A(t, λ)|

2

− |A(t, λ)|2
)2

dλ

nebo
∞∑

t=−∞

∫ π

−π

(
log( ̂|A(t, λ)|

2

)− log(|A(t, λ)|2)

)2

dλ,

kde |A(t, λ)|2 závisí na σ, θ(t), θ(t− 1), ... dle vý²e uvedeného vztahu.
Zde navrhujeme alternativní metodu odhadu koe�cient·, která pouºívá koe�ci-
enty pro p°edpov¥di získané z rozkladu spektra dle p°edchozí kapitoly. M¥jme
k dispozici koe�cienty at(u), pak pokud máme AR(1) proces, tak má spektrum
ve form¥

gt(λ) =

(
∞∑
u=0

at(u)eiuλ

)(
∞∑
u=0

at(u)e−iuλ

)
,

a tedy platí

at(u) =
σ√
2π

u∏
n=1

θ(t− n+ 1),

takºe m·ºeme získat odhady {θ̂(t)}∞t=−∞ nap°íklad ve tvaru

θ̂(t) =
at(1)

at(0)
.

Analogicky lze odvodit odhady koe�cient· i pro jiné druhy ARMA proces·.
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2. Aplikace

2.1 Simulace

Neº p°ikro£íme k aplikaci na reálná data, zkusíme ov¥°it kvalitu popsaných od-
had· na dvou typech simulovaných proces·, kde budeme mít moºnost porovnat
i odhadnuté evolu£ní spektrum oproti teoretickému evolu£nímu spektru.
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Obrázek 2.1: Porovnání odhad· (£ern¥) po 2. iteraci a skute£ných hodnot evolu£-
ního spektra (mod°e) AR procesu s koe�cienty (2.1) v lineárním m¥°ítku pro 1. re-
alizaci procesu

Jako první p°íklad budeme uvaºovat AR proces {Xt, t ∈ T = {1, ..., T}} s £asov¥
závislými koe�cienty ve form¥

Xt = θ(t)Xt−1 + εt,
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Obrázek 2.2: Porovnání odhad· (£ern¥) po 2. iteraci a skute£ných hodnot evo-
lu£ního spektra (mod°e) AR procesu s koe�cienty (2.1) v logaritmickém m¥°ítku
pro 1. realizaci procesu

kde εt jsou nezávislé náhodné veli£iny s rozd¥lením N(0, 1) a koe�cienty jsou
ve form¥

θ(t) = 0.75 + 0.2 · sin
(

4tπ

T

)
(2.1)

a T = 5000.

Odhad v první iteraci provedeme pomocí �ltru a váhové funkce ve form¥ bo-
xcar s parametry h = 11 (délka úseku, na kterém má �ltr nenulové hodnoty)
a T ′ = 301 (délka úseku, na kterém má váhová funkce nenulové hodnoty). Dí-
ky této volb¥ parametr· o£ekáváme, ºe budeme mít spln¥ny podmínky kladené
na parametry �ltru a váhové funkce Bq � T ′ � T . V dal²í iteraci provedeme
odhad, jehoº formu budeme volit na základ¥ odhadu získaného v první itera-
ci tak, abychom minimalizovali relativní £tvercovou chybu odhadu (viz kapitola
1.2.5). Z funkcionálních tvar· budeme volit mezi �ltry a váhovými funkcemi z ná-
sledujících: blackman, boxcar, �at top, gaussian, hanning, hamming, triangular,
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kde pro váhovou funkci vynecháme �at top, protoºe nespl¬uje poºadavky kladené
na váhovou funkci (má i záporné hodnoty). Parametr h �ltru budeme hledat na sí-
ti {7+4i}11

i=0 a parametr T ′ váhové funkce budeme hledat na síti {141+4i}215
i=0, dále

budeme uvaºovat omezení 5h ≤ T ′, které má zajistit spln¥ní podmínky Bq � T ′1.
Frekvence spektra budeme sledovat na mnoºin¥ Λ = { iπ

1000
}999
i=−1000.

U odhadu spektra budeme sledovat následující charakteristiky chyb2

• maximální absolutní chyba - MAAE max
λ∈Λ,t∈{1,...,T}

|gt(λ)−ĝt(λ)|,

• maximální relativní chyba - MARE max
λ∈Λ,t∈{1,...,T}

|gt(λ)−ĝt(λ)|
gt(λ)

,

• integrovaná absolutní chyba - IAE
∑

λ∈Λ,t∈{1,...,T}
2π |gt(λ)−ĝt(λ)|

T |Λ| ,

• integrovaná £tvercová chyba - ISE
∑

λ∈Λ,t∈{1,...,T}
2π (gt(λ)−ĝt(λ))2

T |Λ| ,

• integrovaná absolutní relativní chyba - IARE
∑

λ∈Λ,t∈{1,...,T}
2π |gt(λ)−ĝt(λ)|

gt(λ)T |Λ| .

Na Obrázku 2.1 m·ºeme vid¥t, ºe ve sledovaných £asech jsou odhadem lépe
vystiºeny frekvence vzdálen¥j²í od nuly a frekvence v okolí nuly jsou naopak více
postiºeny náhodným charakterem procesu. To je zp·sobeno zvoleným m¥°ítkem,
kde malé hodnoty spektra na okrajích mají malý absolutní rozdíl, který ale nemusí
být relativn¥ malý. Proto je srovnání lépe vystiºeno pomocí grafu s logaritmickým
m¥°ítkem na Obrázku 2.2, kde si m·ºeme v²imnout, ºe relativní rozdíly jsou
ve v²ech frekvencích srovnatelné.

Iterace MAAE MARE IAE ISE IARE
1. 52.65 3.29 9.52 103.07 16.52
2. 47.22 2.26 7.29 71.90 6.75
3. 42.22 1.99 6.28 52.52 8.34

Tabulka 2.1: Chyby v odhadu evolu£ního spektra v závislosti na iteraci pro 1. re-
alizaci AR procesu s koe�cienty (2.1)

Mohli bychom provést více iterací odhadu, tj. na základ¥ získaného odhadu
bychom provedli op¥t optimální volbu parametr· a s nimi potom op¥tovný od-
had, ale vzhledem k tomu, ºe provádíme volbu parametr· jen na základ¥ získaného
odhadu, tak to nemusí vést k ºádoucímu zlep²ení. Pokud zvolíme na po£átku od-
had s vy²²ím rozli²ením pro £asovou nebo frekven£ní doménu, tak získáme díky
náhodnému charakteru procesu prom¥nliv¥j²í odhad v závislosti na £ase, resp.
frekvenci a následn¥ volíme odhad s v¥t²ím rozli²ením, analogicky tomu je v p°í-
pad¥ volby odhadu s nízkým rozli²ením, kde díky pr·m¥rování p°es del²í úseky
získáme odhady, které se mén¥ m¥ní a volíme dal²í odhady s men²ím rozli²ením.

1Zde je zjednodu²ené, lépe by bylo °e²it omezení p°ímo pomocí Bq, které závisí krom¥ h také

na funkcionální form¥ �ltru.
2Integrál je nahrazený sumou, protoºe provádíme odhad pro λ ve vybraných bodech, ne na ce-

lém intervalu.
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Iterace MAAE MARE IAE ISE IARE
1. 47.22 2.26 7.29 71.90 6.75
2. 50.02 3.81 6.96 75.78 6.68
3. 53.04 2.99 7.02 74.81 7.46
4. 24.71 4.82 6.25 39.01 7.19
5. 47.81 1.94 6.98 64.88 6.66

Tabulka 2.2: Chyby v 2. iteraci odhadu evolu£ního spektra v závislosti na prove-
dené realizaci AR procesu s koe�cienty (2.1)

Proto budeme iteraci provád¥t pouze jednou, protoºe p°i simulacích se ukazuje,
ºe k vý²e uvedenému nedojde v nep°ijatelné mí°e, a také dojde ke znatelnému
zlep²ení charakteristik odhadu, který zárove¬ nezávisí zcela na subjektivní po£á-
te£ní volb¥ �ltru.
Srovnání chyb odhadu v závislosti na provedené iteraci odhadu je uvedeno v Ta-
bulce 2.1, kde první iterace ozna£uje odhad za pomoci námi zvoleného �ltru
na po£átku. M·ºeme si v²imnout znatelného zlep²ení v²ech charakteristik p°i
provedení 2. iterace a zlep²ení v²ech charakteristik aº na integrovanou relativní
chybu po provedení 3. iterace. P°i 3. iteraci uº do²lo ke konvergenci odhadu, tj.
na základ¥ provedeného odhadu bychom dále volili stále stejné parametry jako
v p°edchozí iteraci.
V Tabulce 2.2 m·ºeme vid¥t chyby v 2. (�nální) iteraci odhadu pro 5 r·zných
realizací procesu.

Dal²í proces, kterým se budeme zabývat, je op¥t autoregresní proces s koe�-
cienty ve tvaru

θ(t) = −0.75 + 0.2 · sin
(

4tπ

T

)
. (2.2)

Porovnání odhad· evolu£ního spektra tohoto procesu se skute£nými hodnota-
mi m·ºeme vid¥t na Obrázku 2.3. V Tabulce 2.3 je vid¥t vývoj chyb odhadu
v závislosti na provedených iteracích odhadu, zde je nejzajímav¥j²í r·st relativní
maximální chyby a integrované absolutní relativní chyby od 3. iterace, u kterých
bychom o£ekávali lep²í vývoj oproti ostatním vzhledem k tomu, ºe se stejn¥ jako
u optimalizované metriky RMSE jedná o charakteristiky chyb zaloºené na rela-
tivní odchylce. Jak je jiº zmín¥no vý²e, toto m·ºe být zp·sobeno nahrazením
hodnot evolu£ního spektra jeho odhady p°i volb¥ parametr· nebo nahrazením B0

za B0(t, λ) a Bg za Bg(t, λ) . V Tabulce 2.4 m·ºeme vid¥t vývoj chyb odhadu
v 5 realizacích náhodného procesu.

Krom¥ odhadu spektra budeme chtít p°edpovídat hodnoty simulovaných pro-
ces· a to dle hodnot odhadnutého spektra. Pro p°edpov¥di budeme p°edpokládat
znalost evolu£ního spektra pro celý proces, tedy budeme pro p°edpov¥di pouºí-
vat i spektrum, které lze odhadnout aº z budoucích hodnot £asové °ady. Pokud
bychom cht¥li provád¥t odhady v praxi, tak bychom museli je²t¥ provést p°edpo-
v¥di samotného evolu£ního spektra.
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Obrázek 2.3: Porovnání odhad· (£ern¥) a skute£ných hodnot evolu£ního spektra
(mod°e) AR procesu s koe�cienty (2.2) s logaritmickým m¥°ítkem pro 1. realizaci
procesu

Iterace MAAE MARE IAE ISE IARE
1. 53.95 2.19 9.06 115.84 14.45
2. 49.36 1.46 7.14 89.20 6.66
3. 42.75 1.67 5.88 59.97 7.81
4. 41.17 1.95 5.84 55.45 8.32

Tabulka 2.3: Chyby v odhadu evolu£ního spektra v závislosti na iteraci pro 1. re-
alizaci AR procesu s koe�cienty (2.2)

Pro získání p°edpov¥dí nejprve vyjád°íme koe�cienty at(u), pomocí nichº bude-
me reprezentovat Xt jako sou£et nekorelovaných náhodných veli£in {ξu, u ≤ t}
dle (1.35). Pro jejich výpo£et pouºijeme soustavu nelineárních rovnic

ĝt(λ) = (
N∑
u=0

e−iλuat(u))(
N∑
u=0

eiλuat(u)), t = 1, ..., T, λ ∈ Λ1,
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Iterace MAAE MARE IAE ISE IARE
1. 49.36 1.46 7.14 89.20 6.66
2. 56.43 2.68 6.60 81.58 6.68
3. 49.29 2.06 7.21 82.92 7.35
4. 42.57 3.78 6.49 62.14 6.48
5. 48.27 2.77 6.66 61.63 6.74

Tabulka 2.4: Chyby v 2. iteraci odhadu evolu£ního spektra v závislosti na prove-
dené realizaci AR procesu s koe�cienty (2.2)

kde Λ1 = { iπ
N
}Ni=0. �adu jsme nahradili kone£ným rozvojem pro numerické vý-

po£ty a volíme N = 125. Hodnoty λ jsou ekvidistantní a jsou zvoleny tak, aby
dostate£n¥ vystihovaly pr·b¥h funkce gt(λ) a rovnice byly zárove¬ numericky °e-
²itelné v p°ijatelném £ase a ukazuje se, ºe i p°i této volb¥ je v¥t²ina koe�cient·
at(u) pro u ≥ 30 zanedbatelná.
Dále vyjád°íme z rovnic (1.40) koe�cienty kt(p)

kt(p) =
1

at(0)
, p = 0, t ∈ {1, ..., T},

= −
∑p−1

u=0 at−u(p− u)kt(u)

at−p(0)
, p ∈ {1, ..., N}, t ∈ {p+ 1, ..., T},

které vypo£ítáme postupn¥ pro p = 0, 1, 2, ..., N . Z t¥chto koe�cient· vyjád°íme
ξt podle (1.39)

ξt =
N∑
v=0

kt(v)Xt−v, t ∈ {N + 1, ..., T}.

Z nich a ze vztahu (1.38) získáme p°edpov¥di X̃t+m

X̃t+m =
t∑

u=t+m−N

at+m(t+m− u)ξu, t ∈ {2N −m+ 1, ..., T −m}.

P°edpov¥di má z°ejm¥ smysl provád¥t jen pro m ≤ N , ale pro jejich kvalitu by
m¥lo být m výrazn¥ men²í neº N .
P°edpov¥di budeme sledovat po vynechání prvních a posledních 1000 pozorování,
kde vzhledem k vyhlazování spektra pomocí váhové funkce nemusíme mít spoleh-
livé odhady. Budou nás zajímat pouze p°edpov¥di o jeden, dva a t°i kroky u první
realizace procesu, u kterých budeme sledovat chyby p°edpov¥di a ty porovnáme
s p°edpov¥dmi zaloºenými na znalosti generování procesu. P°edpov¥di minima-
lizující st°ední £tvercovou odchylku p°i znalosti AR procesu a jeho koe�cient·
získáme jako podmín¥né st°ední hodnoty a jejich tvar je uveden v Tabulce 2.5.

V Tabulce 2.6 a 2.7 je uvedeno porovnání

• st°ední £tvercové chyby MSE - 1
3000

∑4000−m
t=1001−m(X̃t+m −Xt+m)2 a

• st°ední absolutní chyby MAE - 1
3000

∑4000−m
t=1001−m |X̃t+m −Xt+m|
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m X̃ ′t+m E|X̃ ′t+m −Xt+m|2
1

θ(t+ 1)Xt 1
2

θ(t+ 2)θ(t+ 1)Xt 1 + θ2(t+ 2)
3

θ(t+ 3)θ(t+ 2)θ(t+ 1)Xt 1 + θ2(t+ 3) + θ2(t+ 3)θ2(t+ 2)

Tabulka 2.5: Tvary odhad· a p°íslu²né st°ední £tvercové chyby pro odhady zalo-
ºené na znalosti AR procesu

pro odhad zaloºený na odhadnutém spektru a na znalosti AR procesu. Vidíme,
ºe p°edpov¥di zaloºené na odhadu spektra mají ve v²ech p°ípadech mírn¥ men²í
chyby neº odhady zaloºené na znalosti autoregresních koe�cient·, coº ukazuje, ºe
získané odhady spektra jsou dostate£n¥ kvalitní pro získávání p°edpov¥dí alespo¬
pro AR procesy.

m MSE X̃t+m MSE X̃ ′t+m MAE X̃t+m MAE X̃ ′t+m
1 0.9822 1.0331 0.7884 0.8104
2 1.5383 1.6083 0.9844 1.0082
3 1.9217 1.9847 1.1031 1.1196

Tabulka 2.6: Porovnání chyb odhadu zaloºeného na evolu£ním spektru a odhadu
zaloºeném na znalosti AR procesu pro proces s koe�cienty (2.1)

m MSE X̃t+m MSE X̃ ′t+m MAE X̃t+m MAE X̃ ′t+m
1 0.9891 1.0331 0.7914 0.8104
2 1.6225 1.6737 1.0085 1.0247
3 2.0414 2.0898 1.1245 1.1406

Tabulka 2.7: Porovnání chyb odhadu zaloºeného na evolu£ním spektru a odhadu
zaloºeném na znalosti AR procesu pro proces s koe�cienty (2.2)

Na záv¥r této kapitoly provedeme odhad koe�cientu autoregresního procesu
na základ¥ evolu£ního spektra a to z odhadu uvedeného v kapitole (1.4)

θ̂(t) =
at(1)

at(0)
.

Pro oba procesy je uveden na Obrázku 2.5. P°i tomto odhadu p°edpokládáme
p°edchozí identi�kaci procesu, tedy víme, ºe se jedná o AR(1) proces.
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Obrázek 2.4: O£ekávaná st°ední £tvercová chyba p°edpov¥di pro AR proces s koe-
�cienty (2.1 - vlevo) a (2.2 - vpravo) zaloºená na evolu£ním spektru (pln¥) a
na znalosti koe�cient· AR procesu (te£kovan¥)
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Obrázek 2.5: Odhad autoregresních koe�cient· na základ¥ odhadu evolu£ního
spektra (£ern¥) pro AR proces s koe�cienty (2.1 -vlevo) a (2.2 - vpravo) srovnání
se skute£nými hodnotami koe�cient· (mod°e)

2.2 Aplikace na �nan£ní data

Pro aplikaci na reálná �nan£ní data pouºijeme historická data futures kontraktu
E-mini S&P 500, které reprezentují akciový index zaloºený na trºní kapitalizaci
500 velkých spole£ností (s trºní kapitalizací nad 10 miliard dolar·), jejichº akcie
jsou obchodovány na NYSE nebo NASDAQ.
Pouºijeme data ze dní 13.1.2014-31.1.2014 pro futures kontrakt s pln¥ním v b°ez-
nu. �asová °ada bude sestávat z close cen z 10 minutových sví£ek, tj. kaºdých 10
minut pouºijeme cenu posledního uzav°eného obchodu, který bude daný okamºik
reprezentovat. Tuto °adu následn¥ je²t¥ transformujeme na logaritmické výnosy,
se kterými budeme jiº pracovat.3

3http://en.wikipedia.org/wiki/S&P_500 a http://www.cmegroup.com/trading/

equity-index/us-index/e-mini-sandp500_contract_specifications.html, citováno

4.4.2014
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Obrázek 2.6: Logaritmické výnosy desetiminutových sví£ek indexu S&P 500

Tento proces budeme nadále ozna£ovat {Xt, t ∈ T = {1, ..., T = 2054}} a m·-
ºeme ho vid¥t na Obrázku 2.6. Díky transformaci na logaritmické výnosy lze
proces povaºovat p°ibliºn¥ za centrovaný a dále si lze v²imnout, ºe v¥t²í zm¥-
ny v hodnotách indexu jsou doprovázeny dal²ími velkými pohyby. Tento jev lze
popsat jako shlukování volatility a m·ºe být zp·soben prom¥nlivou volatilitou
v pr·b¥hu obchodních seancí (tj. nap°. niº²í volatilitou po poledni) nebo zm¥nou
volatility po p°íchodu nových zpráv na trh. Vzhledem ke krat²ím vzdálenostem
mezi t¥mito shluky zm¥níme parametry odhadu a to tak, ºe parametr váhové
funkce T ′ budeme hledat na síti {61 + 4i}60

i=0 s hodnotou T
′ = 141 v první iteraci

odhadu. Tato zm¥na odpovídá i poºadavku T ′ � T , tedy je to vhodná úprava
vzhledem k tomu, ºe sledujeme nyní krat²í £asovou °adu neº v p°ípad¥ simulova-
ných proces·. Ostatní parametry odhadu budou stejné.

Odhady spektra m·ºeme vid¥t na Obrázku 2.74. Lze si v²imnout, ºe u tohoto
procesu se odhad spektra i jeho absolutní hodnota v £ase m¥ní výrazn¥ rychleji,
neº tomu bylo u simulovaných proces·.

Dále vypo£ítáme koe�cienty pro p°edpov¥¤ {at(u), t ∈ T, u ∈ {0, ..., N =
125}}, ze kterých lze také získat odhad rozptylu procesu, který je konzistentní
s odhadnutým spektrem

v̂arXt = 2π
N∑
u=0

|at(u)|2.

4Vzhledem k malým hodnotám procesu je spektrum vynásobeno 1010, aby mohlo být soft-

warem R zobrazeno na grafu s logaritmickým m¥°ítkem.
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Obrázek 2.7: Odhad evolu£ního spektra indexu S&P 500

Odhad rozptylu je znázorn¥ný na Obrázku 2.8, kde je spole£n¥ s £ástí rozptylu,
u které o£ekáváme, ºe bude zachycena jednokrokovou p°edpov¥dí,tj.

2π
N∑
u=1

|at(u)|2.

V²imn¥me si, ºe zvlá²t¥ p°i zvý²ené volatilit¥, je velká £ást rozptylu veli£iny
nezachycená p°edpov¥dí, coº je zp·sobeno tím, ºe Xt p°i rozkladu na {ξu, u ≤ t}
závisí nejvíce na ξt dle odhadnutého spektra a to znamená, ºe v dané £asové
°ad¥ nelze provád¥t p°esné p°edpov¥di, protoºe v °ad¥ nenalezneme dostate£n¥
významnou závislost na jejich minulých hodnotách.

Dále z odhadnutého spektra získáme p°edpov¥di o jeden, dva a t°i kroky dop°e-
du. P°edpov¥di nebudeme provád¥t v krajních bodech, kde je zapot°ebí vynechat
prvních 250 pozorování vzhledem ke zp·sobu výpo£tu a na konci °ady vynecháme
posledních 154 z d·vodu hor²ího odhadu spektra díky vyhlazování pomocí váhové
funkce.

U p°edpov¥dí budeme op¥t sledovat charakteristiky chyb a to konkrétn¥

43



500 1000 1500 20000.
0e

+
00

1.
0e

−
06

2.
0e

−
06

Obrázek 2.8: Odhad rozptylu procesu Xt získaný z evolu£ního spektra indexu
S&P 500 (£ern¥) a o£ekávaný odhad variability zachycený v jednokrokové p°ed-
pov¥di (mod°e)

0 20 40 60 80 100

−
30

−
10

0
10

20
30

X
[1

60
1:

17
00

]

Obrázek 2.9: Ukázka p°edpov¥dí (£ern¥) a p·vodních hodnot °ady (zelen¥)

• st°ední £tvercové chyby MSE - 1
1750

∑2000−m
t=251−m(X̃t+m −Xt+m)2,

• st°ední absolutní chyby MAE - 1
1750

∑2000−m
t=251−m |X̃t+m −Xt+m|,

které porovnáme s

• £tvercovou odchylkou od pr·m¥ru MSE0 - 1
1750

∑2000
t=251(Xt −X)2,

• absolutní odchylkou od mediánu MAE0 - 1
1750

∑2000
t=251 |Xt −X0.5|,

kde medián a pr·m¥r je ze stejného úseku dat, na kterém provádíme p°edpov¥di.
V²echny uvedené charakteristiky p°edpov¥di jsou v Tabulce 2.8.

Vidíme, ºe p°edpov¥di jsou lep²í neº odhad pr·m¥rem a mediánem na celém
intervalu, ale ne o mnoho. Coº je zp·sobeno tím, ºe kaºdé pozorování je z nejv¥t-
²í £ásti tvo°eno sloºkou, která není korelovaná s p°edchozími hodnotami procesu
a nelze jí za jejich pouºití p°edpov¥d¥t, pokud uvaºujeme lineární p°edpov¥di.
P°i porovnání samotných hodnot p°edpov¥dí a £asové °ady si m·ºeme v²imnout,
ºe velké hodnoty nejsou ve v¥t²in¥ p°ípad· p°íli² spolehliv¥ p°edpovídány, £ímº
se výrazn¥ zhor²uje podíl vysv¥tleného rozptylu za pomoci p°edpov¥dí. Ukázka
£ásti °ady spole£n¥ s p°edpov¥dí je na Obrázku 2.9.
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Pro p°edpov¥¤ logaritmického výnosu £asové °ady je ov²em d·leºitá alespo¬
správná p°edpov¥¤ sm¥ru pohybu indexu, tedy zda dokáºeme správn¥ odhad-
nout, jestli bude výnos kladný £í záporný. V Tabulce 2.9 je uvedeno procento
správných p°edpov¥dí znaménka po vynechání nulových hodnot procesu.

m MSE X̃t+m MAE X̃t+m MSE0Xt MAE0Xt

1 3.665 · 10−7 3.869 · 10−4 4.416 · 10−7 4.177 · 10−4

2 3.846 · 10−7 3.936 · 10−4

3 4.041 · 10−7 4.025 · 10−4

Tabulka 2.8: Porovnání chyb odhadu zaloºeného na evolu£ním spektru a £tvercové
odchylky od pr·m¥ru (odhadu rozptylu), resp. absolutní odchylky od mediánu

m Správná p°edpov¥¤ znaménka °ady
1 62.82 %
2 63.47 %
3 63.33 %

Tabulka 2.9: Relativní £etnost správných p°edpov¥dí znaménka °ady
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Záv¥r

Stacionární procesy se £asto vyuºívají ke zpracování �nan£ních £asových °ad, ale
v praxi je p°edpoklad stacionarity diskutabilní. Cílem této práce bylo p°edstavit
obecn¥j²í t°ídu proces·, která by byla vhodná pro modelování n¥kterých typ·
nestacionárních proces·, a následná aplikace tohoto modelu na �nan£ní data.
V teoretické £ásti jsme p°edstavili semi-stacionární procesy, pomocí nichº lze mo-
delovat procesy, které mají nap°íklad v £ase prom¥nlivý rozptyl nebo autokovari-
an£ní strukturu. Semi-stacionární procesy jsme modelovali na základ¥ evolu£ního
spektra, coº je analogie spektra stacionárního procesu, ale na rozdíl od n¥j je £aso-
v¥ závislé. Pro evolu£ní spektrum jsme navrhli metodu odhadu a algoritmus volby
parametr· odhadu. Dále jsme se zabývali volbou p°edpov¥di pro semi-stacionární
procesy na základ¥ znalosti jejich spektra. V poslední kapitole teoretické £ásti
jsme ukázali, jak vypadá evolu£ní spektrum pro ARMA procesy s £asov¥ závislý-
mi koe�cienty, a navrhli jsme, jakým zp·sobem se na základ¥ znalosti evolu£ního
spektra dají odhadovat koe�cienty AR procesu.
V praktické £ásti jsme nejprve na dvou simulovaných AR procesech s £asov¥ pro-
m¥nnými koe�cienty zkoumali, jaké s p°edstavenou metodou odhadu dostaneme
odhady evolu£ního spektra, které jsme v tomto p°ípad¥ mohli p°ímo porovnat
s jejich teoretickým prot¥j²kem. Dále jsme u simulovaných proces· zkoumali kva-
litu p°edpov¥dí získaných z evolu£ního spektra oproti p°edpov¥dím, které bychom
získali p°ímo na základ¥ znalosti typu a koe�cient· AR procesu. P°edpov¥di za-
loºené na evolu£ním spektru se ukázaly být dostate£n¥ p°esné i v tomto srovnání,
coº by zárove¬ m¥lo ukazovat, ºe získané odhady a i jejich metodika jsou vhodn¥
zvolené p°inejmen²ím pro tento typ proces·. Pro simulované procesy jsme nako-
nec provedli odhad autoregresních koe�cient· a jejich porovnání se skute£nými
hodnotami.
Dále jsme jiº pracovali s �nan£ní £asovou °adou, s logaritmickými výnosy indexu
S&P 500. V této °ade jsme také nejprve provedli odhady evolu£ního spektra a
na základ¥ spektra jsme odhadli rozptyl dané °ady. Dále jsme v °ad¥ zkou²eli
zkonstruovat p°edpov¥di, ale ty nedokázaly vysv¥tlit p°íli² velkou £ást variability
sledované °ady. Dle odhadu evolu£ního spektra je to zp·sobeno tím, ºe ve sledo-
vané °ad¥ poslední element vºdy závisí z nejv¥t²í £ásti na sloºce, která je nekore-
lovaná s minulými hodnotami °ady, a proto ji nelze za pomocí pouºité metodiky
p°edpov¥d¥t.

46



Seznam pouºité literatury

[1] And¥l, Ji°í. Stastická analýza £asových °ad. 1. vydání. Praha: SNTL, 1976.

[2] D¥midovi£, Boris Pavlovi£. Sbírka úloh a cvi£ení z matematické analýzy. 1.
vydání. Praha: Fragment, 2003. ISBN 80-7200-587-1.

[3] Prá²ková, Zuzana. Základy náhodných proces· II. 1. vydání. Praha: Karo-
linum, 2004. ISBN 80-246-0971-1.

[4] Priestley, Maurice Bertram. Evolutionary Spectra and Non-Stationary
Processes. Journal of the Royal Statistical Society. Series B (Methodolo-
gical), Vol. 27, No. 2(1965), pp. 204-237.

[5] Priestley, Maurice Bertram. Design Relations for Non-stationary Proces-
ses. Journal of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological), Vol.
28, No. 1(1966), pp. 228-240.

[6] Priestley, Maurice Bertram. Non-linear and non-stationary time series
analysis. 1. vydání. London: Academic Press Limited, 1988. ISBN 0-12-
564910-X.

[7] R Core Team (2012). R: A language and environment for statistical compu-
ting. [po£íta£ový program]. R Foundation for Statistical Computing.http:
//www.R-project.org/ [verze 2.15.1].

[8] Rao, Tata Subba. The Fitting of Non-Stationary Time-Series Model with
Time-Dependent Parameters. Journal of the Royal Statistical Society. Series
B (Methodological), Vol. 32, No. 2(1970), pp. 312-322.

47

http://www.R-project.org/
http://www.R-project.org/


Seznam tabulek

2.1 Chyby v odhadu evolu£ního spektra v závislosti na iteraci pro 1. re-
alizaci AR procesu s koe�cienty (2.1) . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2 Chyby v 2. iteraci odhadu evolu£ního spektra v závislosti na pro-
vedené realizaci AR procesu s koe�cienty (2.1) . . . . . . . . . . . 37

2.3 Chyby v odhadu evolu£ního spektra v závislosti na iteraci pro 1. re-
alizaci AR procesu s koe�cienty (2.2) . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.4 Chyby v 2. iteraci odhadu evolu£ního spektra v závislosti na pro-
vedené realizaci AR procesu s koe�cienty (2.2) . . . . . . . . . . . 39

2.5 Tvary odhad· a p°íslu²né st°ední £tvercové chyby pro odhady za-
loºené na znalosti AR procesu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.6 Porovnání chyb odhadu zaloºeného na evolu£ním spektru a odhadu
zaloºeném na znalosti AR procesu pro proces s koe�cienty (2.1) . 40

2.7 Porovnání chyb odhadu zaloºeného na evolu£ním spektru a odhadu
zaloºeném na znalosti AR procesu pro proces s koe�cienty (2.2) . 40

2.8 Porovnání chyb odhadu zaloºeného na evolu£ním spektru a £tver-
cové odchylky od pr·m¥ru (odhadu rozptylu), resp. absolutní od-
chylky od mediánu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.9 Relativní £etnost správných p°edpov¥dí znaménka °ady . . . . . . 45

48


	Úvod
	Teoretická část
	Stacionární náhodné procesy 
	Semi-stacionární procesy
	Evoluční spektrální rozklad
	Semi-stacionární procesy
	Určení evolučního spektra
	Vlastnosti odhadu evolučního spektra
	Parametry odhadu evolučního spektra

	Předpovědi na základě evolučního spektra
	ARMA procesy s časově závislými koeficienty

	Aplikace
	Simulace
	Aplikace na finanční data

	Závěr
	Seznam použité literatury

