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Uvod

Pti analyze casovych tad je bézné pouzivan predpoklad stacionarity, dle kterého
mé fada neménnou stiedni hodnotu a autokovarian¢ni strukturu. Za jeho plat-
nosti 1ze konzistentné odhadnout stfedni hodnotu a autokovarian¢ni funkci. Déale
pomoci spektralni analyzy je mozné fadu rozlozit na sinové viny s ruznymi frek-
vencemi a ndhodnymi amplitudami, coz také umozinuje vysledovat v dané fadé
periodicity. V redlnych datech vsak predpoklad stacionarity zpravidla neplati ne-
bo plati pouze piiblizné F_:] V piipadech, kdy je porusen, tak musi byt nahrazen
alternativnim, jinak bychom nemohli z jedné jeho realizace usuzovat na zadné
diilezité vlastnosti procesu generovani této casové fady.

V nékterych jednoduchych piipadech lze pomoci jednoduché transformace (napft.
diferencovani u ARIMA procest) ziskat stacionarni proces a vysledky ze zkou-
mani staciondrntho procesu pievést k puvodnimu procesu. Nestacionarita miize
byt zpusobena také tim, Ze se stfedni hodnota procesu méni v ¢ase. V tomto
piipadé muzeme odhadnout stiedni hodnotu napf. pomoci regresnich metod ne-
bo klouzavych pruméri a odhad nésledné odecist od piuvodniho procesu, ¢imz
ziskdme casovou tadu s priblizné nulovou stfedni hodnotou, kterou uz muzeme
povazovat za priblizné stacionarni v zavislosti na kvalité odhadu stifedni hodnoty.
Ve finan¢nich ¢asovych fadach vstupuji do generovani vnéjsi vlivy (napi. vyda-
vani zprav o fundamentech), které mohou vyznamné ovlivnit budouci charakter
casové Tady véetné jeji autokovariancéni struktury. Po takové udalosti predpoklad
stacionarity na celém sledovaném tseku nemusi platit. Intuitivni zptisob prace
s nestacionarnimi fadami tohoto typu je rozdéleni fady na tseky, na kterych mé
fada podobny charakter (ve smysl neménici se autokovarianéni struktury a stedni
hodnoty) a na téchto usecich provést analyzu pro stacionarni procesy. Kromé pro-
blému urceni téchto tisekid ma tento model nékolik nedostatki. Odhady stfednich
hodnot a autokovarian¢nich funkci na jednotlivych tsecich nejsou konzistentni
pri rostouci délce fady, pokud je kazdy z tisekli kone¢ny, coz je ov§em pochopitel-
né vzhledem k charakteru procesu, ktery sledujeme. Také pokud chceme provadét
predpovédi, tak je pro nas vzdy relevantni pouze posledni sledovany tsek, protoze
informaci ze zbylych useki nemiZeme k predpovédi pouZit, a piedpovéd prestava
mit optimalni vlastnosti, pokud dojde ke zméné vlastnosti procesu generujici-
ho danou ¢asovou fadu (napf. dojde k vydani dilezitého fundamentu, intervenci
ze strany centralni autority nebo na trh vstoupi subjekt provadéjici velkou jed-
norazovou transakci).

Uvazme naptiklad situaci, kdy mame dva stacionarni procesy X; a Y; s odlisnou
kovarian¢ni strukturou a tfeti proces definovany

X t<t
Zt_{Yt t >t

Pokud bychom znali pouze hodnoty tohoto procesu do ¢asu £y a nevédéli o zmé-
né generovani procesu od tohoto bodu, tak by se vSechny predpovédi zalozené
na vlastnostech procesu na pfedchozim tseku byly nepfesné.

IPrakticky toto znamena, Ze pokud provedeme odhady stfedni hodnoty a autokovarianéni
funkce v raznych usecich ¢asové fady, tak rozdily mezi nimi lze vysvétlit pomoci ndhodnosti
odhadu.



Tento pristup zkusime pozménit tak, Zze nebudeme predpokladat stacionaritu
na jednotlivych ¢asovych tsecich, ale Ze se proces méni ,,pomalu®, coz znamena,
7e se blizké tseky procesu od sebe svym charakterem pfilis nelisi. K tomu po-
uzijeme zobecnéni spektralni analyzy stacionarniho procesu. Spektralni analyza
stacionarniho procesu piedpoklada, Ze proces méa stejné zastoupeni jednotlivych
frekvenci v jeho spektru béhem celé doby jeho generovani. V nasich iivahach tento
pristup zkusime zobecnit a budeme predpokladat, ze frekvence zastoupené v okoli
néjakého bodu se méni pomalu s posunutim tohoto bodu, z ¢ehoz budeme vy-
chazet i pti odhadu jejich zastoupeni v procesu a na zakladé toho budeme chtit
proces modelovat.

Je tfeba zdiraznit, Ze ani odhady ziskané touto metodou nebudou pfi rostouci
délce ¢asové fady konzistentni, protoze pro odhad spektra v jednom misté procesu
nelze bez dodatec¢nych predpokladi nebo informaci o generovani procesu vyuzit
informaci obsazenou ve vzdalenych tsecich, které mohou mit vyrazné odlisny cha-
rakter, ale s tim je tfeba pocitat, pokud se zabyvame nestacionarnimi procesy.
Déle je zde ptredpoklad, Ze se charakter procesu méni pomalu a nikoli skokoveé,
coz nemusi odpovidat charakteru finan¢nich ¢asovych rad, kde mohou ptichazet i

jednorézové Soky napi. ve formé nahlého zvyseni volatility nebo ndhlého propadu
(flash crash).



1. Teoreticka c¢ast

1.1 Stacionarni ndhodné procesy

V této podkapitole stru¢né piipomeneme odvozeni rozkladu stacionérnich né-
hodnych procest na stochasticky integral, ze kterého budeme pozdéji vychéazet
pii hledani obecnéjsi tiidy procest nad stacionarnimi procesy. Cel4d tato pod-
kapitola je zaloZena na publikaci Praskova (2004), kde lze najit dukazy vSech
uvedenych tvrzeni nebo odkazy na né.

Definice 1. Necht (92,4, P) je pravdépodobnostni prostor a necht T C R. Ro-
dina realnych nahodnych veli¢in {X;,t € T} definovanych na (Q, A, P) se nazyva
ndhodnij proces.

V piipadé, ze T C 7Z, pak mluvime o ndhodné posloupnosti. Pokud T = [a,b] ,
kde —o0 < a < b < oo, pak fekneme, 7e se jedna o proces se spojitym casem,
pokud budeme hovorit specialné o procesech se spojitym ¢asem, tak je budeme
znacit {X(¢t),t € T}.

Definice 2. Komplexni ndhodnd velicina X se definuje jako X =Y +iZ, kde Y
a Z jsou redlné ndhodné velic¢iny. Pokud existuji stfedni hodnoty EY a EZ. defi-
nujeme stfedni hodnotu komplexni ndhodné veliciny EX = EY +/EZ. Existuji-li
druhé momenty veli¢in Y a Z, definujeme rozptyl nahodné veli¢iny X

varX = E(X — EX)(X — EX) = E|X — EX*.

Komplexni ndhodny proces je definovan jako rodina komplexnich ndhodnych ve-
lidin.

Pokud nebude explicitné uvedeno jinak, tak pod nazvem nédhodné velic¢iny
rozumime komplexni ndhodné veli¢iny.

Definice 3. Necht {X;,t € T} je nahodny proces takovy, ze pro kazdé ¢t € T
existuje stfedni hodnota EX;, potom funkce u; = EX; definované na T se nazyva
stredni hodnota procesu {X;,t € T}. Proces, jehoz stiedni hodnota je identicky
rovha nule, se nazyva centrovany.

Jestlize {X;,t € T} je proces s kone¢nymi druhymi momenty, tj. E|X;|* < oo
pro v8echna ¢t € T, potom (obecné komplexni) funkce dvou proménnych defino-
vand na T x T predpisem R(s,t) = E(X,—ju,)(X; — i) se nazyva autokovariancni
funkce procesu {X;,t € T}.

‘ 2

Definice 4. Necht {X;,¢ € T} je ndhodny proces s kone¢nymi druhymi momen-
ty, pak fekneme, Ze je slabé staciondrni (dale jen stacionarni), méa-li konstantni
stfedni hodnotu p; = p pro vSechna ¢t € T a je-li jeho autokovarian¢ni funkce
R(s,t) funkei pouze s — t. Autokovarian¢éni funkei stacionarnich procesi definu-
jeme jako funkci pouze jedné proménné R(t) = R(t,0).

Definice 5. Necht {X(¢),t € T}, kde T = [a, b] je interval, je proces s kone¢nymi
druhymi momenty. Rekneme, ze { X (t),t € T} je proces s ortogondlnimi piiristky,
jestlize pro libovolné tq, ..., t4 € T takové, Ze (t1,t2] [ (t3,t4] = 0, plati

E(X (t2) — X (12))(X(ta) — X(t3)) = 0.

3



Déle budeme pod procesy s ortogonalnimi pfiristky rozumét pouze procesy s or-
togonalnimi piirtastky, které jsou centrované a zprava spojité podle stiedu, tedy
pro kazdé t, € T\{b} plati E|X () — X (¢0)]* — 0 pro t — to+.

Tvrzeni 1. Necht {Z(\), A € [a,b]} je proces s ortogonalnimi piirustky, [a,b] je
omezeny interval. Potom existuje pravé jedna neklesajici zprava spojita funkce F
takova, ze

F(X) =0, A <a,
= F(b), A >0,
F(X\) — F(M) =E|Z(X2) — Z(\) [, a <A <A <bh

Funkci F' nazveme prirustkovou distribucni funkc.

Necht {Z(A), A € [a, b]} je proces s ortogonalnimi piirustky, [a, b] je omezeny
interval. Prirtustkova distribu¢ni funkce F' tohoto procesu je neklesajici, zprava
spojita a ohranicené funkce na [a, b, proto indukuje kone¢nou miru pp. Uvazujme
prostor obecné komplexnich funkei Ly([a, b, B, ur) = Lo(F), tj. prostor funkei f
na [a, b] takovych, ze

/|f(A)\2duF(A):/ IFONPAF(N) < .

Pokud funkce f € Lo(F') je jednoduchd, tj. f(X) = D7 cklae(n 0> kde a =
Ao < A1 < -+ < A\, =bac,...,c, jsou komplexni konstanty, tak definujeme
integrdl f podle procesu {Z(\), X € [—m, 7]} jako
FNAZ(N) = en(Z(M) = Z(\ea)),
- k=1
coz je nahodna veli¢ina, kterou budeme znacit I(f). Integral se nezméni, kdyz
jednoduchou funkci f vyjadiime jinym rozkladem a ziejmé I(f) € La(2, A, P).

Tvrzeni 2. Necht f € Ly(F), pak existuje posloupnost jednoduchych funkei
fn € Lo(F), pro kterou plati f:(fn()\) — f(N)?dF(X\) — 0 pro n — oo, tj. [,
konverguje k f pron — oo v Ly(F).
Dale existuje ndhodna veli¢ina I(f) = fab f(AN)dZ()N), kterou budeme dale ozna-
covat integrdl funkce f podle procesu s ortogondlnimi priristky nebo stochasticky
integrdl a ktera spliuje lim,, .. E(I(f) — I(f,))?. Tato veli¢ina nezavisi na volbé
posloupnosti funkci f,, spliujici prvni ¢ast véty a je urcena jednoznacné skoro
jisté.

V této praci budeme zkoumat v ¢asové doméné pouze ndhodné posloupnosti
(T C Z), proto se nasledujici tvrzeni budou tykat pouze jich.

Tvrzeni 3. Necht {X;,t € T} je centrovana slabé stacionarni posloupnost s au-
tokovarian¢ni funkci R(t),t € T, pak existuje proces s ortogonalnimi piirastky
{Z(N), X € [—m, x|} s pFirastkovou distribu¢ni funkei F, pro ktery plati

R(t) = / ’ e AF(N), (1.1)

—T

X, = / ' e"dZ(N), (1.2)

—T



kde vztah (l.1)) nazveme spektrdlnim rozkladem autokovariancni funkce a (1.2)
spektralnim rozkladem stactondrni ndhodné posloupnosti.
Pokud dale plati T=Z a >_,° __ |R(t)| < oo, pak lze psat

R(t) = / " it F(N)dN,

—Tr

kde f(\) nazveme spektrdlni hustotou posloupnosti {X,,t € Z}, ktera je pro \ €
[—7, 7] rovna

oo

> e R(k).

=—00

1
fA) = o
Spektralni rozklad stacionarni nadhodné posloupnosti ukazuje, 7e kazdou staci-
onarni posloupnost lze vyjadrit jako ,sumu® (integral) sinovych vin s ndhodnymi
amplitudami, kde vlna s frekvenci A ma ndhodnou amplitudu dZ (). ,,Celkovou
energii procesu” v libovolném cCase predstavuje rozptyl procesu, ktery je v pripadé
stacionarniho procesu konstantni. Spektralni rozklad autokovarian¢ni funkce
predstavuje rozdéleni energie nad jednotlivymi frekvencemi sinovych vin, pomoci
kterych lze vyjadiit ndhodny proces. Vzhledem k této interpretaci budeme déle
dF () oznaovat jako spektrum procesu { X, t € T} .

Tvrzeni 4. Necht {X;,t € Z} je stacionarni ndhodna posloupnost s nulovou
stfedni hodnotou a spektralni hustotou fx(\) a {cx}32_., je posloupnost kom-
plexnich ¢isel spliujici Y .- |cx| < oo, pak existuje centrovana stacionarni
nidhodna posloupnost

o0

Yi= > aXinteLZ

k=—o00

O této posloupnosti fikdme, ze vznikla filtraci posloupnosti {X;,t € Z} a ma
spektralni hustotu

fx) = TP fr (N,
kde

L'\ = Z cpe” kA

k=—o00

pro A € [—m, 7] je tzv. pfenosovd funkce filtru.



1.2 Semi-stacionarni procesy

1.2.1 Evoluéni spektralni rozklad

Pokud budeme studovat nestacionarni ndhodné posloupnosti bez jakéhokoli ome-
zeni, tak z jedné jejich realizace procesu nelze usuzovat na zadné podstatné vlast-
nosti generovani procesu, tedy predpoklad stacionarity je tfeba nahradit jinym a
o to se pokusime dale.

Cilem je ziskat analogii spektra, které definuje rozdéleni energie procesu nad jed-
notlivymi frekvencemi i pro nestacionarni procesy. Pro nestacionarni procesy uz
ovSem obecné neplati, Ze maji konstantni rozptyl, tedy analogie spektra pro ne-
stacionarni procesy nemiize byt nezavisla na case. Nejprve si uvedeme vétu, kterd
dava do souvislosti vyjadieni reprezentace procesu jako stochastického integralu
a reprezentaci autokovarianc¢ni funkce jako Lebesgue-Stieltjesova integralu.

Tvrzeni 5. (Karhunenova véta) Necht {X;,t € Z} je centrovand ndhodna po-
sloupnost s kone¢nymi druhymi momenty a ¢(¢, \) je takova funkce na Z x [—7, 7],
ze pro kazdé t € Z plati ¢(t,-) € Ly(F'), kde F je piirastkova distribu¢ni funkce
procesu s ortogonalnimi piiriustky {Z(\), A € [—m, 7]} Jestlize X, lze vyjadrit
ve tvaru

X = /7T o(t, \)dZ(N), (1.3)

pak pro jeho autokovarian¢ni funkci R(s,t) plati

Ris.t) = | o(s, NG NAE(), (1.4)

—Tr

Lze-li naopak autokovarian¢ni funkci R(s,t) vyjadiit ve tvaru (1.4), tak plati
pro {X;,t € Z} rozklad (1.3).

Diikaz. Dukaz lze nalézt napiiklad v knize Andél (1976). O

Nésledujici teorie evolu¢niho spektralntho rozkladu je prevzata od M. B.
Priestleyho a lze ji najit v Priestley (1965). Necht ¢(¢,\) je funkce dvou pro-
ménnych na Z x [—m, 7|, pak se dile budeme soustiedit na centrované ndhodné
posloupnosti { X, t € Z} s druhymi kone¢nymi momenty, jejichz autokovarianéni
funkci Ize vyjadrit ve tvaru

R(s,t) = ' o(s, \)o(t, \)dF(N), (1.5)

—T
kde F' je neklesajici zprava spojita funkce. Z predpokladu existence kone¢ného
rozptylu plyne, ze [7_|6(t, A)|2dF(X) < oo pro kazdé t € Z. Do této skupiny
procesii ziejmé pat¥i i stacionarni procesy s volbou ¢(t, \) = e}, Pouzitim Kar-
hunenovy véty dostaneme reprezentaci posloupnosti ve tvaru

X, = / "ot N)aZ(N), (1.6)

kde {Z(X), A € [—m, 7|} je proces s ortogonalnimi piirastky, jehoz piirtstkova
distribu¢ni funkce je F.



Dale zkusime ziskat jednu t¥idu funkei ¢(t, A), s jejichz pomoci lze reprezentovat
urcitou t¥idu nestacionarnich procesu. Predpokladejme, ze pro pevné A mé ¢(t, \)
Fourierovu transformaci, jejiz maximum je ve frekvenci #(\) € (—m, 7|. Potom lze
o(t, A) jako funkci proménné ¢ povazovat za sinovou vlnu s proménnou amplitudou
a s frekvenci O(\) ve formé

Bt N) = A(t, \)e? ™t (1.7)

kde funkce A(t, \) predstavuje amplitudu viny v ¢ase ¢t a ma Fourierovu transfor-
maci s maximem v nule.

Definice 6. O ¢(t, \) jako funkci ¢ fekneme, Ze je oscilacni funkcd, pokud pro né-
jaké (nemusi byt jednoznacéné) 6(\) lze tuto funkci zapsat ve formé (1.7)) s A(¢, \)
ve formé

A(t,\) = / e™h\(6)db,
kde |hx(0)| m& maximum v 6 = 0.
Funkei A(t, \) mizeme oznacit jako ,obalku“ ¢(¢, ), protoze ¢(t, A) je sinova
vlna s proménnou amplitudou a A(t, A) je jeji amplituda.

Poznamka. Forma A(t, \) nezahrnuje piimo t¥idu stacionarnich procesi, pro-
toze pro né je A(t,\) konstantni, tedy i Fourierova transformace této funkce je
celd soustiedéna v nule a nelze ji zapsat pomoci hustoty. Tato forma procesi je
zvolena, protoze je nutna pro odvozeni nékterych navazujicich tvrzeni, o jejichz
platnosti pro stacionarni procesy se jesté zminime dale.

Pokud dale plati, ze pro funkci ¢(t, A) je k ni piislusna funkce 6(\) prostou
funkci A, tak lze v integralu ((1.5)) nahradit A za () a k tomu vhodné piedefinovat
A(t, \) a funkei F'(X), aby platilo

R(s,t) = / ' A(s, \)A(t, \)ePE=DaF()). (1.8)

7 Karhunenovy véty dostavame

X; = / A(t, N)eMdZ(N), (1.9)
kde F je prirtistkova distribu¢ni funkce procesu {Z(\), A € [—7, 7]}
Definice 7. Pokud existuje oscila¢ni funkce ¢(t, \), pomoci které lze reprezen-

tovat centrovany nahodny proces s koneénymi druhymi momenty {X;,t € Z}
ve formé (1.6, tak tento proces nazveme oscilacnim procesem.

Dale lze také ukazat, ze kazdy oscila¢ni proces ma téz reprezentaci ve formé
(1.9), tedy bez djmy na obecnosti muzeme zapsat libovolnou oscila¢ni funkci
ve forme

o(t,\) = A(t, \)e™.



Necht {X;,t € Z} je oscila¢ni proces, ktery ma reprezentaci ve formé (1.9))
s autokovarian¢nf funkei ve formé (1.§). Pro kazdy jednotlivy oscila¢ni proces
muze existovat obecné velké mnozstvi riznych oscila¢nich funkci, pomoci nichz
Ize proces vyjadiit. Pro konkrétni ¢ (¢, \) = A(t, \)e™ plati
™
varX; = R(t,t) = / |A(t, \)|PdF(N). (1.10)
Kdyz budeme varX; opét interpretovat jako ,celkovou energii“ procesu v case
t, tak miZeme jako piispévek frekvence A\ k ni povazovat |A(t, \)|?dF()\). Toto
v souvislosti s interpretaci X; v rovnici jako ,sumy* sinovych vin s riznymi
frekvencemi a ¢asové proménnymi ndhodnymi amplitudami {A(¢, \)dZ ()} nas
vede k nasledujici definici.

Definice 8. Necht ¢(t,\) = A(t, \)e'™ je urcita oscila¢ni funkce a {X;,t € Z} je
oscila¢ni proces majici reprezentaci ve tvaru (1.9) vzhledem k funkei ¢(¢, A). Pak
definujeme evolucni spektrum v case t vzhledem k funkci ¢ jako

dG,(\) = |A(t, \)|PdF(\).

Evoluéni spektrum mé stejnou fyzikalni interpretaci jako spektrum stacio-
narntho procesu a popisuje rozdéleni energie nad jednotlivymi frekvencemi, ale
zatimco evolu¢ni spektrum reprezentuje pouze chovani procesu v okoli ¢asu t,
spektrum stacionarniho procesu je urceno chovanim procesu po cely cas.

Prestoze dle (1.10) dG;()\) zavisi na volbé oscila¢ni funkce ¢, tak vime, ze

VarXt:/ dG(N),

—T

tedy hodnota integralu dle dG;(\) je nezavisla na volbé oscila¢ni funkce a pro vSech-
ny oscila¢ni funkce predstavuje celkovou energii procesu v case t.

Dale budeme uvazovat vhodné normované funkce A(¢, \) tak, aby pro v8echny A
platilo

A(0,N) =1,

tj. zaclenime |A(0, A)| do funkce F'(\). Po této upravé dF'(\) predstavuje evolu¢ni
spektrum v ¢ase t = 0 a |A(t, \)|? predstavuje zménu spektra oproti ¢asu 0. Nyni
mame pro kazdé A

™
1=A(0,)) = / hx(0)do,
takze Fourierova transformace A(0,\) je normovana, aby méla jednotkovy inte-
gral.
Pro oscila¢ni funkce existuje dal$i interpretace pomoci ¢asové proménnych filtra.
Necht pro {X;,t € Z} existuje reprezentace ve formé (1.9 a predpokladejme, Ze
lze zapsat

o0

AN = D e e),

k=—o00



kde 77 |ex(t)| < oo pro t € Z. Pak mame

Xi= ) St (1.11)

k=—o0

kde

K
S, = / eMdZ(N)
—T

je stacionarni proces se spektrem dF'()\) a F je piirustkova distribu¢ni funkce
procesu s ortogonalnimi piirustky {Z(A), A € [—m, 7]}. Tedy {X;,t € Z} mizeme
interpretovat jako vysledek filtrovani stacionarniho procesu skrze ¢asové promén-
ny filtr {cx(t)}32 .. Naopak proces, ktery lze vyjadiit ve formé (1.11)) (s ¢k (%)
zvolenym tak, aby A(t, A) méla pozadovanou formu), maze byt taktéz zapsany
ve formé (L.9). Z ¢ehoZ vyplyva, Ze evoluéni spektrum v Case ¢, |[A(t, \)|?dF(\)
muzeme povazovat za spektrum stacionarniho procesu, které bychom ziskali, po-
kud bychom filtr {c(¢)}32 . zafixovali v case t.

k=—00

Predpokladejme, ze {X;,t € Z} je oscilaéni proces, ktery lze vyjadrit ve formé
([1.9), a uvazujme transformaci|

Yi= Y qpXppemMo0h), (1.12)

k=—00

kde A\ € [—7, 7] je zvolena frekvence a {qi}3_., je posloupnost, kterd spliiuje
S re o |kllgr] < oo. Pak lze psat

Y, = Z G / ENR A — b, \)dZ(N)em PR

k=—o00

_ / Z e O AL, >‘>A(j1(_t lj\?))‘)e—i(A—)\o)de(A>

— / Tya(X = Xo)A(t, \)efA0tqz())

—T

T—A0 )
_ / Tinerg AVA®E A+ Ao)e™MdZ(A + o), (1.13)

—T—A0

kde pro libovolné t € Z a A, 0 € [—m, 7| definujeme

t—k:>\ ,
IV Z g —— ) e~ 0 (1.14)

Funkei I'; A (0) nazveme zobecnénou prenosovou funket fillru {qx}3> . vzhledem
k funkci ¢(t,\) = A(t, \)e'™ .

! Existenci této ndhodné veli¢iny se budeme zabyvat v nasledujicich kapitolach.



Reprezentace pro {Y;,t € Z} nemusi byt nutné prevoditelna do formy
(L.9), protoze Fourierova transformace {T'yxix,(A)A(t, A + Ao)} (jako funkce t)
nemusi mit maximum v nule.

Dulezity piipad nastane, pokud se A(t—k, A) pro kazdé A méni pomalu jako funkce
k oproti g, protoze se I'; y(0) redukuje na I'(f). Pokud tedy predpokladame, ze
qr. velmi rychle klesa k nule pro |k| — oo a A(t — k, \) je piiblizné konstantni
pres hodnoty k, pro které je g, nezanedbatelna. Pak platiE] (pro kazdé t € Z, \ €

)

A (0) ~ T'(0), (1.15)

tedy muzeme {Y;,t € T'} vyjadiit ve formé

T—A0 B
Y, ~ / A(t, N+ Xo)e™MdZ(N),
—mT—A0

kde {Z(\),\ € [-7 — Ao, T — o]} je proces s ortogondlnimi pFirtstky a pii-
ristkovou distribuéni funkei F'(A) = [T'(A)[2F (A4 \). Evoluéni spektrum procesu
{Y;,t € T},dGY (\) spliwmje

dGy (A) ~ [T(A)PdG (A + M),

kde obé spektra jsou definovana vzhledem ke stejné funkci ¢(t, \) = A(t, \)e™.
V dalsi kapitole se budeme hloubéji zabyvat definici pomalu se ménici funkce
A(t, \) a aproximaci zobecnéné pienosové funkce pomoci prenosové funkce.

2Pfesny vyznam ~ objasnime v nasledujici kapitole.
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1.2.2 Semi-stacionarni procesy

Tato kapitola je zalozena na Priestley (1965). Necht {X;,t € Z} je oscilaéni
proces, pak existuje oscila¢ni funkce ¢(t, \) = A(t, \)e*, pomoci které lze proces
reprezentovat ve formé (1.9). Pro kazdou funkci ¢ definujeme By(\)

By(\) = / RGO

kde hy(6) je Fourierova transformace A(t, \), tj. A(t,\) = [7_e™h,(0)d6. Muze-
me Fici, ze By(A) je mira ,$itky“ hy(6).

Definice 9. Oscila¢ni funkei ¢ nazveme semi-staciondrni, pokud By(\) je ome-
zené pro kazdé \ € [—m, ] a definujeme charakteristickou $irku funkce ¢ jako

By ={ sup By(\)}".

AE[—7,7]

Necht {X;,t € Z} je oscilaéni proces, ktery lze reprezentovat semi-stacionarni
funkce ¢ ve formé (1.9)), pak nazveme tento proces semi-staciondrnim.
Ttidu semi-stacionarnich funkci, pomoci kterych lze tento proces reprezentovat,
oznacime C a definujeme charakteristickou $irku procesu {X;,t € Z}

Bx = sup(By).
e

Tvrzeni 6. Pro semi-stacionarni proces {X;,t € Z} plati
varX,_;, < 2(1+ Cik*)varX,,t,k € Z,
kde C; zavisi pouze na Bx a rozptylu varX,.

Diikaz. Lze snadno ukazat, 7e | exp(itd) — 1| < [t6]. Pak pro libovolnou ¢(¢,\) =
A(t,\)e? € C dostaneme

|A(t,\) — At — k, \)| < / |kO||hx(0)|d8 = |k|Bg(N).
Z této nerovnosti dostaneme omezeni rozptylu semi-stacionarniho procesu

varXis = [ A= B NPAFO) < [ (AEN)] 4 HEGO)FO)

—T —T

< z/ﬂ LA( N2+ (K| By (N)2dF(N) < 2(1 + Ck®)var X,

—T

kde C; muzeme volit napfiklad ve formé n

Déle uvazme podtiidu C* C C semi-stacionarnich funkci, které maji charakte-
ristickou $§ifku rovnu By a oznac¢me ¢* libovolnou funkci néalezejici do C*. Pokud
je C* prazdna, tak jako ¢* oznac¢ime libovolnou semi-stacionarni funkei spliujici
Bx — By < g, kde € je vhodné zvolené malé kladné ¢islo.

Nyni uvazme reprezentaci {X;,t € Z} pomoci funkce ¢*

X, = / A*(t, N)eMdz* (N),
kde {Z*(\),\ € [—

m, 7|} je proces s ortogonalnimi piiristky a piirastkovou dis-
tribu¢ni funkei dF™*(\)

a ¢ (t, \) = A*(t, \)e.
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Definice 10. Rekneme, Ze u(x),u : [—m, 7] — R je pseudo d-funkce Fidu e
vzhledem k v(z),v : R — R, pokud pro kazdé y € R plati

‘/ o(z + y)dz — v(y) /:u(x)dx

Nyni pfedpokladejme, ze mame filtr {g}3>
minky:

<E&.

ktery spliuje nasledujici pod-

—00?

1. je ¢tvercové integrovatelny a normovany, tj.
2 S sl - JRLCCE (1.16)
k=—00
2. existuje kone¢nda suma

= > kIl (1.17)

k=—o00

B, miuzeme povazovat za miru ,8itky“ filtru {gx}32_ ., kterd ukazuje, jak rychle
filtr klesa k nule pfi |k| — oo. Z této podminky plyne, ze > o~ |qk| < 00, cozZ
byla podminka kladend na filtr u staciondrniho procesu.

Tvrzeni 7. Necht ¢ je semi-stacionarni funkce s charakteristickou sitkou By. Pak
pro kazdé t € Z, \ € [—m, 7] je g(0) = €hy(0) pseudo d-funkce fadu (B,/By)
vzhledem k T'(6).

Diikaz. Chceme dokazat, ze pro kazdé y

’ /_ : OT(6 + ) hn (6)d6 — T(y) /

—T

™

: B,
e’whA(G)dG' < 57

Z podminky (1.17) plyne > |gx| < oo a z toho dle Weierstrassova kritéria (Démi-
dovi¢, 2003, str. 224) dostaneme stejnomérnou absolutni konvergenci pro I'(A) =
S” qre~** jako Yady funkef na [—, 7], a tedy i existenci prvni derivace této funkce

[e.o]

I'(\) = Z —ikqre”

k=—o00

Dale pokud existuje prvni derivace I'(\), tak pro kazdé 6 # 0 dle Lagrangeovy
véty (Démidovi¢, 2003, str. 112) plati

PO +y) = T(y) +0T"(y + n(0)0),
kde 0 < n(f) < 1. Z ¢ehoz dostavame

/ ’ eT(0 4 y)hr(0)d6 = T'(y) / e hy(0)do + / e"OT (y + 1(0)0)h(6)d0.

—T —T —T

™

Déle vime, Ze posledni ¢ast vyrazu mizeme omezit nésledovné

‘ / " 0T (y + (0)0)ha (0)d0]| <

sup_ [TO)] [ 16lIna(0)]db < B,/ B,

oe|—m,x]

protoze [IV(0)] < >°2° |k||qxl- -
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V nasledujicim tvrzeni si upfesnime vztah (1.15]).

Tvrzeni 8. Necht {q;}3_ . je filtr splitujici (1.16)), (1.17) a I'y »(€) je jeho zobec-
nénd pienosova funkce vzhledem k semi-stacionarni funkci ¢ s charakteristickou
sitkou By. Pokud pro dané € zvolime {g;}3 _ . tak, aby B, < eB,, pak

[ A MIea(0) —T(0)] < &
pro kazdé t, A, 0.
Diikaz. Piimo z (1.14)) dostaneme

AL NTA0) = D aeA(t =k, A)e ™.

k=—o00

Pii nahrazeni A(t—k, \) pomoci jeji Fourierovy transformace (|7 e/"=Mrh, (11)dp)
a prohozenim potfadi sumy a integrace dostaneme

ALNTA0) = S e ™ / e, (1)

k=—00 -
= / eMT(0 + p)h(p)dpe.

Z Tvrzeni [1] je g(0) = €*h,(0) pseudo d-funkce Fadu (B,/By) vzhledem k I'(6).

Pokud tedy volime {g;}7> . tak, aby pro dané ¢ platilo B, < By, pak plati

K

—T

‘/_Z T (0 + po)ha(p)dp — T(0) /

6““h,\(u)d,u’ <e.
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1.2.3 Urceni evolu¢niho spektra

Tato kapitola je zalozena na Priestley (1965). Necht { Xy, ¢ € Z} je semi-stacionarni
proces s charakteristickou iikou Bx a {q,}3>_ je filtr spliujici (1.16) a (1.17)

s §itkou B,. Pro zvolenou frekvenci Ay definujeme proces {Y;,t € T'} (stejné jako

v (T.12))

Y, = Z s X e PR,

k=—00

Tvrzeni 9. Rada S @ X ke~ AR konverguje pro kazdé t € Z a A\ €
[—7, 7] podle kvadratického stfedu a absolutné s pravdépodobnosti jedna (skoro
jisté).

Diikaz. Dikaz je analogicky dikazu pro stacionérni procesy, ktery lze najit v Pras-
kova (2004, Véta 5.3.). V nekone¢né sumé se budeme bez ijmy na obecnosti zaby-
vat jen ¢asti Y oo g Xi—re R protoze konvergence celé sumy plyne z konver-
gence obou Casti a konvergence ¢asti se zapornymi indexy se dokaze analogicky.

Prom < n je
2 n 2
<E ( |qj||Xt—j|>
j=m+1

= Z Z |5l qe [E (| X5 [| Xo—r]) -

Jj=m+1 k=m+1

Z qut_je—M(t—j)

j=m+1

E

Z Holderovy nerovnosti a z Tvrzeni [6] dostaneme

D=

B (| X[ Xe-s]) < (BIXi—5%) (BIXe-i])
< 2B X P((1+ Cj?)3 (1 + Gk,
takze

2

E Z q]'Xt_jG_M(t_j)

J=m+1

" 2
< 2E|Xt|2< Z |Qj||j|(1+ct>é>

j=m+1

n 2
= 2B X2 (1 + &) ( > |qj||j|> :

Jj=m+1

kde Z;L:m +1l4;]l7] je zbytek konvergentni fady dle pfedpokladi o filtru, tedy
pro m,n — oo jde vySe uvedeny vyraz k nule. Z cauchyovskosti uz plyne konver-
gence podle kvadratického stiedu.

7 Holderovy nerovnosti plyne E|X;| < (E|X;|)2, tedy dostavame

o0

> ElgllXeyl < ) 1allilv2(C+ DEIX[ < oo,

j=—o0 j=—o0

odkud plyne absolutni konvergence skoro jisté. O]
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Vyuzijeme reprezentaci {X;,t € Z} pomoci funkce ¢*

T—MAo )
Y, = / T s VAT A+ A)e™MdZ* (A + o),

—mT—MAo

kde T}, (0) je zobecnéna prenosové funkce filtru {qx}72
Z Karhunenovy véty dostaneme

« Vzhledem k funkci ¢*.

T—Ao
BV = [ WP A+ DRI A+ X, (118)

—m1—MAo

Pokud zvolime {qx}7> . spliujici B, < eBx, tak dle Tvrzeni |8 dostaneme,

7e
F:,)\-&-)\o()‘) = FO‘) + T(ta Ao, >‘)7
kde
(8, Do, M| < 2/ A7 (6, A+ Do),

Dale ziskame vyjadieni ([1.18) ve formé

T—MA0
ElY,> = / X IDOV)PLA* (8, XA 4 Xo)|PdF* (N + No) + Iy + Iy + I3,
—T—A0

kde jsme oznacili

T—A0
I - / DOVFIA* (A + Ao)PAF* (A + M),
—T—A
ﬂfks
L= / TP A (£ X+ Xo) PAF* (A + Ao),
—T—X\
wfks
I — / PI2JA (£, A + Ao) PAF™ (A + Ao).
—T—A0

Pokud pro funkci h : M — C plati |h(x)| < Clz|,Vz € M, kde C je vhodné
zvolena konstanta, pak budeme psat h(z) = O(x).
Plati

T—MA0
1| < 82/ dF*(\) = O()

—7—A0

T—A0
L) < 5/ TO)AT (A + o)l dE™ (A + o).
—T—Ao
Chceme ukézat, ze pro druhy integral plati I = O(eg). Abychom k tomu do-
spéli, tak je tieba ukazat, Ze integral na pravé strané nerovnice zistava konecny
nezavisle na B,.
Nejprve dostaneme z Hélderovy nerovnosti
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/MO ITO)|JA* (5, A+ o) [dF* (A + Ao)

—T—Xo

< (/: CO)2dF* (A + )\0)>2 (/: A2, A)FdF*(/\)) B

Druhy vyraz v sou¢inu je kone¢ny, protoze je to rozptyl procesu {X;,t € Z}
v c¢ase t. Dale plati

1 2

2
S‘Bq+_

k=—o00

T <

I

pokud tedy budeme volit pouze filtry, které spliuji B, < By, tak je i prvni vyraz
v soucinu konec¢ny.

Vyraz [, muzeme omezit stejnym zptusobem. Dale téz oznacime dGj(\) =
|A*(t, \)|PdF*(\) evoluéni spektrum procesu vzhledem k funkci ¢*.

Tvrzeni 10. Pokud volime B, < By, pak plati

Bl = / 0O = M)PAGE) + 0(e),

—T

kde O(g) oznac¢uje hodnotu, kterd miaze byt libovolné mala v zévislosti na vhod-
né volbé B, relativné malym oproti Bx.
V ptipadé, ze je Lebesgue-Stieltjesova mira urcena funkci G absolutné spoji-
ta vzhledem k Lebesgueové mife, oznacime g; (\) piislusnou Radon-Nikodymovu
derivaci, ktera existuje s.v., a plati

EY,P = / "IEO = 20)Pg A + O(e). (1.19)

—T

Doposud jsme pracovali s reprezentaci {X;,t € Z} pomoci rodiny ¢*, ale
aproximace zavisi pouze na podmince B, < By a bude tedy smysluplna,
i pokud pouzijeme reprezentaci ve formé semi-stacionarni funkce ¢, ktera pouze
spliiuje podminku B, < By. Nesmime opomenout, Ze je pouze aproximaci,
a pokud {X;,t € Z} ma reprezentaci vzhledem k ¢ ve formé evoluéniho spektra
dGi(A\) = g:(\)d\, tak presna hodnota E|Y?| je dana

BV = [ I PG+ ).

—T

Tedy presnd hodnota E|Y?| je primér dG(\) pres frekvenci i ¢as. Vzhledem
k tomu, Ze samotna hodnota E|Y}?| je nezavisla na volbé ¢, tak prava strana té-
to rovnice ma jednoznacCnou interpretaci jako celkova energie procesu obsazend
ve frekvencich v okoli \g a v ¢ase v okoli ¢.

Pro stacionarni procesy plati I'; () = I'(f), tedy zde se nejednd o aproximaci,
ale vztah plati presné. Piestoze jsme staciondrni procesy nezahrnuli mezi semi-
stacionarni procesy, tak pro né plati stejné vztahy v odhadech a lze i pro né
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pouzit odhady popsané v néasledujici kapitole, protoze se chovaji v nami sledo-
vanych vlastnostech jako semi-stacionarni procesy s Bx = od’| Semi-stacionarni
procesy mizeme tedy povazovat za obecnéjsi tiidu procest nez jsou stacionarni
procesy.

Jiz jsme ukazali, Ze efekt ,,casového prumérovani“ je zanedbatelny, protoze z vhod-
né volby filtru dle podminky B, < By plyne, ze dG;(\) se v ¢ase méni velmi
pomalu pres tiseky dlouhé tak, Ze je v nich {gz}?2 . jesté nezanedbatelny, tj.
pies tsek, na kterém jesté nabyva filtr nezanedbatelnych hodnotff} se hodnota evo-
lu¢niho spektra prilis nezméni. Nicméné piesnost aproximace ([1.19) zavisi na po-
méru B,/ By, coz si ukdzeme na dvou extrémnich piikladech.

Necht B, = 0, tedy gr = Ijx—0), pak je pfesné pro kazdou ¢ a lze psat pouze

E|Y|? = /ﬁ dG(\). (1.20)

Naopak pokud
qr = lim An.k>
n—oo

kde

_ [ YV (k< 5n)
q"v’“{o (k] > 3n)

2

tak B, = oo. Pokud navic pfedpokladame, Ze Lebesgue-Stieltjesova mira gene-
rovana F' je absolutné spojitd vzhledem k Lebesgueové mite a f je piislusna
Radon-Nikodymova derivace, tak lze ukazat, ze

T—A0
EYi[* = lim | Hourg PN+ A)dA, (1.21)
n—o00 =)o
kde
1 Lt—&-%nj
Hn)\o()‘) = = Z A(k, A+ )\0)6“6)\.

vn

k=[t—in]

V tomto piipadé je E|Y;?| nezavisla na ¢, a pokud by X; byl stacionarni, tak
odpovida definici spektra stacionarniho procesu.

P¥i porovnani rovnic a muzeme dojit k dulezitym zavéram. Prava
strana rovnice je funkei pouze evolu¢niho spektra v ¢ase ¢ a neobsahuje
jeho hodnoty v ostatnich okamzicich, ale neobsahuje Zadnou informaci o rozdéleni
dG()\) nad frekvencemi, protoze je nezavisla na .

3V tomto p¥ipadé nelze popsat Fourierovu transformaci A(t, \) pomoci hustoty, ale pokud
bychom chtéli pojem charakteristické §ifky zobecnit i na staciondrni procesy, tak protoze je
cela Fourierova transformace soustiedéna v nule, tak By(A) = 0,\ € [—m, 7] a By mizeme
dodefinovat jako oo.

4U zde prakticky pouzivanych filtra to lze zaménit za tisek, na kterém filtr nabyva nenulovych
hodnot.
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Na druhou stranu, pokud v rovnici predpokladame, Ze je pro kazdé n
|Hpxo (A)|? velmi koncentrovana v okoli A = 0 (coz bude blizké nasemu pifpadu,
jelikoz jsme predpokladali, Ze pro kazdé A je A(t, \) pomalu se ménici funkce t),
tak prava strana bude ptiblizné rovna

ro0 i [ Ha P}

n—oo |

kde tato hodnota je zcela nezavisla na t a mize byt interpretovina jako ,pri-
mér” pres t pro —oo <t < o0.

Timto chceme demonstrovat, Ze ¢im presnéji uréime dG;(A) jako funkci ¢asu, tim
méné piesné ji ur¢ime jako funkci frekvence a naopak. Tato vlastnost miize byt
chapéna jako PRINCIP NEURCITOSTI, t.j. pfi urceni evolu¢niho spektra nelze do-
sdhnout najednou vysokého rozliSeni jak v ¢asové, tak ve spektralni doméné.
Déale predpokladejme, ze zafixujeme minimalni rozliSeni ve spektralni doméné,
tedy nastavime dolni hranici pro B,. Pro urcitou semi-stacionarni funkci ¢ bude
rozliSeni v ¢asové doméné dano hodnotou B,/B, (¢im mensi, tim vySsi rozliSe-
ni). Zejmé dosdhneme nejvyssiho mozného rozliseni v ¢asové doméné pii pouziti
funkce s maximalni charakteristickou sitkou.

Pokud C* obsahuje pouze jednu funkei, tedy ¢* je jednoznacné urcena a pied-
stavuje prirozenou reprezentaci pro {X;,t € Z}, jejiz pomoci miuZzeme nejlépe
vyjadrit spektralni obsah procesu, ktery se méni v ¢ase. Naptiklad nyni je vidét,
pro¢ je prirozené vyjadieni stacionarnich procesi pomoci exponencialni funkce.
V tomto pripadé je to totiz jednozna¢né urcené piirozend reprezentace s maxi-
malni charakteristickou §iikou By = oo .

Pokud C* obsahuje vice funkci, pak kazd& ¢* € C* je prirozenou reprezentaci
procesu. Necht dGj()\) oznacuje evoluéni spektrum vzhledem k ¢* a gf(\) je
vyhlazené evolu¢ni spektrum dané

G = / T PO PAGE (A + No).

—T

Pak plati
E|Y;|* = g; (\o) + O(B,/Bx),

a protoze muzeme urcit nejvyse vyhlazena evolu¢ni spektra, kterd se mohou li-
8it o O(B,/Bx), tak budeme reprezentace pomoci jednotlivych funkei povazovat
za ekvivalentni.

Nakonec uvazme piipad, ze C* je prazdné, tedy neexistuje zadna funkce s charak-
teristickou sitkou By, pomoci které lze reprezentovat proces { Xy, t € Z}. Pro pro-
ces neexistuje prirozend reprezentace, protoze pro kazdou semi-stacionarni funk-
ci, kterou ho lze reprezentovat, existuje funkce s vétsi charakteristickou Sitkou.
Pro tento ptipad predefinujeme podtiidu C* na tfidu semi-stacionarnich funkeci,
kterymi lze reprezentovat dany proces a které maji charakteristickou sitku v inter-
valu [Bx —n, Bx), kde 1 je vhodné zvolené malé kladné ¢islo. Pak vSechny funkce
z C* maji téméf stejné evolu¢ni spektrum (viz piipad s vice funkcemi v C*).
Nadale budeme uvazovat reprezentaci pro {X;,t € Z} jen vzhledem k urcité
¢* € C*, a kdyz budeme odkazovat na evolucéni spektrum procesu {X;,t € Z},
budeme mit na mysli |A*(¢, \)|*?dF*()\), evolu¢ni spektrum vzhledem k funkei ¢*.
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1.2.4 Vlastnosti odhadu evolu¢niho spektra

Tato kapitola je zalozena na Priestley (1966). Mé&jme dana pozorovani realného
semi-stacionarniho nahodného procesu {X;,t € T} prot € T = {0,...,T} a bu-
deme se zabyvat problematikou odhadu evolu¢niho spektra dG(\) pro t € T
z Casové fady. Bude nés zajimat pouze ptipad, kdy je Lebesgue-Stieltjesova mira
urcenéd funkei F'(A) absolutné spojita vzhledem k Lebesgueové miie a f = F’
existuje na celém intervalu [—m, 7], pak evolu¢ni spektrum procesu lze zapsat
ve formé dG(\) = g(A\)dA pro A € [—m, 7], kde g,(\) je evoluéni spektrdlni hus-
tota.

Necht {g}3°__ je filtr splijici a (L.17)), pro libovolné Ay € [—, 7] oznac-

me

t
Udo) = Y qrXyge00H), (1.22)

k=t-T

Piedpoklddejme, ze B, < Bx < T, takze pro T' > t > 0 lze nahradit meze
sumy za —oo a 0o a U(\g) se stane procesem identickym s procesem {Y;, ¢ € T},

ktery jsme definovali v (1.12)). Rozdil mezi U;(\o) a Y; je v koncovych hodnotach a
pro t vyrazné vétsi nez nula predpokladame zanedbatelnost tohoto rozdilu. Z véty

plyne

T—MAo

B, (M) = / D) Pgi(h + Ao)dA + O(B,/Byx). (1.23)

—T—AQ

Zde upozornime na rozdil mezi odhadem evolu¢niho spektra a odhadem spektra
stacionarniho procesu. V druhém piipadé miizeme pouzit vyse popsanou techni-
ku, ale §itka pasma (rozdil mezi nejvyssi a nejnizsi frekvenci, kteréd je efektivné
prenasend skrze filtr) [T'(X)|? je volena jako funkce T, ktera jde k nule pro T — oo.
Pokud pracujeme s evoluénim spektrem, tak sitka pasma |[T'(\)]? (kterd se méni
inverzné oproti B,) je omezena skrze podminku B, < Bx. Pro odhad ¢:;()\) je
tieba predpokladat, ze [I'(M\)|? je pseudo d-funkce vzhledem k g;()\) a lze diky

ST ID(N)[PdX =1 psat

E[U:(Ao)[* ~ g¢(o).
Za uvedenych podminek je |Uy(A\o)|? pFiblizné nestranny odhad g;()\g). Za pied-
pokladu normality procesu {X;,t € T}E] dostaneme

2

var(|U,(A\o)[?) ~ {/W_ i ITO) g (X + )\O)d/\} (1+6o.x0), (1.24)

—T—Ag

ktery je nezavisly na T a jeho chovani bude obdobné chovani periodogramu v kla-
sické spektralni analyze, ktery je zatizen fluktuacemi. Abychom se s timto pro-
blémem vyporadali, tak muzeme ve vybéru vyhladit hodnoty U;()g) pies okolni
t, proto pouzijeme vahovou funkci Wy (t) zavislou na parametru 77, které spliiuje

1. Wy (t) > 0,V¢, T,

5Zaroveil tento piedpoklad znamend, Ze existuji viechny momenty pro rodinu nidhodnych
veli¢in {X;,t € T}.

19



2. 3% Wr(t) = 1,97,
3.3 0 W ()]t < oo, VT

4. Oznacme

[e.9]

Wi (A) = > e MWn(t), A€ [~ 7],

t=—o0

predpokladejme, 7e existuje C' takové, ze

lim {T/ |W7’i,()\)]2d)\} =C.
T'—o0 -

Déle zavedeme odhady spektra {g:(\o),t € T'} ve tvaru

Z W (k)| Uy (Xo) |- (1.25)

k=—o00

Lze ukdzat, ze fada Y oo Wi (k)|Ui—(Xo)|? za danych predpokladii na vahovou
funkci konverguje dle stiedu (v Ly (€2, A, P)) a absolutné skoro jisté podobné jako
v Tvrzeni [9] Konvergenci v kvadratickém stiedu (v Ly(€, A, P)) nelze dokézat
bez polozeni piedpokladii na 4. momenty procesu {X;,t € Z} (napf. jiz zminéna
normalita procesu).

Pokud predpokladame, ze Wi (t) klesa k nule dostate¢né rychle pro rostouci ||,
pak mtZeme sumu vyjadiit pomoci kone¢ného poc¢tu hodnot |U;(Ao)|?. Z
dostaneme

T—A0
BGOD) ~ [ g+ )PP (1.26)
—T—Xo
kde
)\+)\0 Z WT’ gt k )\+)\0) (127)
k=—o00

Z (1.27) muzeme vidét, ze F(g;(Ao)) je vyhlazena forma g,(\o) pies ¢as i frekvenci.
Pokud stejné jako difve piedpokladame, Ze se g;(\) méni pomaleji nez [['(M\)|*
(pro kazdé t), tak plati

E(g:(Ao)) ~ G:(Mo), (1.28)

tedy §:(Ao) je piiblizné nestranny odhad vazeného priméru g,(A\g) pies okoli ¢asu
t.

Vysetiovani vlastnosti g;(\g) ve vybéru je pfimocaré, proto zde shrneme jen hlavni
vysledky. Pokud pfedpokladame, opét ze {X;,t € T} je normalné rozdéleny a ze
|W2,(N))?/T" je pseudo d-funkce vzhledem k [T'(A)]? (tj. volime B, < T"), tak Ize
ukézat, ze

var(0w) ~ @0a) { [ W0 [T iroant a s, 1290

—T
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kde

Pro velké 7" dostaneme z piedchoziho vzorce a z podminky (4) kladené na va-
hovou funkci

var(a00) ~ VL [ iroopa} @ dng. e

T .

Piiblizna velikost vychyleni odhadu g;()\¢) muze byt ziskana z ([1.26])
E(gi(Ao)) ~ > Wi (k)ge- k(A + Ao) T(A\)PdA. (1.32)

Predpokladejme, Ze existuje druhé derivace g;(\) vzhledem k . Provedeme rozvoj
druhého Fadu g;_x(A+ Ag) okolo bodu g;(\g) v proménnych k a A, vyssi fady roz-
voje zanedbame, tedy pfedpokladame, ze lze g, (A + A\g) nahradit kvadratickou
formou ptes hodnoty k a w, na kterych jsou funkce Wy (k) a |I'(\)| nezanedba-
telné. Protoze v proménné k se jedn& o posloupnost, tak derivace v Taylorové
rozvoji nahradime pfislusnymi diferencemi a tedy

ek (A + Ao) ~ gi(Xo) + g (Ao)A + Av(ge(Ao))k
, 1 1
+ A0 M0))gh o)Ak + 5017 (M)A + SA (g (o))R, (1.33)

kde

Ai(9:(Mo)) = ge+1(Xo) — ge—1(Xo)

AP (9:(X0)) = gir1(Mo) = 20:(X0) + gr-1(No)

jsou voleny tak, aby vystihly parabolu definovanou okolnimi body ¢;(\) a pro roz-
voj predstavuji diskrétni alternativu k derivacim.

Dale predpokladejme, 7ze Wy (k) a [['(A)[? jsou sudé funked’] Pak p¥i dosazeni
rozvoje do po integrovani nebo sec¢teni budou nulové 2., 3. a 4. ¢len rozvoje
a pribliznou velikost vychyleni odhadu muzeme zapsat ve formé

Biy By }

+

E(g:(M)) ~ g:(Ao) {1 9Bt ) T 2Bt )

(1.34)

kde

N

By = { i k:2WT/(k)}

k=—00

§IT(A\)|* bude vzdy sud4, pokud je {qx}>
pro v8echny pouzité vihové funkce.

_o redlnd posloupnost. Wy (k) bude suda
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je mira Sitky“{Wp (k)}32_ .,

Br = {/z )\2|F(>\)|2d)\}%

je mira ,§iiky“pasma |['(\)|? ( mezi Br a B%,

identické),

existuje kladna zavislost, ale nejsou

[N

Déle ozna¢me
Bo = teT,ig[f—fr,w] Bo(t, A),
B P
pak muzeme By a B, oznadit za $ifku pasma evolu¢niho spektra ¢:(\) v ¢asové a

frekvencni doméné (mezi By a By existuje kladna zavislost, ale nejsou identické).
Z (1.34) dostaneme piiblizny vyraz pro vychyleni ve tvaru

: B B
E(G:(Mo) — 9:(Xo)) ~ g¢(Mo) 5B + o)
0 g
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1.2.5 Parametry odhadu evolu¢niho spektra

Pti konstrukci odhadu se musime rozhodnout o jeho nésledujicich vlastnostech

1. forma filtru {q}3>

—00)

2. forma vahové funkce Wy (t),
3. By, sitka filtru {qr}32_ .,
4. T', parametr Wrp ().

Pro optimalni volbu parametri by bylo tfeba mit kompletni znalost evolu¢niho
spektra, které v redlném problému, kdy ho chceme odhadnout, nemame zpravidla
k dispozici. Proto navrhujeme nejprve provést odhad spektra za pomoci libovolné
zvoleného filtru a vahové funkce s parametry, které spliuji vyse uvedena omezeni
B, < T" < T, které mizeme volit bez znalosti spektra procesu. Na zékladé zis-
kaného odhadu zvolime optimalni filtr a vahovou funkci (véetné piislusné sirky
filtru a parametru vahové funkce) a s nimi provedeme druhy odhad, ktery budeme
povazovat za findlni odhad spektra. Dusledky tohoto postupu budeme diskutovat
v praktické ¢asti.

Filtr a okno budeme volit tak, abychom minimalizovali relativni stfedni ¢tver-
covou odchylku odhadu (RMSE), tedy pro kazdou funkcionélni formu filtru a va-
hové funkce najdeme Siiku filtru a parametr 7" vahové funkce tak, aby mél odhad
nejmensi RMSE. Zvolime funkcionalni formy filtru a vahové funkce, které dosahly
nejnizsi RMSE a parametry, se kterymi ji doséhly.

Pro kvalitu odhadu za predpokladu znalosti spektra lze pouzit vztahy odvo-
zené v piedchozi kapitole. Po nahrazeni evolu¢niho spektra jeho odhady v téchto
vztazich budeme volit filtr a vaAhovou funkci tak, aby byla minimalizovina RMSE
odhadu. Formu filtru {¢;}> ., a vahové funkce Wiy (t) budeme volit z jednoho
ze standardnich okenﬂ ukazky nékterych z nich jsou uvedené na Obréazku a
na Obréazku jsou hodnoty pfislugnych prenosovych funkei (okna jsou standar-
dizovana a tedy plati (1.16))). Hodnoty parametri budeme vybirat ze zvolené sité
tak, aby splitovaly omezeni B, < T" < T.

Nejprve predpokladejme, ze mame zvolenou funkcionélni formu filtru a vahové
funkce a zvazime 4 mozné omezujici podminky, které budeme klast na odhad
9¢(Ao). Pokud pouzivime kone¢né filtry, pak pii pevné stanovené funkcionalni
formé filtru je jednozna¢ny vztah mezi B, a po¢tem nenulovych hodnot {gx}7>
a u vahové funkce s koneénym poc¢tem nenulovych hodnot bude pro zjednoduseni

parametr 7" pfimo oznacovat pocet nenulovych hodnot {Wr (k)}32_ ..

"Rozséhly seznam oken lze najit napiiklad na adrese http://en.wikipedia.org/wiki/
Windowed_frame| citovano 15.1.2014.
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1. Fixni rozliSeni ve frekvenéni doméné Chtéjme nejprve, aby pro kazdé ¢
mél G,(Ao) predepsanou piesnost ve frekvenéni doméné. Pak musime volit sitku
filtru {qx}7> . tak, aby platilo

Br
— =
By ’
kde v je mal4 piedepsana konstanta. Za daného B, uré¢ime Br a z ného $itku filtru

B,. Dale parametr vahové funkce 7" budeme volit tak, abychom minimalizovali
relativni stfedni ¢tvercovou chybu g;(Ao), tj.

RMSE(T') = [biasz(ﬁt(Ao)) + var(g¢(Ao))]/g¢(Ao)

B4 e T
~ W / Wi (N A / T (6)] a6,
1B

—Tr —Tr

kde jsme nahradili g;(\g) pomoci g;()\g), a protoze predpokladame, Ze v obecné
2
je voleno velmi malé, tak % lze zanedbat. Nasledné zvolime 7" tak, aby minima-

lizovalo RMSE(T") za platgnosti B, <T'<«T.
P¥i rostoucim 77 klesa var(g;(\o)) a roste bias(g;(\o)).

2. Fixni rozliSeni v ¢asové doméné Pokud naopak pozadujeme predepsané
rozliSeni v ¢asové doméné, pak volime 7" tak, aby

Bw

BO :lu’7

kde p je dand mala konstanta.
Nyni volime §itku filtru tak, abychom minimalizovali relativni stfedni ¢tvercovou
chybu

B4 ™ T
RMSE(B,) ~ ﬁ +/ ]WT/()\)Pd)\/ IT(6)|*ab,
g —7 -
za platnosti B, < T".
V tomto piipadé analogicky plati, Ze pii rostoucim B, klesa bias(g:(\o)) a roste

var(g:(Ao)).

3. Fixni rozliSeni v obou doménach V tomto piipadé volime B, a 1", aby
platilo

Br
1
Bg

a
Bw
BO _ILL7

kde v a p jsou obé dana a hodnota relativni stfedni ¢tvercové chyby je jimi dana.
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4. Zadné fixni rozliSeni Pokud nejsou specifikované zadné omezujici pod-
minky na rozliSeni, tak volime B, a 1", abychom minimalizovali relativni stied-
ni ¢tvercovou odchylku, kterd zavisi nyni na obou, tj. za platnosti podminek
B, < T' < T volime B, a T" tak, abychom minimalizovali

1 /B2 B\’
RMSE(B,) ~ 5 (B—VO;.V + B—Q) +/
q

s

" W () P / T (0)|'db.

— -

V nasich aplikacich budeme pracovat pouze s touto posledni variantou.

Poznamka. V odhadu relativni stfedni ¢tvercové chyby mizeme zavést hodno-
ty B, a 1", které budou zavislé na ¢ase a frekvenci, tedy pokud zname hodnoty
By(t, \) a By(t, A) pro kazdé ¢ a A, tak jimi mizeme nahradit hodnoty v omezenich

Br(t,\)/By(t,\) = v(t, ),
BW(t7 /\)/Bo(t, /\) = :u(t7 /\)

Déle mizeme nahradit hodnoty v odhadu relativni stfedni ¢tvercové chyby, ale
v tomto piipadé je pfi jeji minimalizaci tfeba uvazit, jakou metrikou budeme
poméiovat chyby pro ruzné frekvence a Cas. Cimz pii dobrych odhadech RMSE
dostaneme lepsi odhady evolu¢niho spektra, ale v tomto pripadé vyrazné vzroste
vypocetni ndroc¢nost, proto tuto ipravu nebudeme pouzivat.
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1.3 Predpovédi na zakladé evoluc¢niho spektra
Omezime se na linedrni predpovédi, které budou minimalizovat stfedni ¢tver-

covou chybu predpovédi. Metodika predpovédi a nasledujici tvrzeni je prevzato
z publikace Priestley (1988).

Tvrzeni 11. Necht {X,;,t € Z} je readlny oscila¢ni proces a existuje funkce
P(t, \) = A(t, \)e*M, kterou lze proces reprezentovat ve formé

X, = / "ot NdZ()

a vzhledem ke které ma proces evolu¢ni spektrum dGy(\) = |A(t, N)|*dF()), kde
{Z(N), X € [—m, x|} je proces s ortogonalnimi piirastky a F'(A) je jeho piirastkova
distribu¢ni funkce. Déle predpokladejme, ze

e spektrum je absolutné spojité¢ vzhledem k Lebesgueové mite
s Radon-Nikodymovou derivaci g,(\) = |A(t, \)[2f(N),

e spektrum splnuje

/ In g (A)dA > —o0,t € Z,

—T

e funkce A(f, \) ma jednostrannou Fourierovu transformaci ve formé

=> e M(u),t € Z,\ € [—m, 7).

Pak existuje funkce ay (), |az(A)]? = g:(A\), kterd ma jednostrannou Fouriero-
vu transformaci, tj.

Ze’”\“ ),t € Z,\ € [—m, 7).

Déle existuje ndhodna posloupnost {&;,t € Z}, pro kterou plati

Egt = O) t e Z,
El&|* = 2, teZ,
E(&€5) =0, s,t €Z,s #1,
b= [ eMax, tez,

kde {z(A\),\ € [—

7,7} je proces s ortogonalnimi piiristky a piirastkovou distri-
buéni funkei Fy(\) =

A a existuje reprezentace procesu {X;,t € Z} ve formé

= Z ar(u)&i—u- (1.35)
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Poznamka. Suma >~ a;(u)&—, je konvergentni podle kvadratického stiedu
pro t € Z, protoze

2772 la;(u)|* = varX; < oco. (1.36)
u=0

Pokud by koeficienty spliiovaly > |a:(u)| < oo, tak by fada konvergovala ab-
solutné skoro jisté. Oboje plyne z véty 5.2 v publikaci Praskova (2004).

Poznamka. Koeficienty Fourierovy transformace {a;(u),u > 0,t € Z} muzeme
pii znalosti g;(\) ziskat ze vztahu

) =33 auk)a, (De".

k=0 =0

Lze napiiklad volit dostatecné jemnou sit pro A a omezeny pocet koeficienti
a¢(0), ...,a¢;(N), vzhledem ke kterym budeme Fesit ziskané rovnice.

Budeme se zabyvat pouze predpovédmi Xt+m ve formé linearnich kombinaci
z {Xs, s < t}, tj.

t
Xt-i—m = Z bt(S)Xs.

Pfi pouziti (1.35) reprezentace lze psat
¢ t+m
Xiym = Z Qg (t+m —u), + Z Qg (L +m — u)&,. (1.37)
U=—00 u=t+1

Protoze lze kazdé X; vyjadrit jako linearni kombinaci {&;, s < t}, tak lze i Xiim
vyjadrit jako linearni kombinaci {&, s < t}, tj.

t

Xter: Z Ct<u)£u-

U=—00

Problém je nyni redukovan na nalezeni vhodnych koeficientti {¢;(u)}, které mini-
malizuji stfedni ¢tvercovou chybu predpovédi.

Reseni vyplyva piimo z 1) a z nekorelovanosti ndhodnych veli¢in {&;, s <
t+m}

t

Xiem = Y tm(t +m —u)éy, (1.38)

U=—00

tedy volime koeficienty c;(u) = appm(t +m — u),u < t. St¥edni ¢tvercovou chybu
odhadu dostaneme také z (|1.37)

m—1
2103 |agsm (u)[
u=0
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Protoze v praxi mame k dispozici pouze hodnoty {X,,s < t}, tak je tieba
ziskat pro predpovéd vyjadieni pomoci této posloupnosti, abychom toho dosahli,
tak vyjadiime nejprve & pomoci procesu {Xs, s < t}

& = Z LAC)D, e (1.39)

Pak dosazenim ([1.35)) do (1.39) a srovnanim koeficienti u {,,u <t} dostaneme
soustavu rovnic

p

Zat—v<p - U>kt(v) = ]{p - 0}7 (140)

v=0

ze kterych lze vyjadiit ky(v).

Poznamka. Pro pevné zvolené ¢t € Z chceme, aby posloupnost {k;(u)}>2
spliiovala idealné > 77 [ki(u)||u| < oo, pak bychom méli zaru¢enou konvergenci
fady > oo o ki(u)X;—, < oo v kvadratickém st¥edu a absolutné skoro jist&, coz lze
dokazat stejné jako v Tvrzeni[9] Postacujici podminky, které by bylo nutné klast
na proces {X;,t € Z} pro konvergenci této rady, vzhledem k slozité zavislosti
koeficientii k;(u) na spektru procesu nebudeme odvozovat.

Prakticky pokud bychom znali evolu¢ni spektralni hustotu gy, (\) nebo bychom
ji nahradili jejim odhadem, tak bychom pro konstrukci predpovédi nejprve ziskali
koeficienty Fourierovy transformace {a;(u),u > 0,t € Z}, ze kterych bychom
v soustave ziskali {k;(u),u > 0,t € Z} a z nasledujici rovnice ziskame uz
samotnou predpoved

t 0
Xipm = Z Z Ay (t+m — )k, (V) Xy

u=—o00 v=0
u

— Z Xi_u Z Aty (M 4 1)k (W — 7).
u=0

r=0

Poznamka. Pokud mame k dispozici hodnoty procesu do casu t, ze kterych
nejprve odhadneme evolu¢ni spektrum a chceme provést predpovéd, tak méame
k dispozici pouze koeficienty a,(-),u < ¢, ale potiebujeme hodnoty a;;,,(+). Navic
dle vlastnosti odhadu v krajnich bodech nedostaneme spolehlivé odhady spektra.
Abychom k nim dospéli, tak je potieba nejprve ziskat na zakladé vyvoje evoludc-
niho spektra jeho predpovéd do ¢asu t+m a z ni vyjadiit pozadované koeficienty.
pomoci kone¢ného po¢tu parametri (napitklad ARMA procesy s ¢asové zavislymi
koeficienty v nasledujici kapitole), u kterych muazeme sledovat vyvoj parametri
namisto evolu¢niho spektra. Parametry v ¢ase ¢t + m miZeme predpovédét na-
piiklad pomoci regresnich metod a z nich nasledné vypocitat samotné evolu¢ni
spektrum.

Predpovédi evolu¢niho spektra se zde nebudeme zabyvat, ale na zakladé znalosti
odhadu spektra v ¢ase t + m zkusime zpétné vytvorit pfedpovéd z casu t.
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Poznamka. V nasSem piipadé budeme zkoumat redlnou ndhodnou posloupnost
a koeficienty a;(u), k;(v) a nahodné veli¢iny & budeme hledat realné, jinak bychom
neméli zaruceno, ze i pfedpovédi budou realné.

30



1.4 ARMA procesy s ¢asové zavislymi koeficienty

Definice 11. Necht {&;,¢ € Z} je bily §um s rozptylem o2 > 0. Pak definujeme
proces ARMA(p,q) s casové zavislymi koeficienty {X;,t € 7.}

ZQ th+z¢k Et— k,tEZ

kde p,q € IN, 6;(t) jsou autoregresni koeficienty, ¢;(t) jsou koeficienty klouzavého
priméru, ¢o(t) =1 a 3t1,ts: O,(t1) # 0, ¢,(t2) # 0.

Pokud koeficienty procesu spliuji podminku

Z Z Z He'i(t—iﬁ)%(t—Zﬁ) < o0, t€Z,

m=0|i=0 {k,j1,...Ji } €Ay m n=1

kde
Az,m:{{kajla7]1}Z]l+k2m71§]l§p70§k§q}’
=1

a
sp S
D SID | DX SHAIRT AP
l=s {]1 ..... ]s}egsl i=1

kde

Oim = {{j1, - di} 1 Y g =m,1 < j; <p},
=1

a existuje takové D € R, pro které plati
E|X:| < D,VteZ,

pak proces {X;,t € Z} ma kone¢né druhé momenty a lze jeho hodnotu v Case t
vyjadiit pomoci bilého Sumu {g;,t € Z} nasledovné
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jo=1 k=0

- jl)eja (t -

t— )Xo+ ) Oalt - j1)€t—j1—k> +> k(e n

J1 = 32) Xt j1—ja—is

i—1

S

r=1

Zjl Et—k—30" 1]1)

Z]z €ty 1ﬂ>

P p q
+Y DD 0, (005, — i)kt — 1 — J2)Er sk
Jj1=1j2=1 k=0
P q q
+Z 9]1( )Cbk(t_]l Et—jy k+z¢k Et—k
ji=1 k=0 k=0
q ps
= Or(t)es k+ZXtm Z H@h
k=0 m=s {J1,-,Js }EOs,m =1
s—1 P q m
5 OIID 95 DA SE3) § X
m=1 \j1=1 Jm=1 k=0 =1 i=1
q
= dl(t)eis
k=0
o0 p p q m
+z(z- ot =S i o
m=1 \ji=1  jm=1 k=0 I=1 i=1

)

m=0 i=0 {k,j1,....i} €A m N=

0;,(t — Z]l)%(t - Zﬁ)&s—m,
1 =1 =1

z ¢ehoz vidime i smysl a odvozeni vySe uvedenych podminek.

Autokovarian¢ni funkce je pak ve tvaru

R(t,t —p) = B(X: X;_,)

m-+p

QZZ S O

m=0 \ =0 {k,j1,....Ji }€Ai,mip n=1

ijl)d)k(t =) i)

(i > Ioe

1=0 {k,j1,....4i }EA; m n=1

Autokovarianéni funkci lze vyjadiit jako R(t,t — k) = [

kde ¢(t, \) muzeme volit ve tvaru

v 91 DORED SN | (X

1=0 {kjl ]7}6A1mn 1

Ot \) =

a F(\) = \. Protoze ¢(t, \)
dGi(A) =
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Z]l Pr(t — Z]z el

— k- ijz)(ﬁk(t — k- ij)) :

;s No(t, N)dF (N),

(m+E)A

= A(t,\)e'™ tak miizeme zavést evolu¢éni spektrum
|A(t, N)|2dX = |p(t, ) |2dA. V dalsi ¢asti se budeme zabyvat specidlnim



piipadem a to procesem AR(1) ve tvaru
Xy =0(t) X1 + &,

kde mizeme uvazovat prislusnou oscila¢ni funkci ve tvaru
At,\) = = S o (T, 6(t — n+ 1)e™?) a evoluéni spektrum

dG (A 27T<ZH6t—n+1 W) (iHGt—nJrl )d)\.

m=0n=1 m=0n=1

Dale uvazujme, 7ze mame k dispozici odhad evolu¢ni spektralni hustoty g;(\) =

2
|A(t, \)| . Jelikoz je spektrum ur¢eno pomoci autoregresnich koeficienta procesu,
tak z odhadu spektra lze z ziskat odhad koeficientt, jak navrhuje Rao (1970).
Dle stejného autora muzeme odhady ziskat napiiklad minimalizaci nésledujici
funkce

t;o/ (\At)\] s A)\)

nebo

> [ (s AT st ) an

t=—00

kde |A(t, \)|? zavisi na o,0(t),0(t — 1), ... dle vySe uvedeného vztahu.

Zde navrhujeme alternativni metodu odhadu koeficientii, kterd pouziva koefici-
enty pro predpovédi ziskané z rozkladu spektra dle predchozi kapitoly. Méjme
k dispozici koeficienty a;(u), pak pokud mame AR(1) proces, tak ma spektrum
ve formeé

a tedy plati

a;(u) = \/Lz_ﬂge(t—m 1),

takze muzeme ziskat odhady {é\(t)}fi_oo naptiklad ve tvaru

Analogicky lze odvodit odhady koeficientt i pro jiné druhy ARMA procest.
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2. Aplikace

2.1 Simulace

Nez prikroc¢ime k aplikaci na redlnd data, zkusime ovérit kvalitu popsanych od-
hadii na dvou typech simulovanych procesti, kde budeme mit moznost porovnat

i odhadnuté evolu¢ni spektrum oproti teoretickému evolu¢nimu spektru.

3 t=400 t=700 - t= 1000 t = 1300
8 ™
o |
o N
- 8 ] «
S -
[Te] 9. -
o
o o o - o
T T 1 T 1 | | 1 1
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o —
o t=1600 t =1900 i t=2200 e} t =2500
[oe]
0 5 ©
i © ® <
o — ™
— <
L <
10 © S o
o . —
o o o
o T T 1 o T 1 © | | e 1 1
-pi 0 pi 0 pi —pi 0 pi i pi
3 9
o t=2800 t=3100 t = 3400 o t=3700
o <
© 5 - .
< 0 o
=] -
o o o o
T T 1 T 1 | | 1 1
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0 o
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™ o 0
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-
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—
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o
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Obréazek 2.1: Porovnani odhadi (¢erné) po 2. iteraci a skute¢nych hodnot evolué-
niho spektra (modie) AR procesu s koeficienty (2.1) v linedrnim méfitku pro 1. re-
alizaci procesu

Jako prvni piiklad budeme uvazovat AR proces {X;,t € T ={1,...,T}} s ¢asové
zavislymi koeficienty ve formé

X =0(t) X1 + ¢4,
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Obrazek 2.2: Porovnani odhadu (¢erné) po 2. iteraci a skute¢nych hodnot evo-
lu¢niho spektra (modie) AR procesu s koeficienty (2.1 v logaritmickém méfitku
pro 1. realizaci procesu

kde &; jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rozdélenim N(0,1) a koeficienty jsou
ve formeé

4t
0(t) = 0.75+ 0.2 - sin (TW) (2.1)
a T = 5000.

Odhad v prvni iteraci provedeme pomoci filtru a vahové funkce ve formé bo-
zcar s parametry h = 11 (délka tseku, na kterém mé filtr nenulové hodnoty)
a T" = 301 (délka tseku, na kterém ma vahova funkce nenulové hodnoty). Di-
ky této volbé parametri ocekdvame, ze budeme mit splnény podminky kladené
na parametry filtru a vadhové funkce B, < T" < T. V dalsi iteraci provedeme
odhad, jehoz formu budeme volit na zékladé odhadu ziskaného v prvni itera-
ci tak, abychom minimalizovali relativni ¢tvercovou chybu odhadu (viz kapitola
1.2.5). Z funkcionalnich tvari budeme volit mezi filtry a vahovymi funkcemi z né-
sledujicich: blackman, boxcar, flat top, gaussian, hanning, hamming, triangular,
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kde pro vahovou funkci vynechame flat top, protoze nespliiuje pozadavky kladené

na vahovou funkei (mé i zdporné hodnoty). Parametr A filtru budeme hledat na si-

ti {7+4i}!L, a parametr T" vahové funkce budeme hledat na siti {141+4i}213 dale

budeme uvazovat omezeni 5h < 7", které ma zajistit splnéni podminky B, < Tﬂ
ir_1999

Frekvence spektra budeme sledovat na mnoziné A = {5 72" 1900-

U odhadu spektra budeme sledovat nasledujici charakteristiky chybP]

e maximalni absolutni chyba - MAAE max  |g:(N)—g(\)],
AeAte{1,.... T}

e maximalni relativni chyba - MARE max lge (M) —ge(M)] 7
rehie(t,..ty 9t

97 90300

e integrovana absolutni chyba - TAE > A ,

AeAte{1,....T}

o (ge(N)—ge(A\)?

e integrovana ¢tvercova chyba - ISE > TIA[

AeAted{1,....T}

o lgt (M) —ge (V)]

e integrovana absolutni relativni chyba - IARE > o CUTTA]

AeAte{1,...,T}

Na Obrazku muzeme vidét, ze ve sledovanych ¢asech jsou odhadem lépe
vystizeny frekvence vzdalenéjsi od nuly a frekvence v okoli nuly jsou naopak vice
postizeny nahodnym charakterem procesu. To je zpiisobeno zvolenym méritkem,
kde malé hodnoty spektra na okrajich maji maly absolutni rozdil, ktery ale nemusi
byt relativné maly. Proto je srovnani lépe vystizeno pomoci grafu s logaritmickym
méritkem na Obrazku kde si miiZzeme vSimnout, Ze relativni rozdily jsou
ve vSech frekvencich srovnatelné.

| Iterace | MAAE | MARE | IAE [ ISE | IARE |

1. 52.65 3.29 | 9.52 | 103.07 | 16.52
2. 47.22 226 | 7.29 | 71.90 6.75
3. 42.22 1.99 | 6.28 | 52.52 8.34

Tabulka 2.1: Chyby v odhadu evolu¢niho spektra v zavislosti na iteraci pro 1. re-
alizaci AR procesu s koeficienty (2.1))

Mohli bychom provést vice iteraci odhadu, tj. na zdkladé ziskaného odhadu
bychom provedli opét optimalni volbu parametri a s nimi potom opétovny od-
had, ale vzhledem k tomu, Ze provadime volbu parametri jen na zdkladé ziskaného
odhadu, tak to nemusi vést k zadoucimu zlepSeni. Pokud zvolime na pocatku od-
had s vys$im rozliSenim pro ¢asovou nebo frekvencéni doménu, tak ziskdme diky
ndhodnému charakteru procesu proménlivéjsi odhad v zavislosti na case, resp.
frekvenci a nasledné volime odhad s vét$im rozlisenim, analogicky tomu je v pii-
padé volby odhadu s nizkym rozliSenim, kde diky primérovani pres delsi useky
ziskdme odhady, které se méné méni a volime dalsi odhady s mensim rozlisenim.

1Zde je zjednodusené, lépe by bylo Fesit omezeni pifmo pomoci B, které zavisi kromé h také
na funkcionalni formé filtru.

Integral je nahrazeny sumou, protoze provadime odhad pro A ve vybranych bodech, ne na ce-
lém intervalu.
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Iterace | MAAE | MARE [ IAE | ISE | IARE |

1. 47.22 226 | 7.29 | 71.90 | 6.75
50.02 3.81 1696 | 75.78 | 6.68
53.04 2,99 | 7.02 | 74.81 7.46
24.71 4.82 | 6.25 | 39.01 7.19
47.81 1.94 1 6.98 | 64.88 | 6.66

G LN

Tabulka 2.2: Chyby v 2. iteraci odhadu evolu¢niho spektra v zavislosti na prove-
dené realizaci AR procesu s koeficienty (2.1])

Proto budeme iteraci provadét pouze jednou, protoze pii simulacich se ukazuje,
7ze k vySe uvedenému nedojde v nepriijatelné mire, a také dojde ke znatelnému
zlepSeni charakteristik odhadu, ktery zaroven nezavisi zcela na subjektivni poca-
te¢ni volbé filtru.

Srovnani chyb odhadu v zavislosti na provedené iteraci odhadu je uvedeno v Ta-
bulce 2.1} kde prvni iterace oznacuje odhad za pomoci nami zvolené¢ho filtru
na pocatku. Miuzeme si vSimnout znatelného zlepSeni vSech charakteristik pri
provedeni 2. iterace a zlepSeni vSech charakteristik az na integrovanou relativni
chybu po provedeni 3. iterace. Pti 3. iteraci uz doslo ke konvergenci odhadu, tj.
na zakladé provedeného odhadu bychom dale volili stale stejné parametry jako
v predchozi iteraci.

V Tabulce miizeme vidét chyby v 2. (finalni) iteraci odhadu pro 5 riznych
realizaci procesu.

Dalsi proces, kterym se budeme zabyvat, je opét autoregresni proces s koefi-
cienty ve tvaru

4t
0(t) = —0.75 + 0.2 - sin (Tﬂ) . (2.2)

Porovnani odhada evolu¢niho spektra tohoto procesu se skute¢nymi hodnota-
mi muzeme vidét na Obrazku 2.3] V Tabulce je vidét vyvoj chyb odhadu
v zavislosti na provedenych iteracich odhadu, zde je nejzajimavéjsi rist relativni
maximalni chyby a integrované absolutni relativni chyby od 3. iterace, u kterych
bychom ocekavali lepsi vyvoj oproti ostatnim vzhledem k tomu, Ze se stejné jako
u optimalizované metriky RMSE jedna o charakteristiky chyb zalozené na rela-
tivni odchylce. Jak je jiz zminéno vySe, toto muze byt zptusobeno nahrazenim
hodnot evolu¢niho spektra jeho odhady pfi volbé parametri nebo nahrazenim B,
za By(t,\) a B, za By(t,\) . V Tabulce 2.4 miuzeme vidét vyvoj chyb odhadu
v 5 realizacich ndhodného procesu.

Kromé odhadu spektra budeme chtit predpovidat hodnoty simulovanych pro-
cestl a to dle hodnot odhadnutého spektra. Pro predpovédi budeme predpokladat
znalost evolu¢niho spektra pro cely proces, tedy budeme pro predpovédi pouzi-
vat i spektrum, které lze odhadnout az z budoucich hodnot ¢asové fady. Pokud
bychom chtéli provadét odhady v praxi, tak bychom museli jesté provést predpo-
védi samotného evoluéniho spektra.
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Obrazek 2.3: Porovnani odhadu (¢erné) a skuteénych hodnot evolu¢niho spektra
(modie) AR procesu s koeficienty (2.2)) s logaritmickym mé¥itkem pro 1. realizaci

procesu

Tabulka 2.3: Chyby v odhadu evolu¢niho spektra v zavislosti na iteraci pro 1. re-

[Tterace | MAAE [ MARE [IAE | ISE | IARE |
L[ 5395 2.19]09.06] 115.84 | 14.45
2.| 4936 | 1.46|7.14| 89.20 | 6.66
3.| 4275 | 167|588 | 59.97| 7.8l
4. 4117| 195|584 | 5545 8.32

alizaci AR procesu s koeficienty (2.2)

Pro ziskani pfedpovédi nejprve vyjadiime koeficienty a;(u), pomoci nichz bude-
me reprezentovat X; jako soucet nekorelovanych nahodnych veli¢in {&,,u < t}

dle (1.35)). Pro jejich vypocet pouzijeme soustavu nelinearnich rovnic

9¢(N)

U

N

O e ™ay(u)(Y - eMay(w),t =1, T, A € Ay,

=0

N

u=0
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Iterace | MAAE | MARE [ IAE | ISE | IARE |

1. 49.36 1.46 | 7.14 | 89.20 | 6.66
56.43 2.68 | 6.60 | 81.58 | 6.68
49.29 2.06 | 7.21 | 82.92 7.35
42.57 3.78 1649 | 62.14 | 648
48.27 277 6.66 | 61.63 | 6.74

G LN

Tabulka 2.4: Chyby v 2. iteraci odhadu evolu¢niho spektra v zavislosti na prove-
dené realizaci AR procesu s koeficienty ([2.2))

kde Ay = {&1N,. Radu jsme nahradili koneénym rozvojem pro numerické vy-
pocty a volime N = 125. Hodnoty A jsou ekvidistantni a jsou zvoleny tak, aby
dostatecné vystihovaly pribéh funkce g;(\) a rovnice byly zaroven numericky te-
Sitelné v prijatelném Case a ukazuje se, Ze i pfi této volbé je vétSina koeficienti
a;(u) pro u > 30 zanedbatelna.

Dale vyjadifme z rovnic koeficienty k;(p)

1
k = —— =0t 1,..,T
t(p) at(o)a p ) 6{ ) ) }7
p—

Y aulp — wh(w)
a;—p(0) ’

které vypocitdme postupné pro p = 0,1, 2, ..., N. Z téchto koeficienti vyjadiime
& podle (|1.39)

pe{l,  Nhte{p+1,.,T)

N
&= k()X t € {N+1,.. T}

v=0

Z nich a ze vztahu (1.38) ziskame predpovédi Xi.,

t
Xipm = Z Apym(t +m —u)éy,t € {2N —m+1,....,T —m}.
u=t+m—N

Predpovédi ma ziejmé smysl provadét jen pro m < N, ale pro jejich kvalitu by
mélo byt m vyrazné mensi nez N.

Ptedpovédi budeme sledovat po vynechani prvnich a poslednich 1000 pozorovani,
kde vzhledem k vyhlazovani spektra pomoci vahové funkce nemusime mit spoleh-
livé odhady. Budou néas zajimat pouze predpovédi o jeden, dva a tii kroky u prvni
realizace procesu, u kterych budeme sledovat chyby predpovédi a ty porovname
s predpovédmi zaloZenymi na znalosti generovani procesu. Predpovédi minima-
lizujici stfedni ¢tvercovou odchylku p¥i znalosti AR procesu a jeho koeficienti
ziskdme jako podminéné stfedni hodnoty a jejich tvar je uveden v Tabulce [2.5

V Tabulce 2.6] a [2.7] je uvedeno porovnani

¥ P , 1 4000—m v 2
e stiedni ¢tvercové chyby MSE - 505 >, =001 (Xeam — Xiym)® a

e stiedni absolutni chyby MAE - ?201%51771 N Xm — Xevm]
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m Xéer E’Xz‘{+m — Xt+m|2
1

o(t +1)X, 1
2

O(t +2)0(t +1)X, 1+ 6%(t +2)

O(t+3)0(t+2)0(t+ 1) X, | 1+ 0%t +3)+ 6%(t + 3)6%(t + 2)

Tabulka 2.5: Tvary odhadt a ptislusné stiedni ¢tvercové chyby pro odhady zalo-
zené na znalosti AR procesu

pro odhad zalozeny na odhadnutém spektru a na znalosti AR procesu. Vidime,
ze predpovédi zalozené na odhadu spektra maji ve vSech ptripadech mirné mensi
chyby nez odhady zalozené na znalosti autoregresnich koeficientii, coz ukazuje, ze
ziskané odhady spektra jsou dostate¢né kvalitni pro ziskavani piredpovédi alespon
pro AR procesy.

m | MSE X;,,, | MSE X/, | MAE X;,,,, | MAE X/,
1 09822 1.0331 0.7884 0.8104
2 | 1.5383 1.6083 0.9844 1.0082
3 [1.9217 1.9847 1.1031 1.1196

Tabulka 2.6: Porovnani chyb odhadu zalozeného na evolu¢nim spektru a odhadu

zalozeném na znalosti AR procesu pro proces s koeficienty (2.1)

m | MSE X,,,, | MSE X, ,,, | MAE X,,,, | MAE X,
1 |0.9891 1.0331 0.7914 0.8104
2 | 1.6225 1.6737 1.0085 1.0247
3 | 20414 2.0898 1.1245 1.1406

Tabulka 2.7: Porovnani chyb odhadu zalozeného na evolu¢nim spektru a odhadu
zalozeném na znalosti AR procesu pro proces s koeficienty (2.2)

Na zavér této kapitoly provedeme odhad koeficientu autoregresntho procesu
na zakladé evolu¢ntho spektra a to z odhadu uvedeného v kapitole (1.4)

o(t) = (o)’

Pro oba procesy je uveden na Obrazku 2.5 Pii tomto odhadu pfedpokladame
predchozi identifikaci procesu, tedy vime, Ze se jedna o AR(1) proces.
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Obrézek 2.4: Oc¢ekavana stiedni ¢tvercova chyba predpovédi pro AR proces s koe-
ficienty (2.1] - vlevo) a (2.2 - vpravo) zalozend na evoluénim spektru (plné) a
na znalosti koeficientii AR procesu (teckované)
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Obrézek 2.5: Odhad autoregresnich koeficientii na zékladé odhadu evoluéniho
spektra (¢erné) pro AR proces s koeficienty (2.1]-vlevo) a (2.2]- vpravo) srovnani
se skute¢nymi hodnotami koeficientii (modie)

2.2 Aplikace na finan¢ni data

Pro aplikaci na realné finan¢ni data pouzijeme historickd data futures kontraktu
E-mini S&P 500, které reprezentuji akciovy index zalozeny na trzni kapitalizaci
500 velkych spole¢nosti (s trzni kapitalizaci nad 10 miliard dolarti), jejichz akcie
jsou obchodovany na NYSE nebo NASDAQ.

Pouzijeme data ze dni 13.1.2014-31.1.2014 pro futures kontrakt s plnénim v biez-
nu. Casova Fada bude sestavat z close cen z 10 minutovych svicek, tj. kazdych 10
minut pouzijeme cenu posledniho uzavieného obchodu, ktery bude dany okamzik
reprezentovat. Tuto fadu nasledné jesté transformujeme na logaritmické vynosy,
se kterymi budeme jiz pracovat.E]

3http://en.wikipedia.org/wiki/S&P_500 a  http://www.cmegroup.com/trading/
equity-index/us-index/e-mini-sandp500_contract_specifications.html, citovano
4.4.2014
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Obrazek 2.6: Logaritmické vynosy desetiminutovych svi¢ek indexu S&P 500

Tento proces budeme nadéle oznacovat {X;,t € T = {1,...,T = 2054}} a mu-
zeme ho vidét na Obréazku Diky transformaci na logaritmické vynosy lze
proces povazovat piiblizné za centrovany a dale si lze vSimnout, Ze vétsi zmé-
ny v hodnotach indexu jsou doprovazeny dal$imi velkymi pohyby. Tento jev lze
popsat jako shlukovani volatility a miuze byt zptisoben proménlivou volatilitou
v prubéhu obchodnich seanci (tj. napf. nizsi volatilitou po poledni) nebo zménou
volatility po prichodu novych zprav na trh. Vzhledem ke kratsim vzdalenostem
mezi témito shluky zménime parametry odhadu a to tak, Ze parametr vihové
funkce 77 budeme hledat na siti {61 +4i}°, s hodnotou 7" = 141 v prvni iteraci
odhadu. Tato zména odpovida i pozadavku T" < T, tedy je to vhodnd tprava
vzhledem k tomu, 7Ze sledujeme nyni kratsi casovou fadu nez v pripadé simulova-
nych procestu. Ostatni parametry odhadu budou stejné.

Odhady spektra mizeme vidét na Obrazku . Lze si vSimnout, Ze u tohoto
procesu se odhad spektra i jeho absolutni hodnota v ¢ase méni vyrazné rychleji,
nez tomu bylo u simulovanych procest.

Déle vypocitame koeficienty pro predpoved {a;(u), t € T, u € {0,.... N =
125}}, ze kterych 1ze také ziskat odhad rozptylu procesu, ktery je konzistentni
s odhadnutym spektrem

N
varX, =2 » _|a;(u)].

u=0

4Vzhledem k malym hodnotdm procesu je spektrum vynasobeno 10'°, aby mohlo byt soft-
warem R zobrazeno na grafu s logaritmickym méfitkem.
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Obrézek 2.7: Odhad evolu¢niho spektra indexu S&P 500

Odhad rozptylu je znazornény na Obrazku kde je spoletné s ¢asti rozptylu,
u které ocekdavame, ze bude zachycena jednokrokovou predpovédi,tj.

N
21 ) ay(u)]*.
u=1

Vsimnéme si, zZe zvlasté pii zvysené volatilité, je velka ¢ast rozptylu velic¢iny
nezachycend predpovédi, coz je zpusobeno tim, ze X; pii rozkladu na {&,,u < t}
zavisi nejvice na & dle odhadnutého spektra a to znamenda, ze v dané casové
fadé nelze provadét presné predpovédi, protoze v fadé nenalezneme dostatecné
vyznamnou zavislost na jejich minulych hodnotéch.

Dale z odhadnutého spektra ziskame predpovédi o jeden, dva a tii kroky dopie-
du. Predpovédi nebudeme provadét v krajnich bodech, kde je zapotiebi vynechat
prvnich 250 pozorovani vzhledem ke zptisobu vypoc¢tu a na konci fady vynechame
poslednich 154 z divodu horsitho odhadu spektra diky vyhlazovani pomoci vadhové
funkce.

U predpovédi budeme opét sledovat charakteristiky chyb a to konkrétné
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Obrazek 2.8: Odhad rozptylu procesu X; ziskany z evolu¢niho spektra indexu
S&P 500 (Gerné) a ocekavany odhad variability zachyceny v jednokrokové pred-
povédi (modie)
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Obrazek 2.9: Ukazka pfedpovédi (¢erné) a pivodnich hodnot fady (zelené)

e stiedni ¢tvercové chyby MSE - fg‘;%;Tm(XHm — Xiim)?,
e stiedni absolutni chyby MAE - ﬁ fioz%ITm ])Z'Hm — Xivmls

které porovname s

e Ctvercovou odchylkou od priiméru MSE, - == (X, — X)2,

e absolutni odchylkou od medidnu MAE - ﬁ 25202%1 | X — Xosls

kde median a priameér je ze stejného tseku dat, na kterém provadime piedpovédi.
VSechny uvedené charakteristiky predpovédi jsou v Tabulce

Vidime, ze predpovédi jsou lepsi nez odhad primérem a medidnem na celém
intervalu, ale ne o mnoho. Coz je zptusobeno tim, Ze kazdé pozorovani je z nejvét-
§1 casti tvoreno slozkou, kterd neni korelovana s predchozimi hodnotami procesu
a nelze ji za jejich pouziti predpovédét, pokud uvazujeme linedrni predpovédi.
Pti porovnani samotnych hodnot predpovédi a ¢asové fady si muzeme vSimnout,
ze velké hodnoty nejsou ve vétsiné piipadi pfilis spolehlivé predpovidény, ¢imz
se vyrazné zhorsuje podil vysvétleného rozptylu za pomoci predpovédi. Ukazka
¢asti fady spolecné s predpovédi je na Obrazku [2.9
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Pro piedpovéd logaritmického vynosu ¢asové fady je ovSem dulezitd alespoi
spravnd piedpovéd sméru pohybu indexu, tedy zda dokdZeme spravné odhad-
nout, jestli bude vynos kladny ¢i zaporny. V Tabulce je uvedeno procento
spravnych pfedpovédi znaménka po vynechani nulovych hodnot procesu.

m | MSE X, | MAE X,,,, | MSEX, MAE X,
1 [3.665-1077 [ 3.869-10~% | 4.416- 10" | 4.177-10*
2 [3.846-1077 | 3.936- 104

3 [4.041-10°7[4.025-10 ¢

Tabulka 2.8: Porovnani chyb odhadu zalozeného na evoluénim spektru a ¢tvercové
odchylky od praméru (odhadu rozptylu), resp. absolutni odchylky od medianu

m | Spravna predpovéd znaménka rady
1 62.82 %
2 63.47 %
3 63.33 %

Tabulka 2.9: Relativni ¢etnost spravnych predpovédi znaménka tady
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Zaver

Stacionarni procesy se ¢asto vyuzivaji ke zpracovani finan¢nich ¢asovych fad, ale
v praxi je predpoklad stacionarity diskutabilni. Cilem této prace bylo predstavit
obecnéjsi tiidu procesu, kterd by byla vhodni pro modelovani nékterych typt
nestacionarnich procest, a nasledna aplikace tohoto modelu na finan¢ni data.

V teoretické ¢asti jsme predstavili semi-stacionarni procesy, pomoci nichz lze mo-
delovat procesy, které maji naptiklad v ¢ase proménlivy rozptyl nebo autokovari-
anc¢ni strukturu. Semi-stacionarni procesy jsme modelovali na zakladé evolu¢niho
spektra, coz je analogie spektra stacionarniho procesu, ale na rozdil od néj je ¢aso-
vé zavislé. Pro evoluéni spektrum jsme navrhli metodu odhadu a algoritmus volby
parametri odhadu. Dale jsme se zabyvali volbou pfedpovédi pro semi-stacionarni
procesy na zakladé znalosti jejich spektra. V posledni kapitole teoretické ¢asti
jsme ukazali, jak vypadé evoluéni spektrum pro ARMA procesy s ¢asové zavisly-
mi koeficienty, a navrhli jsme, jakym zptisobem se na zékladé znalosti evolu¢niho
spektra daji odhadovat koeficienty AR procesu.

V praktické ¢ésti jsme nejprve na dvou simulovanych AR procesech s ¢asové pro-
ménnymi koeficienty zkoumali, jaké s predstavenou metodou odhadu dostaneme
odhady evolu¢niho spektra, které jsme v tomto piipadé mohli pfimo porovnat
s jejich teoretickym protéjskem. Déle jsme u simulovanych procesii zkoumali kva-
litu predpovédi ziskanych z evoluéniho spektra oproti predpovédim, které bychom
ziskali pfimo na zakladé znalosti typu a koeficienti AR procesu. Predpovédi za-
lozené na evolu¢nim spektru se ukézaly byt dostatec¢né pfesné i v tomto srovnani,
coz by zaroven mélo ukazovat, ze ziskané odhady a i jejich metodika jsou vhodné
zvolené prinejmensim pro tento typ procesiu. Pro simulované procesy jsme nako-
nec provedli odhad autoregresnich koeficienti a jejich porovnéni se skuteénymi
hodnotami.

Dale jsme jiz pracovali s finan¢ni ¢asovou fadou, s logaritmickymi vynosy indexu
S&P 500. V této fade jsme také nejprve provedli odhady evolucniho spektra a
na zakladé spektra jsme odhadli rozptyl dané rady. Dale jsme v fadé zkouSeli
zkonstruovat predpovédi, ale ty nedokéazaly vysvétlit prilis velkou ¢éast variability
sledované tady. Dle odhadu evolu¢niho spektra je to zplisobeno tim, ze ve sledo-
vané fadé posledni element vzdy zavisi z nejvétsi ¢asti na slozce, ktera je nekore-
lovana s minulymi hodnotami fady, a proto ji nelze za pomoci pouzité metodiky
predpovédét.
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