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Uvod

Predlozena prace se zabyva modelovanim vazkého, nestlacitelného, stratifikovaného proudeéni
tekutiny a to predevsim vlivem okrajovych podminek na toto proudéni. Vzdalené bylo po-
pisované proudéni inspirovano realnym proudénim v mezni vrstvé atmosféry (MVA), kde je
tekutina tepelné stratifikovana a jeji chovani lze popsat jako chovani nestlacitelné tekutiny.

Pravé potieba popsat proudéni v MVA je v dnesni dobé ¢im dél tim vétsi. Stoupa totiz
znec¢isténi prizemniho vzduchu a tim i jeho vliv na okoli. S tim jsou spojené komplikace.
Znecisténé ovzdusi neblaze ovliviiuje nejen zivotni prostiedi, ale také lidské zdravi. Kdyz
budeme umét popsat jak se proudéni v MVA chova, muzeme i predpovédét, které oblasti
budou nejvice znecisténé a prizpusobit se tomu. Nebo muzeme umistit nejvétsi zdroje
znecisténi tak, abychom se vyhnuli §iteni exhalaci do obydlenych mist ¢i nad chréanéné
piirodni lokality.

Zkoumat proudéni tekutin je mozné pomoci fyzikalniho nebo matematického mode-
lovani. Redlnd méfeni jsou vzacnd a draha. Fyzikalni modelovani vyuziva jak geometrické
tak dynamické podobnosti situace v malém provedeni. Zmenseny model umisti do aerody-
namického tunelu, ve kterém probihaji méteni. Vyhodou je moznost presnéjsiho napodo-
beni terénu, nevyhodou vyssi cena takovych experimenti. Naproti tomu pro matematické
modelovani je tieba situaci zjednodusit tak, aby se dala matematicky popsat. Pro popis
proudéni samotného se vyuzivaji matematické rovnice odvozené ze zakonu zachovani. Ty
jsou pak v geometricky zjednodusené oblasti feseny matematickym modelem. Nevyhodou
matematického modelovani je pravé ono zjednoduseni, naopak vyhodou muze byt jak nizsi
cena, tak i hlubsi porozumeéni chovani feseni.

V pripadé této prace jde o matematické modelovani. Pro numerické experimenty byl
zvolen jednoduchy model zalozeny na rovnici kontinuity, a pohybovych rovnicich. Teorie
téchto rovnic je shrnuta v prvni kapitole. Druhé kapitola pojednava o jejich feSeni metodou
koneénych objemu, popisuje pouzité numerické schema typu cell-centr a uvadi metody
diskretizace. Ve treti kapitole je popsdna samotna programova realizace matematického
modelu a pouzité nastaveni. Pro zjednoduSeni bylo modelovano proudéni s Reynoldsovym
¢islem rovnym 1000. Toto relativné nizké Reynoldsovo ¢islo umoznuje lépe sledovat vliv
okrajovych podminek, ktery neni tolik ovlivnén turbulenci.

Ctvrtd kapitola pojednava o validaci programu a jednoduchych numerickych experimen-
tech pro nastaveni. V paté kapitole jsou potom uvedeny vysledky vypoctu se zménénymi
okrajovymi podminkami. Cilem préace bylo hlavné otestovat matematicky vliv okrajovych
podminek na feSeni, nikoliv co nejvice se priblizit redlnému proudéni.
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Kapitola 1

Teoreticka c¢ast

1.1 Zakladni rovnice proudéni

Proudéni plynu v MVA je popsano systémem parcialnich diferencidlnich rovnic, které vy-
jadiuji zakony zachovani fyzikalnich velicin v daném objemu. Konkrétné je to hmotnost,
hybnost a energie. Podrobné odvozeni téchto rovnic lze nalézt napt. v [1] nebo [2]. V piipadé
této préace jesté zavedeme ruzna zjednoduseni a korekce, které souvisi se stratifikovanym a
nestlacitelnym proudénim.

rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity popisuje matematicky zakon zachovani hmoty v daném objemu. Pokud
nejsou v oblasti zadné zdroje ani propady tekutiny musi tok tekutiny do oblasti odpovidat
casovym zménam hustoty. V diferencidlnim tvaru je rovnice vyjadiena:

dp | Opv;
ot ij

~0, (1.1)

kde p je hustota a v; predstavuje slozky vektoru rychlosti proudéni.
Pokud zavedeme materidlovou (totélni) derivaci pomoci Eulerova vztahu:

d. 0. 0.

% == a"‘l)ja—xj, (12)

lze rozpisem derivace druhého ¢lenu z rovnice 1.1 dostat rovnici kontinuity v Lagrange-
ovském tvaru:

d v,

dt (%cj
Pro nestlacitelné proudéni je materidlova derivace hustoty nulové, a proto prvni ¢len na
levé strané v této rovnici vypadne. Dostaneme podminku pro rychlost:

=0 (1.3)

vy

5. = (1.4)



Tato podminka zarucuje nedivergentni proudéni (stale v oblasti bez zdroju ani propadu
tekutiny). To, Ze je materidlova derivace hustoty nulové, ovSéem nutné neznamena, ze je hus-
tota tekutiny (v daném misté) konstantni (tj. pii Eulerovském popisu tekutiny). Napiiklad
pro stratifikované proudéni lze z podminky nestlacitelnosti rozpisem materialové derivace
hustoty podle Eulerova vztahu (1.2) ziskat rovnici pro hustotu:

ap dp

pohybové rovnice
Dalsi velicina, ktera se musi v kontrolnim objemu zachovavat je hybnost. Zékon zachovani
hybnosti popisuje pohybové rovnice kontinua v obecném tvaru (v diferencidlnim tvaru) :

8,0?}@ i 6pvjvi . 87’1‘]‘
at 3xj n al'j

+ G (1.6)

kde G; jsou slozky objemovych sil ptisobicich v kontrolnim objemu vztazené na jednotku
hmotnosti (napfiklad tihova sila, Coriolisova sila, elektromagnetické sily ...) a 7;; pfedstavuje
tenzor napéti charakterizujici silové pusobeni uvniti pohybujici se viskézni tekutiny. Pri
platnosti rovnice kontinuity 1.1 prevedeme pohybovou rovnici na tvar:

ou , ou _10m,
ot T Ox; _p(?xj

+Gi (1.7)

Pro Newtonovskou tekutinu lze tenzor napéti podle [3] vyjadrit pomoci tlaku , divergence

a gradientu rychlosti:
2 Ovy dv;  0v;
S =k : J 1.8

Symbol 9;; znac¢i Kroneckerovo delta. Dynamicka viskozita p byva obvykle poklddana za
konstantni. Pokud uvazime vztah 1.4, 1ze dosazenim tenzoru napéti do vztahu 1.7 a ipravou
prislusnych derivaci dostat tvar pohybové rovnice pro nestlacitelnou tekutinu:

dv; Qv 10p p [0%y
_ 1 p Z. 1.
ot * 0z; p 0x; * p (6m2- TG (1.9)

J

Zavedeme soufadny systém (2D) pevné spojeny se Zemi, osu z1 mifici ve sméru proudéni
oznacime x a osu zp mifici proti sméru zemské tize oznac¢ime y (v pripadé 3D proudéni
osa x3). Dostavame se tim k tvaru objemovych sil G;, které budeme uvazovat. V podstaté
uvazujeme jen tihovou silu G; = —gd;» pusobici ve vertikdlnim sméru, kde pismenem g
je oznacena velikost tthového zrychleni. Podle rozboru uvedeném napi. v [4] je velikost
¢lenu Coriolisovy sily fadové mensi nez ostatni ¢leny. Vliv Coriolisovy sily se projevuje jen
ve veétsich méritkach, takze neptedstavuje jeji zanedbani pro studovana meéritka velikou
chybu. Coriolisovu setrvacnou silu tedy zanedbame.



Vysledné pohybové rovnice potom dostaneme ve tvaru:

ov;  Ovjv; 1 0p 0%v;
_ 1 Vi s 1.1

J

kde v = u/p je koeficient kinematické viskozity.

rovnice pro teplotu
Zakon zachovani energie se obvykle u proudéni vyjadiuje ve formé rovnice pro teplotu.
Tuto rovnici zde uvadime jen pro uplnost a popis fyzikalni situace. V nasem nestlacitelném
modelu nebyla rovnice pro teplotu feSena.
Aby byl predpoklad stalé zakladni stratifikace (zvrstveni) opravnény , nemélo by dochézet
k tepelné vymeéné mezi jednotlivymi vrstvami. Pro stratifikované proudeéni je zcela prirozené
predpokladat, ze jednotlivé déje probihaji v tekutiné adiabaticky.

V pripadé plynu se rovnice pro teplotu uvadi ve formé 1. hlavni véty termodynamické
(1.LHVT). Zde postaci tvar odvozeny pro adiabaticky déj uvedeny napf. v [5]:

¢p— — R— =0 (1.11)

kde velicina T' je teplota plynu, konstanta R znac¢i mérnou plynovou konstantu a kon-
stanta ¢, znaci mérné teplo plynu za konstantniho tlaku. Integraci a jednoduchou tipravou
logaritmu dospéjeme k Poissonovu vzorci pro adiabatické déje:

Terp~ 2 = konst

kde zminéna konstanta zavisi na referencnich podminkach. Pokud za referenéni podminku

zvolime tlak na povrchu zemé pg = 10° Pa, dostaneme defini¢ni vztah pro potencidlni
teplotu O:

R
=T (72> ’ (1.12)
p
V piipadé kapalin se potencidlni teplota zavadi obdobnym predpisem. Zduvodnéni ta-
kového zavedeni je vSak mimo rozsah této prace.

vychozi systém rovnic

Systém rovnice kontinuity 1.3 (obecné stlacitelné) a pohybovych rovnic 1.10 se spole¢né
nazyva Navier — Stokesovymi rovnicemi. V nasem piipadé nestlacitelné tekutiny se rovnice
kontinuity rozdélila na dvé rovnice: rovnici pro divergenci rychlosti 1.4 a rovnici pro hustotu
1.5. Vysledny matematicky model pro nestlacitelné stratifikované proudéni ma tvar:

8!Ej - 0
dp dp
a + U]a—xj =0
Ov; ~ Ovju; 1 0p 0%v;
ot + 8xj = _;8% + v (3I3> - 9(512 (113)



Néekdy je tento systém doplnén o rovnici pro teplotu, coz vSak neni piipad této prace.
Zakon zachovani energie jsme vyuzili jen pro odvozeni potencialni teploty.

1.2 Boussinesqova aproximace

Jelikoz jsou zékladni rovnice proudéni prilis komplexni, pouzijeme pro jejich snadnéjsi
modelovani Boussinesqovo zjednoduseni. Velic¢iny jako hustota a tlak se méni vyrazné jen
s vertikalni soutradnici, v horizontdlni roviné jsou tyto zmény vzhledem k tém vertikdlnim
malé. Rozdélime proto veli¢iny na hlavni ¢dst (oznacenou indexem 0), kterd bude v ase
konstantni a bude zaviset jen na vertikalni soutfadnici, a na poruchovou ¢ast, kterd bude
proménliva. Pro poruchy musi platit, Ze jsou v porovnani s hlavni hodnotou zanedbatelné.
Tlak a hustotu rozepiseme podle vzorce:

p(t,&l,y) = pg(y)+p/(t,a?,y)
p(t,z,y) = poly) +p'(t,z,y) (1.14)

Po hlavnich ¢édstech obou veli¢in budeme pozadovat splnéni hydrostatické rovnovéhy [5].
Vyjadieno pomoci rovnice tedy:

Ipo .
Ory Pogd (1.15)

Nejprve upravime rovnici pro hustotu 1.5:

0 op' 0 op’

ﬂ+_p+vjﬂ_|_vj_p —

ot ot ij ﬁxj
Jelikoz hlavni ¢ast hustoty pg je pouze funkci vertikalni soutadnice, tak 1. ¢len na levé
strané vypadne. Derivace py podle horizontalni souradnice je ze stejného duvodu také

nulova. Vyslednou rovnici pro hustotu dostaneme ve tvaru:
op’ op’ dpo

ot 7 ox; 7 Oy
kde v;0;2 oznacuje vertikalni slozku rychlosti (ve dvourozmérném piipadé budeme pouzivat
oznaceni v, pro x-ovou slozku rychlosti budeme pouzivat oznaceni u).
Pro pohybovou rovnici nejdrive rozepiseme ve vertikalni soufadnici ¢len vertikalniho
tlakového gradientu a tithové sily pomoci 1.14 s vyuzitim 1.15 :
10p 10py 10y 00 10p' 1op o
50 9= "5 Gy TIT YT oo = oo =g (1.18)
p oy poy poy P p oy poy p
V horizontalni roviné je rozpis daleko jednodussi, nebot vypadnou horizontdlni derivace
hlavni ¢asti tlaku (pg). Hlavni ¢ast totiz nezdvisi na horizontalni souradnici. V horizontalni
roviné se také neuplatnuji objemové sily. Po uvazeni téchto faktu dostdavame vysledné
pohybové rovnice v Boussinesqové aproximaci:

ov;  Ovju;  10p 0%v; 0
— +v (89&3) - ;9@2 (1.19)

0 (1.16)

8ia (1.17)




1.3 RANS a model turbulence

Proudéni v MVA je hlavné turbulentni. Je charakteristické vyskytem turbulentnich vira
chaoticky se pohybujicich uvnitt tekutiny. Pro popis turbulentnich déju se pouziva roz-
klad slozek rychlosti na ¢asové stiedovanou cast a cast, ktera fluktuuje kolem této stredni
hodnoty.

V; = U; + ’UZ/-,

Casovym vystfedovanim (zn.: U) rovnic pfes dostatecny casovy interval, ktery zabezpeci
vynulovani fluktuujicich slozek, dostaneme Reynoldsovsky stfedované (average) Navier —
Stokesovy rovnice (RANS). Jejich podrobné odvozeni lze nalézt napi v [2]. Stfedovéani
rovnice 1.4 je trivialni:

Oz,
U rovnice pro hustotu je nutné predpokladat, ze vystredovani poruchové ¢asti hustoty
velicinu nevynuluje. Obvykle tento predpoklad byva splnén, protoze poruchova ¢ast hustoty
(z Boussinesqovi aproximace) nebyvé ¢isté turbulentni (tedy ndhodné) povahy. Predpokladejme
navic, ze fluktuace hustoty vlivem turbulence muzeme vzhledem k tém rychlostnim za-
nedbat. (Pfi ¢asovém stiedovani budeme tedy hustotu uvazovat jako stfedni hodnotu v
¢asovém intervalu):

=0 (1.20)

op" _ O dpo

ot Vs, Vg,

Jelikoz jsme ucinili predpoklad o pfiblizné rovnosti sttedované a okamzité hodnoty hustoty

(viz vyse), nemusime pruh oznacujici stiedovani nad poruchovou éasti hustoty uvadét.
Vystfedovanim pohybovych rovnic dostaneme:

G = = L 1.22
ot " oz * aij’ Y p Ox; Y (89:?) pg ? (1.22)

(1.21)

Druhy ¢len na levé strané 1.22 byva oznacovan jako Reynoldstuv tenzor napéti a reprezen-
tuje turbulentni pfenos hybnosti:

Lij =] (1.23)
Systém RANS vsak diky tomuto ¢lenu neni uzavieny. Analytické feSeni pro Reynoldsuv
tenzor napéti vede k problému uzavéru (podrobné popsén v [2]). Nezbyvé tedy nez tento
tenzor parametrizovat.

Celkove z puvodni soustavy rovnic 1.13 dostavame RANS v Boussinesqové aproximaci:

o,
an a
o' _9dp" _ Ipo
ot T or; "oy &
0@- 0@-@ abz‘j 1 8]7 8251‘ pl
= = a3 1.24
ot * ox; +(9xj p@xi+y<8x§ pg 2 (124)



Pro parametrizaci Reynoldsova tenzoru napéti ¢ pouzijeme Prandtlovu analogii mezi
tepelnym a turbulentnim pfenosem hybnosti. Vzhledem k formalni podobnosti nahodného
termického pohybu molekul (v lamindrnim proudéni) a chaotického pohybu viru v turbu-
lentnim proudéni budeme turbulentni tfeci sily povazovat za analogické k tém vazkym.
Analogicky ke koeficientu kinematické viskozity tedy zavadime i turbulentni viskozitu vp:

ov;
83:j

lLij = VT (125)
Vyhodou této parametrizace je predevsim jeji jednoduchost, nevyhodou muze byt ztrata
symetrie v Reynoldsové tenzoru napéti. Ke stanoveni koeficientu kinematické viskozity byl
pouzit model turbulence zavedeny Blackadarem [7], zobecnény Bhumralkarem, Estoquem
[8] a Yuem [9] pro tepelné stratifikovanou atmosféru. Podobné jako vychozi monografii pro
tuto préci ¢ldnku [11]. Ke korekei stratifikace je pouzita funkce G.

0
vy = l2a—Zg (1.26)

kde [ je Prandtlova smésovaci délka. Pti odvozeni se vyuziva predpokladu, ze horizontalni
turbulence je ve srovnani s tou vertikdlni zanedbatelna. Funkce G je definovana jako:

G = (1+aRi)™® proRi>0

G = (1-aRi)? proRi <0 (1.27)

Za empirickou konstantu a se obvykle dosazuje a = 3.

Prandtlovu smésovaci délku zavislou na vertikalni soutadnici y vyjadiime pomoci vztahu
zavedeném Blackadarem [7]:

[ — (Y + Yo)

1 + K(y+yo)

loo

(1.28)

kde k je von Karménova konstanta, [, je smésovaci délka ve volné atmosfére (formélné

limitn{ hodnota pro y — 00) a ¥y tzv. parametr drsnosti.

Zbyva urcit l,,. Pro jeji vyjadieni pouzijeme empiricky vztah uvadény Blackadarem

[7]:
loo = 27 -107°||v || 71 (1.29)

kde v, znaci geostrofickou rychlost vétru nad mezni vrstvou (ve volné atmosféie) a f
Coriolisuv parametr (povazovany pro danou oblast za konstantu). Parametr drsnosti yq
(obvykle znacen zy pro 3D piipad) je empirické vyjadieni pro efektivni vysku drsnych
elementu na zemském povrchu. Pro ruzné typy povrchu jsou ruzné hodnoty parametru
drsnosti. V tabulce 1.1 ¢astecné prevzaté z [12] jsou uvedeny nékteré z nich.

1.4 Zvrstveni a stabilita

Ke zvrstveni neboli stratifikaci tekutiny dochézi obvykle pri ruzném prohtati jednotlivych
vrstev. Studenéjsi (hustsi) tekutina klesa dolu a ta teplejsi (s mensi hustotou) se naopak



’ Typ povrchu ‘ Yo(m)

snih, led 1073
rovnd louka - trava (do vysky lem) 1073
nizka trava (10 cm) 1072
vysoka trava (50 cm) 9-1072
meéstskd zastavba %az%prﬁmérné vysky staveb

Tab. 1.1: orientacni hodnoty pro urceni parametru drsnosti

dostéva do vyssich vrstev (podrobnéji viz napi.[5]). V nasem piipadé predpokladdame, ze k
tepelné vymeéné uz nedochézi a zvrstveni tekutiny je jiz hotové. Stratifikace je realizovana
gradientem hlavni hodnoty hustoty vystupujicim v rovnici 1.17.

Zamezeni tepelné vymeény je ale natolik silny predpoklad, ze je tfeba vymezit piipady,
kdy je ho mozné provést. K tomuto 1ucelu slouzi pojem stability zvrstveni. Pomoci me-
tody castice (uvedené napt. v [5]) lze stabilni zvrstveni zavést jako stav, kdy se vzduchova
castice po vychyleni z dané hladiny vraci zpét na vychozi hladinu. Pokud se ¢astice ani ne-
vraci ani nepokracuje ve vystupu, jednd se o neutrdlni (indiferentni) zvrstveni. V ostatnich
piipadech jde o labilni (nestabilni) zvrstveni (vychylend cCastice pokracuje ve vystupu).
Labilni zvrstveni lze jen tézko udrzet bez tepelné vymeény, proto ve studovaném pripadé
predpokldddme, Ze se jedna bud o stabilni nebo o neutrdlni zvrstveni. V poli potencidlni
teploty (zavedené 1.12) lze pozadovany stav vyjadiit pomoci jejiho vertikdlniho gradientu
jako:

>0 (1.30)

Uvazované stabilni (piipadné neutralni) zvrstveni mé také tu vyhodu, ze nedochézi k roz-
voji konvekce (vystupné pohyby ¢dstic jsou tlumeny pravé zvrstvenim), nemusime ji tedy
uvazovat.

Pro tuplnost dodejme, ze zvrstveni lze realizovat i jinak nez pomoci teploty. Naptiklad v
oceanech je casté zvrstveni vlivem rozdilné salinity. Pokud by k vyméné salinity nedochézelo
(zakazdna difuze), zvrstveni by bylo stabilni a n4s model by byl opét pouzitelny.

Céstice vertikalné vychylend o vzdélenost € se bude ve stabilnfm zvrstveni pohybovat
podle rovnice (odvozeni viz [6]):

D%¢
— + N*¢=0 1.31
5+ N% (131)
kde N je Brunt-Viisilova frekvence, (pro stabilni zvrstveni N? > 0) zavedend jako:
dp
N2=_9 %P 1.32
p(y) 0y (132

Céstice tedy osciluje kolem ptivodni polohy s frekvenci N a vznikaji vnitini gravitacn{ viny.



1.5 Konzervativni a integralni tvar rovnic

Pro pouziti Gauss-Ostrogradského véty v nésledné diskretizaci (viz déle) je uvedeny tvar
rovnic 1.24 nevyhodny. Lépe je vychazet z tzv. konzervativniho tvaru. K jeho dosazeni
nejprve v druhé rovnici systému (rovnice pro hustotu) nahradime druhy ¢len na levé strané
¢lenem:

_0p  Ovyp

v axj N ij
Vime totiz, ze plati rovnice 1.4, a doplnénim o divergenci rychlosti a néslednou tupravou
tedy ¢len nezménime.
Déle do turbulentniho ¢lenu s Reynoldsovym tenzorem napéti ze tieti rovnice systému
1.24 dosadime parametrické vyjadieni tenzoru napéti ze vztahu 1.25 a provedeme piislusné

derivace:
8% — @
8$j 0T 81’2

J

Vysledny ¢len 1ze nasledné prevést na druhou stranu prislusné rovnice a sjednotit se clenem
druhych derivaci (vzniklym derivaci klasického tenzoru napéti). Pokud puvodni molekuldrni
viskozitu z rovnice 1.10 ozna¢ime nyni v,,, muzeme zavést novou viskozitu jako soucet
(puvodni) molekularni a turbulentni vazkosti v = v, + vp. Vysledny konzervativni tvar
RANS pouzitych pro nas model je tedy:

9 _
8:6]- -
ot o, 2Oy
dv;  Ovju; 10p 0%v; 0
2 Py, 1.33
ot " o, pﬁxﬁy(@aﬁ?) 9o (1:39)

V systému jsou pouzivany pouze stiedované hodnoty rychlosti, oznaceni stiednich hodnot
pruhem () je tedy z pochopitelnych duvodu vynechéano.

Obcas byva hustota p ve tfeti (a ¢tvrté) rovnici systému nahrazena prumérem hustoty
v celé oblasti p,, dochézi tak ke zjednoduseni rovnic. Vzhledem k tomu, Ze poruchové c¢ast
hustoty p’ je vzhledem k hlavni hodnoté py velice mald, nedopoustime se timto zpusobem
velké chyby.

Pokud je ¢len turbulentni viskozity rovny nule, dostavame tzv. pseudolaminarni proudéni.
To znaci, ze v modelu nebude zadna pridana turbulence. Protoze vsak proudéni popsané
soustavou 1.33 neni obecné nevitivé, nelze tvrdit, ze proudéni bude cisté laminarni. Pripadu
pseudolamindrniho proudéni bylo pouzito pro validaci modelu (viz déle).

Soustavu diferencidlnich rovnic 1.33 platnou pro infinitezimalni objem lze také napsat
pro kone¢ny kontrolni objem (2. Protoze soustava plati v kazdém infinitezimdlnim ob-
jemu, muzeme ji zintegrovat pres vSechny takové, které lezi v 2. Dostaneme soustavu v



integralnim tvaru:

0
op'  Ovjp B 8p0
<at T o, >dQ = [ gy, ™

an 8?}3'1]1' B 1 ap (92121- p/
(6’15 * Ox; >dQ N /( 0O TV (&C?) - p95z2 dSl (1.34)
Q

Za predpokladu omezenosti casovych derivaci lze tyto prohodit s integrdly. Na objemové
integrély, které obsahuji prostorové derivace lze aplikovat Gauss-Ostrogradského vétu a
prevést je tak na integraly pres hranice daného kontrolniho objemu (rozmér hranic, pres

ktery se integruje je oznacen ds):
/ande =0

o0
9 Ipo
E/p’dQ—i—/vjp’njds = vga—xde
Q o9 Q
0 2 ov; 0
&/vidQ%—/ <vjvmj+ ;nz _Va_mjnj) ds = —/;g@-gdﬁ (1.35)
Q e} Q

kde n; znaci slozky vektoru jednotkové normaly k hranici kontrolniho objemu.

1.6 Dlezita podobnostni ¢isla

Pro mozné porovnani vysledku simulaci se skutecnosti, piipadné fyzikdlnim modelem nebo
teoretickymi poznatky, je tieba zavést podobnostni ¢isla. Jedna se o bezrozmérna cisla,
ktera by méla byt pro vSechny srovnavané piipady stejnd. Vzhledem k velkému mnozstvi
vystupujicich veli¢in by totiz jednoduché porovnani pomoci métitka pro kazdou velicinu
bylo velmi nepiehledné. Méritek by v tomto pripadé bylo prilis mnoho a prakticky by slo
velmi tézce nalézt dva podobné pripady.

Jediné zavedené meéritko je geometrické. Slouzi k porovnani geometrickych parametru
situace (tzn. porovnani délek a c¢asu). Zavedeme také charakteristické veliciny, tj. rozméry,
které pro danou veli¢inu dobte reprezentuji situaci. V pripadé charakteristické délky L se
jedna o vysku kopce. Déle zavedeme charakteristicky cas g, ktery by mél odpovidat typické
délce trvani sledovanych jevu. (Charakteristicky ¢as obvykle zna¢i periodu trvéni viru.)
Podrobnéji o geometrickém métitku a geometrické podobnosti, viz nasledujici podkapitola.

Budou-li piislusna podobnostni ¢isla stejna, dostaneme podobnost v poli proudéni tzv.
dynamickou podobnost modelu. Pro porovnani vypocitanych vysledku s experimentem (v



aerodynamickém tunelu nebo realité) jak uvadi napt. [13] se musi zachovat geometricka i
dynamickéa podobnost .

Strouhalovo c¢islo
Strouhalovo ¢islo se zavadi pro nestacionarni proudéni. Vyjadiuje pomér lokalniho a kon-
vektivniho zrychleni (viz [1]). Definuje se jako:

Ngp 1= — (1.36)

kde Vj je charakteristicka rychlost dana konstantou v pouzitém vstupnim profilu. Tato
rychlost by méla ptiblizné odpovidat geostrofické rychlosti. Jelikoz nebudeme chtit v poli
rychlosti zadné preskalovani, mélo by Strouhalovo ¢islo byt rovno jedné Ng; = 1. Pro
ustalené proudéni toho lze dosahnout definovanim charakteristického casu jako:

to i = —
MTA

(1.37)
Je ale tieba dét pozor, aby charakteristické ¢asy nebyly neredlné (nesmyslné malé ¢i velké).
Timto jsme rychlost (jako dynamickou veli¢inu) svézali s geometrickym meétitkem modelu.

Reynoldsovo ¢islo
Reynoldsovo ¢islo charakterizuje pomér mezi setrvacnymi a vazkymi silami. Definuje se
vztahem:

_ LoWo

14

NRe . (138)

V nasem piipadeé je dulezité, ze zavisi na viskoziteé.

Richardsonovo cislo

Richardsonovo ¢islo se pouzivd mimo jiné k popisu stability zvrstveni (tedy stratifikace).
Toto cislo predstavuje pomér mezi kinetickou energii turbulentnich fluktuaci termického
a mechanického puvodu. Existuje mnoho zpusobu zavedeni a jednotliva ¢isla se v inter-
pretaci nepatrné lisi. Lze zavézt (viz [2]) tzv. gradientové, proudové nebo stiedni (bulk)
Richardsonovo ¢islo. Vyjdeme-li z klasického gradientového zavedent:

g 2
— 9y
NRig'rad T 6 P 2
u
(%)

zjistime, ze pro ucely této prace neni toto zavedeni uplné vypovidajici. Misto potencialni
teploty (0) bude piinosnéjsi pracovat s hustotou a jejim gradientem (jeji stratifikaci),
misto stiihu vétru (derivace rychlosti podle vertikalni proménné) pouzijeme charakteris-
tické veliciny. Richardsonovo ¢islo tedy zavedeme jako:

_gop L§

;=20 1.39
oy (3
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Zavedeni ma nespornou vyhodu v tom, Ze se v ném pfimo vyskytuje Brunt-Viisidlova
frekvence.
Jak uvadeéji Hunt a Snyder [14] pro porovnéni podobnych situaci se nejéastéji pouziva

trochu odlisné c¢islo:
Uo

~ NL
nékdy oznacované (ne tiplné piesné) jako ”Froudovo” ¢islo (viz [1]). Takto zavedené ¢islo

udava pomeér mezi charakteristickou délkou a 2m-nédsobkem vlnové délky. Jak snadno
zjistime z odvozeni 1.31, 1ze vlnovou délku vzniklych vin vyjadrit:

Uo
A=2r— 1.41
e (141)

Np

(1.40)

Vlivem dobrého zavedeni Richardsonova cisla neni nutné zavadét podobnostni ¢islo 1.40.
Jak se snadno presvédcime existuje totiz mezi nimi prevodni vztah:

NLo\> 1
N P = = —
f ( Uo > NZ
Prandtlovo éislo

Pro tplnost zde uvedeme jesté Prandtlovo ¢islo a jeho souvislost s pouzitym modelem. Je
definovano vztahem (viz [1]):

(1.42)

kde k oznacuje koeficient tepelné vodivosti tekutiny. Cislo samotné je vlastnosti tekutiny a
vyjadiuje pomér mezi tepelnou a kinematickou (hybnostni) vodivosti. Aby mohlo dojit ke
zvrstveni tekutiny, musi byt tepelna vodivost zanedbatelna. Pro stratifikovanou tekutinu
se proto obvykle predpokladd k ~ 0, a tedy Np, =~ oo. Tekutiny spliiujici nas model by
meély mit Prandtlovo ¢islo co mozna nejveétsi.

Machovo cislo
Jen pro uplnost uvadime Machovo ¢islo. Toto ¢islo udava pomér mezi charakteristickou
rychlosti a rychlosti §iteni zvukovych vin ¢ v daném prostiedi:

Niara := 2 (1.43)

Cc

Pro bézné ulohy stratifikovaného proudéni je Machovo ¢islo malé (Ny;, << 1), jedné se tedy
o podzvukové proudéni, proto je také predpoklad nestlacitelnosti tekutiny opodstatnény.

1.7 Meéritko

Pro vétsi univerzalnost modelu se obvykle jesté zavadi bezrozmérné veli¢iny ( ),

()b=m
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kde ( ) predstavuje danou velicinu a ( )o jeji charakteristicky rozmeér. Charakteristické
rozméry popisuji konkrétni situaci jak v modelu, tak v redlné situaci (piipadné v la-
boratori). Rovnice s bezrozmérnymi veli¢inami, tj. bezrozmérné rovnice, jsou ve vsech
piripadech stejné. Podobnostni ¢éisla (z predchozi podkapitoly 1.6) vyplynou jako dusledek
zavedeni bezrozmérnych rovnic a preskalovani prostoru proménnych (viz [13]).

Ve studovaném ptipadé bohuzel odvozeni bezrozmérnych rovnic komplikuje stratifikace.
Diky ni a Boussinesqové aproximaci neni mozné snadno zavést charakteristickou hustotu
a jeji zménu, aniz bychom museli ménit rovnici pro hustotu. Nezbude tedy nez pracovat s
rovnicemi s rozmeéry a pro zachovani dynamické podobnosti pouzit podobnostni ¢isla defi-
novand v predchozi podkapitole (1.6). Pro dosazeni dynamické podobnosti je potieba, aby
vstupni a okrajové podminky odpovidaly redlné situaci (experimentu). Napfiklad vstupni
profil rychlosti by meél byt zachovan. O ostatnich okrajovych podminkach se zminime
pozdéji.

Geometrickou podobnost zajistime nalezenim terénu (krajiny, fyzikdlniho modelu) s
podobnym reliéfem v odpovidajicim méritku. Méfitko lze nalézt z velic¢in, pro které byly
zavedeny charakteristické rozméry. Napiiklad pro délku:

e _ e lw_low

=— = = = 1.44
lov  lor IR lor ( )

indexem M jsou oznaceny modelové veliciny a R ty redlné (index 0 oznacCuje charakteris-
tické rozmeéry).

Jelikoz jsou charakteristické délky dany vyskou kopce, je délkové méritko urceno jed-
noznacné. U casového méritka je tomu vsak trochu jinak. Jelikoz je charakteristicky cas
zavisly na charakteristické rychlosti (viz def. 1.37), kterou v redlu urcuje prumérné rychlost
vétru, je casové méritko proménné. Lze tak pro vice rychlosti pouzit stejny model, pricemz
by mél charakteristicky cas priblizné odpovidat typické délce trvani sledovanych jevu.

Mikro meéritko

Tato prace se zabyva modelovanim v mikro méritku. To znamenad, ze zkoumana oblast je
fadove stovky metri velka. Proudéni v prizemni podvrstvé MVA je stratifikované a drsnost
povrchu by méla byt homogenni. Ve vétsich méritkach lze model pouzit jen omezené. Je
zde napiiklad potieba dbat na to, aby zanedbani Coriolisovych ¢lenu v pohybové rovnici
nedavalo nerealné vysledky.

12



Kapitola 2

Numerické schéma

Pro teseni RANS, odvozenych v predeslé ¢ésti, byla pouzita metoda umélé stlacitelnosti a
casového ustalovani. Na soustavu rovnic byl pouzit princip semi-diskretizace, to znamena,
ze Casova a prostorova diskretizace jsou oddéleny a TeSeny ve vlastnich krocich. Nejdiive
je vyfesena prostorova ¢ast metodou konecénych objemu. Nevazké toky byly feseny pomoci
AUSM (advection upstream spliting method). Profily rychlosti na sténdch byly rekon-
struovany pomoci MUSCL (monotone upstream-centred schemes for conservation laws).
Vazké toky byly diskretizovany centralné na duélni (pomocné) siti. Formalné se jednalo o
schéma 2. fadu presnosti. Nasledné byla feSena integrace v Case.

2.1 Vektorovy zapis

Pro jednodussi zapis a odvozeni schémat je lepsi rovnice 1.33 zapsat pomoci vektorového
tvaru. Zavedeme vektor neznamych, vektory nevazkych a vazkych toku a vektor externich
sil:

p’ U v
| R _| v
v uv v? + i -
4,900
R* = 0 RY .= 0 Fo = Yy
Uy Uy 0
Va Uy —Lg

Vysledny tvar rovnic potom lze zapsat ve tvaru:
PW,+ H% + HY —v(R, + RY) = Fout (2.2)
kde indexy za ¢arkou oznacuji derivace podle uvedené proménné (napi.: (), = %) a

matice P = diag[0,1,1,1] vyjadiuje pouze piislusnost ¢asovych derivaci k jednotlivym
rovnicim.
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2.2 Metoda umeélé stlacitelnosti

Jak je patrné z rovnic 2.2, tak ¢asova derivace tlaku chybi. VSechny rovnice jsou evolu¢nimi
az na rovnici kontinuity, ktera nedisponuje casovou derivaci. Prognosticka rovnice pro vyvoj
tlakového pole tedy chybi. Jedna z metod feSeni tohoto problému, ktera byla pouzita i pro
studovany ptipad, je pridani umélé stlacitelnosti do rovnice kontinuity:

1 0p Ovy

— =0 2.3
#or " o, (2:3)

kde 3 je parametr umeélé stlacitelnosti, ktery je konstantni. Podle fyzikalniho rozmeéru se

jednd o rychlost. Ve ¢lanku [10], podle kterého byly vysledky validovény, se pro tento

parametr uzivd maximum rychlosti. V nasem programu bylo pro jednoduchost nastaveno
f = 1. Uméla stlacitelnost byla fesena pro staciondrni proudéni v dudlnim case (7):

PW, + PW, + H® + HY — y(R% + R")) = F.,, (2.4)

kde matice P = diag[1/8%, 1,1, 1]. Nestacionarni soustava 2.4 je doplnéna staciondrnimi
okrajovymi podminkami a predpoklad4 se, ze pro dostatecné dlouhy ¢as (¢ — 0o) se feseni
ustali na stacionarnim pripadeé.

2.3 Prostorova diskretizace

Pro diskretizaci v prostoru byla pouzita metoda konec¢nych objemu a schéma typu cell-

jako stfedni hodnoty veli¢in v daném kontrolnim objemu €2; ; (s plosnou mirou p(€2; ;)):

Wi (t) = M(%]) / Wz, y, £)d9) (2.5)
Qij

Metoda koneénych objemu vychézi ze zdkonu zachovani (viz predchozi kapitola) v in-
tegralnim tvaru pro kontrolni objem. V praxi to znamena pfeintegrovani rovnic 2.4 pres
kontrolni objem €2; ;:

/ PW ,dQ) + / (H% + HY)dQ — / v(R", + RY,)dQ = / FdS (2.6)
ij Qi Q5 Q5
Kdyz aproximujeme objemové sily (F..;) jejich sttedni hodnotou (F};) v kontrolnim ob-

jemu (obdobné jako u 2.5) a pokud zaménime ¢asovou derivaci a integral v prvnim ¢lenu,
dostaneme soustavu obycejnych diferencialnich rovnic pro kazdy kontrolni objem:

dPW,;;

o T LWy) = Fy (2.7)
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kde operator prostorové diskretizace L je zaveden jako:

LOW,) = / (% + HY)dQ / V(R%, + RY)d) (2.8)

Zameéna casové derivace (podle parametru) s integrdlem je mozné, protoze derivace podle
casu bude (z fyzikdlnich pri¢in) urcité omezena (pro platnost véty staci konstantou).
Aplikaci Gauss-Ostrogradského véty na operator £ dostaneme integraly pres stény:

L(W;;) = / (H® — vR")n,ds + / (HY —vRY)n,ds (2.9)

BQM (9(27;]'

symbol ds = j1,,_1(0€2;;) znaci (n-1) rozmérnou miru hranice kontrolntho objemu. Oby¢ejné
(n = 3) jde o obsah stény kontrolniho objemu. V nasem dvourozmérném piipadé (n = 2)
jde o délku stény (integruje se pres délku stény). (n,,n,) vyjadiuje vektor vnéjsi normély.

Pokud pouzijeme ¢tyiihelnikovou bunku (jako kontrolni objem), s vyuzitim obdélnikového
pravidla pro aproximaci jednotlivych integralu na sténédch lze dale vyjadfit:

4 4
L(W;;) = Z(H;j — VR}) S + Z(H;;.j — VR sy (2.10)

=1 =1

kde index [ oznacuje piislusnou sténu (hranici) kontrolniho objemu a indexy ij je vyznacen
prislusny kontrolni objem. Veli¢iny toku (jako napiiklad H, lfj) zde jiz zndzornuji aproximace
pro jednotlivé stény (hranice) a s, s, jsou délky prumétu [-té hranice do rovin kolmych
k jednotlivym osam x, y.

2.3.1 AUSM

Pro numerickou aproximaci nevazkych tokiu H bylo uzito AUSM schéma. Toto schéma je
velmi oblibené pro svoji jednoduchost a vysokou robustnost.

Nejprve integraly rozdélime jednotlivych nevazkych toku pres hranici kontrolniho ob-
jemu ze vztahu 2.9 na konvektivni (adv.) a akustickou ¢dst, dédle provedeme piislusné
upravy:

u v
i up! vy
/ [Hn, + Hn,|ds = / w4 5_/ Ny + ol ny| ds =
U 0 v 0
up’ 0 vp 0
0 uv /8 v? 2
Px
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1 0 0 1 0

/ 0 0 / oo

= / Z (ung +ony) + | p | e+ L ds = / Z Up + % .
a0 |\ o 0 z o |\ o ny
(2.11)

V tpravach (a prepisu vztahu 2.9) je pouzita linearita integralu. Symbolem v,, je oznacena
normalové rychlost na hranici buniky (kontrolniho objemu), n, resp. n, znaéi slozky vektoru
vnéjsi normaly k hranici.

Rychlosti na hranici bunky byly aproximovany metodou up-wind. Nejdrive je na hranici
centralni aproximaci z ptilehlych bunék vyéislena normalova rychlost. Napt. pro sténu mezi
bunkami 7 a ¢ + 1:

Ui + Uig1 Vi + Vg1
Ng +

o oy (2.12)

Up, :uH%nr—l—vH%ny ~

Podle znaménka ziskané norméalové rychlosti se pak rozhodne, zda bude rychlost aproxi-
movéana hodnotami vice zprava nebo vice zleva stény. Napi. pro slozku u (opét pro sténu
mezi bunkami i a ¢ 4+ 1):

u_ pro v, >0

uy jinak (2.13)

Uy /- =
Takto zapsané schéma zaruci, ze budou pouzivany hodnoty rychlosti proti vétru (up-wind).
Za vyrazy u_ a uy lze dosadit bud pifmo hodnoty pifslusnych rychlost{ (pro nds priklad by
to byly u_ = w; nebo u; = u;11) nebo jednotlivé rekonstrukéni polynomy. Zpusob vypoctu
hodnot vlevo a vpravo potom rozhoduje o typu a fadu schematu. Podrobnéjsi rozbor viz
[3]. Pro tucely této prace byla pouzita rekonstrukce MUSCL navrzend Van Leerem, ktera
bude rozebrana déle v prislusné podkapitole 2.3.2.
Ostatni veliciny (porucha hustoty a tlaku) byly aproximovény centralné.Napft. pro sténu
mezi bunkami ¢ a ¢ + 1:

Diyl = %’ i+: T % (2.14)
Jejich aproximaci AUSM by byl totiz porusen princip §ifeni zmén hustoty a tlaku vSemi
sméry. Schema up-wind pro tlak a hustotu ma smysl az pro vyssi Machova ¢isla. Jelikoz
jsou tyto veli¢iny diskretizovany centralné, je potfeba stabilizacni ¢len ve formé umélého
(pridaného) difuzivniho toku. Vice v piislusné podkapitole déle.

Celkovy vyraz aproximace pro nevazké toky vyjadieny z 2.11 pomoci 2.10 s vyuzitim
2.13 a 2.14 lze napsat:

! ;1) p 8
® v ~
/ [H*n, + HYn,)ds lg_l ws) v, + ol Sy (2.15)
3Qij U+/_ ny
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2.3.2 Rekonstrukce rychlosti MUSCL

Jak jiz bylo zminéno, typ rekonstrukéniho polynomu rozhoduje o fddu schematu. Pokud
by byly pouzity pouze hodnoty z jedné bunky (napf. u_ = u; a uy = u;41) jednalo by se
pouze o up-wind schema 1. fddu. Pro dosazeni vyssiho fadu presnosti musi byt pouzita
lepsi rekonstrukce. Vyjdeme z jednoduchého tvaru napi. pro slozku u (pro v by byl tvar
obdobny) pro piiklad na sténé i,i + 1:

1 1
Uy = Uiy — 554” resp. u_ = u; + 5(5_ (2.16)

kde 01 ,_ je dand rekonstrukéni funkce. Van Leer pro ni navrhl [15] linedrni interpolaci ze
ti{ sousednich hodnot, pfi zachovani integralu z veli¢iny pies kontrolni objem.

1+k 11—k
0 = —5 (up —up_1) + 5 (up — upy1)
1+ kK 1—k
o = 9 (uLH — uL) + (UL — ’LLL,1) (217)

kde ¢isla P, L € Z nahrazuji indexy u rychlosti - v nasem piipadé P =i+ 1 (index u uy) a
L =i (index u u_). Pro ruzné hodnoty parametru s se dostanou ruznd schemata (viz [3]).

V této praci bylo pouzito puvodni Kk = %, které generuje schema formalné 3. fadu
presnosti (viz [11]). Pro aproximaci integralu (2.9) bylo bohuzel pouzito obdélnikové pra-
vidlo druhého radu presnosti, a tak je vysledny fad presnosti schematu jen 2. Pro presnéjsi
rad bychom museli pouzit lepsi aproximaci integralu.

2.3.3 Stabilizace tlaku

V momentovych rovnicich pusobi centralni diskretizace tlaku u akustického ¢lenu rozvlnéni
tlakového pole a nestabilitu. Obzvlasté v mistech velkych gradientu tlaku je tato diskre-
tizace problematicka. V rovnici kontinuity byl proto pfidan umély tlumici tok (zn. F,),
ktery vyrovnava tlakové pole. Byl pouzit tvar dodatecného toku odvozeny v [16] (uveden
pf. pro sténu i a i+ 1):

Kp pi+ﬁlszi
F,= 8 (2.18)
0

kde K, > 0 je konstanta rozhodujici o velikosti tlumictho ¢lenu (0 je bez tlumictho ¢lenu).
Koeficient 3, by podobné jako koeficient u umélé stlacitelnosti (z rovnice 2.3) mél byt
umeérny rychlosti proudéni, jak je rozebrano ve ¢lanku [17]. Metoda umélé stlac¢itelnosti
umoznuje sparovani rychlostniho a tlakového pole a dodany tok umélé difuze do rovnice
kontinuity zajisti potiebnou stabilitu.

Rovnice kontinuity je jedind, kterd propojuje vyvoj tlakového a rychlostniho pole. Stejné
jako ve clanku [10] byl koeficient /3, zaveden:

2v

ﬁp = Umaz + E
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kde Az je velikost sitového kroku (v y-novém sméru bude Ay), Uyax znaéi velikost ma-
ximdlni rychlosti v proudovém poli (lze pouzit i charakteristickou rychlost).

Podobné problémy jako u tlaku se daji ocekdvat i u hustoty, nebot je také diskretizovana
centrélné. Pole hustoty ale neni na tuto nestabilitu tak citlivé a jak ukazaly experimenty,
neni nutné hustotu stabilizovat. (Pokud by bylo nutné hustotu tlumit, byl by pouzit po-
dobny tlumici tok jako u tlaku, jen v rovnici pro hustotu).

Jelikoz je tlak v rovnicich 2.2 urcen az na konstantu (rovnice obsahuji teprve derivace
tlaku), pro porovnédni vysledku je nutné pole tlaku upravit. Zde bylo pole tlaku po kazdém
cyklu posunuto o konstantu tak, aby byla stfedni hodnota tlaku v celém poli rovna 0.

2.3.4 Hemker—Korenuv limiter

Samotna MUSCL rekonstrukce nezaruci, ze nebudou rekonstruované toky rychlosti pres
hranice prilis mnoho nebo malo strmé. Mohou tak vznikat nezadouci maxima, minima ¢i
inflexni body. Do rekonstrukce byl pfidan ”omezova¢” skonu neboli limiter. Hemker s
Korenem upravili 41, z rovnice 2.16 pomoci limiteru:

ap/- (b3, +2) +byy(a?, +1)

0y/m = )
+/ 261,3_/_ + 2b3_/_ — a+/_b+/_ +3
kde
ay = Upqy1 —Up a— = UL4+1 — UL
b+ = Up —Up_1 ; b_ = Uy —Uur—1 (219)
Piislusné vyjadieni uz je pro pozité k = % (ze vztahu 2.17). Cisla P, L € 7 opét nahrazuji

indexy u rychlosti - v nasem pfipadé P =i+ 1 (index u uy) a L =i (index u u_).

Hemker—Korenuv limiter byl v této praci v podstaté pouzit jako nastroj ad-hoc. Tento
tvar byl pifimo prevzat ze clanku [10] bez dalsiho ovéfovani. Také testovani nebo prepindni
schémat z tvaru 2.17 (samotnd MUSCL rekonstrukee) na tvar 2.19 (pouziti limiteru) byla
myslenka prevzatd z [10]. Porovnanim vysledku obou schemat lze ziskat zékladni predstavu
o chovani feseni a vyhodach vyuziti kazdého z nich.

2.3.5 Vazké toky a pomocna sit

Pro vypocet vazkych toku z definice 2.1 je potieba urcit hodnoty derivaci rychlosti na
sténdch bunék. Pro jejich vypocet zavadime pomocnou tzv. "diamond type” sit. Sit Je
konstruovana tak, aby jeji stied lezel na hranici bunky priméarni sité a veli¢iny umisténé v
ném dobfe reprezentovaly veli¢iny na hranici primarni bunky. Hrany pomocné sité spojuji
vrcholy a stiedy prilehlych bunék primarni sité. Pro lepsi predstavu viz 2.1

Hodnotu prislusné derivace na sténé primarni bunky pak aproximujeme hodnotou v
prislusné bunce pomocné sité. K vyjadreni jeji velikosti opét pouzijeme metodu koneénych
objemu. V pomocné siti je velicina chdpana jako stfedni hodnota v daném kontrolnim
objemu (burice) € (zavedeni viz 2.5). Pokud se jednd o derivaci, mizeme pouzit Gauss-
Ostrogradského vétu a prepsat objemovy integral na integral ptes hranice. Napiiklad pro
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Obr. 2.1: Schematicky ndcrt burnky Q pomocné site mezi bunikami i a ©+ 1. Symbolem 2 je
oznacena prislusnd bunka (podle indexi) a pismeno C' oznacuje jeji stred

derivaci ve sméru z slozky u:

1 1
Uy = — /u@(:v,y,t)d = — /u - 1,dS (2.20)
) J )

0

O

Veliciny oznacené stiiskou piislusi pomocné bunce.

Protoze jsou pomocné bunky také ¢tyrihelniky, provedeme podobnou aproximaci jako
v piipadé nevazkych toku (viz 2.10) na pomocné siti: napf. tvar derivace ve sméru z, slozky
rychlosti v na sténé i, ¢ + 1 bude:

4

1 .

Uz li(iirl) = — = Zuksxk (2.21)
u(€) 1=

index k£ oznacuje postupné vSechny stény pomocné bunky, mira ,u(Q) se spocte jako ob-

sah ¢tyfihelniku (zn. Vyem). Hodnoty na hrandch pomocné sité 4y jsou aproximovany

aritmetickym prumérem hodnot z jejich vrcholu (potad se jednd o pf. na sténé i,i + 1:

Uy = §(Ui,j gy gen) U= (Wit )
] i
iy = 5 (Ui + Uiy ) = 3+ gy 50) (222)

Hodnoty ve vrcholech sité s neceloc¢iselnymi indexy jsou aproximovany prumeérem z center
sousedicich bunék (tedy ze zndmych hodnot s celo¢iselnym indexem). Napf.:

1
Ui g et (Ui + Uigr + Uir + Ui
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~
~

(Ui + i1 + Wig1; + Uit15-1) (2.23)

o |

Wil j-3

Timto zpusobem vyrobené centralni schema je na pravidelné siti druhého radu presnosti
Vv prostoru.

2.4 Casova diskretizace a ¢asovy krok

Po prostorové (semi-)diskratizaci byla pro kazdou bunku fesena tloha 2.7. Jak jiz bylo
naznaceno, byla fesena metodou primek (Prostorova diskretizace je feSena nejdiive, potom
je TeSena ta Casova). Pro diskretizaci ve fyzikdlnim ¢ase bylo pouzito schema BDF (back-
ward differentiation formula) 2. fddu presnosti. Nasledné bylo pro kazdy fyzikalni krok této
metody implementovano feseni umélé stlacitelnosti v dudlnim (umélém) case. Diskretizace
v umélém case byla provedena metodou Runge-Kutta tfetiho stupné.

2.4.1 Fyzikalni cas a schema BDF

Operator prostorové diskretizace této ulohy ma velmi siroké spektrum, bylo proto nutné
pouzit robustni schema pro feSeni stiff problému. Mezi takova robustni schemata patii
bezesporu BDF s diskretizaci casové derivace:

OW (tngr) _ 3W™HL—4W™ + Wrt
o 2AL

(2.24)

kde n je casovy index, ¢asovy krok At muze byt zadan podle fyzikalniho problému. Uvedené
schema je A-stabilni, a tedy v jeho regionu stability lezi celd zaporna poloosa realnych ¢isel.
CFL podminka je fesena u dudlniho (nefyzikélniho) casového kroku (viz 2.29), a tak muze
byt fyzikani casovy krok libovolné velky (velikost se projevi jen na poé¢tu iteraci potiebnych
v dudlnim c¢ase). (Podrobnéji viz ¢lanek [16])

Oznacime reziduum jako:

Wn—H — AW n—1 ~ - ~
3 W +W +Hn+1 +Rn+l . Fn+1 (225)

n+1y .__
Rez(W"™) = SAL i

kde H, R jsou numerické aproximace jednotlivych toku a F,,; externich sil (viz zavedeni
2.1); prostorové indexy jsou pro prehlednost vynechdny. V kazdém fyzikalnim kroku se pak
fesi soustava rovnic:

Rez(W") =0 (2.26)

2.4.2 Duadlni ¢as a metoda Runge-Kutta

Rovnice 2.26 byla fesena pomoci metody umeélé stlacitelnosti v dudlnim (umeélém) case.
Vyhodou takového pristupu je, ze fyzikdlni cas je behem vypoctiu v dudlnim case zafixovan,
takze TeSime stacionarni proudéni.
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Po pridani umélé stlacitelnosti je fesena v kazdém fyzikalnim ¢ase rovnice:
PW. . + Rez(W™1) =0 (2.27)

Tato rovnice byla feSena explicitni metodou Runge - Kutta 3. stupné. k+1 iteraci v dudlnim
case dostaneme jako:

wo = wk
W = Wk—a(r)ATRez(W(T))
W = w® r=0,1,2 (2.28)
kde jsou koeficienty stanoveny jako oo = %, )y = % a a(z) = 1. Vyhodou uvedeného

schematu je predevsim implementacni jednoduchost.
Podle [11] je uvedené schéma stabilni na ortogonalni siti (s kroky A, a A, ) za podminky:

CFL
A€ o (2.29)
kde o4 a op jsou spektralni poloméry Jacobiho matic funkei H* a HY:
1 0 0 O 1 00 O
. 0 w p 0 ; 0 v 0 p
. 8H® _ P _ 9HY _
0 0 v u B2 0 0 2v
Podle ¢lanku [16] lze spektralni poloméry omezit hodnotou:
ul | ju?
< 1 _ 2
oa < 5 + 1 +0
< ‘U|+\/UZ+62 (2.31)
P=9 4 '

Jedinym problémem zustava uréit hodnotu CFL podminky. JelikoZ je sit nehomogenni a
kroky nejsou ekvidistantni, zavisi tato podminka na poméru kroku sité tzv. "grid aspect
ratio”. Pro tuto préci je nejvice omezujici vertikdlni (y-novy) smér , kde se vyskytuji
nejmensi kroky. Nejvice nas proto zajima grid aspect ratio 74, pro smeér y, zavedeny jako:

] (2.32)
Jak uvdadi ¢lanek [16] 1ze hodnotu CFL podminky odhadnout jako:

CFL~ - (2.33)

Tga
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Konvergence metody byla béhem experimentu sledovdna na zakladé chovani zbytku
definovaného jako:

Zb(W™) = \/% Z(Wf+1 — Whyn (2.34)

index j probihd vsechny buriky sité, kterych je N.
Matici P lze také oznacovat jako matici pfedpodminéni, nebot technika dudlnfho casu
je jakymsi predpodminénim pro fyzikalni casovy krok. Podrobnéji viz ¢lanek [18].

22



Kapitola 3

Struktura programu a nastaveni

3.1 Zakladni popis

V této kapitole popiSeme programovou realizaci modelu a strukturu jednotlivych ¢ésti pro-
gramu, dédle budou popsany numerické a fyzikalni parametry vypoctu. Zdrojovy kod byl
napséan v jazyce Fortran 95/2003 /2008 a k jeho kompilaci byly pouzity kompildtory gfortran
(the GNU Fortran compiler 4.4.7) a f90 (Oracle Solaris Studio 12.3). Byla pouzita nerov-
nomérnd, ne-ortogondlni, strukturovand, dvou-dimenziondlni sit. Jelikoz byla sit struktu-
rovana, byly jednotlivé proménné ukladany do dvourozmérnych poli s indexy oznacujicimi
poradi bunky, napt. p(i, j), u(7, j). Index i roste v kladném z-ovém sméru a index j pribyva
s rostoucim y.

Hlavni program obsahoval samotny matematicky model. Pred jeho béhem byly v podpurnych
programech pocitany parametry pro pouzitou sit a pocateéni podminky. Jelikoz je sif
v kartézskych souradnicich, bylo tieba v kartézském souradném systému spocitat slozky
normal k jednotlivym sténam a také velikosti jednotlivych bunék. Tyto parametry spolu s
pocatecnimi podminkami vstupovaly do hlavniho programu.

Vystupy byly ukldadany bud v podobé textového souboru se soufadnicemi nebo v po-
dobé VTK souboru. VTK je otevieny format dat (vice viz [22]), ktery je schopny déle
zpracovat open-source nastroj Kitware Paraview. Tento néastroj byl také pouzit k vizuali-
zaci a ke grafickému zpracovéni jednotlivych vysledku (podrobnéji viz stranky vénované
Paraview [23]). V prubéhu vypoctu byla uklddédna jednotliva rezidua (spolu s tudajem
o poradi iterace), pro jejich vykresleni a pro nékteré jednoduché vizualizace byl pouzit
Gnuplot (Gnuplot 4.6.3 - podrobnéji opét stranka vénovana programu [24]).

Nastaveni fyzikalnich parametra bylo prizpusobeno hlavné jednoduchosti numerického
experimentu. Slo predevsim o to, zkoumat vliv okrajovych podminek na numerické feseni
rovnic a nejednalo se o co nejpresnéjsi simulaci fyzikalni situace.
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H=30h

6 h '
]

30 h

Obr. 3.1: Zdkladni vijpocetni oblast, h znaci visku kopce (prevzato z [10])

3.2 Sit

Za vypocetni oblast byla zvolena 2D polorovina ohrani¢ena zdola zemskym povrchem s
kopcem ve tvaru cosinu. Hladky kopec ma vysku A = 1m a Siroky je 6h. Jeho stied je
umistén do pocatku souradnych os. Jak naznacuje obrézek 3.1, celd oblast (svétle sedd) je
velkd 90 x 30 m. Jednalo se tedy o stejnou oblast jako ve ¢ldanku [10], podle kterého byly
vysledky validovany. Tuto oblast povazujeme za zakladni, pro tucely zkoumani okrajovych
podminek a konvergence modelu byla tato zdkladni vypocetni oblast zvétsovana. Jak byva
zvykem, osa x lezela ve sméru proudéni, takze vétsina tekutiny vstupovala do oblasti levou
sténou oznacovanou jako vstup a odtékala z oblasti sténou vpravo oznacovanou jako vystup.
Zékladni sit byla z ¢dsti pievzata z [10], jednalo se o strukturovanou sit jejiz hori-
zontalni hladiny odpovidaly plochdm hybridni soufadnice o (Podrobnéji o soufadnici viz
[5]). Soufadnice uzlu sité vsak byly ukladdny v kartézskych souradnicich (x,y). Jak uka-
zuje obrazek s uzly sité 3.2, nejhustsi byla sit u povrchu, kde byl nejmensi vertikdlni krok
Ay = 0,03 m. Sif byla zahusténa také horizontdlné a to v okoli kopce (kvuli vétsi presnosti
popisu kopce, a tim lepsi hladkosti). Celkové méla zdkladn{ sit 233 x 117 uzlu. Prumérny
pomér kroku sité byl ptiblizné ry, = %
Pro tcely vypoctu bylo nutné jednotlivé stény buriky ocislovat. Zavedené oéislovani a
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X

Obr. 3.2: Zdkladni sit (¢dstecné prevzato z [10])

prislusnost k jednotlivym uzlim sité je na obrazku 3.3.

uzel i+1,j+1
uzel ij+l 4
2
1
o 3 uzel it+l,j
uzel i,

Obr. 3.3: Ocislovani stén obecné bunky (i,j) a uzly sité, které ji obklopuji

3.3 Struktura programtu

Soubéh programii a potfebnych vstupnich soubori je zndzornén na vyvojovém diagramu 3.4.
Za hlavni vstup do baliku programiu je povazovan textovy soubor se soutradnicemi uzlu sité,
ktery byl pro ucely testovani upravovan (proto alternativni vstupni soubor oznaceny na
diagramu 3.4 Sedivé). Prvni prichéz na fadu program oznaceny jako sit.f90. V ném jsou
spocitany parametry sité jako velikosti bunék, souradnice stfedu bunék, délky jednotlivych
stén, jejich projekce do kartézskych smeéru, délky stén a velikosti bunék pomocné sité. Tato
data jsou potom vypsana do textovych souboru met! - net4. Textové soubory s tudaji o
parametrech sité vstupuji do hlavniho programu.

Na jedné siti (s tymiz parametry) bylo provddéno vice numerickych experimentu. Pri
kazdém z nich bézel hlavni program. Aby vsak nebylo nutné pii kazdém béhu hlavniho
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sit
(x,y soufadnice bodu)

v

'~ upravenasit _
(x,y soufadnice bodu) sit.f0

net.txt

v

poc_podm.fo0
a

vstup.txt

v v

hlavni_program.fo0

v

vystup (.txt / .vtk)

par_num.txt

par_strattxt "

Obr. 3.4: Vyvojovy diagram pouZitijch programai
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programu prepocitavat parametry sité, byl zvolen oddéleny program, ktery tyto parametry
pocital. Vyhodné to bylo hlavné pro valida¢ni vypocty, které byly provadény na zakladni
siti bez rozsitovani.

Pted vstupem do hlavniho programu byly jesté napocitany pocateéni podminky a bylo
zajisténo, aby pocatecni podminky splnily podminky okrajové (poc_podm.f90). Do hlavniho
programu také vstupovalo nékolik parametru v podobé textovych souboru par*.tzt. Soubor
par_num.txt obsahoval numerické parametry, kdezto soubor par_strat.txt obsahoval fyzikalni
parametry (parametry popisujici zvrstveni a fyzikalni konstanty).

V programu sit.f90 byly nejdiive napocitany souradnice streda bunék C' (ve kterych
byly umistény proménné), nasledné byly spocitany normély ke sténdm bunék. Oznaéme
smérovy vektor stény a a predpokladejme navic, ze ma velikost rovnou jeji délce. Piislusna
normala n pak musi spliiovat a;n; = 0. Aby §lo porovnat orientaci normaly, byl zaveden

vektor:
0:= @, (3.1)

kde S, oznacuje stied stény a pismeno C' oznacuje stied buinky, pro kterou se norméla
pocita. Vnéjsi normadla musi byt orientovéna tak, aby splnila nerovnost o;n; > 0. Speciélné
bylo tieba pro ucely okrajovych podminek spocitat souradnice stredu bunek C,,; za okra-
jem vypocetni oblasti:

Cout := Cip, + 2||0||n (3.2)

n oznacuje vnéjsi normélu stény mezi vnitini (ozn. indexem in) a zahrani¢ni bunkou. Pro
pouziti podle vztahu 2.10 byly norméaly prendsobeny velikosti prislusnych stén. Pro kazdou
sténu byl zaveden vektor s := nl|a||. Pro vypocet délky ¢asového kroku bylo potieba
urcit kroky sité pro jednotlivé bunky. Tyto kroky byly urc¢eny jako velikost prumérného
smérového vektoru protilehlych stén. Pokud pouzijeme oc¢islovani stén z Obr. 3.3 a oznaceni
smérovych vektoru stén prislusnym indexem, lze napsat:

A, — az +ay
2
A, = ||t (3.3)
2
Obsah bunky oznaceny jako V' byl spocten jako obsah jednotlivych trojuhelniku:
1
V=S (llar x as|| + [az x aul) (3.4)

Nésledné byly v programu spocitany parametry pomocné sité. Ke kazdé sténé zakladni
bunky byla pridélena jedna bunka pomocné sité. Nejprve byl urcen jeji stied jako stied
puvodni stény, pak byly dopo¢itdny normaly jednotlivych stén a obsah pomocné bunky (V
podstaté obdobnym postupem jako u zakladni burky).
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Obr. 3.5: Diagram ¢asového kroku

3.4 Struktura hlavniho programu

V hlavnim programu byly feseny vSechny ¢asové diskretizace. Nejdiive byl proveden cyklus
pro fyzikalni cas. Krok fyzikalniho ¢asu A, byl zavedeny jako neménnd konstanta vstupujici
do programu a byl zvolen jako desetina charakteristického ¢asu. Pouzijeme-li oznaceni ze
vztahu 1.37 lze definovat A; = %. Vyvoj pole proménnych se poc¢ital podle schematu 2.24.

V kazdé iteraci fyzikdlniho ¢asu byla pridana uméla stlacitelnost. Problém se tesil v
dudlnim ¢ase. Zpusob feseni problému (zavedeného rovnici 2.4) byl implementovén jako
metoda prosté iterace. Velikost kroku dudlniho casu A, byla spocitdna podle vzorce 2.29
jako maximalni povolend, tj. s rovnosti (ve vzorci 2.29). Jelikoz se prostorové kroky sité
(A, a Ay) lisily, byly kroky duélniho ¢asu spocitany pro kazdou buiku zvlast. Nésledné
bylo vybrdno minimum z téchto kroki, jako krok vysledny. Cislo CFL bylo v souladu se
vztahem 2.33 polozeno rovno 2.

V kazdém dudlnim case byly provedeny iterace Runge-Kuttovy metody 2.28 a v nich
byla feSena prostorova diskretizace. Symbolicky zjednoduseny nastin takového kroku znézor-
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nuje diagram 3.5.

Nejprve se vénujme nevazkym tokum oznac¢enym v diagramu pro nézornost F,, (jedna
se o toky H z predchozi kapitoly). Pro jejich diskretizaci byly implementoviny metody
AUSM podle vztahu 2.15 a MUSCL pro rekonstrukei rychlosti na sténéch (podle vztahu
2.16). V hlavnim programu byla moznost zvolit si variantu s nebo bez pouziti Hemker-
Korenova limiteru (2.19). Pro vazké toky oznacené pro nézornost F, (jedna se o toky R z
predchozi kapitoly) byla provedena diskretizace na pomocné siti. Program daval moznost
zvolit mezi pseudolamindrnim proudénim a proudénim s pfidanou turbulenci (Blackadaruv
model). Pro vizkozitu, kterou byly vazké toky prendsobeny, bylo mozné zvolit, jestli bude
obsahovat turbulentni vizkozitu danou parametrizaci Reynoldsova tenzoru napéti ze vztahu
1.25. Déle byl implementovan ptidany tok pro stabilizaci tlaku 7', u kterého byla moznost
rozsiteni pro stabilizaci hustoty (pro ucely vétsi shody s validacnimi daty). Nakonec byly
pridany externi toky F.,; presné podle definice 2.1. Vertikalni gradient hlavni ¢asti hustoty
(uréujici zvrstveni) byl do programu zadan jako vstupni parametr.

Vsechny toky daly dohromady reziduum ze vztahu 2.25, které néasledné vstupuje do
Runge-Kuttovy metody (ta fesi rovnici 2.26). Konvergence byla sledovéna ve formé zbytku
ve tvaru 2.34, ktery byl vypisovén spolu s fyzikdlnim casem (do textového souboru).

3.5 Parametry a fyzikalni nastaveni

Na zavér této kapitoly je potieba zminit nékteré parametry, které vstupovaly piimo do
hlavniho programu v podobé textovych souboru.Shrneme zde diive zminéné: Jsou to krok
fyzikalniho ¢asu A, = 0, 1s (ozn. DTS), CFL ¢islo CFL = 2, parametr u MUSCL schematu
K= % a koeficient u umélé stlacitelnosti 3 = 1 (v ). Beta bylo explicitné nastaveno rovné
charakteristické rychlosti a nebylo poc¢itano (z maxima rychlosti) z duvodu vétsi jistoty pii
vypoctu. (Zkouméni a nastavovani optiméalniho 5 bylo mimo rozsah této prace).

Nékteré parametry jsou cisté numerické povahy a byly nastaveny experimentalné. Kon-
stanta u stabilizace tlaku (vztah 2.18) byla nastavena jako nejmensi takové, pro kterou
vypocet probéhne bez problému K, = 0,001 (ozn. KOTP). Pro tcely validace modelu
bylo vyzkouSeno i tlumeni hustoty s nékolika konstantami. Za zminéni stoji nastaveni
konstanty K, = 0,0005 (ozn. KOTRho), jez odpovidalo tlumeni ve ¢lanku [10]. Pfi nu-
merickych experimentech byla tato konstanta nastavena jako nulova. Dale byla nastavena
"bezpecnostni” konstanta pro zmenseni kroku dualniho ¢asu KOT = 0, 1. Touto konstan-
tou byl krok dualniho ¢asu vynésobeny. Poslednim ¢isté numerickym parametrem byl pocet
iteraci v dudlnim case, nastaveny na ITmax = 1000. Bylo vyzkouseno i vice iteraci (1500,
2000), ale z duvodu ¢asové uspornosti bylo zvoleno pravé 1000 iteraci. ITmax = 500 bylo
vyhodnoceno jako prilis maly pocet iteraci, pii kterém program divergoval.

Pocet iteraci ve fyzikdlnim case byl oznacen jako maxT a byl ménén podle potieby.
Vétsina vypoctu byla pocitana pro 6000 iteraci (tj. 10 min.).

Nékteré parametry slouzily jako volby logického typu (boolean). Jednalo se o proménnou
”schema”. V pripadé pravdy se pouzil Hemker-Korenuv limiter. U proménné ”turbal” se
v piipadé nepravdy pouzila turbulentni viskozita nulova a model byl pseudolaminarni.
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3.5.1 Fyzikalni podminky modelu

Stratifikace byla realizovana hlavni ¢asti hustoty, ktera byla dana linedrnim profilem:

Po = Ps +VpY

kde ps = 1,2 % byla hustota u povrchu (ozn. RHO_S) a v, = %% = —0,01 % gradi-
ent hustoty (ozn. GRAD_Ro). Ve shodé s poznamkou pod soustavou 1.33 byla pouzivana
prumérnd hustota v celé oblasti p, = 1 %.
Stejné jako ve ¢ldnku [10] bylo pro testovani uvazovéano relativné nizké Reynoldsovo ¢islo
Re = 1000, aby byl omezen vliv turbulence. Tohoto faktu bylo docileno nastavenim ki-
nematické viskozity tekutiny nay = 1073 m?Q Charakteristicka rychlost byla U =1 * a
charakteristicka délka byla dana vyskou kopce L = h = 1m. Pro realnéjsi model by bylo
tfeba prizpusobit Reynoldsovo ¢islo realné atmosfére. Pro testovaci ucely vlivu okrajovych
podminek vsak postaci uvazované ¢islo.

Rozdilné stratifikace (a tedy rozdilné Brunt-Vaisalovy frekvence) bylo dosahovano pouzitim
ruznych tihovych zrychleni. Pro ticely validace modelu byly pouzity hodnoty:

m
g=-5-10, =20, =50 5 (3.5)

Pro testovani okrajovych podminek byly pouzity hodnoty g = —10, —50 3.

Poslednimi fyzikalnimi parametry zadavanymi do modelu byly parametry pro Blacka-
dartv model turbulence: parametr drsnosti yo = 0,001m a Richardsonovo ¢islo Ng; (aby
bylo mozné ménit nastaveni pridané turbulence, pro provedené testy bylo nastaveno podle
predpisu 1.39).
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Kapitola 4

Validace

Jak jiz bylo nékolikrat zminéno v predchozich kapitolach, model (a jeho programova re-
alizace) byl validovan podle vysledku z clanku [10]. V ramci validace byly rovnéz provadény
jednoduché numerické experimenty pro nastaveni numerickych parametru. Byl také zkouman
vliv Hemker-Korenova limiteru a pfidané turbulence (Blackadaruv model). Jelikoz jsou ve
[10] vykreslovéna pouze pole vertikalnich rychlosti, byly v nasem piipadé také porovnavany
vysledky vzhledem k vertikalnim rychlostem. Nakonec byly vysledky porovnany s teorii a
napozorovanym chovanim 2D proudéni pfes hladky kopec z ¢lanku [14].

4.1 Zakladni okrajové podminky

Pro valida¢ni vypocty byly pouzity okrajové podminky stejné jako ve clanku [10]. Podobné
jako u jinych vypoc¢tu byly okrajové podminky realizovany ptidanim fiktivnich kontrolnich
objemu (bunék) za hranici skutecné vypocetni oblasti (ghost cells). Hodnoty proménnych v
nich jsou ziskdny pomoci linedarni extrapolace tak, aby byla na hranicich zajisténa potiebna
hodnota.

Vstup
Na vstupu byl predepsdan mocninny vstupni profil slozky rychlosti w:

w=uly) = Uy (Lio) " (4.1)

Ostatni hodnoty neznamych (veli¢in) na vstupu byly predepsany jako nulové (homogenni
Dirichletova podminka), az na tlak, ktery byl extrapolovan.

Vystup a horni hranice

Na vystupu a na horni hranici byla predepsana homogenni Neumannova podminka pro
vSechny pocitané veliciny, tj. predepsali jsme hodnotu normélové derivace na sténé jako
nulovou.
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Povrch

Na spodni hranici byla predepsana homogenni Dirichletova podminkou pro rychlost, tj. na
sténé platilo: v = 0, v = 0 (tzv. no-slip conditions). Pro p’ byla predepsdna homogenni
Neumannova podminka, tlak byl extrapolovan.

4.2 Pseudolaminarni proudéni pocitané s Hemker--
Korenovym limiterem

K ovéteni modelu bylo spocitano proudéni pro stejné nastaveni jako v Bodnarové clanku
[10], v¥sledky byly mezi sebou porovnany. Vétsina nastaveni je popsana v kapitole 3. Slo
o pseudolaminarni proudéni pocitané s pouzitym limiterem.

Vysledky jsou na obrazcich 4.1 az 4.4. Jak lze prostym porovnanim s vysledky z
Bodnérova ¢lénku (viz kopie v Piiloze A - Fig.4) zjistit, pole vertikdlnich rychlosti si
odpovidaji. Maxima i minima rychlosti se vétsinou dobie shoduji s valida¢nimi, i trendy
jejich vyvoje si odpovidaji. Nepatrné rozdily ve vykresleni byly zfejmé zpusobeny ne zcela
shodnymi fyzikalnimi casy. V Bodnarové ¢lanku neni presné uveden tdaj o fyzykalnich
¢asech, bylo mozno pouze odhadovat, ze vykreslend pole jsou ve fyzikalnim case 2 mi-
nuty. Dalsi nepresnosti mohly byt zpusobeny cisté nahodnymi chybami, které vzniknou pti
vypoctech (zaokrouhlovaci, numerické chyby) ¢i chybami, které vznikly piimo pii vykres-
leni diky pouziti jiného vykreslovaciho programu (interpolace). V ptipadé prvniho zvrstveni
(9 = —5 3) je také tieba odhlédnout od ndhodnych virt vzniklych turbulenci pii zemském
povrchu za kopcem.

Pro jednotliva zvrstveni (rozdilné hodnoty ¢) byly vyneseny do grafu hodnoty vertikaln{
rychlosti v zavislosti na x-ové soufadnici na Fezu spojujicim body [0,0] a [30,30], tj. fez ve-
deny oblasti od stfedu kopce ve sklonu 45°. Vysledny graf ukazuje obrazek 4.5. Porovnanim
s grafem z Bodnérova ¢lanku (Priloha A, Fig.5) lze zjistit, ze se jedna o velice podobné
zavislosti.

Pro posledni zvrstveni (g = —50 %) byly vyneseny do grafu hodnoty vertikalni rychlosti
v zavislosti na x-ové souradnici na horizontalnim rezu ve vysce 10 m. Do obrazku 4.6 byly
zkresleny prubéhy rychlosti pro ruzné fyzikélni ¢asy (1 min., 2 min. a 3 min.). Déle byly
zkresleny i prubéhy vertikalnich rychlosti pro tyto ¢asy opét v fezu [0,0] a [30,30]. Vysledek
ukazuje obrézek 4.7. Pro ¢as 2 minuty (cca) existuje srovnani obou obrazku s Bodnarovym
clankem (Piiloha A, Fig.9 resp. Fig.10), kiivka AUSM odpovidé té validované.
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Obr. 4.1: Vijsledné pole vertikdalni rychlosti pro g = —5 5 ve fyzikdlnim case 2 min.

m

Obr. 4.2: Vysledné pole vertikdlni rychlosti pro g = —10 5 ve fyzikdlnim case 2 min.

S
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Obr. 4.4: Vyjsledné pole vertikdlni rychlosti pro g = —50 3 wve fyzikdlnim case 2 min.
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Obr. 4.5: Vertikdlni slozky rychlosti (vertikdlni osa [%} ) na fezu pro jednotlivé stratifikace,
opét ve fyzikdlnim case 2 min.
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Obr. 4.6: Vertikalnd slozky rychlosti (vertikdlni osa [%] ) na horizontdlnim tezu pro rizné
hodnoty fyzikdlnich casi, pri stratifikaci s g = —50 3
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Obr. 4.7: Vertikdlni slozky rychlosti (vertikdlni osa [?}) na §ikmém rezu pro ruzné hodnoty
fyzikdlnich casi, pri stratifikaci s g = —50

4.3 Srovnani s teorii

V jednotlivych Sikmych fezech byla zmétena vinova délka gravitacnich vin. Nejdiive v
fezu vedeném kolmo na §iteni vin (fez veden odhadem od stfedu kopce [0,0] nejvétsimi
gradienty v poli vertikdlnich rychlosti) a potom v sikmém fezu vedeném body [0,0] a
[30,30]. Tato méteni pak byla porovnana s teoretickymi hodnotami vypoctenymi ze vztahu
1.41. Vysledky jsou ptehledné uvedeny v tabulce 4.1. Pfi fezu vedeném kolmo na Siteni
viln, oznaceném jako "piimo”, se hodnoty métenych vinovych délek shodovaly pro vypocty
bez limiteru s vypocty s limiterem. Proto tento sloupec neni rozdélen (jen u posledniho
zvrstveni se hodnoty lisily o jednotku, zde je uvedeny prumeér obou).

Jak je vidét namérené hodnoty odpovidaji tém teoretickym.

zvrstveni || teorie meéreni
primo ‘ v fezu (MUSCL) ‘ v fezu (HK)
g [5] Alm]
5 31 33 34 33
10 22 23 17 17
20 15 17 16 12
50 10 10,5 8 7

Tab. 4.1: Srovndni nameérenych a teoretickych hodnot vinové délky
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Dale byly vysledky valida¢nich experimentu porovnény s pozorovanym chovanim realného
proudéni ze ¢ldnku [14]. Schematicky nécrt pozorovaného chovani je na kopii z tohoto
¢lanku v priloze B. Jednoduchym porovnanim vypocitanych poli vertikalnich rychlosti z
obrazku 4.1 az 4.4 s timto clankem lze zjistit, ze chovani pomérné odpovida. Za kopcem
se tvori turbulentni viry a nad celou oblasti vznikaji zavétrné viny. Podobné chovani je
obecné popisovano i pii pozorovani realnych proudéni v ¢lanku [14].

Podobnostn{ &isla N uvedend v tabulce 4.2 slouzila pro porovnéni situace s [14]. Cisla
porovname s uddvanou hodnotou D/ L stanovenou z rozméru oblasti, v nasem piipadé slo
o hodnotu priblizné 3,18. Z porovnani zjistime, ze prvni dvé zvrstveni spadaji na obrazku
Figure 3 (uvedeném v piiloze B) do kategorie a, takze by zadné viry za kopcem neméli v
realné situaci vznikat. Dalsi dvé cisla spadaji do kategorie b z téhoz obrazku.

Ve vsech ptipadech v nasich vypoctech ale vznikaji zavétrné viny, coz neni tuplné v
souladu s napozorovanou situaci podle [14]. Jejich vysledky byly ale simulované pro veétsi
Reynoldsovo ¢islo, nez je v nasem pripadeé.

gl [E] | Nwi | Nr |
5 0,042 | 4,87
10 | 0,084 | 3,45
20 || 0,167 | 2,44
50 || 0,417 | 1,5

Tab. 4.2: Uvedeni podobnostnich ¢isel pro jednotlivd zvrstveni
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Obr. 4.8: Vysledné pole vertikalni rychlosti pro g = —5 3 bez pouZiti limiteru ve fyzikdlnim
case 2 min.

4.4 Pseudolaminarni proudéni pocitané bez limiteru

Experimenty, které predchazely tém validaénim, se tykaly pouziti samotného MUSCL sche-
matu bez pouziti limiteru. Nastaveni bylo opét stejné, jak bylo popsano v kapitole 3.
Vysledky simulaci pro jednotlivé stratifikace ukazuji obrazky 4.8 az 4.11. Jak je patrné
nejsou podobné Bodnarovu ¢lanku. Pouziti limiteru je tedy zasadni, bez ného jsou viny v
poli vertikalnich rychlosti rychle tlumeny. Popsana skutecnost je nejlépe viditelna na grafu
4.12, kam byly pro jednotliva zvrstveni vyneseny hodnoty vertikalni rychlosti v zavislosti
na x-ové soufadnici na fezu spojujicim body [0,0] a [30,30]. Pro porovnéni muze slouzit
graf 4.5, nebo Fig.5 z Bodnérova clanku.

Vypocty bez pouziti limiteru konvergovaly diky tlumeni vyrazné 1épe. Presvédcit se je
mozné ze srovnani tlakovych rezidui na obrazku 4.13. Rezidua byla pocitdana podle vzorce
2.34. Nejpomaleji konvergovaly v 1. proménné (odchylka tlaku). U vypoctu bez pouziti
limiteru doslo po 2. minuté fyzikdlniho ¢asu k ustaleni pocitanych veli¢in. S ptribyvajicim
fyzikdlnim ¢asem jiz nedochézelo k jejich vyvoji.
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Obr. 4.9: Vysledné pole vertikdlni rychlosti pro g = —10 3 bez pouzili limiteru ve fyzikdlnim
case 2 min.

Obr. 4.10: Vysledné pole vertikdlni rychlosti pro g = —20 5 bez pouziti limiteru ve fy-
zikdlnim case 2 min.
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Obr. 4.11: Visledné pole vertikdlni rychlosti pro g = —50 5 bez pouZiti limiteru ve fy-

zikdlnim case 2 min.
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Obr. 4.12: Vertikdlni slozky rychlosti (vertikalni osa [%} ) na fezu pro jednotlivé stratifikace,

bez pouziti limiteru, opét ve fyzikdlnim c¢ase 2 min.
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Obr. 4.13: Tlakovd rezidua (vertikdlni osa [Pa]) v zdvislosti na fyzikdlnim éase (horizontdlnd
osa [vynesen pocet iteraci]) pro g = —50 33, vlevo s pouZitim limiteru, vpravo bez néj.

4.5 Blackadaruv model turbulence

V ocekavani, ze se vysledky numerickych simulaci ptiblizi pozorovanému chovanim v realné
situaci, bylo pocitano s pridanou turbulenci. Vysledky simulaci pro zvrstveni s g = —50 3
ukazuji obrazky 4.14 resp. 4.15 (v pfipadé pouziti limiteru). Pfidand turbulence pomoci
Blackadarova modelu bohuzel zvysuje efekt nefyzikalnich vin vznikajicich na vstupu do ob-
lasti, coz neni tuplné zadouci. Zvyseni efektu lze pozorovat dokonce v pripadé vypoctu bez
pouziti limiteru, které jinak efekty tlumi. Dochéazi také k vyraznému tlumeni fyzikalnich
vln, jak je patrné na srovnani z obrazku 4.16, kam byly pro jednotlivé experimenty vyne-
seny hodnoty vertikalni rychlosti v zavislosti na x-ové souradnici na fezu spojujicim body
[0,0] & [30,30]. (Oznaceni experimentu: ”lam”- pseudolaminarni proudéni, ”turb”- proudéni
s ptridanou turbulence, "bez”- vypocet bez pouziti limiteru, "HK”- vypocet s pouzitim
Hemker-Korenova limiteru). Pouziti pfidané turbulence se tedy ukazalo jako rusivé a nu-
merické experimenty byly déle provadény bez ného.
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Obr. 4.14: Vysledné pole vertikdlni rychlosti pro g = —50 3 bez pouZiti limiteru s pridanou
turbulenct ve fyzikdlnim case 2 min.

Obr. 4.15: Vysledné pole vertikdlni rychlosti pro g = —50 %5 (s limiterem) s pridanou
turbulenct ve fyzikalnim case 2 min.
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Obr. 4.16: Vertikdlni slozky rychlosti (vertikalni osa [%} ) na Fezu pro jednotlivé experi-
menty, vykresleno ve fyzikalnim case 2 min.
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Obr. 4.17: Vertikdlni slozky rychlosti (vertikdlni osa [%} ) na tezu pro jednotlivé experi-
menty, vykresleno ve fyzikdlnim case 2 min.

4.6 VlIiv zjednodusSeni v podobé primérné hustoty

Nakonec bylo u valida¢nich experimenti zkoumano, jaky ma vliv pouzité zjednoduseni v
podobé pouziti prumérné hustoty v oblasti p.. (viz pozndmka u rovnice 1.33). Hustota byla
v modelu spoéitana jako p = pg + p’ a byly provedeny stejné numerické simulace jako pro
zjednoduseny model. Jelikoz se vSak vysledky pfilis nelisily, nema cenu zde uvadét obrazky,
které by stejné byly velice podobné jiz uvedenym 4.8 az 4.11. Misto toho zde uvedeme
na obrazku 4.17 srovnani vysledku jednotlivych experimentu na fezu (opét vedeném mezi
body [0,0] a [30,30]). jedné se o zkresleni vysledku téchto numerickych experimentu: ”puv”-
puvodni validaéni experiment (bez pouziti limiteru), ”HEMKOR?”- validaéni experiment s
pouzitim Hemker-Korenova limiteru, ”turb”- validacni experiment bez pouziti limiteru s
pridanou turbulenci a koneéné ”01”- experiment bez zjednoduseni pomoci p,.
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Kapitola 5

Numerické experimenty

V této kapitole budou zminéné ostatni numerické experimenty tykajici se okrajovych
podminek. Byla provedena zména okrajovych podminek u povrchu, potom byla vyzkousena
technika boundary domain pro horni hranici a nakonec byl zménény vstupni profil (tedy
okrajova podminka na vstupu). Vsechny zménéné okrajové podminky by mély mit pozi-
tivni vliv na konvergenci vypoctu. Zména hustoty u povrchu je tvrdsi okrajova podminka.
Boundary domain by méla zabranit odrazu vin od horni hranice a tim i interferenci, ktera
pusobi rusivé. Vstupni profil z vyvinutéjsiho proudu by mohl zabranit interferenci vin
vzniklych v okoli vstupni hranice (s fyzikdlnimi zavétrnymi vinami).

5.1 Okrajové podminky, povrch

Jak uvadi [19] pro nestla¢itelné rovnice fesené numericky metodou konecnych objemu lze
zadat jen omezené kombinace pocatecnich podminek. V tomto numerickém experimentu
byly pro soustavu 1.33 zaddny stejné podminky jako pii valida¢énich experimentech (viz
kapitola 4), jen byla zménéna podminka pro povrch.

Pokud chceme simulovat efekty ulpivani tekutiny na povrchu (ke kterym dochazi u vazkych
tekutin), musi mit tekutina tésné u povrchu stejnou rychlost jako povrch. Pokud se po-
vrch nehybe, ulpivani zaruéi homogenni Dirichletova podminka pro rychlost (tj. na spodni
sténé opét platilo: u = 0, v = 0). Pro p’ je vSak mozna varianta homogenni Dirichletovy
podminky. Takova podminka byla zadana pro tento numericky experiment.

Vysledky numerickych experimentu s homogenni Dirichletovou podminkou pro p’ jsou
vykresleny na obrazcich 5.2 - 5.5. Na prvnich dvou jsou vysledky pro stratifikaci s g =
—10 3, na druhych dvou pro stratifikaci g = —50 3. Bylo pocitano bez i s pouzitim
limiteru. Prostym porovnanim s vysledky valida¢nich vypoctu z obrazku po tadé: 4.9,
4.2, 4.11 a 4.4 lze zjistit, ze pro vypocty bez pouziti limiteru se vykreslena pole témeér
shoduji. Porovnanim vysledku vypoctu s limiterem a validaénich vypoctu zjistime jisté
rozdily. Pro homogenni Dirichletovu podminku pro hustotu viry za kopcem nevznikaji.
Ziejmé jde o vliv tvrdsi okrajové podminky pro pole hustoty. Jelikoz se hustota tekutiny
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méni jen advekei (diky predpokladu nestlacitelnosti), méla by také homogenni Dirichle-
tova podminka pro hustotu teoreticky veétsi fyzikalni smysl, nebot u spodni stény jsou
predepsany slozky rychlosti jako nulové. U stény tedy teoreticky nedochazi k vyméné te-
kutiny (ta podle predpokladu na sténé ulpiva). Ve srovnéni s Hunt-Snydrovym popisem
realného chovani je lepsi homogenni Dirichletova podminka, protoze podle popisu nase Ng
odpovidaji ptipadum a) pripadné b) z Figure 3 (viz priloha B), kde zddné viry za kopcem
nevznikaji.

Srovnani numerického experimentu s validacnim bylo provedeno ve dvou fezech oblasti,
opét na fezu spojujicim body [0,0] a [30,30] a potom na horizontdlnim fezu ve vysce y =
2 m. Na obou tezech byly vykresleny vertikalni slozky rychlosti v zavislosti na horizontalni
soutfadnici pro vSechny pripady. Zkresleni vypoc¢tu s témi validacnimi jsou pro stratifikaci
s g = —10 3 na grafech 5.6 a 5.7 ("val”jsou oznaceny validacni experimenty; "HK”jsou
oznaceny vypocty s pouzitim limiteru). Pro tuto stratifikaci je z grafu patrné, ze na sikmém
fezu se vertikalni rychlosti prilis nelisi, rozdily jsou hlavné u povrchu, coz bylo ocekavané.
Narozdil od stratifikace s ¢ = —50 3, kde uz se okrajovd podminka pro spodni hranici
promitne i do vyvoje v celé oblasti. Jak je vidét na grafech pro tuto stratifikaci 5.8 a 5.9.

Na obrazcich 5.6 - 5.9 je téz patrné, ze ve vypoctech bez pouziti limiteru jsou viry a
odchylky od laminarntho proudéni tlumeny do té miry, ze neni mozné na nich vliv zmény
okrajové podminky zpozorovat.

Homogenni Dirichletova okrajova podminka pro hustotu na spodni hranici urcité vliv
na konvergenci vypoc¢tu ma. Srovnani tlakovych rezidui na obrazku 5.1 to potvrzuje.
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Obr. 5.1: Tlakovd rezidua (vertikdlni osa [Pa]) v zdvislosti na fyzikdlnim case (horizontdlni
osa [vynesen pocet iteraci]) pro g = —50 5, vlevo pro upravenou okraj. podminku, vpravo
pro puvodni okraj. podminku
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Obr. 5.2: Vysledné pole vertikdlni rychlosti pro g = —10 5 ve fyzikdlnim case 2 min.,
vypocet bez pouziti limiteru

Obr. 5.3: Vysledné pole wvertikdlni rychlosti pro g = —10 3 wve fyzikdlnim case 2 min.,
vypocet s pouZitim limiteru
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Obr. 5.4: Vysledné pole vertikdlni rychlosti pro g
vypocet bez pouziti limiteru

Obr. 5.5: Vysledné pole vertikalni rychlosti pro g
vypocet s pouZitim limiteru
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Obr. 5.6: Vertikalni slozky rychlosti (vertikdlni osa [%}) pro g = —10 Z na sikmém rezu
pro jednotlivé experimenty - modre jsou zakresleny ty validacni, opét ve fyzikdlnim case 2
min.
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Obr. 5.9: Vertikdlni slozky rychlosti (vertikalni osa [%}) pro g = —50 3 na horizontdlnim
rezu pro jednotlivé experimenty - modre jsou zakresleny ty validacni, opét ve fyzikdlnim
case 2 min.
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5.2 Boundary domain

Pro okrajové podminky na horni hranici byla vyzkouSena metoda boundary domain. Ta
umozinuje tlumeni vin u horni hranice, a tim minimalizuje dopad odrazenych vin. Jde o to,
ze do vypocetni oblasti je pridana doména u horni hranice, v niz jsou vypoctené hodnoty
veli¢in pfiblizeny prumérné hodnoté v doméné. Nové hodnoty proménnych v doméné (W)
byly tedy pfi aplikaci okrajovych podminek spocteny jako:

Wha :W+§(ybd)(W —W) (51)

kde W oznacuje prumérnou hodnotu proménnych (W) v doméné. Tlumici funkce & zavisi
na vertikalni souradnici v doméné:

— Wyop — h
Ybd = Y (ythp ) (5.2)
bd

kde i, je souradnice horni hranice vypocetni oblasti (véetné domény) a hyg je tloustka
domény. Aby mohly byt utlumeny vlny s urcitou vinovou délkou, je nutné mit tloustku
domény aspon srovnatelnou s touto vinovou délkou.

Samotnd tlumici funkce musi podle [20] splnit zdkladni pozadavky:

£0)=1 %wm <0
_ 06
£(1) =0 S (0) =0 (5.3)

Jelikoz u horni hranice je tlumici funkce rovna 1, dostaneme tak v podstaté Dirichletovu
okrajovou podminku. Ta je pro tlak zakdzand (viz [19]), takze z neznamych velicin (sym-
bolicky ozn. W je tfeba vynechat tlak).

V nasem piipadé byla zvolena tlumici funkce £ jako nejjednodussi mozna, ktera splni
pozadavky 5.3:

E(Yba) = 1 — Yoy (5.4)
Numericky experiment byl proveden jen pro nejsilnéjsi stratifikaci g = —50 3 a vypocet
byl s pouzitim limiteru. Za tloustku domény bylo zvoleno 10 m, aby mohly byt tlumeny
zévétrné viny s touto vinovou délkou (viz tabulka 4.1). O tuto tloustku byla vertikalné
zvétSena i zakladni sit. Okrajové podminky byly jinak zaddny stejné jako pfi validacnich
experimentech. Do programu byla implementovana metoda okrajové domény.

Vysledky numerického experimentu ukazuje obrazek 5.10. Zvolena jednoducha tlumici
funkce bohuzel neni schopné zajistit zlepseni vysledku. Diky nespojitosti v druhych deri-
vacich, kterou do pole proménnych vnasi okrajova doména, dokonce dochazi k dvojitému
odrazu viln a to jak od horni hranice oblasti tak od spodni hranice domény. Situaci by
nejspise vytesila hladsi tlumici funkce, jeji testovani by ale vyzadovalo dalsi experimenty.
Jejich realizace muze byt jako rozsiteni prace. Pro srovnani je uveden i puvodni experi-
ment bez okrajové domény (se stejné velkou vypocetni oblasti) a to na obrazku 5.11. Jak
je patrné z porovnani obou obrazku, je pro dané nastaveni vyhodnéjsi boundary domain
nepouzivat. Timto zjisténim odpadly dalsi experimenty se zvétsovanim okrajové domény.
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Obr. 5.10: Visledné pole vertikdlni rychlosti (vertikdlni osa [%] ) pri numerickém experi-
mentu s okrajovou doménu, opét ve fyzikdlnim case 2 min.

Obr. 5.11: Puvodni vijsledné pole vertikdlni rychlosti (vertikdlni osa [%] ) na stejné velké
oblasti jako byl provddeén numericky experiment, opét ve fyzikdlnim case 2 min.
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Obr. 5.12: Vertikalni slozky rychlosti (vertikdlni osa [%]) pro g = =50 5 na Sikmém Tezu
pro jednotlivé experimenty - modre jsou zakresleny ty puvodni, opét ve fyzikdlnim case 2
min.

Srovnani numerického experimentu s valida¢nimi bylo provedeno pro vertikéalni rychlosti
na fezu spojujicim body [0,0] a [30,30]. Pridany byly i hodnoty z validaéniho experimentu
provedeném jen na zakladni siti. Diky prumérovani jsou hodnoty vertikalni slozky rychlosti
v okrajové doméné vychylené.

5.3 Okrajové podminky, vstup
Posledni numericky experiment byl inspirovan zlepsenim konvergence vypoctu pii hori-
zontalnim zvétseni oblasti. Kdyz byla pii valida¢nim numerickém experimentu vypocetni

oblast zvétsena o 10 bunék na vstupu doslo k vyraznéjsimu zmenseni tlakovych rezidui (u
vypoc¢tu s pouzitim limiteru). Jak ukazuje obrazek 5.13.
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Obr. 5.13: Tlakovd rezidua (vertikdlni osa [Pa]) v zdvislosti na fyzikdlnim éase (horizontdlnd
osa [vynesen pocet iteraci]) pro g = —50 %5 ; vlevo na zdkladni siti, vpravo na rozsirené.

Pro nejsilnéjsi stratifikaci (g = —50 33) se proudéni nechalo vyvinout stranou hlavniho
vypoc¢tu na ndbéhové oblasti s rovnym povrchem (umisténou jakoby pred skuteénou vypocetni
oblast). Pouzivaly se pochopitelné stejné parametry proudéni (viz kapitola 3). Na této
nabéhové oblasti bylo napoé¢itano (s pouzitim limiteru) nékolik iteraci pseudolaminarniho
proudéni. Bylo poc¢itano dokud vlny vytvorené na vstupu nedosahly vystupni hranice. Pro-
fil horizontélni rychlosti na vystupu byl poté normovan (aby maximum horizontélni slozky
rychlosti odpovidalo charakteristické rychlosti) a pouzit jako vstup pro vypocet na zékladni
siti. Zkresleni vstupnich profilu je na grafu 5.14.

Vysledky vypoctu s upravenym vstupnim profilem ukazuje obrazek 5.15. Pro srovnani
je na obrazku 5.16 vykreslen vysledek vypoctu s puvodnim vstupnim profilem. Diky vy-
vinutéjsimu vstupnimu profilu se castecné podarilo odstranit ”nefyzikdlni” viny vzniklé
narazem vstupniho proudu na spodni hranici a zabranit tak interferenci téchto vyraznych
vin s fyzikalnimi zavétrnymi vlnami.

Je evidentni, Zze vstupni okrajova podminka hraje vyznamnou roli pii konvergenci mo-
delu, jak ukazuji vykreslena tlakova rezidua na obrazku 5.17. Prestoze Reynoldsova i Ri-
chardsonova ¢isla jsou stejna, je patrny rozdil v amplitudach jednotlivych vIn. To je nejspise
zpusobeno rozdilnym mnozstvim tekutiny, které protece vstupni sténou pro oba ptipady.
Kdybychom chtéli odstranit tento nedostatek, bylo by nutné nanormovat vstupni profily
tak, aby byl v obou pripadech stejny prutok. Numerické experimenty se stejnym prutokem
lze provést jako rozsiteni prace.
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Obr. 5.15: Vysledné pole vertikdlni rychlosti (vertikdlni osa [%] ) pri numerickém experi-
mentu s upravenym vstupnim profilem ve fyzikdlnim case 5 min.

Obr. 5.16: Puvodni vysledné pole vertikdlni rychlosti (vertikdini osa [%} )(s puvodnim
vstupnim profilem) ve fyzikdlnim case 5 min.
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Obr. 5.17: Tlakovd rezidua (vertikdlni osa [Pa]) v zdvislosti na fyzikdlnim case (horizontdlni
osa [vynesen pocet iteraci] ) pro g = =50 5 vlevo pro upraveny, vpravo pro pivodni vstupni

profil.
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Zaver

Tato prace prinesla nékolik jednoduchych poznatku o vlivu okrajovych podminek na im-
plementovany matematicky model. Nejprve byly shrnuty rovnice popisujici matematicky
proudéni vazké nestlacitelné stratifikované tekutiny. Byly pripomenuty Boussinesqova apro-
ximace a Reynoldsovské sttedovani rovnic. Do RANS (v Boussinesqové aproximaci) byl
pridan Blackadaruv model turbulence. Celd kapitola byla vénovana feseni téchto rovnic
metodou koneénych objemu a potiebné matematické teorii.

Poté byla popsana implementace pouzitych metod a struktura programu. Funkénost
napsanych programu byla testovana na stejné siti a pri stejném nastaveni jako u zdo-
kumentovanych piipadu. Ruznych zvrstveni tekutiny bylo docileno dosazenim ruznych
tthovych zrychleni. Timto zpusobem bylo pro vsechny experimenty zachovano Reynold-
sovo ¢islo Nr. = 1000. Vysledky téchto valida¢nich testu ve velké mite odpovidaly re-
ferenénim vysledkim ve srovnavané praci. Vypoctené vinové délky zavétrnych vin byly
porovnany s teoretickymi hodnotami a v ramci chyby urceni se ptresvédcivé shodovaly.
Chovani vypoc¢itaného proudéni ptiblizné odpovidalo popsanému chovani z fyzikalnich ex-
perimentu v referenénim ¢lanku.

V ramci testovani modelu byl také diskutovan vliv pouziti numerického Hemker-Korenova
limiteru, ktery se stal nedilnou soucésti modelu pro testy okrajovych podminek. Blacka-
daruv analyticky model byl otestovan pti validacnich vypoctech a pro experimenty s okra-
jovymi podminkami byl vynechan, pocitalo se tedy jen s pseudolamindrnim proudénim. Jak
ukazaly validacni vypocty, v modelu se vyskytovala nezdadouci interference fyzikdlnich vin s
vlnami vzniklymi vlivem okrajovych podminek (vlivem okrajové podminky u povrchu, od-
razem od horni hranice ¢ ndrazem vstupniho proudéni). Tato interference dokonce brénila
konvergenci vysledku a vzniku ustdleného proudéni.

Byly testovany tti pripady rozdilnych okrajovych podminek, které mély zmensit vliv
nefyzikalnich vin vzniklych existenci hranice a tim pomoci zlepSit konvergenci modelu:
Homogenni Dirichletova okrajova podminka pro hustotu na spodni hranici, pfidana boun-
dary domain na horni hranici a zménény profil horizontalni rychlosti na vstupu. Posledni
dva zminéné testy byly provedeny jen pro nejsilnéjsi stratifikaci, ktera trpéla nezadouci
interferenci nejvice.

Provedené numerické experimenty prokazaly, ze Homogenni Dirichletova podminka pro
hustotu na spodni hranici ma zna¢ny vliv na pole proudéni i na konvergenci modelu.
Jeji nastaveni dava i vysledky blizsi fyzikalni situaci. Numericky experiment s boundary
domain nepotvrdil zlepSeni situace ani ve fyzikalnim smyslu ani ve smyslu lepsi konver-
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gence. Samotné zvétseni vypocetni oblasti prindsi malé zlepseni situace (zfejmé zpusobené
oddalenim hranice), ale pouziti techniky boundary domain, s jednoduchou tlumici funkei,
spise situaci komplikuje. Na zavér provedeny numericky experiment s jinym vstupnim
profilem ukazal, Ze lze do jisté miry odstranit nezadouci efekt narazu vstupniho proudu.
Nezadouci vlny na vstupu vzniklé u vyvinutéjsiho proudu nebyly tak velké jako ty puvodni.
Zmenseni vln na vstupu také zmensilo vliv interference a tim prispélo k lepsi konvergenci
modelu.

Posledni dva popsané experimenty s okrajovymi podminkami nejsou zdaleka u konce.

------

N

vstupujici tekutiny (a provést testy vlivu jiného zavedeni Reynoldsova c¢isla). Nakonec
by pro srovnani bylo mozné pouzit i jiny model s implementaci pro okrajové podminky.
Napiiklad metodu vnofené hranice popsanou v [21], ale to uz by vydalo na sepsani celé
dalsi prace. Pouzity matematicky model navic slouzil jen pro numerické testy pro tekutinu
s velkym Prandtlovym ¢islem (teoreticky nekoneénym). Rozsitit model pro pouziti v MVA
by také bylo mozné. Znamenalo by to minimélné pridani rovnice pro teplotu do soustavy
modelovych rovnic.
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Priloha A

Césti ¢lanku [10] pro porovnani a validaci.
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Fig. 5. Vertical velocity plots for different values of stratification.
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Fig. 4. Vertical velocity contours for different values of stratification (i.e. for different values of gravity acceleration g = —5,-10,—20,—-50 m - s 2).
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10. Vertical velocity plots for different schemes in a cut taken from the hill centre at the angle of 45 degrees.
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Priloha B

Cést clanku [14] pro porovnan.

()
Ficure 3. Stratified flow over two-dimensional hills in & channel. (a) Supercritical Froude number;
no waves possible. Fi, > D/(Lm) separation is boundary-layer controlled. (b) Hill with low slope;
subcritical Froude number; no separation on lee slope; separation caused by lee wave rotor.
(1/m) ( 1—11"FEL*/D")i < Fr < D/(Lm). (¢) Hill with moderate slope; supercritical Froude
number; boundary-layer separation on-lee slope. 5/27 5 Fy, < D/(Lm). (d) Suberitical Froude
number; lee wave induced separation on lee slope. Fy, < (1/m) (1 —m2F% L?/D?)3.
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Priloha C

Pozad'ov4 hodnota vertikalnich rychlosti pro validaéni vypoécty. Hodnota byla ziskdna pii
vypoc¢tu vyvinutéjsiho proudéni (num. experiment s odlisnym vstupnim profilem) na siti s
rovnym povrchem (na vstupu je predepsan standardni vstupni profil).

Obr. 5.18: Pozad ové pole vertikdlni rychlosti pro g = —50 3 ve fyzikdlnim case 2 min.,
vypocet s limiterem
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