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1.1 Základńı rovnice prouděńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Boussinesqova aproximace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 RANS a model turbulence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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4.3 Srovnáńı s teoríı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Př́ıloha A 62
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Úvod

Předložená práce se zabývá modelováńım vazkého, nestlačitelného, stratifikovaného prouděńı
tekutiny a to předevš́ım vlivem okrajových podmı́nek na toto prouděńı. Vzdáleně bylo po-
pisované prouděńı inspirováno reálným prouděńım v mezńı vrstvě atmosféry (MVA), kde je
tekutina tepelně stratifikovaná a jej́ı chováńı lze popsat jako chováńı nestlačitelné tekutiny.

Právě potřeba popsat prouděńı v MVA je v dnešńı době č́ım dál t́ım větš́ı. Stoupá totiž
znečǐstěńı př́ızemńıho vzduchu a t́ım i jeho vliv na okoĺı. S t́ım jsou spojené komplikace.
Znečǐstěné ovzduš́ı neblaze ovlivňuje nejen životńı prostřed́ı, ale také lidské zdrav́ı. Když
budeme umět popsat jak se prouděńı v MVA chová, můžeme i předpovědět, které oblasti
budou nejv́ıce znečǐstěné a přizp̊usobit se tomu. Nebo můžeme umı́stit největš́ı zdroje
znečǐstěńı tak, abychom se vyhnuli š́ı̌reńı exhalaćı do obydlených mı́st či nad chráněné
př́ırodńı lokality.

Zkoumat prouděńı tekutin je možné pomoćı fyzikálńıho nebo matematického mode-
lováńı. Reálná měřeńı jsou vzácná a drahá. Fyzikálńı modelováńı využ́ıvá jak geometrické
tak dynamické podobnosti situace v malém provedeńı. Zmenšený model umı́st́ı do aerody-
namického tunelu, ve kterém prob́ıhaj́ı měřeńı. Výhodou je možnost přesněǰśıho napodo-
beńı terénu, nevýhodou vyšš́ı cena takových experiment̊u. Naproti tomu pro matematické
modelováńı je třeba situaci zjednodušit tak, aby se dala matematicky popsat. Pro popis
prouděńı samotného se využ́ıvaj́ı matematické rovnice odvozené ze zákon̊u zachováńı. Ty
jsou pak v geometricky zjednodušené oblasti řešeny matematickým modelem. Nevýhodou
matematického modelováńı je právě ono zjednodušeńı, naopak výhodou může být jak nižš́ı
cena, tak i hlubš́ı porozuměńı chováńı řešeńı.

V př́ıpadě této práce jde o matematické modelováńı. Pro numerické experimenty byl
zvolen jednoduchý model založený na rovnici kontinuity, a pohybových rovnićıch. Teorie
těchto rovnic je shrnuta v prvńı kapitole. Druhá kapitola pojednává o jejich řešeńı metodou
konečných objemů, popisuje použité numerické schema typu cell-centr a uvád́ı metody
diskretizace. Ve třet́ı kapitole je popsána samotná programová realizace matematického
modelu a použité nastaveńı. Pro zjednodušeńı bylo modelováno prouděńı s Reynoldsovým
č́ıslem rovným 1000. Toto relativně ńızké Reynoldsovo č́ıslo umožňuje lépe sledovat vliv
okrajových podmı́nek, který neńı tolik ovlivněn turbulenćı.

Čtvrtá kapitola pojednává o validaci programu a jednoduchých numerických experimen-
tech pro nastaveńı. V páté kapitole jsou potom uvedeny výsledky výpočt̊u se změněnými
okrajovými podmı́nkami. Ćılem práce bylo hlavně otestovat matematický vliv okrajových
podmı́nek na řešeńı, nikoliv co nejv́ıce se přibĺıžit reálnému prouděńı.

vi



Kapitola 1

Teoretická část

1.1 Základńı rovnice prouděńı

Prouděńı plynu v MVA je popsáno systémem parciálńıch diferenciálńıch rovnic, které vy-
jadřuj́ı zákony zachováńı fyzikálńıch veličin v daném objemu. Konkrétně je to hmotnost,
hybnost a energie. Podrobné odvozeńı těchto rovnic lze nalézt např. v [1] nebo [2]. V př́ıpadě
této práce ještě zavedeme r̊uzná zjednodušeńı a korekce, které souviśı se stratifikovaným a
nestlačitelným prouděńım.

rovnice kontinuity
Rovnice kontinuity popisuje matematicky zákon zachováńı hmoty v daném objemu. Pokud
nejsou v oblasti žádné zdroje ani propady tekutiny muśı tok tekutiny do oblasti odpov́ıdat
časovým změnám hustoty. V diferenciálńım tvaru je rovnice vyjádřena:

∂ρ

∂t
+
∂ρvj
∂xj

= 0, (1.1)

kde ρ je hustota a vj představuje složky vektoru rychlosti prouděńı.
Pokud zavedeme materiálovou (totálńı) derivaci pomoćı Eulerova vztahu:

d.

dt
=
∂.

∂t
+ vj

∂.

∂xj
, (1.2)

lze rozpisem derivace druhého členu z rovnice 1.1 dostat rovnici kontinuity v Lagrange-
ovském tvaru:

dρ

dt
+ ρ

∂vj
∂xj

= 0 (1.3)

Pro nestlačitelné prouděńı je materiálová derivace hustoty nulová, a proto prvńı člen na
levé straně v této rovnici vypadne. Dostaneme podmı́nku pro rychlost:

∂vj
∂xj

= 0 (1.4)
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Tato podmı́nka zaručuje nedivergentńı prouděńı (stále v oblasti bez zdroj̊u ani propad̊u
tekutiny). To, že je materiálová derivace hustoty nulová, ovšem nutně neznamená, že je hus-
tota tekutiny (v daném mı́stě) konstantńı (tj. při Eulerovském popisu tekutiny). Např́ıklad
pro stratifikované prouděńı lze z podmı́nky nestlačitelnosti rozpisem materiálové derivace
hustoty podle Eulerova vztahu (1.2) źıskat rovnici pro hustotu:

∂ρ

∂t
+ vj

∂ρ

∂xj
= 0 (1.5)

pohybové rovnice
Daľśı veličina, která se muśı v kontrolńım objemu zachovávat je hybnost. Zákon zachováńı
hybnosti popisuje pohybová rovnice kontinua v obecném tvaru (v diferenciálńım tvaru) :

∂ρvi
∂t

+
∂ρvjvi
∂xj

=
∂τij
∂xj

+ ρGi (1.6)

kde Gi jsou složky objemových sil p̊usob́ıćıch v kontrolńım objemu vztažené na jednotku
hmotnosti (např́ıklad t́ıhová śıla, Coriolisova śıla, elektromagnetické śıly ...) a τij představuje
tenzor napět́ı charakterizuj́ıćı silové p̊usobeńı uvnitř pohybuj́ıćı se viskózńı tekutiny. Při
platnosti rovnice kontinuity 1.1 převedeme pohybovou rovnici na tvar:

∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

=
1

ρ

∂τij
∂xj

+Gi (1.7)

Pro Newtonovskou tekutinu lze tenzor napět́ı podle [3] vyjádřit pomoćı tlaku , divergence
a gradientu rychlosti:

τij = −δij
(
p+

2

3
µ
∂vk
∂xk

)
+ µ

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
(1.8)

Symbol δij znač́ı Kroneckerovo delta. Dynamická viskozita µ bývá obvykle pokládána za
konstantńı. Pokud uváž́ıme vztah 1.4, lze dosazeńım tenzoru napět́ı do vztahu 1.7 a úpravou
př́ıslušných derivaćı dostat tvar pohybové rovnice pro nestlačitelnou tekutinu:

∂vi
∂t

+
∂vjvi
∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi
+
µ

ρ

(
∂2vi
∂x2

j

)
+Gi (1.9)

Zavedeme souřadný systém (2D) pevně spojený se Zemı́, osu x1 mı́̌ŕıćı ve směru prouděńı
označ́ıme x a osu x2 mı́̌ŕıćı proti směru zemské t́ıže označ́ıme y (v př́ıpadě 3D prouděńı
osa x3). Dostáváme se t́ım k tvaru objemových sil Gi, které budeme uvažovat. V podstatě
uvažujeme jen t́ıhovou śılu Gi = −gδi2 p̊usob́ıćı ve vertikálńım směru, kde ṕısmenem g
je označena velikost t́ıhového zrychleńı. Podle rozboru uvedeném např. v [4] je velikost
členu Coriolisovy śıly řádově menš́ı než ostatńı členy. Vliv Coriolisovy śıly se projevuje jen
ve větš́ıch měř́ıtkách, takže nepředstavuje jej́ı zanedbáńı pro studovaná měř́ıtka velikou
chybu. Coriolisovu setrvačnou śılu tedy zanedbáme.
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Výsledné pohybové rovnice potom dostaneme ve tvaru:

∂vi
∂t

+
∂vjvi
∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

(
∂2vi
∂x2

j

)
− gδi2, (1.10)

kde ν = µ/ρ je koeficient kinematické viskozity.

rovnice pro teplotu
Zákon zachováńı energie se obvykle u prouděńı vyjadřuje ve formě rovnice pro teplotu.
Tuto rovnici zde uvád́ıme jen pro úplnost a popis fyzikálńı situace. V našem nestlačitelném
modelu nebyla rovnice pro teplotu řešena.
Aby byl předpoklad stálé základńı stratifikace (zvrstveńı) oprávněný , nemělo by docházet
k tepelné výměně mezi jednotlivými vrstvami. Pro stratifikované prouděńı je zcela přirozené
předpokládat, že jednotlivé děje prob́ıhaj́ı v tekutině adiabaticky.

V př́ıpadě plynu se rovnice pro teplotu uvád́ı ve formě 1. hlavńı věty termodynamické
(1.HVT). Zde postač́ı tvar odvozený pro adiabatický děj uvedený např. v [5]:

cp
dT

T
−Rdp

p
= 0 (1.11)

kde veličina T je teplota plynu, konstanta R znač́ı měrnou plynovou konstantu a kon-
stanta cp znač́ı měrné teplo plynu za konstantńıho tlaku. Integraćı a jednoduchou úpravou
logaritmu dospějeme k Poissonovu vzorci pro adiabatické děje:

T cpp−R = konst

kde zmı́něná konstanta záviśı na referenčńıch podmı́nkách. Pokud za referenčńı podmı́nku
zvoĺıme tlak na povrchu země pS = 105 Pa, dostaneme definičńı vztah pro potenciálńı
teplotu Θ:

Θ := T

(
pS
p

) R
cp

(1.12)

V př́ıpadě kapalin se potenciálńı teplota zavád́ı obdobným předpisem. Zd̊uvodněńı ta-
kového zavedeńı je však mimo rozsah této práce.

výchoźı systém rovnic
Systém rovnice kontinuity 1.3 (obecně stlačitelné) a pohybových rovnic 1.10 se společně
nazývá Navier – Stokesovými rovnicemi. V našem př́ıpadě nestlačitelné tekutiny se rovnice
kontinuity rozdělila na dvě rovnice: rovnici pro divergenci rychlosti 1.4 a rovnici pro hustotu
1.5. Výsledný matematický model pro nestlačitelné stratifikované prouděńı má tvar:

∂vj
∂xj

= 0

∂ρ

∂t
+ vj

∂ρ

∂xj
= 0

∂vi
∂t

+
∂vjvi
∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

(
∂2vi
∂x2

j

)
− gδi2 (1.13)
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Někdy je tento systém doplněn o rovnici pro teplotu, což však neńı př́ıpad této práce.
Zákon zachováńı energie jsme využili jen pro odvozeńı potenciálńı teploty.

1.2 Boussinesqova aproximace

Jelikož jsou základńı rovnice prouděńı př́ılǐs komplexńı, použijeme pro jejich snadněǰśı
modelováńı Boussinesqovo zjednodušeńı. Veličiny jako hustota a tlak se měńı výrazně jen
s vertikálńı souřadnićı, v horizontálńı rovině jsou tyto změny vzhledem k těm vertikálńım
malé. Rozděĺıme proto veličiny na hlavńı část (označenou indexem 0), která bude v čase
konstantńı a bude záviset jen na vertikálńı souřadnici, a na poruchovou část, která bude
proměnlivá. Pro poruchy muśı platit, že jsou v porovnáńı s hlavńı hodnotou zanedbatelné.
Tlak a hustotu rozeṕı̌seme podle vzorce:

p(t, x, y) = p0(y) + p′(t, x, y)

ρ(t, x, y) = ρ0(y) + ρ′(t, x, y) (1.14)

Po hlavńıch částech obou veličin budeme požadovat splněńı hydrostatické rovnováhy [5].
Vyjádřeno pomoćı rovnice tedy:

∂p0

∂x2

= −ρ0g (1.15)

Nejprve uprav́ıme rovnici pro hustotu 1.5:

∂ρ0

∂t
+
∂ρ′

∂t
+ vj

∂ρ0

∂xj
+ vj

∂ρ′

∂xj
= 0 (1.16)

Jelikož hlavńı část hustoty ρ0 je pouze funkćı vertikálńı souřadnice, tak 1. člen na levé
straně vypadne. Derivace ρ0 podle horizontálńı souřadnice je ze stejného d̊uvodu také
nulová. Výslednou rovnici pro hustotu dostaneme ve tvaru:

∂ρ′

∂t
+ vj

∂ρ′

∂xj
= −vj

∂ρ0

∂y
δj2 (1.17)

kde vjδj2 označuje vertikálńı složku rychlosti (ve dvourozměrném př́ıpadě budeme použ́ıvat
označeńı v, pro x-ovou složku rychlosti budeme použ́ıvat označeńı u).

Pro pohybovou rovnici nejdř́ıve rozeṕı̌seme ve vertikálńı souřadnici člen vertikálńıho
tlakového gradientu a t́ıhové śıly pomoćı 1.14 s využit́ım 1.15 :

−1

ρ

∂p

∂y
− g = −1

ρ

∂p0

∂y
− 1

ρ

∂p′

∂y
− g =

ρ0

ρ
g − 1

ρ

∂p′

∂y
− g = −1

ρ

∂p′

∂y
− ρ′

ρ
g (1.18)

V horizontálńı rovině je rozpis daleko jednodušš́ı, nebot’ vypadnou horizontálńı derivace
hlavńı části tlaku (p0). Hlavńı část totiž nezáviśı na horizontálńı souřadnici. V horizontálńı
rovině se také neuplatňuj́ı objemové śıly. Po uvážeńı těchto fakt̊u dostáváme výsledné
pohybové rovnice v Boussinesqově aproximaci:

∂vi
∂t

+
∂vjvi
∂xj

= −1

ρ

∂p′

∂xi
+ ν

(
∂2vi
∂x2

j

)
− ρ′

ρ
gδi2 (1.19)
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1.3 RANS a model turbulence

Prouděńı v MVA je hlavně turbulentńı. Je charakteristické výskytem turbulentńıch v́ır̊u
chaoticky se pohybuj́ıćıch uvnitř tekutiny. Pro popis turbulentńıch děj̊u se použ́ıvá roz-
klad složek rychlosti na časově středovanou část a část, která fluktuuje kolem této středńı
hodnoty.

vi = vi + v′′i

Časovým vystředováńım (zn.: ( )) rovnic přes dostatečný časový interval, který zabezpeč́ı
vynulováńı fluktuuj́ıćıch složek, dostaneme Reynoldsovsky středované (average) Navier –
Stokesovy rovnice (RANS). Jejich podrobné odvozeńı lze nalézt např v [2]. Středováńı
rovnice 1.4 je triviálńı:

∂vj
∂xj

= 0 (1.20)

U rovnice pro hustotu je nutné předpokládat, že vystředováńı poruchové části hustoty
veličinu nevynuluje. Obvykle tento předpoklad bývá splněn, protože poruchová část hustoty
(z Boussinesqovi aproximace) nebývá čistě turbulentńı (tedy náhodné) povahy. Předpokládejme
nav́ıc, že fluktuace hustoty vlivem turbulence můžeme vzhledem k těm rychlostńım za-
nedbat. (Při časovém středováńı budeme tedy hustotu uvažovat jako středńı hodnotu v
časovém intervalu):

∂ρ′

∂t
+ vj

∂ρ′

∂xj
= vj

∂ρ0

∂y
δj2 (1.21)

Jelikož jsme učinili předpoklad o přibližné rovnosti středované a okamžité hodnoty hustoty
(viz výše), nemuśıme pruh označuj́ıćı středováńı nad poruchovou část́ı hustoty uvádět.

Vystředováńım pohybových rovnic dostaneme:

∂vi
∂t

+
∂vjvi
∂xj

+
∂

∂xj
v′′i v

′′
j = −1

ρ

∂p′

∂xi
+ ν

(
∂2vi
∂x2

j

)
− ρ′

ρ
gδi2 (1.22)

Druhý člen na levé straně 1.22 bývá označován jako Reynolds̊uv tenzor napět́ı a reprezen-
tuje turbulentńı přenos hybnosti:

ιij := v′′i v
′′
j (1.23)

Systém RANS však d́ıky tomuto členu neńı uzavřený. Analytické řešeńı pro Reynolds̊uv
tenzor napět́ı vede k problému uzávěru (podrobně popsán v [2]). Nezbývá tedy než tento
tenzor parametrizovat.

Celkově z p̊uvodńı soustavy rovnic 1.13 dostáváme RANS v Boussinesqově aproximaci:

∂vj
∂xj

= 0

∂ρ′

∂t
+ vj

∂ρ′

∂xj
= vj

∂ρ0

∂y
δjy

∂vi
∂t

+
∂vjvi
∂xj

+
∂ιij
∂xj

= −1

ρ

∂p′

∂xi
+ ν

(
∂2vi
∂x2

j

)
− ρ′

ρ
gδi2 (1.24)
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Pro parametrizaci Reynoldsova tenzoru napět́ı ι použijeme Prandtlovu analogii mezi
tepelným a turbulentńım přenosem hybnosti. Vzhledem k formálńı podobnosti náhodného
termického pohybu molekul (v laminárńım prouděńı) a chaotického pohybu v́ır̊u v turbu-
lentńım prouděńı budeme turbulentńı třećı śıly považovat za analogické k těm vazkým.
Analogicky ke koeficientu kinematické viskozity tedy zavád́ıme i turbulentńı viskozitu νT :

ιij = νT
∂vi
∂xj

(1.25)

Výhodou této parametrizace je předevš́ım jej́ı jednoduchost, nevýhodou může být ztráta
symetrie v Reynoldsově tenzoru napět́ı. Ke stanoveńı koeficientu kinematické viskozity byl
použit model turbulence zavedený Blackadarem [7], zobecněný Bhumralkarem, Estoquem
[8] a Yuem [9] pro tepelně stratifikovanou atmosféru. Podobně jako výchoźı monografii pro
tuto práci článku [11]. Ke korekci stratifikace je použita funkce G.

νT = l2
∂u

∂y
G (1.26)

kde l je Prandtlova směšovaćı délka. Při odvozeńı se využ́ıvá předpokladu, že horizontálńı
turbulence je ve srovnáńı s tou vertikálńı zanedbatelná. Funkce G je definována jako:

G = (1 + αRi)−2 pro Ri > 0
G = (1− αRi)2 pro Ri ≤ 0

(1.27)

Za empirickou konstantu α se obvykle dosazuje α = 3.
Prandtlovu směšovaćı délku závislou na vertikálńı souřadnici y vyjádř́ıme pomoćı vztahu

zavedeném Blackadarem [7]:

l =
κ(y + y0)

1 + κ(y+y0)
l∞

(1.28)

kde κ je von Kármánova konstanta, l∞ je směšovaćı délka ve volné atmosféře (formálně
limitńı hodnota pro y →∞) a y0 tzv. parametr drsnosti.

Zbývá určit l∞. Pro jej́ı vyjádřeńı použijeme empirický vztah uváděný Blackadarem
[7]:

l∞ = 27 · 10−5||vg||f−1 (1.29)

kde vg znač́ı geostrofickou rychlost větru nad mezńı vrstvou (ve volné atmosféře) a f
Coriolis̊uv parametr (považovaný pro danou oblast za konstantu). Parametr drsnosti y0

(obvykle značen z0 pro 3D př́ıpad) je empirické vyjádřeńı pro efektivńı výšku drsných
element̊u na zemském povrchu. Pro r̊uzné typy povrch̊u jsou r̊uzné hodnoty parametru
drsnosti. V tabulce 1.1 částečně převzaté z [12] jsou uvedeny některé z nich.

1.4 Zvrstveńı a stabilita

Ke zvrstveńı neboli stratifikaci tekutiny docháźı obvykle při r̊uzném prohřát́ı jednotlivých
vrstev. Studeněǰśı (hustš́ı) tekutina klesá dol̊u a ta tepleǰśı (s menš́ı hustotou) se naopak
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Typ povrchu y0(m)

sńıh, led 10−3

rovná louka - tráva (do výšky 1cm) 10−3

ńızká tráva (10 cm) 10−2

vysoká tráva (50 cm) 9 · 10−2

městská zástavba 1
10

až 1
20

pr̊uměrné výšky staveb

Tab. 1.1: orientačńı hodnoty pro určeńı parametru drsnosti

dostává do vyšš́ıch vrstev (podrobněji viz např.[5]). V našem př́ıpadě předpokládáme, že k
tepelné výměně už nedocháźı a zvrstveńı tekutiny je již hotové. Stratifikace je realizována
gradientem hlavńı hodnoty hustoty vystupuj́ıćım v rovnici 1.17.

Zamezeńı tepelné výměny je ale natolik silný předpoklad, že je třeba vymezit př́ıpady,
kdy je ho možné provést. K tomuto účelu slouž́ı pojem stability zvrstveńı. Pomoćı me-
tody částice (uvedené např. v [5]) lze stabilńı zvrstveńı zavést jako stav, kdy se vzduchová
částice po vychýleńı z dané hladiny vraćı zpět na výchoźı hladinu. Pokud se částice ani ne-
vraćı ani nepokračuje ve výstupu, jedná se o neutrálńı (indiferentńı) zvrstveńı. V ostatńıch
př́ıpadech jde o labilńı (nestabilńı) zvrstveńı (vychýlená částice pokračuje ve výstupu).
Labilńı zvrstveńı lze jen těžko udržet bez tepelné výměny, proto ve studovaném př́ıpadě
předpokládáme, že se jedná bud’ o stabilńı nebo o neutrálńı zvrstveńı. V poli potenciálńı
teploty (zavedené 1.12) lze požadovaný stav vyjádřit pomoćı jej́ıho vertikálńıho gradientu
jako:

∂Θ

∂y
≥ 0 (1.30)

Uvažované stabilńı (př́ıpadně neutrálńı) zvrstveńı má také tu výhodu, že nedocháźı k roz-
voji konvekce (výstupné pohyby částic jsou tlumeny právě zvrstveńım), nemuśıme ji tedy
uvažovat.

Pro úplnost dodejme, že zvrstveńı lze realizovat i jinak než pomoćı teploty. Např́ıklad v
oceánech je časté zvrstveńı vlivem rozd́ılné salinity. Pokud by k výměně salinity nedocházelo
(zakázána difuze), zvrstveńı by bylo stabilńı a náš model by byl opět použitelný.

Částice vertikálně vychýlená o vzdálenost ξ se bude ve stabilńım zvrstveńı pohybovat
podle rovnice (odvozeńı viz [6]):

∂2ξ

∂t2
+N2ξ = 0 (1.31)

kde N je Brunt-Väisälova frekvence, (pro stabilńı zvrstveńı N2 > 0) zavedená jako:

N2 = − g

ρ(y)

∂ρ

∂y
(1.32)

Částice tedy osciluje kolem p̊uvodńı polohy s frekvenćı N a vznikaj́ı vnitřńı gravitačńı vlny.
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1.5 Konzervativńı a integrálńı tvar rovnic

Pro použit́ı Gauss-Ostrogradského věty v následné diskretizaci (viz dále) je uvedený tvar
rovnic 1.24 nevýhodný. Lépe je vycházet z tzv. konzervativńıho tvaru. K jeho dosažeńı
nejprve v druhé rovnici systému (rovnice pro hustotu) nahrad́ıme druhý člen na levé straně
členem:

vj
∂ρ′

∂xj
=
∂vjρ

′

∂xj

Vı́me totiž, že plat́ı rovnice 1.4, a doplněńım o divergenci rychlosti a následnou úpravou
tedy člen nezměńıme.
Dále do turbulentńıho členu s Reynoldsovým tenzorem napět́ı ze třet́ı rovnice systému
1.24 dosad́ıme parametrické vyjádřeńı tenzoru napět́ı ze vztahu 1.25 a provedeme př́ıslušné
derivace:

∂ιij
∂xj

= νT

(
∂2vi
∂x2

j

)
Výsledný člen lze následně převést na druhou stranu př́ıslušné rovnice a sjednotit se členem
druhých derivaćı (vzniklým derivaćı klasického tenzoru napět́ı). Pokud p̊uvodńı molekulárńı
viskozitu z rovnice 1.10 označ́ıme nyńı νm, můžeme zavést novou viskozitu jako součet
(p̊uvodńı) molekulárńı a turbulentńı vazkosti ν = νm + νT . Výsledný konzervativńı tvar
RANS použitých pro náš model je tedy:

∂vj
∂xj

= 0

∂ρ′

∂t
+
∂vjρ

′

∂xj
= v2

∂ρ0

∂x2

∂vi
∂t

+
∂vjvi
∂xj

= −1

ρ

∂p′

∂xi
+ ν

(
∂2vi
∂x2

j

)
− ρ′

ρ
gδi2 (1.33)

V systému jsou použ́ıvány pouze středované hodnoty rychlost́ı, označeńı středńıch hodnot
pruhem ( ) je tedy z pochopitelných d̊uvod̊u vynecháno.

Občas bývá hustota ρ ve třet́ı (a čtvrté) rovnici systému nahrazena pr̊uměrem hustoty
v celé oblasti ρ∗, docháźı tak ke zjednodušeńı rovnic. Vzhledem k tomu, že poruchová část
hustoty ρ′ je vzhledem k hlavńı hodnotě ρ0 velice malá, nedopoušt́ıme se t́ımto zp̊usobem
velké chyby.

Pokud je člen turbulentńı viskozity rovný nule, dostáváme tzv. pseudolaminárńı prouděńı.
To znač́ı, že v modelu nebude žádná přidaná turbulence. Protože však prouděńı popsané
soustavou 1.33 neńı obecně nev́ı̌rivé, nelze tvrdit, že prouděńı bude čistě laminárńı. Př́ıpadu
pseudolaminárńıho prouděńı bylo použito pro validaci modelu (viz dále).

Soustavu diferenciálńıch rovnic 1.33 platnou pro infinitezimálńı objem lze také napsat
pro konečný kontrolńı objem Ω. Protože soustava plat́ı v každém infinitezimálńım ob-
jemu, můžeme j́ı zintegrovat přes všechny takové, které lež́ı v Ω. Dostaneme soustavu v
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integrálńım tvaru: ∫
Ω

∂vj
∂xj

dΩ = 0

∫
Ω

(
∂ρ′

∂t
+
∂vjρ

′

∂xj

)
dΩ =

∫
Ω

v2
∂ρ0

∂x2

dΩ

∫
Ω

(
∂vi
∂t

+
∂vjvi
∂xj

)
dΩ =

∫
Ω

(
−1

ρ

∂p′

∂xi
+ ν

(
∂2vi
∂x2

j

)
− ρ′

ρ
gδi2

)
dΩ (1.34)

Za předpokladu omezenosti časových derivaćı lze tyto prohodit s integrály. Na objemové
integrály, které obsahuj́ı prostorové derivace lze aplikovat Gauss-Ostrogradského větu a
převést je tak na integrály přes hranice daného kontrolńıho objemu (rozměr hranic, přes
který se integruje je označen ds): ∫

∂Ω

vjnjds = 0

∂

∂t

∫
Ω

ρ′dΩ +

∫
∂Ω

vjρ
′njds =

∫
Ω

v2
∂ρ0

∂x2

dΩ

∂

∂t

∫
Ω

vidΩ +

∫
∂Ω

(
vjvinj +

p′

ρ
ni − ν

∂vi
∂xj

nj

)
ds = −

∫
Ω

ρ′

ρ
gδi2dΩ (1.35)

kde nj znač́ı složky vektoru jednotkové normály k hranici kontrolńıho objemu.

1.6 Důležitá podobnostńı č́ısla

Pro možné porovnáńı výsledk̊u simulaćı se skutečnost́ı, př́ıpadně fyzikálńım modelem nebo
teoretickými poznatky, je třeba zavést podobnostńı č́ısla. Jedná se o bezrozměrná č́ısla,
která by měla být pro všechny srovnávané př́ıpady stejná. Vzhledem k velkému množstv́ı
vystupuj́ıćıch veličin by totiž jednoduché porovnáńı pomoćı měř́ıtka pro každou veličinu
bylo velmi nepřehledné. Měř́ıtek by v tomto př́ıpadě bylo př́ılǐs mnoho a prakticky by šlo
velmi těžce nalézt dva podobné př́ıpady.

Jediné zavedené měř́ıtko je geometrické. Slouž́ı k porovnáńı geometrických parametr̊u
situace (tzn. porovnáńı délek a času). Zavedeme také charakteristické veličiny, tj. rozměry,
které pro danou veličinu dobře reprezentuj́ı situaci. V př́ıpadě charakteristické délky L0 se
jedná o výšku kopce. Dále zavedeme charakteristický čas t0, který by měl odpov́ıdat typické
délce trváńı sledovaných jev̊u. (Charakteristický čas obvykle znač́ı periodu trváńı v́ır̊u.)
Podrobněji o geometrickém měř́ıtku a geometrické podobnosti, viz následuj́ıćı podkapitola.

Budou-li př́ıslušná podobnostńı č́ısla stejná, dostaneme podobnost v poli prouděńı tzv.
dynamickou podobnost modelu. Pro porovnáńı vypoč́ıtaných výsledk̊u s experimentem (v
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aerodynamickém tunelu nebo realitě) jak uvád́ı např. [13] se muśı zachovat geometrická i
dynamická podobnost .

Strouhalovo č́ıslo
Strouhalovo č́ıslo se zavád́ı pro nestacionárńı prouděńı. Vyjadřuje poměr lokálńıho a kon-
vektivńıho zrychleńı (viz [1]). Definuje se jako:

NSt :=
L0

V0t0
(1.36)

kde V0 je charakteristická rychlost daná konstantou v použitém vstupńım profilu. Tato
rychlost by měla přibližně odpov́ıdat geostrofické rychlosti. Jelikož nebudeme cht́ıt v poli
rychlosti žádné přeškálováńı, mělo by Strouhalovo č́ıslo být rovno jedné NSt = 1. Pro
ustálené prouděńı toho lze dosáhnout definováńım charakteristického času jako:

t0 :=
L0

V0

(1.37)

Je ale třeba dát pozor, aby charakteristické časy nebyly nereálné (nesmyslně malé či velké).
T́ımto jsme rychlost (jako dynamickou veličinu) svázali s geometrickým měř́ıtkem modelu.

Reynoldsovo č́ıslo
Reynoldsovo č́ıslo charakterizuje poměr mezi setrvačnými a vazkými silami. Definuje se
vztahem:

NRe :=
L0V0

ν
(1.38)

V našem př́ıpadě je d̊uležité, že záviśı na viskozitě.

Richardsonovo č́ıslo
Richardsonovo č́ıslo se použ́ıvá mimo jiné k popisu stability zvrstveńı (tedy stratifikace).
Toto č́ıslo představuje poměr mezi kinetickou energíı turbulentńıch fluktuaćı termického
a mechanického p̊uvodu. Existuje mnoho zp̊usob̊u zavedeńı a jednotlivá č́ısla se v inter-
pretaci nepatrně lǐśı. Lze zavézt (viz [2]) tzv. gradientové, proudové nebo středńı (bulk)
Richardsonovo č́ıslo. Vyjdeme-li z klasického gradientového zavedeńı:

NRigrad :=
g

Θ

∂Θ
∂y(
∂u
∂y

)2

zjist́ıme, že pro účely této práce neńı toto zavedeńı úplně vypov́ıdaj́ıćı. Mı́sto potenciálńı
teploty (θ) bude př́ınosněǰśı pracovat s hustotou a jej́ım gradientem (jej́ı stratifikaćı),
mı́sto střihu větru (derivace rychlosti podle vertikálńı proměnné) použijeme charakteris-
tické veličiny. Richardsonovo č́ıslo tedy zavedeme jako:

NRi =
g

ρ

∂ρ

∂y

L2
0

U2
0

(1.39)
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Zavedeńı má nespornou výhodu v tom, že se v něm př́ımo vyskytuje Brunt-Väisälova
frekvence.

Jak uváděj́ı Hunt a Snyder [14] pro porovnáńı podobných situaćı se nejčastěji použ́ıvá
trochu odlǐsné č́ıslo:

NF =
U0

NL0

(1.40)

někdy označované (ne úplně přesně) jako ”Froudovo” č́ıslo (viz [1]). Takto zavedené č́ıslo
udává poměr mezi charakteristickou délkou a 2π-násobkem vlnové délky. Jak snadno
zjist́ıme z odvozeńı 1.31, lze vlnovou délku vzniklých vln vyjádřit:

λ = 2π
U0

N
(1.41)

Vlivem dobrého zavedeńı Richardsonova č́ısla neńı nutné zavádět podobnostńı č́ıslo 1.40.
Jak se snadno přesvědč́ıme existuje totiž mezi nimi převodńı vztah:

NRi =

(
NL0

U0

)2

=
1

N2
F

Prandtlovo č́ıslo
Pro úplnost zde uvedeme ještě Prandtlovo č́ıslo a jeho souvislost s použitým modelem. Je
definováno vztahem (viz [1]):

NPr :=
µcp
k

(1.42)

kde k označuje koeficient tepelné vodivosti tekutiny. Č́ıslo samotné je vlastnost́ı tekutiny a
vyjadřuje poměr mezi tepelnou a kinematickou (hybnostńı) vodivost́ı. Aby mohlo doj́ıt ke
zvrstveńı tekutiny, muśı být tepelná vodivost zanedbatelná. Pro stratifikovanou tekutinu
se proto obvykle předpokládá k ≈ 0, a tedy NPr ≈ ∞. Tekutiny splňuj́ıćı náš model by
měly mı́t Prandtlovo č́ıslo co možná největš́ı.

Machovo č́ıslo
Jen pro úplnost uvád́ıme Machovo č́ıslo. Toto č́ıslo udává poměr mezi charakteristickou
rychlost́ı a rychlost́ı š́ı̌reńı zvukových vln c v daném prostřed́ı:

NMa :=
v0

c
(1.43)

Pro běžné úlohy stratifikovaného prouděńı je Machovo č́ıslo malé (NMa << 1), jedná se tedy
o podzvukové prouděńı, proto je také předpoklad nestlačitelnosti tekutiny opodstatněný.

1.7 Měř́ıtko

Pro větš́ı univerzálnost modelu se obvykle ještě zavád́ı bezrozměrné veličiny ( )b:

( )b =
( )

( )0
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kde ( ) představuje danou veličinu a ( )0 jej́ı charakteristický rozměr. Charakteristické
rozměry popisuj́ı konkrétńı situaci jak v modelu, tak v reálné situaci (př́ıpadně v la-
boratoři). Rovnice s bezrozměrnými veličinami, tj. bezrozměrné rovnice, jsou ve všech
př́ıpadech stejné. Podobnostńı č́ısla (z předchoźı podkapitoly 1.6) vyplynou jako d̊usledek
zavedeńı bezrozměrných rovnic a přeškálováńı prostoru proměnných (viz [13]).

Ve studovaném př́ıpadě bohužel odvozeńı bezrozměrných rovnic komplikuje stratifikace.
Dı́ky ńı a Boussinesqově aproximaci neńı možné snadno zavést charakteristickou hustotu
a jej́ı změnu, aniž bychom museli měnit rovnici pro hustotu. Nezbude tedy než pracovat s
rovnicemi s rozměry a pro zachováńı dynamické podobnosti použ́ıt podobnostńı č́ısla defi-
novaná v předchoźı podkapitole (1.6). Pro dosažeńı dynamické podobnosti je potřeba, aby
vstupńı a okrajové podmı́nky odpov́ıdaly reálné situaci (experimentu). Např́ıklad vstupńı
profil rychlosti by měl být zachován. O ostatńıch okrajových podmı́nkách se zmı́ńıme
později.

Geometrickou podobnost zajist́ıme nalezeńım terénu (krajiny, fyzikálńıho modelu) s
podobným reliéfem v odpov́ıdaj́ıćım měř́ıtku. Měř́ıtko lze nalézt z veličin, pro které byly
zavedeny charakteristické rozměry. Např́ıklad pro délku:

lM
l0M

=
lR
l0R
⇒ lM

lR
=
l0M
l0R

(1.44)

indexem M jsou označeny modelové veličiny a R ty reálné (index 0 označuje charakteris-
tické rozměry).

Jelikož jsou charakteristické délky dány výškou kopce, je délkové měř́ıtko určeno jed-
noznačně. U časového měř́ıtka je tomu však trochu jinak. Jelikož je charakteristický čas
závislý na charakteristické rychlosti (viz def. 1.37), kterou v reálu určuje pr̊uměrná rychlost
větru, je časové měř́ıtko proměnné. Lze tak pro v́ıce rychlost́ı použ́ıt stejný model, přičemž
by měl charakteristický čas přibližně odpov́ıdat typické délce trváńı sledovaných jev̊u.

Mikro měř́ıtko
Tato práce se zabývá modelováńım v mikro měř́ıtku. To znamená, že zkoumaná oblast je
řádově stovky metr̊u velká. Prouděńı v př́ızemńı podvrstvě MVA je stratifikované a drsnost
povrchu by měla být homogenńı. Ve větš́ıch měř́ıtkách lze model použ́ıt jen omezeně. Je
zde např́ıklad potřeba dbát na to, aby zanedbáńı Coriolisových člen̊u v pohybové rovnici
nedávalo nereálné výsledky.
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Kapitola 2

Numerické schéma

Pro řešeńı RANS, odvozených v předešlé části, byla použita metoda umělé stlačitelnosti a
časového ustalováńı. Na soustavu rovnic byl použit princip semi-diskretizace, to znamená,
že časová a prostorová diskretizace jsou odděleny a řešeny ve vlastńıch kroćıch. Nejdř́ıve
je vyřešena prostorová část metodou konečných objemů. Nevazké toky byly řešeny pomoćı
AUSM (advection upstream spliting method). Profily rychlost́ı na stěnách byly rekon-
struovány pomoćı MUSCL (monotone upstream-centred schemes for conservation laws).
Vazké toky byly diskretizovány centrálně na duálńı (pomocné) śıti. Formálně se jednalo o
schéma 2. řádu přesnosti. Následně byla řešena integrace v čase.

2.1 Vektorový zápis

Pro jednodušš́ı zápis a odvozeńı schémat je lepš́ı rovnice 1.33 zapsat pomoćı vektorového
tvaru. Zavedeme vektor neznámých, vektory nevazkých a vazkých tok̊u a vektor exterńıch
sil:

W :=


p′

ρ′

u
v

 Hx :=


u
uρ′

u2 + p′

ρ∗

uv

 Hy :=


v
vρ′

vu

v2 + p′

ρ∗



Rx :=


0
0
u,x
v,x

 Ry :=


0
0
u,y
v,y

 Fext :=


0

−v ∂ρ0
∂y

0

− ρ′

ρ∗
g


(2.1)

Výsledný tvar rovnic potom lze zapsat ve tvaru:

PW,t +Hx
,x +Hy

,y − ν(Rx
,x +Ry

,y) = Fext (2.2)

kde indexy za čárkou označuj́ı derivace podle uvedené proměnné (např.: ( ),x = ∂( )
∂x

) a
matice P = diag[0, 1, 1, 1] vyjadřuje pouze př́ıslušnost časových derivaćı k jednotlivým
rovnićım.
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2.2 Metoda umělé stlačitelnosti

Jak je patrné z rovnic 2.2, tak časová derivace tlaku chyb́ı. Všechny rovnice jsou evolučńımi
až na rovnici kontinuity, která nedisponuje časovou derivaćı. Prognostická rovnice pro vývoj
tlakového pole tedy chyb́ı. Jedna z metod řešeńı tohoto problému, která byla použita i pro
studovaný př́ıpad, je přidáńı umělé stlačitelnosti do rovnice kontinuity:

1

β2

∂p

∂τ
+
∂vi
∂xi

= 0 (2.3)

kde β je parametr umělé stlačitelnosti, který je konstantńı. Podle fyzikálńıho rozměru se
jedná o rychlost. Ve článku [10], podle kterého byly výsledky validovány, se pro tento
parametr už́ıvá maximum rychlosti. V našem programu bylo pro jednoduchost nastaveno
β = 1. Umělá stlačitelnost byla řešena pro stacionárńı prouděńı v duálńım čase (τ):

P̃W,τ + PW,t +Hx
,x +Hy

,y − ν(Rx
,x +Ry

,y) = Fext (2.4)

kde matice P̃ = diag[1/β2, 1, 1, 1]. Nestacionárńı soustava 2.4 je doplněna stacionárńımi
okrajovými podmı́nkami a předpokládá se, že pro dostatečně dlouhý čas (t→∞) se řešeńı
ustáĺı na stacionárńım př́ıpadě.

2.3 Prostorová diskretizace

Pro diskretizaci v prostoru byla použita metoda konečných objemů a schéma typu cell-
center. Všechny neznámé tedy byly uloženy ve středu (těžǐsti) buňky a jsou interpretovány
jako středńı hodnoty veličin v daném kontrolńım objemu Ωi,j (s plošnou mı́rou µ(Ωi,j)):

Wij(t) =
1

µ(Ωij)

∫
Ωij

W (x, y, t)dΩ (2.5)

Metoda konečných objemů vycháźı ze zákon̊u zachováńı (viz předchoźı kapitola) v in-
tegrálńım tvaru pro kontrolńı objem. V praxi to znamená přeintegrováńı rovnic 2.4 přes
kontrolńı objem Ωi,j:∫

Ωij

P̃W,tdΩ +

∫
Ωij

(Hx
,x +Hy

,y)dΩ−
∫

Ωij

ν(Rx
,x +Ry

,y)dΩ =

∫
Ωij

FextdΩ (2.6)

Když aproximujeme objemové śıly (Fext) jejich středńı hodnotou (Fij) v kontrolńım ob-
jemu (obdobně jako u 2.5) a pokud zaměńıme časovou derivaci a integrál v prvńım členu,
dostaneme soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic pro každý kontrolńı objem:

dPWij

dt
+ L(Wij) = Fij (2.7)
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kde operátor prostorové diskretizace L je zaveden jako:

L(Wij) :=

∫
Ωij

(Hx
,x +Hy

,y)dΩ−
∫

Ωij

ν(Rx
,x +Ry

,y)dΩ (2.8)

Záměna časové derivace (podle parametru) s integrálem je možné, protože derivace podle
času bude (z fyzikálńıch př́ıčin) určitě omezená (pro platnost věty stač́ı konstantou).

Aplikaćı Gauss-Ostrogradského věty na operátor L dostaneme integrály přes stěny:

L(Wij) =

∫
∂Ωij

(Hx − νRx)nxds+

∫
∂Ωij

(Hy − νRy)nyds (2.9)

symbol ds = µn−1(∂Ωij) znač́ı (n-1) rozměrnou mı́ru hranice kontrolńıho objemu. Obyčejně
(n = 3) jde o obsah stěny kontrolńıho objemu. V našem dvourozměrném př́ıpadě (n = 2)
jde o délku stěny (integruje se přes délku stěny). (nx, ny) vyjadřuje vektor vněǰśı normály.

Pokud použijeme čtyřúhelńıkovou buňku (jako kontrolńı objem), s využit́ım obdélńıkového
pravidla pro aproximaci jednotlivých integrál̊u na stěnách lze dále vyjádřit:

L(Wij) =
4∑
l=1

(Hx
lij − νRx

lij)sxl +
4∑
l=1

(Hy
lij − νR

y
lij)syl (2.10)

kde index l označuje př́ıslušnou stěnu (hranici) kontrolńıho objemu a indexy ij je vyznačen
př́ıslušný kontrolńı objem. Veličiny tok̊u (jako např́ıklad Hx

lij) zde již znázorňuj́ı aproximace
pro jednotlivé stěny (hranice) a sxl, syl jsou délky pr̊umět̊u l-té hranice do rovin kolmých
k jednotlivým osám x, y.

2.3.1 AUSM

Pro numerickou aproximaci nevazkých tok̊u H bylo užito AUSM schéma. Toto schéma je
velmi obĺıbené pro svoji jednoduchost a vysokou robustnost.

Nejprve integrály rozděĺıme jednotlivých nevazkých tok̊u přes hranici kontrolńıho ob-
jemu ze vztahu 2.9 na konvektivńı (adv.) a akustickou část, dále provedeme př́ıslušné
úpravy:

∫
∂Ωij

[Hxnx +Hyny]ds =

∫
∂Ωij




u
uρ′

u2 + p′

ρ∗

uv

nx +


v
vρ′

vu

v2 + p′

ρ∗

ny

 ds =

=

∫
∂Ωij




u
uρ′

u2

uv

nx +


0
0
p′

ρ∗

0

nx +


v
vρ′

vu
v2

ny +


0
0
0
p′

ρ∗

ny

 ds =
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=

∫
∂Ωij




1
ρ′

u
v

 (unx + vny) +


0
0
p′

ρ∗

0

nx +


0
0
0
p′

ρ∗

ny

 ds =

∫
∂Ωij




1
ρ′

u
v

 vn +
p′

ρ∗


0
0
nx
ny


 ds

(2.11)
V úpravách (a přepisu vztahu 2.9) je použita linearita integrálu. Symbolem vn je označena
normálová rychlost na hranici buňky (kontrolńıho objemu), nx resp. ny znač́ı složky vektoru
vněǰśı normály k hranici.

Rychlosti na hranici buňky byly aproximovány metodou up-wind. Nejdř́ıve je na hranici
centrálńı aproximaćı z přilehlých buněk vyč́ıslena normálová rychlost. Např. pro stěnu mezi
buňkami i a i+ 1:

vn = ui+ 1
2
nx + vi+ 1

2
ny ≈

ui + ui+1

2
nx +

vi + vi+1

2
ny (2.12)

Podle znaménka źıskané normálové rychlosti se pak rozhodne, zda bude rychlost aproxi-
mována hodnotami v́ıce zprava nebo v́ıce zleva stěny. Např. pro složku u (opět pro stěnu
mezi buňkami i a i+ 1):

u+/− =

[
u− pro vn ≥ 0
u+ jinak

(2.13)

Takto zapsané schéma zaruč́ı, že budou použ́ıvány hodnoty rychlosti proti větru (up-wind).
Za výrazy u− a u+ lze dosadit bud’ př́ımo hodnoty př́ıslušných rychlost́ı (pro náš př́ıklad by
to byly u− = ui nebo u+ = ui+1) nebo jednotlivé rekonstrukčńı polynomy. Zp̊usob výpočtu
hodnot vlevo a vpravo potom rozhoduje o typu a řádu schematu. Podrobněǰśı rozbor viz
[3]. Pro účely této práce byla použita rekonstrukce MUSCL navržená Van Leerem, která
bude rozebrána dále v př́ıslušné podkapitole 2.3.2.

Ostatńı veličiny (porucha hustoty a tlaku) byly aproximovány centrálně.Např. pro stěnu
mezi buňkami i a i+ 1:

pi+ 1
2

=
pi + pi+1

2
, ρi+ 1

2
=
ρi + ρi+1

2
(2.14)

Jejich aproximaćı AUSM by byl totiž porušen princip š́ı̌reńı změn hustoty a tlaku všemi
směry. Schema up-wind pro tlak a hustotu má smysl až pro vyšš́ı Machova č́ısla. Jelikož
jsou tyto veličiny diskretizovány centrálně, je potřeba stabilizačńı člen ve formě umělého
(přidaného) difuzivńıho toku. Vı́ce v př́ıslušné podkapitole dále.

Celkový výraz aproximace pro nevazké toky vyjádřený z 2.11 pomoćı 2.10 s využit́ım
2.13 a 2.14 lze napsat:

∫
∂Ωij

[Hxnx +Hyny]ds ≈
4∑
l=1




1
ρ

u+/−
v+/−

 vn +
p

ρ∗


0
0
nx
ny


 sl (2.15)
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2.3.2 Rekonstrukce rychlost́ı MUSCL

Jak již bylo zmı́něno, typ rekonstrukčńıho polynomu rozhoduje o řádu schematu. Pokud
by byly použity pouze hodnoty z jedné buňky (např. u− = ui a u+ = ui+1) jednalo by se
pouze o up-wind schema 1. řádu. Pro dosažeńı vyšš́ıho řádu přesnosti muśı být použita
lepš́ı rekonstrukce. Vyjdeme z jednoduchého tvaru např. pro složku u (pro v by byl tvar
obdobný) pro př́ıklad na stěně i,i+ 1:

u+ = ui+1 −
1

2
δ+, resp. u− = ui +

1

2
δ− (2.16)

kde δ+/− je daná rekonstrukčńı funkce. Van Leer pro ni navrhl [15] lineárńı interpolaci ze
tř́ı sousedńıch hodnot, při zachováńı integrálu z veličiny přes kontrolńı objem.

δ+ =
1 + κ

2
(uP − uP−1) +

1− κ
2

(uP − uP+1)

δ− =
1 + κ

2
(uL+1 − uL) +

1− κ
2

(uL − uL−1) (2.17)

kde č́ısla P,L ∈ Z nahrazuj́ı indexy u rychlost́ı - v našem př́ıpadě P = i+ 1 (index u u+) a
L = i (index u u−). Pro r̊uzné hodnoty parametru κ se dostanou r̊uzná schemata (viz [3]).

V této práci bylo použito p̊uvodńı κ = 1
3
, které generuje schema formálně 3. řádu

přesnosti (viz [11]). Pro aproximaci integrálu (2.9) bylo bohužel použito obdélńıkové pra-
vidlo druhého řádu přesnosti, a tak je výsledný řád přesnosti schematu jen 2. Pro přesněǰśı
řád bychom museli použ́ıt lepš́ı aproximaci integrálu.

2.3.3 Stabilizace tlaku

V momentových rovnićıch p̊usob́ı centrálńı diskretizace tlaku u akustického členu rozvlněńı
tlakového pole a nestabilitu. Obzvláště v mı́stech velkých gradient̊u tlaku je tato diskre-
tizace problematická. V rovnici kontinuity byl proto přidán umělý tlumı́ćı tok (zn. Fp),
který vyrovnává tlakové pole. Byl použit tvar dodatečného toku odvozený v [16] (uveden
př. pro stěnu i a i+ 1):

Fp =


Kp

pi+1−pi
βp

0
0
0

 (2.18)

kde Kp ≥ 0 je konstanta rozhoduj́ıćı o velikosti tlumı́ćıho členu (0 je bez tlumı́ćıho členu).
Koeficient βp by podobně jako koeficient u umělé stlačitelnosti (z rovnice 2.3) měl být
úměrný rychlosti prouděńı, jak je rozebráno ve článku [17]. Metoda umělé stlačitelnosti
umožňuje spárováńı rychlostńıho a tlakového pole a dodaný tok umělé difuze do rovnice
kontinuity zajist́ı potřebnou stabilitu.

Rovnice kontinuity je jediná, která propojuje vývoj tlakového a rychlostńıho pole. Stejně
jako ve článku [10] byl koeficient βp zaveden:

βp = Umax +
2ν

∆x
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kde ∆x je velikost śıt’ového kroku (v y-novém směru bude ∆y), Umax znač́ı velikost ma-
ximálńı rychlosti v proudovém poli (lze použ́ıt i charakteristickou rychlost).

Podobné problémy jako u tlaku se daj́ı očekávat i u hustoty, nebot’ je také diskretizována
centrálně. Pole hustoty ale neńı na tuto nestabilitu tak citlivé a jak ukázaly experimenty,
neńı nutné hustotu stabilizovat. (Pokud by bylo nutné hustotu tlumit, byl by použit po-
dobný tlumı́ćı tok jako u tlaku, jen v rovnici pro hustotu).

Jelikož je tlak v rovnićıch 2.2 určen až na konstantu (rovnice obsahuj́ı teprve derivace
tlaku), pro porovnáńı výsledk̊u je nutné pole tlaku upravit. Zde bylo pole tlaku po každém
cyklu posunuto o konstantu tak, aby byla středńı hodnota tlaku v celém poli rovná 0.

2.3.4 Hemker–Koren̊uv limiter

Samotná MUSCL rekonstrukce nezaruč́ı, že nebudou rekonstruované toky rychlost́ı přes
hranice př́ılǐs mnoho nebo málo strmé. Mohou tak vznikat nežádoućı maxima, minima či
inflexńı body. Do rekonstrukce byl přidán ”omezovač” skonu neboli limiter. Hemker s
Korenem upravili δ+/− z rovnice 2.16 pomoćı limiteru:

δ+/− =
a+/−(b2

+/− + 2) + b+/−(a2
+/− + 1)

2a2
+/− + 2b2

+/− − a+/−b+/− + 3
,

kde

a+ = uP+1 − uP ; a− = uL+1 − uL
b+ = uP − uP−1 ; b− = uL − uL−1 (2.19)

Př́ıslušné vyjádřeńı už je pro požité κ = 1
3

(ze vztahu 2.17). Č́ısla P,L ∈ Z opět nahrazuj́ı
indexy u rychlost́ı - v našem př́ıpadě P = i+ 1 (index u u+) a L = i (index u u−).

Hemker–Koren̊uv limiter byl v této práci v podstatě použit jako nástroj ad-hoc. Tento
tvar byl př́ımo převzat ze článku [10] bez daľśıho ověřováńı. Také testováńı nebo přeṕınáńı
schémat z tvaru 2.17 (samotná MUSCL rekonstrukce) na tvar 2.19 (použit́ı limiteru) byla
myšlenka převzatá z [10]. Porovnáńım výsledk̊u obou schemat lze źıskat základńı představu
o chováńı řešeńı a výhodách využit́ı každého z nich.

2.3.5 Vazké toky a pomocná śıt’

Pro výpočet vazkých tok̊u z definice 2.1 je potřeba určit hodnoty derivaćı rychlosti na
stěnách buněk. Pro jejich výpočet zavád́ıme pomocnou tzv. ”diamond type” śıt’. Śıt’ Je
konstruována tak, aby jej́ı střed ležel na hranici buňky primárńı śıtě a veličiny umı́stěné v
něm dobře reprezentovaly veličiny na hranici primárńı buňky. Hrany pomocné śıtě spojuj́ı
vrcholy a středy přilehlých buněk primárńı śıtě. Pro lepš́ı představu viz 2.1

Hodnotu př́ıslušné derivace na stěně primárńı buňky pak aproximujeme hodnotou v
př́ıslušné buňce pomocné śıtě. K vyjádřeńı jej́ı velikosti opět použijeme metodu konečných
objemů. V pomocné śıti je veličina chápána jako středńı hodnota v daném kontrolńım
objemu (buňce) Ω̂ (zavedeńı viz 2.5). Pokud se jedná o derivaci, můžeme použ́ıt Gauss-
Ostrogradského větu a přepsat objemový integrál na integrál přes hranice. Např́ıklad pro
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Obr. 2.1: Schematický náčrt buňky Ω̂ pomocné śıtě mezi buňkami i a i+ 1. Symbolem Ω je
označena př́ıslušná buňka (podle index̊u) a ṕısmeno C označuje jej́ı střed

derivaci ve směru x složky u:

u,x =
1

µ(Ω̂)

∫
Ω̂

u,x(x, y, t)dΩ̂ =
1

µ(Ω̂)

∫
∂Ω̂

u · n̂xdŝ (2.20)

Veličiny označené stř́ı̌skou př́ısluš́ı pomocné buňce.
Protože jsou pomocné buňky také čtyřúhelńıky, provedeme podobnou aproximaci jako

v př́ıpadě nevazkých tok̊u (viz 2.10) na pomocné śıti: např. tvar derivace ve směru x, složky
rychlosti u na stěně i, i+ 1 bude:

u,x|l(i,i+1) ≈
1

µ(Ω̂)

4∑
k=1

ũkŝxk (2.21)

index k označuje postupně všechny stěny pomocné buňky, mı́ra µ(Ω̂) se spočte jako ob-
sah čtyřúhelńıku (zn. Vdiam). Hodnoty na hranách pomocné śıtě ũk jsou aproximovány
aritmetickým pr̊uměrem hodnot z jej́ıch vrchol̊u (pořád se jedná o př. na stěně i,i+ 1:

ũ1 =
1

2
(ui,j + ui+ 1

2
,j+ 1

2
) ũ3 = 1

2
(ui+1,j + ui+ 1

2
,j+ 1

2
)

ũ2 =
1

2
(ui,j + ui+ 1

2
,j− 1

2
) ũ4 = 1

2
(ui+1,j + ui+ 1

2
,j− 1

2
) (2.22)

Hodnoty ve vrcholech śıtě s neceloč́ıselnými indexy jsou aproximovány pr̊uměrem z center
soused́ıćıch buněk (tedy ze známých hodnot s celoč́ıselným indexem). Např.:

ui+ 1
2
,j+ 1

2
≈ 1

4
(ui,j + ui,j+1 + ui+1,j + ui+1,j+1)
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ui+ 1
2
,j− 1

2
≈ 1

4
(ui,j + ui,j−1 + ui+1,j + ui+1,j−1) (2.23)

T́ımto zp̊usobem vyrobené centrálńı schema je na pravidelné śıti druhého řádu přesnosti
v prostoru.

2.4 Časová diskretizace a časový krok

Po prostorové (semi-)diskratizaci byla pro každou buňku řešena úloha 2.7. Jak již bylo
naznačeno, byla řešena metodou př́ımek (Prostorová diskretizace je řešena nejdř́ıve, potom
je řešena ta časová). Pro diskretizaci ve fyzikálńım čase bylo použito schema BDF (back-
ward differentiation formula) 2. řádu přesnosti. Následně bylo pro každý fyzikálńı krok této
metody implementováno řešeńı umělé stlačitelnosti v duálńım (umělém) čase. Diskretizace
v umělém čase byla provedena metodou Runge-Kutta třet́ıho stupně.

2.4.1 Fyzikálńı čas a schema BDF

Operátor prostorové diskretizace této úlohy má velmi široké spektrum, bylo proto nutné
použ́ıt robustńı schema pro řešeńı stiff problémů. Mezi taková robustńı schemata patř́ı
bezesporu BDF s diskretizaćı časové derivace:

∂W (tn+1)

∂t
≈ 3W n+1 − 4W n +W n−1

2∆t
(2.24)

kde n je časový index, časový krok ∆t může být zadán podle fyzikálńıho problému. Uvedené
schema je A-stabilńı, a tedy v jeho regionu stability lež́ı celá záporná poloosa reálných č́ısel.
CFL podmı́nka je řešena u duálńıho (nefyzikálńıho) časového kroku (viz 2.29), a tak může
být fyzikáńı časový krok libovolně velký (velikost se projev́ı jen na počtu iteraćı potřebných
v duálńım čase). (Podrobněji viz článek [16])

Označ́ıme reziduum jako:

Rez(W n+1) :=
3W n+1 − 4W n +W n−1

2∆t
+ H̃n+1 + R̃n+1 − F̃ n+1

ext (2.25)

kde H̃, R̃ jsou numerické aproximace jednotlivých tok̊u a F̃ext exterńıch sil (viz zavedeńı
2.1); prostorové indexy jsou pro přehlednost vynechány. V každém fyzikálńım kroku se pak
řeš́ı soustava rovnic:

Rez(W n+1) = 0 (2.26)

2.4.2 Duálńı čas a metoda Runge-Kutta

Rovnice 2.26 byla řešena pomoćı metody umělé stlačitelnosti v duálńım (umělém) čase.
Výhodou takového př́ıstupu je, že fyzikálńı čas je během výpočt̊u v duálńım čase zafixován,
takže řeš́ıme stacionárńı prouděńı.
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Po přidáńı umělé stlačitelnosti je řešena v každém fyzikálńım čase rovnice:

P̃W,τ + Rez(W n+1) = 0 (2.27)

Tato rovnice byla řešena explicitńı metodou Runge - Kutta 3. stupně. k+1 iteraci v duálńım
čase dostaneme jako:

W (0) = W k

W (r+1) = W k − α(r)∆τRez(W (r))

W k+1 = W (3) ; r = 0, 1, 2 (2.28)

kde jsou koeficienty stanoveny jako α(0) = 1
2
, α(1) = 1

2
a α(2) = 1. Výhodou uvedeného

schematu je předevš́ım implementačńı jednoduchost.
Podle [11] je uvedené schéma stabilńı na ortogonálńı śıti (s kroky ∆x a ∆y) za podmı́nky:

∆τ ≤
CFL

σA
∆x

+ σB
∆y

+ ν( 1
∆2

x
+ 1

∆2
y
)

(2.29)

kde σA a σB jsou spektrálńı poloměry Jacobiho matic funkćı Hx a Hy:

A := ∂Hx

∂W
=


1 0 0 0
0 u ρ′ 0
β2 0 2u 0
0 0 v u

 B := ∂Hy

∂W
=


1 0 0 0
0 v 0 ρ′

0 0 v u
β2 0 0 2v

 (2.30)

Podle článku [16] lze spektrálńı poloměry omezit hodnotou:

σA ≤
|u|
2

+

√
u2

4
+ β2

σB ≤
|v|
2

+

√
v2

4
+ β2 (2.31)

Jediným problémem z̊ustává určit hodnotu CFL podmı́nky. Jelikož je śıt’ nehomogenńı a
kroky nejsou ekvidistantńı, záviśı tato podmı́nka na poměru krok̊u śıtě tzv. ”grid aspect
ratio”. Pro tuto práci je nejv́ıce omezuj́ıćı vertikálńı (y-nový) směr , kde se vyskytuj́ı
nejmenš́ı kroky. Nejv́ıce nás proto zaj́ımá grid aspect ratio rga pro směr y, zavedený jako:

rga :=
∆y

∆x

(2.32)

Jak uvád́ı článek [16] lze hodnotu CFL podmı́nky odhadnout jako:

CFL ≈ 1

rga
(2.33)
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Konvergence metody byla během experiment̊u sledována na základě chováńı zbytku
definovaného jako:

Zb(W n) :=

√
1

N

∑
j

(W k+1
j −W k

j )n (2.34)

index j prob́ıhá všechny buňky śıtě, kterých je N .
Matici P̃ lze také označovat jako matici předpodmı́něńı, nebot’ technika duálńıho času

je jakýmsi předpodmı́něńım pro fyzikálńı časový krok. Podrobněji viz článek [18].
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Kapitola 3

Struktura programu a nastaveńı

3.1 Základńı popis

V této kapitole poṕı̌seme programovou realizaci modelu a strukturu jednotlivých část́ı pro-
gramu, dále budou popsány numerické a fyzikálńı parametry výpočt̊u. Zdrojový kód byl
napsán v jazyce Fortran 95/2003/2008 a k jeho kompilaci byly použity kompilátory gfortran
(the GNU Fortran compiler 4.4.7) a f90 (Oracle Solaris Studio 12.3). Byla použita nerov-
noměrná, ne-ortogonálńı, strukturovaná, dvou-dimenzionálńı śıt’. Jelikož byla śıt’ struktu-
rovaná, byly jednotlivé proměnné ukládány do dvourozměrných poĺı s indexy označuj́ıćımi
pořad́ı buňky, např. p(i, j), u(i, j). Index i roste v kladném x-ovém směru a index j přibývá
s rostoućım y.

Hlavńı program obsahoval samotný matematický model. Před jeho během byly v podp̊urných
programech poč́ıtány parametry pro použitou śıt’ a počátečńı podmı́nky. Jelikož je śıt’

v kartézských souřadnićıch, bylo třeba v kartézském souřadném systému spoč́ıtat složky
normál k jednotlivým stěnám a také velikosti jednotlivých buněk. Tyto parametry spolu s
počátečńımi podmı́nkami vstupovaly do hlavńıho programu.

Výstupy byly ukládány bud’ v podobě textového souboru se souřadnicemi nebo v po-
době VTK souboru. VTK je otevřený formát dat (v́ıce viz [22]), který je schopný dále
zpracovat open-source nástroj Kitware Paraview. Tento nástroj byl také použit k vizuali-
zaci a ke grafickému zpracováńı jednotlivých výsledk̊u (podrobněji viz stránky věnované
Paraview [23]). V pr̊uběhu výpočtu byla ukládána jednotlivá rezidua (spolu s údajem
o pořad́ı iterace), pro jejich vykresleńı a pro některé jednoduché vizualizace byl použit
Gnuplot (Gnuplot 4.6.3 - podrobněji opět stránka věnovaná programu [24]).

Nastaveńı fyzikálńıch parametr̊u bylo přizp̊usobeno hlavně jednoduchosti numerického
experimentu. Šlo předevš́ım o to, zkoumat vliv okrajových podmı́nek na numerické řešeńı
rovnic a nejednalo se o co nejpřesněǰśı simulaci fyzikálńı situace.
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Obr. 3.1: Základńı výpočetńı oblast, h znač́ı výšku kopce (převzato z [10])

3.2 Śıt’

Za výpočetńı oblast byla zvolena 2D polorovina ohraničená zdola zemským povrchem s
kopcem ve tvaru cosinu. Hladký kopec má výšku h = 1 m a široký je 6h. Jeho střed je
umı́stěn do počátku souřadných os. Jak naznačuje obrázek 3.1, celá oblast (světle šedá) je
velká 90 x 30 m. Jednalo se tedy o stejnou oblast jako ve článku [10], podle kterého byly
výsledky validovány. Tuto oblast považujeme za základńı, pro účely zkoumáńı okrajových
podmı́nek a konvergence modelu byla tato základńı výpočetńı oblast zvětšována. Jak bývá
zvykem, osa x ležela ve směru prouděńı, takže většina tekutiny vstupovala do oblasti levou
stěnou označovanou jako vstup a odtékala z oblasti stěnou vpravo označovanou jako výstup.

Základńı śıt’ byla z části převzata z [10], jednalo se o strukturovanou śıt’ jej́ıž hori-
zontálńı hladiny odpov́ıdaly plochám hybridńı souřadnice σ (Podrobněji o souřadnici viz
[5]). Souřadnice uzl̊u śıtě však byly ukládány v kartézských souřadnićıch (x,y). Jak uka-
zuje obrázek s uzly śıtě 3.2, nejhustš́ı byla śıt’ u povrchu, kde byl nejmenš́ı vertikálńı krok
∆y = 0, 03 m. Śıt’ byla zahuštěná také horizontálně a to v okoĺı kopce (kv̊uli větš́ı přesnosti
popisu kopce, a t́ım lepš́ı hladkosti). Celkově měla základńı śıt’ 233 x 117 uzl̊u. Pr̊uměrný
poměr krok̊u śıtě byl přibližně rga = 1

2
.

Pro účely výpočtu bylo nutné jednotlivé stěny buňky oč́ıslovat. Zavedené oč́ıslováńı a

24



Obr. 3.2: Základńı śıt’ (částečně převzato z [10])

př́ıslušnost k jednotlivým uzl̊um śıtě je na obrázku 3.3.

  

2
1

3

4

 uzel  i,j
 uzel  i+1,j

 uzel  i,j+1
 uzel  i+1,j+1

Obr. 3.3: Oč́ıslováńı stěn obecné buňky (i, j) a uzly śıtě, které ji obklopuj́ı

3.3 Struktura programů

Souběh programů a potřebných vstupńıch soubor̊u je znázorněn na vývojovém diagramu 3.4.
Za hlavńı vstup do baĺıku programů je považován textový soubor se souřadnicemi uzl̊u śıtě,
který byl pro účely testováńı upravován (proto alternativńı vstupńı soubor označený na
diagramu 3.4 šedivě). Prvńı přicháźı na řadu program označený jako sit.f90. V něm jsou
spoč́ıtány parametry śıtě jako velikosti buněk, souřadnice střed̊u buněk, délky jednotlivých
stěn, jejich projekce do kartézských směr̊u, délky stěn a velikosti buněk pomocné śıtě. Tato
data jsou potom vypsána do textových soubor̊u net1 - net4. Textové soubory s údaji o
parametrech śıtě vstupuj́ı do hlavńıho programu.

Na jedné śıti (s týmiž parametry) bylo prováděno v́ıce numerických experiment̊u. Při
každém z nich běžel hlavńı program. Aby však nebylo nutné při každém běhu hlavńıho

25



  

síť 
(x,y souřadnice bodů)

sit.f90

net.txt

poc_podm.f90

vstup.txt

hlavni_program.f90
par_num.txt
par_strat.txt

výstup (.txt / .vtk)

Obr. 3.4: Vývojový diagram použitých program̊u
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programu přepoč́ıtávat parametry śıtě, byl zvolen oddělený program, který tyto parametry
poč́ıtal. Výhodné to bylo hlavně pro validačńı výpočty, které byly prováděny na základńı
śıti bez rozšǐrováńı.

Před vstupem do hlavńıho programu byly ještě napoč́ıtány počátečńı podmı́nky a bylo
zajǐstěno, aby počátečńı podmı́nky splnily podmı́nky okrajové (poc podm.f90). Do hlavńıho
programu také vstupovalo několik parametr̊u v podobě textových soubor̊u par*.txt. Soubor
par num.txt obsahoval numerické parametry, kdežto soubor par strat.txt obsahoval fyzikálńı
parametry (parametry popisuj́ıćı zvrstveńı a fyzikálńı konstanty).

V programu sit.f90 byly nejdř́ıve napoč́ıtány souřadnice střed̊u buněk C (ve kterých
byly umı́stěny proměnné), následně byly spoč́ıtány normály ke stěnám buněk. Označme
směrový vektor stěny a a předpokládejme nav́ıc, že má velikost rovnou jej́ı délce. Př́ıslušná
normála n pak muśı splňovat ajnj = 0. Aby šlo porovnat orientaci normály, byl zaveden
vektor:

o :=
−−→
SaC, (3.1)

kde Sa označuje střed stěny a ṕısmeno C označuje střed buňky, pro kterou se normála
poč́ıtá. Vněǰśı normála muśı být orientována tak, aby splnila nerovnost ojnj > 0. Speciálně
bylo třeba pro účely okrajových podmı́nek spoč́ıtat souřadnice střed̊u buněk Cout za okra-
jem výpočetńı oblasti:

Cout := Cin + 2||o||n (3.2)

n označuje vněǰśı normálu stěny mezi vnitřńı (ozn. indexem in) a zahraničńı buňkou. Pro
použit́ı podle vztahu 2.10 byly normály přenásobeny velikost́ı př́ıslušných stěn. Pro každou
stěnu byl zaveden vektor s := n||a||. Pro výpočet délky časového kroku bylo potřeba
určit kroky śıtě pro jednotlivé buňky. Tyto kroky byly určeny jako velikost pr̊uměrného
směrového vektoru protilehlých stěn. Pokud použijeme oč́ıslováńı stěn z Obr. 3.3 a označeńı
směrových vektor̊u stěn př́ıslušným indexem, lze napsat:

∆x =

∣∣∣∣∣∣∣∣a3 + a4

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∆y =

∣∣∣∣∣∣∣∣a1 + a2

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.3)

Obsah buňky označený jako V byl spočten jako obsah jednotlivých trojúhelńık̊u:

V =
1

2
(||a1 × a3||+ ||a2 × a4||) (3.4)

Následně byly v programu spoč́ıtány parametry pomocné śıtě. Ke každé stěně základńı
buňky byla přidělena jedna buňka pomocné śıtě. Nejprve byl určen jej́ı střed jako střed
p̊uvodńı stěny, pak byly dopoč́ıtány normály jednotlivých stěn a obsah pomocné buňky (V
podstatě obdobným postupem jako u základńı buňky).
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vstup

nevazké členy

vazké členy

Tlumící členy (T) a externí síly (          )

výstup

Obr. 3.5: Diagram časového kroku

3.4 Struktura hlavńıho programu

V hlavńım programu byly řešeny všechny časové diskretizace. Nejdř́ıve byl proveden cyklus
pro fyzikálńı čas. Krok fyzikálńıho času ∆t byl zavedený jako neměnná konstanta vstupuj́ıćı
do programu a byl zvolen jako desetina charakteristického času. Použijeme-li označeńı ze
vztahu 1.37 lze definovat ∆t = t0

10
. Vývoj pole proměnných se poč́ıtal podle schematu 2.24.

V každé iteraci fyzikálńıho času byla přidána umělá stlačitelnost. Problém se řešil v
duálńım čase. Zp̊usob řešeńı problému (zavedeného rovnićı 2.4) byl implementován jako
metoda prosté iterace. Velikost kroku duálńıho času ∆τ byla spoč́ıtána podle vzorce 2.29
jako maximálńı povolená, tj. s rovnost́ı (ve vzorci 2.29). Jelikož se prostorové kroky śıtě
(∆x a ∆y) lǐsily, byly kroky duálńıho času spoč́ıtány pro každou buňku zvlášt’. Následně
bylo vybráno minimum z těchto krok̊u, jako krok výsledný. Č́ıslo CFL bylo v souladu se
vztahem 2.33 položeno rovno 2.

V každém duálńım čase byly provedeny iterace Runge-Kuttovy metody 2.28 a v nich
byla řešena prostorová diskretizace. Symbolický zjednodušený nástin takového kroku znázor-
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ňuje diagram 3.5.
Nejprve se věnujme nevazkým tok̊um označeným v diagramu pro názornost Fnv (jedná

se o toky H z předchoźı kapitoly). Pro jejich diskretizaci byly implementovány metody
AUSM podle vztahu 2.15 a MUSCL pro rekonstrukci rychlost́ı na stěnách (podle vztahu
2.16). V hlavńım programu byla možnost zvolit si variantu s nebo bez použit́ı Hemker-
Korenova limiteru (2.19). Pro vazké toky označené pro názornost Fv (jedná se o toky R z
předchoźı kapitoly) byla provedena diskretizace na pomocné śıti. Program dával možnost
zvolit mezi pseudolaminárńım prouděńım a prouděńım s přidanou turbulenćı (Blackadar̊uv
model). Pro vizkozitu, kterou byly vazké toky přenásobeny, bylo možné zvolit, jestli bude
obsahovat turbulentńı vizkozitu danou parametrizaćı Reynoldsova tenzoru napět́ı ze vztahu
1.25. Dále byl implementován přidaný tok pro stabilizaci tlaku T , u kterého byla možnost
rozš́ı̌reńı pro stabilizaci hustoty (pro účely větš́ı shody s validačńımi daty). Nakonec byly
přidány exterńı toky Fext přesně podle definice 2.1. Vertikálńı gradient hlavńı části hustoty
(určuj́ıćı zvrstveńı) byl do programu zadán jako vstupńı parametr.

Všechny toky daly dohromady reziduum ze vztahu 2.25, které následně vstupuje do
Runge-Kuttovy metody (ta řeš́ı rovnici 2.26). Konvergence byla sledována ve formě zbytku
ve tvaru 2.34, který byl vypisován spolu s fyzikálńım časem (do textového souboru).

3.5 Parametry a fyzikálńı nastaveńı

Na závěr této kapitoly je potřeba zmı́nit některé parametry, které vstupovaly př́ımo do
hlavńıho programu v podobě textových soubor̊u.Shrneme zde dř́ıve zmı́něné: Jsou to krok
fyzikálńıho času ∆t = 0, 1s (ozn. DTS), CFL č́ıslo CFL = 2, parametr u MUSCL schematu
κ = 1

3
a koeficient u umělé stlačitelnosti β = 1 (v m

s
). Beta bylo explicitně nastaveno rovné

charakteristické rychlosti a nebylo poč́ıtáno (z maxima rychlosti) z d̊uvod̊u větš́ı jistoty při
výpočtu. (Zkoumáńı a nastavováńı optimálńıho β bylo mimo rozsah této práce).

Některé parametry jsou čistě numerické povahy a byly nastaveny experimentálně. Kon-
stanta u stabilizace tlaku (vztah 2.18) byla nastavena jako nejmenš́ı taková, pro kterou
výpočet proběhne bez problémů Kp = 0, 001 (ozn. KOTP). Pro účely validace modelu
bylo vyzkoušeno i tlumeńı hustoty s několika konstantami. Za zmı́něńı stoj́ı nastaveńı
konstanty Kρ = 0, 0005 (ozn. KOTRho), jež odpov́ıdalo tlumeńı ve článku [10]. Při nu-
merických experimentech byla tato konstanta nastavena jako nulová. Dále byla nastavena
”bezpečnostńı” konstanta pro zmenšeńı kroku duálńıho času KOT = 0, 1. Touto konstan-
tou byl krok duálńıho času vynásobený. Posledńım čistě numerickým parametrem byl počet
iteraćı v duálńım čase, nastavený na ITmax = 1000. Bylo vyzkoušeno i v́ıce iteraćı (1500,
2000), ale z d̊uvod̊u časové úspornosti bylo zvoleno právě 1000 iteraćı. ITmax = 500 bylo
vyhodnoceno jako př́ılǐs malý počet iteraćı, při kterém program divergoval.

Počet iteraćı ve fyzikálńım čase byl označen jako maxT a byl měněn podle potřeby.
Většina výpočt̊u byla poč́ıtána pro 6000 iteraćı (tj. 10 min.).

Některé parametry sloužily jako volby logického typu (boolean). Jednalo se o proměnnou
”schema”. V př́ıpadě pravdy se použil Hemker-Koren̊uv limiter. U proměnné ”turbal” se
v př́ıpadě nepravdy použila turbulentńı viskozita nulová a model byl pseudolaminárńı.
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3.5.1 Fyzikálńı podmı́nky modelu

Stratifikace byla realizována hlavńı část́ı hustoty, která byla dána lineárńım profilem:

ρ0 = ρS + γρy

kde ρS = 1, 2 kg
m3 byla hustota u povrchu (ozn. RHO S) a γρ = ∂ρ0

∂y
= −0, 01 kg

m4 gradi-

ent hustoty (ozn. GRAD Ro). Ve shodě s poznámkou pod soustavou 1.33 byla použ́ıvána
pr̊uměrná hustota v celé oblasti ρ∗ = 1 kg

m3 .
Stejně jako ve článku [10] bylo pro testováńı uvažováno relativně ńızké Reynoldsovo č́ıslo
Re = 1000, aby byl omezen vliv turbulence. Tohoto faktu bylo doćıleno nastaveńım ki-
nematické viskozity tekutiny naν = 10−3 m2

s
. Charakteristická rychlost byla U = 1 m

s
a

charakteristická délka byla dána výškou kopce L = h = 1m. Pro reálněǰśı model by bylo
třeba přizp̊usobit Reynoldsovo č́ıslo reálné atmosféře. Pro testovaćı účely vlivu okrajových
podmı́nek však postač́ı uvažované č́ıslo.

Rozd́ılné stratifikace (a tedy rozd́ılné Brunt-Vaisalovy frekvence) bylo dosahováno použit́ım
r̊uzných t́ıhových zrychleńı. Pro účely validace modelu byly použity hodnoty:

g = −5, −10, −20, −50
m

s2
(3.5)

Pro testováńı okrajových podmı́nek byly použity hodnoty g = −10, −50 m
s2

.
Posledńımi fyzikálńımi parametry zadávanými do modelu byly parametry pro Blacka-

dar̊uv model turbulence: parametr drsnosti y0 = 0, 001m a Richardsonovo č́ıslo NRi (aby
bylo možné měnit nastaveńı přidané turbulence, pro provedené testy bylo nastaveno podle
předpisu 1.39).
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Kapitola 4

Validace

Jak již bylo několikrát zmı́něno v předchoźıch kapitolách, model (a jeho programová re-
alizace) byl validován podle výsledk̊u z článku [10]. V rámci validace byly rovněž prováděny
jednoduché numerické experimenty pro nastaveńı numerických parametr̊u. Byl také zkoumán
vliv Hemker-Korenova limiteru a přidané turbulence (Blackadar̊uv model). Jelikož jsou ve
[10] vykreslována pouze pole vertikálńıch rychlost́ı, byly v našem př́ıpadě také porovnávány
výsledky vzhledem k vertikálńım rychlostem. Nakonec byly výsledky porovnány s teoríı a
napozorovaným chováńım 2D prouděńı přes hladký kopec z článku [14].

4.1 Základńı okrajové podmı́nky

Pro validačńı výpočty byly použity okrajové podmı́nky stejné jako ve článku [10]. Podobně
jako u jiných výpočt̊u byly okrajové podmı́nky realizovány přidáńım fiktivńıch kontrolńıch
objemů (buněk) za hranićı skutečné výpočetńı oblasti (ghost cells). Hodnoty proměnných v
nich jsou źıskány pomoćı lineárńı extrapolace tak, aby byla na hranićıch zajǐstěna potřebná
hodnota.

Vstup
Na vstupu byl předepsán mocninný vstupńı profil složky rychlosti u:

u = u(y) = U0

(
y

L0

)1/40

(4.1)

Ostatńı hodnoty neznámých (veličin) na vstupu byly předepsány jako nulové (homogenńı
Dirichletova podmı́nka), až na tlak, který byl extrapolován.

Výstup a horńı hranice
Na výstupu a na horńı hranici byla předepsána homogenńı Neumannova podmı́nka pro
všechny poč́ıtané veličiny, tj. předepsali jsme hodnotu normálové derivace na stěně jako
nulovou.
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Povrch
Na spodńı hranici byla předepsána homogenńı Dirichletova podmı́nkou pro rychlost, tj. na
stěně platilo: u = 0, v = 0 (tzv. no-slip conditions). Pro ρ′ byla předepsána homogenńı
Neumannova podmı́nka, tlak byl extrapolován.

4.2 Pseudolaminárńı prouděńı poč́ıtané s Hemker--

Korenovým limiterem

K ověřeńı modelu bylo spoč́ıtáno prouděńı pro stejné nastaveńı jako v Bodnárově článku
[10], výsledky byly mezi sebou porovnány. Většina nastaveńı je popsána v kapitole 3. Šlo
o pseudolaminárńı prouděńı poč́ıtané s použitým limiterem.

Výsledky jsou na obrázćıch 4.1 až 4.4. Jak lze prostým porovnáńım s výsledky z
Bodnárova článku (viz kopie v Př́ıloze A - Fig.4) zjistit, pole vertikálńıch rychlost́ı si
odpov́ıdaj́ı. Maxima i minima rychlost́ı se většinou dobře shoduj́ı s validačńımi, i trendy
jejich vývoje si odpov́ıdaj́ı. Nepatrné rozd́ıly ve vykresleńı byly zřejmě zp̊usobeny ne zcela
shodnými fyzikálńımi časy. V Bodnárově článku neńı přesně uveden údaj o fyzykálńıch
časech, bylo možno pouze odhadovat, že vykreslená pole jsou ve fyzikálńım čase 2 mi-
nuty. Daľśı nepřesnosti mohly být zp̊usobeny čistě náhodnými chybami, které vzniknou při
výpočtech (zaokrouhlovaćı, numerické chyby) či chybami, které vznikly př́ımo při vykres-
leńı d́ıky použit́ı jiného vykreslovaćıho programu (interpolace). V př́ıpadě prvńıho zvrstveńı
(g = −5 m

s2
) je také třeba odhlédnout od náhodných v́ır̊u vzniklých turbulenćı při zemském

povrchu za kopcem.
Pro jednotlivá zvrstveńı (rozd́ılné hodnoty g) byly vyneseny do grafu hodnoty vertikálńı

rychlosti v závislosti na x-ové souřadnici na řezu spojuj́ıćım body [0,0] a [30,30], tj. řez ve-
dený oblast́ı od středu kopce ve sklonu 45◦. Výsledný graf ukazuje obrázek 4.5. Porovnáńım
s grafem z Bodnárova článku (Př́ıloha A, Fig.5) lze zjistit, že se jedná o velice podobné
závislosti.

Pro posledńı zvrstveńı (g = −50 m
s2

) byly vyneseny do grafu hodnoty vertikálńı rychlosti
v závislosti na x-ové souřadnici na horizontálńım řezu ve výšce 10 m. Do obrázku 4.6 byly
zkresleny pr̊uběhy rychlost́ı pro r̊uzné fyzikálńı časy (1 min., 2 min. a 3 min.). Dále byly
zkresleny i pr̊uběhy vertikálńıch rychlost́ı pro tyto časy opět v řezu [0,0] a [30,30]. Výsledek
ukazuje obrázek 4.7. Pro čas 2 minuty (cca) existuje srovnáńı obou obrázk̊u s Bodnárovým
článkem (Př́ıloha A, Fig.9 resp. Fig.10), křivka AUSM odpov́ıdá té validované.
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Obr. 4.1: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −5 m
s2

ve fyzikálńım čase 2 min.

Obr. 4.2: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −10 m
s2

ve fyzikálńım čase 2 min.
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Obr. 4.3: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −20 m
s2

ve fyzikálńım čase 2 min.

Obr. 4.4: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −50 m
s2

ve fyzikálńım čase 2 min.
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Obr. 4.5: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) na řezu pro jednotlivé stratifikace,

opět ve fyzikálńım čase 2 min.

Obr. 4.6: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) na horizontálńım řezu pro r̊uzné

hodnoty fyzikálńıch čas̊u, při stratifikaci s g = −50 m
s2
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Obr. 4.7: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) na šikmém řezu pro r̊uzné hodnoty

fyzikálńıch čas̊u, při stratifikaci s g = −50 m
s2

4.3 Srovnáńı s teoríı

V jednotlivých šikmých řezech byla změřena vlnová délka gravitačńıch vln. Nejdř́ıve v
řezu vedeném kolmo na š́ı̌reńı vln (řez veden odhadem od středu kopce [0,0] největš́ımi
gradienty v poli vertikálńıch rychlost́ı) a potom v šikmém řezu vedeném body [0,0] a
[30,30]. Tato měřeńı pak byla porovnána s teoretickými hodnotami vypočtenými ze vztahu
1.41. Výsledky jsou přehledně uvedeny v tabulce 4.1. Při řezu vedeném kolmo na š́ı̌reńı
vln, označeném jako ”př́ımo”, se hodnoty měřených vlnových délek shodovaly pro výpočty
bez limiteru s výpočty s limiterem. Proto tento sloupec neńı rozdělen (jen u posledńıho
zvrstveńı se hodnoty lǐsily o jednotku, zde je uvedený pr̊uměr obou).

Jak je vidět naměřené hodnoty odpov́ıdaj́ı těm teoretickým.

zvrstveńı teorie měřeńı
př́ımo v řezu (MUSCL) v řezu (HK)

|g|
[

m
s2

]
λ[m]

5 31 33 34 33
10 22 23 17 17
20 15 17 16 12
50 10 10,5 8 7

Tab. 4.1: Srovnáńı naměřených a teoretických hodnot vlnové délky
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Dále byly výsledky validačńıch experiment̊u porovnány s pozorovaným chováńım reálného
prouděńı ze článku [14]. Schematický náčrt pozorovaného chováńı je na kopii z tohoto
článku v př́ıloze B. Jednoduchým porovnáńım vypoč́ıtaných poĺı vertikálńıch rychlost́ı z
obrázk̊u 4.1 až 4.4 s t́ımto článkem lze zjistit, že chováńı poměrně odpov́ıdá. Za kopcem
se tvoř́ı turbulentńı v́ıry a nad celou oblast́ı vznikaj́ı závětrné vlny. Podobné chováńı je
obecně popisováno i při pozorovańı reálných prouděńı v článku [14].

Podobnostńı č́ısla NF uvedená v tabulce 4.2 sloužila pro porovnáńı situace s [14]. Č́ısla
porovnáme s udávanou hodnotou D/Lπ stanovenou z rozměr̊u oblasti, v našem př́ıpadě šlo
o hodnotu přibližně 3,18. Z porovnáńı zjist́ıme, že prvńı dvě zvrstveńı spadaj́ı na obrázku
Figure 3 (uvedeném v př́ıloze B) do kategorie a, takže by žádné v́ıry za kopcem neměli v
reálné situaci vznikat. Daľśı dvě č́ısla spadaj́ı do kategorie b z téhož obrázku.

Ve všech př́ıpadech v našich výpočtech ale vznikaj́ı závětrné vlny, což neńı úplně v
souladu s napozorovanou situaćı podle [14]. Jejich výsledky byly ale simulované pro větš́ı
Reynoldsovo č́ıslo, než je v našem př́ıpadě.

|g|
[

m
s2

]
NRi NF

5 0,042 4,87
10 0,084 3,45
20 0,167 2,44
50 0,417 1,5

Tab. 4.2: Uvedeńı podobnostńıch č́ısel pro jednotlivá zvrstveńı
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Obr. 4.8: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −5 m
s2

bez použit́ı limiteru ve fyzikálńım
čase 2 min.

4.4 Pseudolaminárńı prouděńı poč́ıtané bez limiteru

Experimenty, které předcházely těm validačńım, se týkaly použit́ı samotného MUSCL sche-
matu bez použit́ı limiteru. Nastaveńı bylo opět stejné, jak bylo popsáno v kapitole 3.
Výsledky simulaćı pro jednotlivé stratifikace ukazuj́ı obrázky 4.8 až 4.11. Jak je patrné
nejsou podobné Bodnárovu článku. Použit́ı limiteru je tedy zásadńı, bez něho jsou vlny v
poli vertikálńıch rychlost́ı rychle tlumeny. Popsaná skutečnost je nejlépe viditelná na grafu
4.12, kam byly pro jednotlivá zvrstveńı vyneseny hodnoty vertikálńı rychlosti v závislosti
na x-ové souřadnici na řezu spojuj́ıćım body [0,0] a [30,30]. Pro porovnáńı může sloužit
graf 4.5, nebo Fig.5 z Bodnárova článku.

Výpočty bez použit́ı limiteru konvergovaly d́ıky tlumeńı výrazně lépe. Přesvědčit se je
možné ze srovnáńı tlakových rezidúı na obrázku 4.13. Rezidua byla poč́ıtána podle vzorce
2.34. Nejpomaleji konvergovaly v 1. proměnné (odchylka tlaku). U výpočt̊u bez použit́ı
limiteru došlo po 2. minutě fyzikálńıho času k ustáleńı poč́ıtaných veličin. S přibývaj́ıćım
fyzikálńım časem již nedocházelo k jejich vývoji.

38



Obr. 4.9: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −10 m
s2

bez použit́ı limiteru ve fyzikálńım
čase 2 min.

Obr. 4.10: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −20 m
s2

bez použit́ı limiteru ve fy-
zikálńım čase 2 min.
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Obr. 4.11: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −50 m
s2

bez použit́ı limiteru ve fy-
zikálńım čase 2 min.

Obr. 4.12: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) na řezu pro jednotlivé stratifikace,

bez použit́ı limiteru, opět ve fyzikálńım čase 2 min.
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Obr. 4.13: Tlaková rezidua (vertikálńı osa [Pa]) v závislosti na fyzikálńım čase (horizontálńı
osa [vynesen počet iteraćı]) pro g = −50 m

s2
; vlevo s použit́ım limiteru, vpravo bez něj.

4.5 Blackadar̊uv model turbulence

V očekáváńı, že se výsledky numerických simulaćı přibĺıž́ı pozorovanému chováńım v reálné
situaci, bylo poč́ıtáno s přidanou turbulenćı. Výsledky simulaćı pro zvrstveńı s g = −50 m

s2

ukazuj́ı obrázky 4.14 resp. 4.15 (v př́ıpadě použit́ı limiteru). Přidaná turbulence pomoćı
Blackadarova modelu bohužel zvyšuje efekt nefyzikálńıch vln vznikaj́ıćıch na vstupu do ob-
lasti, což neńı úplně žádoućı. Zvýšeńı efektu lze pozorovat dokonce v př́ıpadě výpočt̊u bez
použit́ı limiteru, které jinak efekty tlumı́. Docháźı také k výraznému tlumeńı fyzikálńıch
vln, jak je patrné na srovnáńı z obrázku 4.16, kam byly pro jednotlivé experimenty vyne-
seny hodnoty vertikálńı rychlosti v závislosti na x-ové souřadnici na řezu spojuj́ıćım body
[0,0] a [30,30]. (Označeńı experiment̊u: ”lam”- pseudolaminárńı prouděńı, ”turb”- prouděńı
s přidanou turbulence, ”bez”- výpočet bez použit́ı limiteru, ”HK”- výpočet s použit́ım
Hemker-Korenova limiteru). Použit́ı přidané turbulence se tedy ukázalo jako rušivé a nu-
merické experimenty byly dále prováděny bez něho.
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Obr. 4.14: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −50 m
s2

bez použit́ı limiteru s přidanou
turbulenćı ve fyzikálńım čase 2 min.

Obr. 4.15: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −50 m
s2

(s limiterem) s přidanou
turbulenćı ve fyzikálńım čase 2 min.
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Obr. 4.16: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) na řezu pro jednotlivé experi-

menty, vykresleno ve fyzikálńım čase 2 min.
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Obr. 4.17: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) na řezu pro jednotlivé experi-

menty, vykresleno ve fyzikálńım čase 2 min.

4.6 Vliv zjednodušeńı v podobě pr̊uměrné hustoty

Nakonec bylo u validačńıch experiment̊u zkoumáno, jaký má vliv použité zjednodušeńı v
podobě použit́ı pr̊uměrné hustoty v oblasti ρ∗. (viz poznámka u rovnice 1.33). Hustota byla
v modelu spoč́ıtána jako ρ = ρ0 + ρ′ a byly provedeny stejné numerické simulace jako pro
zjednodušený model. Jelikož se však výsledky př́ılǐs nelǐsily, nemá cenu zde uvádět obrázky,
které by stejně byly velice podobné již uvedeným 4.8 až 4.11. Mı́sto toho zde uvedeme
na obrázku 4.17 srovnáńı výsledk̊u jednotlivých experiment̊u na řezu (opět vedeném mezi
body [0,0] a [30,30]). jedná se o zkresleńı výsledk̊u těchto numerických experiment̊u: ”puv”-
p̊uvodńı validačńı experiment (bez použit́ı limiteru), ”HEMKOR”- validačńı experiment s
použit́ım Hemker-Korenova limiteru, ”turb”- validačńı experiment bez použit́ı limiteru s
přidanou turbulenćı a konečně ”01”- experiment bez zjednodušeńı pomoćı ρ∗.
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Kapitola 5

Numerické experimenty

V této kapitole budou zmı́něné ostatńı numerické experimenty týkaj́ıćı se okrajových
podmı́nek. Byla provedena změna okrajových podmı́nek u povrchu, potom byla vyzkoušena
technika boundary domain pro horńı hranici a nakonec byl změněný vstupńı profil (tedy
okrajová podmı́nka na vstupu). Všechny změněné okrajové podmı́nky by měly mı́t pozi-
tivńı vliv na konvergenci výpočtu. Změna hustoty u povrchu je tvrdš́ı okrajová podmı́nka.
Boundary domain by měla zabránit odrazu vln od horńı hranice a t́ım i interferenci, která
p̊usob́ı rušivě. Vstupńı profil z vyvinutěǰśıho proudu by mohl zabránit interferenci vln
vzniklých v okoĺı vstupńı hranice (s fyzikálńımi závětrnými vlnami).

5.1 Okrajové podmı́nky, povrch

Jak uvád́ı [19] pro nestlačitelné rovnice řešené numericky metodou konečných objemů lze
zadat jen omezené kombinace počátečńıch podmı́nek. V tomto numerickém experimentu
byly pro soustavu 1.33 zadány stejné podmı́nky jako při validačńıch experimentech (viz
kapitola 4), jen byla změněna podmı́nka pro povrch.

Pokud chceme simulovat efekty ulṕıváńı tekutiny na povrchu (ke kterým docháźı u vazkých
tekutin), muśı mı́t tekutina těsně u povrchu stejnou rychlost jako povrch. Pokud se po-
vrch nehýbe, ulṕıváńı zaruč́ı homogenńı Dirichletova podmı́nka pro rychlost (tj. na spodńı
stěně opět platilo: u = 0, v = 0). Pro ρ′ je však možná varianta homogenńı Dirichletovy
podmı́nky. Taková podmı́nka byla zadána pro tento numerický experiment.

Výsledky numerických experiment̊u s homogenńı Dirichletovou podmı́nkou pro ρ′ jsou
vykresleny na obrázćıch 5.2 - 5.5. Na prvńıch dvou jsou výsledky pro stratifikaci s g =
−10 m

s2
, na druhých dvou pro stratifikaci g = −50 m

s2
. Bylo poč́ıtáno bez i s použit́ım

limiteru. Prostým porovnáńım s výsledky validačńıch výpočt̊u z obrázk̊u po řadě: 4.9,
4.2, 4.11 a 4.4 lze zjistit, že pro výpočty bez použit́ı limiteru se vykreslená pole téměř
shoduj́ı. Porovnáńım výsledk̊u výpočt̊u s limiterem a validačńıch výpočt̊u zjist́ıme jisté
rozd́ıly. Pro homogenńı Dirichletovu podmı́nku pro hustotu v́ıry za kopcem nevznikaj́ı.
Zřejmě jde o vliv tvrdš́ı okrajové podmı́nky pro pole hustoty. Jelikož se hustota tekutiny
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měńı jen advekćı (d́ıky předpokladu nestlačitelnosti), měla by také homogenńı Dirichle-
tova podmı́nka pro hustotu teoreticky větš́ı fyzikálńı smysl, nebot’ u spodńı stěny jsou
předepsány složky rychlosti jako nulové. U stěny tedy teoreticky nedocháźı k výměně te-
kutiny (ta podle předpokladu na stěně ulṕıvá). Ve srovnáńı s Hunt-Snydrovým popisem
reálného chováńı je lepš́ı homogenńı Dirichletova podmı́nka, protože podle popisu naše NF

odpov́ıdaj́ı př́ıpad̊um a) př́ıpadně b) z Figure 3 (viz př́ıloha B), kde žádné v́ıry za kopcem
nevznikaj́ı.

Srovnáńı numerického experimentu s validačńım bylo provedeno ve dvou řezech oblast́ı,
opět na řezu spojuj́ıćım body [0,0] a [30,30] a potom na horizontálńım řezu ve výšce y =
2 m. Na obou řezech byly vykresleny vertikálńı složky rychlosti v závislosti na horizontálńı
souřadnici pro všechny př́ıpady. Zkresleńı výpočt̊u s těmi validačńımi jsou pro stratifikaci
s g = −10 m

s2
na grafech 5.6 a 5.7 (”val”jsou označeny validačńı experimenty; ”HK”jsou

označeny výpočty s použit́ım limiteru). Pro tuto stratifikaci je z graf̊u patrné, že na šikmém
řezu se vertikálńı rychlosti př́ılǐs nelǐśı, rozd́ıly jsou hlavně u povrchu, což bylo očekávané.
Narozd́ıl od stratifikace s g = −50 m

s2
, kde už se okrajová podmı́nka pro spodńı hranici

promı́tne i do vývoje v celé oblasti. Jak je vidět na grafech pro tuto stratifikaci 5.8 a 5.9.
Na obrázćıch 5.6 - 5.9 je též patrné, že ve výpočtech bez použit́ı limiteru jsou v́ıry a

odchylky od laminárńıho prouděńı tlumeny do té mı́ry, že neńı možné na nich vliv změny
okrajové podmı́nky zpozorovat.

Homogenńı Dirichletova okrajová podmı́nka pro hustotu na spodńı hranici určitě vliv
na konvergenci výpočtu má. Srovnáńı tlakových rezidúı na obrázku 5.1 to potvrzuje.

Obr. 5.1: Tlaková rezidua (vertikálńı osa [Pa]) v závislosti na fyzikálńım čase (horizontálńı
osa [vynesen počet iteraćı]) pro g = −50 m

s2
; vlevo pro upravenou okraj. podmı́nku, vpravo

pro p̊uvodńı okraj. podmı́nku
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Obr. 5.2: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −10 m
s2

ve fyzikálńım čase 2 min.,
výpočet bez použit́ı limiteru

Obr. 5.3: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −10 m
s2

ve fyzikálńım čase 2 min.,
výpočet s použit́ım limiteru
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Obr. 5.4: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −50 m
s2

ve fyzikálńım čase 2 min.,
výpočet bez použit́ı limiteru

Obr. 5.5: Výsledné pole vertikálńı rychlosti pro g = −50 m
s2

ve fyzikálńım čase 2 min.,
výpočet s použit́ım limiteru
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Obr. 5.6: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) pro g = −10 m

s2
na šikmém řezu

pro jednotlivé experimenty - modře jsou zakresleny ty validačńı, opět ve fyzikálńım čase 2
min.
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Obr. 5.7: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) pro g = −10 m

s2
na horizontálńım

řezu pro jednotlivé experimenty - modře jsou zakresleny ty validačńı, opět ve fyzikálńım
čase 2 min.
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Obr. 5.8: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
pro g = −50 m

s2
) na šikmém řezu

pro jednotlivé experimenty - modře jsou zakresleny ty validačńı, opět ve fyzikálńım čase 2
min.
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Obr. 5.9: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) pro g = −50 m

s2
na horizontálńım

řezu pro jednotlivé experimenty - modře jsou zakresleny ty validačńı, opět ve fyzikálńım
čase 2 min.
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5.2 Boundary domain

Pro okrajové podmı́nky na horńı hranici byla vyzkoušena metoda boundary domain. Ta
umožňuje tlumeńı vln u horńı hranice, a t́ım minimalizuje dopad odražených vln. Jde o to,
že do výpočetńı oblasti je přidána doména u horńı hranice, v ńıž jsou vypočtené hodnoty
veličin přibĺıženy pr̊uměrné hodnotě v doméně. Nové hodnoty proměnných v doméně (Wbd)
byly tedy při aplikaci okrajových podmı́nek spočteny jako:

Wbd = W + ξ(ybd)(W −W ) (5.1)

kde W označuje pr̊uměrnou hodnotu proměnných (W ) v doméně. Tlumı́ćı funkce ξ záviśı
na vertikálńı souřadnici v doméně:

ybd =
y − (ytop − hbd)

hbd
(5.2)

kde ytop je souřadnice horńı hranice výpočetńı oblasti (včetně domény) a hbd je tloušt’ka
domény. Aby mohly být utlumeny vlny s určitou vlnovou délkou, je nutné mı́t tloušt’ku
domény aspoň srovnatelnou s touto vlnovou délkou.
Samotná tlumı́ćı funkce muśı podle [20] splnit základńı požadavky:

ξ(0) = 1
∂ξ

∂ybd
(ybd) ≤ 0

ξ(1) = 0
∂ξ

∂ybd
(0) = 0 (5.3)

Jelikož u horńı hranice je tlumı́ćı funkce rovna 1, dostaneme tak v podstatě Dirichletovu
okrajovou podmı́nku. Ta je pro tlak zakázaná (viz [19]), takže z neznámých veličin (sym-
bolicky ozn. W je třeba vynechat tlak).

V našem př́ıpadě byla zvolena tlumı́ćı funkce ξ jako nejjednodušš́ı možná, která splńı
požadavky 5.3:

ξ(ybd) = 1− y2
bd (5.4)

Numerický experiment byl proveden jen pro nejsilněǰśı stratifikaci g = −50 m
s2

a výpočet
byl s použit́ım limiteru. Za tloušt’ku domény bylo zvoleno 10 m, aby mohly být tlumeny
závětrné vlny s touto vlnovou délkou (viz tabulka 4.1). O tuto tloušt’ku byla vertikálně
zvětšena i základńı śıt’. Okrajové podmı́nky byly jinak zadány stejné jako při validačńıch
experimentech. Do programu byla implementována metoda okrajové domény.

Výsledky numerického experimentu ukazuje obrázek 5.10. Zvolená jednoduchá tlumı́ćı
funkce bohužel neńı schopná zajistit zlepšeńı výsledk̊u. Dı́ky nespojitosti v druhých deri-
vaćıch, kterou do pole proměnných vnáš́ı okrajová doména, dokonce docháźı k dvojitému
odrazu vln a to jak od horńı hranice oblasti tak od spodńı hranice domény. Situaci by
nejsṕı̌se vyřešila hladš́ı tlumı́ćı funkce, jej́ı testováńı by ale vyžadovalo daľśı experimenty.
Jejich realizace může být jako rozš́ı̌reńı práce. Pro srovnáńı je uveden i p̊uvodńı experi-
ment bez okrajové domény (se stejně velkou výpočetńı oblast́ı) a to na obrázku 5.11. Jak
je patrné z porovnáńı obou obrázk̊u, je pro dané nastaveńı výhodněǰśı boundary domain
nepouž́ıvat. T́ımto zjǐstěńım odpadly daľśı experimenty se zvětšováńım okrajové domény.
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Obr. 5.10: Výsledné pole vertikálńı rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) při numerickém experi-

mentu s okrajovou doménu, opět ve fyzikálńım čase 2 min.

Obr. 5.11: P̊uvodńı výsledné pole vertikálńı rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) na stejně velké

oblasti jako byl prováděn numerický experiment, opět ve fyzikálńım čase 2 min.
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Obr. 5.12: Vertikálńı složky rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) pro g = −50 m

s2
na šikmém řezu

pro jednotlivé experimenty - modře jsou zakresleny ty p̊uvodńı, opět ve fyzikálńım čase 2
min.

Srovnáńı numerického experimentu s validačńımi bylo provedeno pro vertikálńı rychlosti
na řezu spojuj́ıćım body [0,0] a [30,30]. Přidány byly i hodnoty z validačńıho experimentu
provedeném jen na základńı śıti. Dı́ky pr̊uměrováńı jsou hodnoty vertikálńı složky rychlosti
v okrajové doméně vychýlené.

5.3 Okrajové podmı́nky, vstup

Posledńı numerický experiment byl inspirován zlepšeńım konvergence výpočt̊u při hori-
zontálńım zvětšeńı oblasti. Když byla při validačńım numerickém experimentu výpočetńı
oblast zvětšena o 10 buněk na vstupu došlo k výrazněǰśımu zmenšeńı tlakových rezidúı (u
výpočtu s použit́ım limiteru). Jak ukazuje obrázek 5.13.
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Obr. 5.13: Tlaková rezidua (vertikálńı osa [Pa]) v závislosti na fyzikálńım čase (horizontálńı
osa [vynesen počet iteraćı]) pro g = −50 m

s2
; vlevo na základńı śıti, vpravo na rozš́ıřené.

Pro nejsilněǰśı stratifikaci (g = −50 m
s2

) se prouděńı nechalo vyvinout stranou hlavńıho
výpočtu na náběhové oblasti s rovným povrchem (umı́stěnou jakoby před skutečnou výpočetńı
oblast). Použ́ıvaly se pochopitelně stejné parametry prouděńı (viz kapitola 3). Na této
náběhové oblasti bylo napoč́ıtáno (s použit́ım limiteru) několik iteraćı pseudolaminárńıho
prouděńı. Bylo poč́ıtáno dokud vlny vytvořené na vstupu nedosáhly výstupńı hranice. Pro-
fil horizontálńı rychlosti na výstupu byl poté normován (aby maximum horizontálńı složky
rychlosti odpov́ıdalo charakteristické rychlosti) a použit jako vstup pro výpočet na základńı
śıti. Zkresleńı vstupńıch profil̊u je na grafu 5.14.

Výsledky výpočtu s upraveným vstupńım profilem ukazuje obrázek 5.15. Pro srovnáńı
je na obrázku 5.16 vykreslen výsledek výpočtu s p̊uvodńım vstupńım profilem. Dı́ky vy-
vinutěǰśımu vstupńımu profilu se částečně podařilo odstranit ”nefyzikálńı” vlny vzniklé
nárazem vstupńıho proudu na spodńı hranici a zabránit tak interferenci těchto výrazných
vln s fyzikálńımi závětrnými vlnami.

Je evidentńı, že vstupńı okrajová podmı́nka hraje významnou roli při konvergenci mo-
delu, jak ukazuj́ı vykreslená tlaková rezidua na obrázku 5.17. Přestože Reynoldsova i Ri-
chardsonova č́ısla jsou stejná, je patrný rozd́ıl v amplitudách jednotlivých vln. To je nejsṕı̌se
zp̊usobeno rozd́ılným množstv́ım tekutiny, které proteče vstupńı stěnou pro oba př́ıpady.
Kdybychom chtěli odstranit tento nedostatek, bylo by nutné nanormovat vstupńı profily
tak, aby byl v obou př́ıpadech stejný pr̊utok. Numerické experimenty se stejným pr̊utokem
lze provést jako rozš́ı̌reńı práce.
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Obr. 5.14: Vstupńı profily horizontálńıch složek rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) pro g =

−50 m
s2

- modře je zakreslený p̊uvodńı (validačńı) profil
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Obr. 5.15: Výsledné pole vertikálńı rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
) při numerickém experi-

mentu s upraveným vstupńım profilem ve fyzikálńım čase 5 min.

Obr. 5.16: P̊uvodńı výsledné pole vertikálńı rychlosti (vertikálńı osa
[

m
s

]
)(s p̊uvodńım

vstupńım profilem) ve fyzikálńım čase 5 min.
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Obr. 5.17: Tlaková rezidua (vertikálńı osa [Pa]) v závislosti na fyzikálńım čase (horizontálńı
osa [vynesen počet iteraćı]) pro g = −50 m

s2
; vlevo pro upravený, vpravo pro p̊uvodńı vstupńı

profil.
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Závěr

Tato práce přinesla několik jednoduchých poznatk̊u o vlivu okrajových podmı́nek na im-
plementovaný matematický model. Nejprve byly shrnuty rovnice popisuj́ıćı matematicky
prouděńı vazké nestlačitelné stratifikované tekutiny. Byly připomenuty Boussinesqova apro-
ximace a Reynoldsovské středováńı rovnic. Do RANS (v Boussinesqově aproximaci) byl
přidán Blackadar̊uv model turbulence. Celá kapitola byla věnována řešeńı těchto rovnic
metodou konečných objemů a potřebné matematické teorii.

Poté byla popsána implementace použitých metod a struktura programů. Funkčnost
napsaných programů byla testována na stejné śıti a při stejném nastaveńı jako u zdo-
kumentovaných př́ıpad̊u. Různých zvrstveńı tekutiny bylo doćıleno dosazeńım r̊uzných
t́ıhových zrychleńı. T́ımto zp̊usobem bylo pro všechny experimenty zachováno Reynold-
sovo č́ıslo NRe = 1000. Výsledky těchto validačńıch test̊u ve velké mı́̌re odpov́ıdaly re-
ferenčńım výsledk̊um ve srovnávané práci. Vypočtené vlnové délky závětrných vln byly
porovnány s teoretickými hodnotami a v rámci chyby určeńı se přesvědčivě shodovaly.
Chováńı vypoč́ıtaného prouděńı přibližně odpov́ıdalo popsanému chováńı z fyzikálńıch ex-
periment̊u v referenčńım článku.

V rámci testováńı modelu byl také diskutován vliv použit́ı numerického Hemker-Korenova
limiteru, který se stal ned́ılnou součást́ı modelu pro testy okrajových podmı́nek. Blacka-
dar̊uv analytický model byl otestován při validačńıch výpočtech a pro experimenty s okra-
jovými podmı́nkami byl vynechán, poč́ıtalo se tedy jen s pseudolaminárńım prouděńım. Jak
ukázaly validačńı výpočty, v modelu se vyskytovala nežádoućı interference fyzikálńıch vln s
vlnami vzniklými vlivem okrajových podmı́nek (vlivem okrajové podmı́nky u povrchu, od-
razem od horńı hranice či nárazem vstupńıho prouděńı). Tato interference dokonce bránila
konvergenci výsledk̊u a vzniku ustáleného prouděńı.

Byly testovány tři př́ıpady rozd́ılných okrajových podmı́nek, které měly zmenšit vliv
nefyzikálńıch vln vzniklých existenćı hranice a t́ım pomoci zlepšit konvergenci modelu:
Homogenńı Dirichletova okrajová podmı́nka pro hustotu na spodńı hranici, přidaná boun-
dary domain na horńı hranici a změněný profil horizontálńı rychlosti na vstupu. Posledńı
dva zmı́něné testy byly provedeny jen pro nejsilněǰśı stratifikaci, která trpěla nežádoućı
interferenćı nejv́ıce.

Provedené numerické experimenty prokázaly, že Homogenńı Dirichletova podmı́nka pro
hustotu na spodńı hranici má značný vliv na pole prouděńı i na konvergenci modelu.
Jej́ı nastaveńı dává i výsledky bližš́ı fyzikálńı situaci. Numerický experiment s boundary
domain nepotvrdil zlepšeńı situace ani ve fyzikálńım smyslu ani ve smyslu lepš́ı konver-
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gence. Samotné zvětšeńı výpočetńı oblasti přináš́ı malé zlepšeńı situace (zřejmě zp̊usobené
oddáleńım hranice), ale použit́ı techniky boundary domain, s jednoduchou tlumı́ćı funkćı,
sṕı̌se situaci komplikuje. Na závěr provedený numerický experiment s jiným vstupńım
profilem ukázal, že lze do jisté mı́ry odstranit nežádoućı efekt nárazu vstupńıho proudu.
Nežádoućı vlny na vstupu vzniklé u vyvinutěǰśıho proudu nebyly tak velké jako ty p̊uvodńı.
Zmenšeńı vln na vstupu také zmenš́ılo vliv interference a t́ım přispělo k lepš́ı konvergenci
modelu.

Posledńı dva popsané experimenty s okrajovými podmı́nkami nejsou zdaleka u konce.
Pro okrajovou doménu by bylo vhodné udělat několik test̊u pro složitěǰśı tlumı́ćı funkce
(ξ), př́ıpadně pro větš́ı tloušt’ku domény. U vstupńıho profilu by bylo vhodné spoč́ıtat
výpočetně méně náročněǰśı vyvinuté prouděńı na kratš́ı śıti, př́ıpadně zaručit stejný objem
vstupuj́ıćı tekutiny (a provést testy vlivu jiného zavedeńı Reynoldsova č́ısla). Nakonec
by pro srovnáńı bylo možné použ́ıt i jiný model s implementaćı pro okrajové podmı́nky.
Např́ıklad metodu vnořené hranice popsanou v [21], ale to už by vydalo na sepsáńı celé
daľśı práce. Použitý matematický model nav́ıc sloužil jen pro numerické testy pro tekutinu
s velkým Prandtlovým č́ıslem (teoreticky nekonečným). Rozš́ı̌rit model pro použit́ı v MVA
by také bylo možné. Znamenalo by to minimálně přidáńı rovnice pro teplotu do soustavy
modelových rovnic.
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Př́ıloha A

Části článku [10] pro porovnáńı a validaci.
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Fig. 5. Vertical velocity plots for different values of stratification.
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Fig. 4. Vertical velocity contours for different values of stratification (i.e. for different values of gravity acceleration g = ÿ5,ÿ10,ÿ20,ÿ50 m � sÿ2).

10 T. Bodnár et al. / Applied Mathematics and Computation xxx (2011) xxx–xxx

Please cite this article in press as: T. Bodnár et al., Application of compact finite-difference schemes to simulations of stably stratified fluid

flows, Appl. Math. Comput. (2011), doi:10.1016/j.amc.2011.08.058

63



The Fig. 8 shows the results obtained using the scheme C4038F6045, i.e. with the sixth order filter using the damping
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Fig. 9. Vertical velocity plots for different schemes in a cut taken at the height z = 10 m.
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Fig. 10. Vertical velocity plots for different schemes in a cut taken from the hill centre at the angle of 45 degrees.

Fig. 8. Compact fourth order scheme C4038F6045. Vertical velocity contours.
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Př́ıloha B

Část článku [14] pro porovnáńı.
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Př́ıloha C

Pozad’ová hodnota vertikálńıch rychlost́ı pro validačńı výpočty. Hodnota byla źıskána při
výpočtu vyvinutěǰśıho prouděńı (num. experiment s odlǐsným vstupńım profilem) na śıti s
rovným povrchem (na vstupu je předepsán standardńı vstupńı profil).

Obr. 5.18: Pozad’ové pole vertikálńı rychlosti pro g = −50 m
s2

ve fyzikálńım čase 2 min.,
výpočet s limiterem
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zikálńı hydrodynamiky, Karolinum, Praha 2007

[7] Blackadar A.K.: The vertical distribution of wind and turbulent exchange in a neutral
atmosphere, J. Geophys. Res., vol 67, 1962

[8] Bhumralkar c. M. and Estoque M. A.: A method for solving the planetary boundary
layer equations, Boundary-Layer Meteorology, vol 1, 1970

[9] Yu T.-W.: A comparative study on parameterization of vertical turbulent exchange
processes, Mon. Wea. Rev., 105, 1977
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