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Abstrakt: Ukazeme, jak lze dosahnout nadsvételného cestovani prostrednictvim
Alcubierrovy warpové metriky. V tomto prostorocase je kosmické lod, ktera je
lokélné v klidu, obklopena ,,bublinou® pohybujici se nadsvételnou rychlosti. Od-
vodime pohybové rovnice pro fotony a hmotné castice a ilustrujeme vlastnosti
jejich teseni. Uvidime, ze warpové metriky zptisobuji frekvencéni posuv a lom
svétla, jez cestuje skrze sténu bubliny, coz ovliviiuje vzhled vnéjsiho vesmiru z
hlediska cestovatele na lodi. Pro nadsvételné warpové metriky ukdzeme existenci
horizontl. Diskutujeme, zZe tenzor energie a hybnosti vytvarejici v prostorocase
warpovy koridor neodpovida klasickému poli nebo hmoté a i pokusy interpretovat
jej za pomoci kvantové fyziky vyzaduji extrémni mnozstvi hmoty.
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Abstract: We show how superluminal travel can be achieved by means of the
Alcubierre warp drive. In this spacetime a spaceship locally at rest is surrounded
by a ,bubble“ moving faster than the speed of light. We derive the equations
of motion for photons and massive particles and illustrate properties of their
solutions. We will find that warp drives cause frequency shifts and refraction of
light passing the bubble wall, which affects the view of the outside universe seen
by a traveller on spaceship. As for superluminal warp drives, existence of horizons
will be shown. We will discuss that the stress-energy tensor, generating a warp
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to interpret it via quantum mechanics resulted in extreme amounts of matter
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Uvod

Specialni relativita prinesla do fyziky spoustu konstruktivnich napadt: spojeni
prostoru a ¢asu, ztotoznéni hmoty s energii (F = mc?) a jednotny formalismus
elektfiny a magnetismu. PTesto nejvyznamnéjsi je ten negativni: zékaz nadsve-
telného pohybu.

V obecné teorii relativity tento zdkaz plati uz jenom v omezeném smyslu.
Zaktivenim prostorocasu je mozné globalné dosdhnout rychlosti vétsi nez rychlost
svétla ¢ = 299792458 m/s. Jakkoli se tato rychlost muze zdat velkd, vzhledem k
délce lidského zivota predstavuje vyznamné omezeni napt. pro cestovani po nasi
galaxii. Jak v teoretické fyzice tak i v populdrni literatute byly vymysleny zptisoby
takového cestovani, mezi které patii napt. ¢ervi diry anebo tzv. warpovy pohon. V
roce 1994 prisel M. Alcubierre s ndpadem [1], jak cestovani ,warpovou rychlosti“
dat do souladu s relativistickou fyzikou. V této praci podrobné ukédzeme, jak tento
priklad vypada.

Na zacatku si pripomeneme omezeni nadsvételného cestovani v specialni i
obecné relativité a ukazeme si, v jakém smyslu se pfi pohybu v Alcubierrovée
warpovém prostorocase jedna o nadsvételny pohyb. Potom budeme popisovat
pohyby fotontt a hmotnych c¢astic, které nam sdili o vzhled vesmiru z hlediska
nadsvételné cestujici warpové bubliny, v jejiz centru se nachazi kosmicka lod.
Budeme se vénovat i kauzalité v tomto prostorocase a problematice ,zapnuti“ i
Lvypnuti® warpového pohonu (resp. warpové metriky). Na zavér pak ukazeme,
jaké rozlozeni hmoty by bylo nutné k vytvoreni toho prostorocasu, a presvédcéime
se, ze ho nedokazeme vyrobit.



1 Alcubierrova metrika

1.1 Lorentzovy transformace

Albert Einstein odhalil, ze zdhada étheru ma prekvapivé reseni, které dnes cha-
peme jako principy specialni teorie relativity. V nich hraje rychlost svétla ¢ fun-
damentalni roli: Pokud se néco pohybuje rychlosti ¢ vii¢i nékterému inercialnimu
systému, mélo by se pohybovat touz rychlosti vii¢i vSem inercialnim soustavam.
Abychom vyjasnili, pro¢ je cestovani nadsvételnymi rychlostmi ve specialni relati-
vité neptipustné, je tfeba pripomenout nékteré odlisnosti mechaniky relativistické
od mechaniky klasické.

Obé teorie vyzaduji pouziti jistych ,spravnych® souradnych systémii, ve kte-
rych se maji fyzikalni zakony zapisovat. Zakladnim takovym zakonem jsou pra-
vidla inercidlniho pohybu hmotnych bodt a odsud pak pochazi slovni spojeni
inercialni systém. Protoze neexistuje preferovany inercialni systém, je na misté
zkoumat transformace mezi nimi.

V klasické mechanice je prechod mezi inercidlnimi soustavami, jez se pohybuji
vici sobé rychlosti v ve sméru osy x, popsan Galileiho transformacemi

¥ = z—ut,

t = t. (1.1)

Cas zde vystupuje jako absolutni veli¢ina, ¢asové intervaly jsou tedy klasickymi
invarianty. Diky konecnosti rychlosti svétla maji Lorentzovy transformace apliko-
vané ve specialni relativité jiny tvar:

-
ct' = ’y(ct—% x), (1.2)

pricemz
V= (1.3)
-5

Chovani faktoru v, ktery pro v — 0 dava v ~ 1 + o(v?/c?) a naopak pro v — oo
roste nade vSechny meze, jednak vysvétluje Galileiho transformace jako pomalou
limitu Lorentzovych transformaci, jednak ilustruje fakt, ze ¢ predstavuje mezni
rychlost pohybu ve specialni relativite.



Obrézek 1.1: Prostorocasovy diagram — cestovani ve specialni relativité. Na obrazku jsou dva
stojici pozorovatelé (modif), jeden se pohybuje konstantni rychlosti 0.5¢ (Cerveny) a jeden
cestuje z jednoho mista na druhé (zeleny), a to tak, Ze na zaCdtku i na konci splyva jeho
svétocara s jednim nebo druhym stojicim pozorovatelem. Svételné kuzely zde ukazuji pripustné
rychlosti pozorovateli. Znacky na svétoc¢ardach odpovidaji plynuti vlastniho ¢asu pozorovatele.

Vlastnosti transformaci chceme znézornit na prostorocasovém diagramu v
Obr. 1.1, ve kterém jsou zobrazeny trajektorie (svétocdry) ruznych pozorovatelt.
Prirastky svétocar udavaji rychlost, kterou se pohybuji: pohyb po uhloprickach
odpovida cestovani s rychlosti +c. ,Modii* pozorovatelé jsou tedy vzhledem ke
zvolené soustavé (x,t) v klidu, ,Cerveny“ pozorovatel cestuje s konstantni rych-
losti 0.5¢. ,Zeleny“ pozorovatel cestuje mezi pozorovateli v klidu, pfricemz je
urychlovan a brzdén konstantni silou. V diagramu jsou nakresleny svételné kuZe-
ly, jejichz vyznam si nyni objasnime.

Z Lorentzovych transformaci se dé odvodit, ze v kazdém (kartézském) inerci-
alnim systému dava stejnou hodnotu vyraz

ds® =1, dz" dz” = —c* dt* + d2® + dy® + d2?, (1.4)

predstavujici tzv. Minkowského metriku, pomoci které muzeme meérit prostoro-
casové délky a skaldrni souciny vektoru ve ¢tyfrozmérném prostoru (ct,x,y, z),
aniz by prislusné hodnoty zavisely na tom, ktery z inercialnich systému k vypoctu
ds? pouzijeme. Mé&fi-li modry pozorovatel interval mezi dvéma prostoroc¢asovymi
udalostmi na své trajektorii, budou prostorové komponenty der = dy = dz =0, a

ds* = —c*dr?. (1.5)

Pozorovatel méri vlastni cas dr. Takto definovany vlastni cas je tedy invariantni
vici Lorentzové transformaci. Geometricky pozname dovolené 4-rychlosti takové-
ho pozorovatele, pro kterého lze zavést vlastni cas tak, Ze jejich vektory lezi uvnitt
svételného kuzele. V Obr. 1.1 jsou vyznaceny stejné dlouhé intervaly vlastniho
casu jednotlivych pozorovatelt pomoci tecek. Je patrné, ze vlastni ¢asy mérené
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v systémech ¢erveného i zeleného pozorovatele (kde dz’ = dy’ = dz’ = 0) plynou
pomaleji nez souradnicovy Cas t. Z transformaci (1.2) plyne, ze v systému (z/,t'),
pohybujicim se rychlosti v vucéi (z,t), je ¢asovy rozdil odpovidajici dr roven

dt’ = y(v)dr > dr. (1.6)

ct=0

Obrazek 1.2: Svéto¢dry pozorovateltt z Obr. 1.1 po Lorentzové transformaci ct’ = v (¢t — 0.5x),
' =~(x—05ct).

Na Obr. 1.2 vidime, jak vypadaji svétocary v systému (z’,t') ¢erveného pozo-
rovatele. Svételné kuzely maji stejny tvar jako v pivodnim systému (x,t) — pro
body na povrchu plati

ds* = n,, dz’* dz" = n,, dz" d2¥ = 0, (1.7)

nezavisle na systému. Pojem soucasnosti je ale relativni — svétocary v ptivodnim
systému zacaly v ¢t = 0, pocatecni ¢asy ¢’ v novém systému zavisi na puvodnich
polohach. Vlastni ¢asy jsou porad stejné: Odecitanim tecek vidime, ze ,zeleny*
pozorovatel potiebuje stejnou dobu A7 = 4 k cestovani mezi ,,modrymi“ po-
zorovateli jako v systému (x,t). Piislusny rozdil At ~ 4.5 méfeny Cervenym
pozorovatelem je ale mensi nez At ~ 6 méreny v klidovém systému modrych
pozorovateli (Obr. 1.1).

1.2 Nadsvételny pohyb ve specialni relativité

Diky invariantnosti hodnoty a tim i znaménka porostorocasového intervalu (1.4)
miZzeme intervaly nazyvat casupodobné (ds* < 0), svételné/nulové (ds* = 0) nebo
prostorupodobné (ds* > 0), pro viechny inercidlni systémy. Po vydéleni ds?/dt?,
je vidét, Ze pohyb rychlostf |[dz/dt| = ¢ vede k ds* = 0. Podsvételnsj pohyb tedy



predstavuje casupodobny vektor dz* = (cdt, dz, dy, dz) apod. Pro podsvételné
pohyby definujeme vektor rychlosti pomoci vlastniho casu:

da#
w_ =
Y dr

(1.8)

Ze zavislosti znaménka ds? na |dx/dt| ; c je vidét, Ze vlastni cas lze definovat
jen pro svéto¢ary s ds? < 0, tedy vektor 4-rychlosti je vZdy ¢asupodobny. Proto
pohyb télesa je vzdy podsvételny, a to nezavisle na volbé inercidlniho souradného
systému. Vztah (1.8) ztraci smysl pro pohyby s rychlosti ¢, jelikoz vektor rychlosti
je svételny a proto v ,klidovém® systému neuplyne zadny ¢as 7 (0 = ds? =
—c?dr?). Lorentzovymi transformacemi nelze piejit do systému pohybujiciho se
nadsvételné.

Lorentzovy transformace garantuji o néco vic, nez jen invarianci prostoroca-
sového intervalu ds?: uddlosti v casupodobné vzdéalenych bodech ve viech (trans-
formacemi ,,dosazitelnych®) inercialnich systémech nastanou ve stejném casovém
poradi, tj. diivéjsi udalost mohla zptsobit pozdéjsi. Pro prostorupodobné vzda-
lené udalosti zfy a 2’5 existuje jak inercidlni systém, kde t4 > tp, i takovy, kde
ta < tg. Tyto udalosti nemohou souviset, protoze nelze rozhodnout, ktera uda-
lost je pficinou a kterd nasledkem (poruseni principu kauzality). Casupodobnost
je charakterizovana podsvételnym pohybem mezi udalostmi, prostorupodobnost
pohybem nadsvételnym. Nadsvételné cestovani by umoznilo posilat informace i
mezi nesouvisejicimi udalostmi, coz by mohlo vyvolat nevysvétlitelné efekty, je-
likoz jejich ¢asové potadi je relativni. Proto nadsvételny pohyb neni mozny resp.
ynadsvételny svét“ nesmi interagovat s podsvételnym. Situace v obecné relativité
bude popséna v kapitole 2.3.

Nadsvételnému a dokonce svételnému pohybu hmotnych téles odporuji i dyna-
mické rovnice. Obdobou klasického rovnomeérné zrychleného pohybu je ve special-
ni relativité tzv. hyperbolicky pohyb castice s hmotou m, na niz ptisobi konstantni
sila f. Rychlost ¢astice urychlené z klidu je pak popséna [10]

S (1.9)

¢ /mi3+ 22

kde my je jeji (klidovd) hmotnost. Pro t — oo jde v — c. Energie ¢astice je ddna

vyrazem
2t2
E—m002< 1+f——1>. (1.10)

| <

2.2
mgc

V limité ¢ — oo roste energie nade vsechny meze. Ani s nekonecnym mnozstvim
dodané energie v podobé konecné sily pusobici po nekonec¢né dlouhou dobu ale
nepresahneme rychlost svétla.

1.3 Zakladni pojmy obecné relativity
V obecné relativité, jejiz struény piehled podle [6] [12] nésleduje, se platnost
principt specidlni relativity presouva z globalniho inercidlniho systému do lokdl-

niho inercidlniho systému, ktery existuje v dusledku principu ekvivalence. Ten
rika, ze fyzika v inercidlnich a volné padajicich systémech by méla byt lokdlné
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stejna. Na vétsich skalach se projevi nehomogenity gravitacniho pole. Podobné
plati i omezeni na podsvételny pohyb jen lokalné: dva blizci pozorovatelé v lokal-
nim inercialnim systému se vuci sobé sice mohou pohybovat jen podsvételnymi
rychlostmi, pokud ale vhodné definujeme vzdalenost mezi dvéma pozorovateli
dostatecné daleko od sebe, pak rychlost, s niz se tato vzdalenost méni, muze
presahnout rychlost svétla. To hraje dilezitou roli v kosmologii.

Podle Einsteinovy obecné teorie relativity je metricky tenzor, ktery udava

prostorocasovy interval
ds® = g, da* da” (1.11)

dynamickou veli¢inou — g,,, mize byt funkei vSech prostorocasovych soufadnic.
Metricky tenzor ma stejnou signaturu jako prostorocasovy interval ve specidlni
relativité. V okoli kazdé udalosti lze zavést soufadnice, ve kterych bude g,, = 71,
V takovém okoli a v téchto souradnicich budeme tedy pozorovat, ze volné castice
se pohybuji rovnomérné primocare.

Rovnomérny primocary pohyb je ale jen prvnim priblizenim. Princip ekviva-
lence Tika, Ze volnd c¢astice se pohybuje s nulovym zrychlenim, v kfivém prostoru
ale musime derivaci rychlosti zapsat takovym zptisobem, aby viibec nezaviselo na
tom, jaké souradnice k popisu prostorocasu a fyzikalnich déji v ném pouzijeme.

V obecnych souradnicich je potfeba nahradit parcidlni derivaci

oVH
| a— 1.12
.= (112
tzv. kovariantni derivact
Vo Vi =VH, i=VF 4+ TH, VP (1.13)

Objekt I'*,5 je tzv. koneze, a urcuje vztah mezi tecnymi vektorovymi prostory
v infinitesimalné vzdalenych bodech. V krivém prostorocase ale tuto identifikaci
vektorovych prostoru nelze provést globalné a vysledek zavisi na cesté z#(s), po
niz vektor V# prendsime tzv. paralelnim prenosem

dz®
vVt ,— =0. 1.14
e (114
V obecné relativité kovariantni derivaci zavadime tak, Ze V,g,, = 0, coz dava
1 L
r aff — 59 Gav,B + 9vB,a — YaBw | - (115)

Pomoci kovariantni derivace pak mizeme (nezavisle na souradnicich) ¥ici, ze pod-
minka nulového zrychleni ¢astice zni

D

at = Eu" =u"ut, =0, (1.16)
kde absolutni derivaci podle T znacime
D dz¥
—=—V,=u"V,. 1.1
dr dr Ve =uV (1.17)

Pohybova rovnice (1.16) zvana rovnice geodetiky je kompatibilni s normalizaci

uu,, = konst. (1.18)
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Rovnice casupodobné geodetiky lze zapsat pomoci derivace podle vlastniho ¢asu
dz# /dT = u*. Obecnéjsi rovnice je

A2z dz® dx”?
dp2 +Fuaﬂ dp E — 0, (119)

kterd je na misté napf. v situaci, kdy popisujeme svételné (nulové) geodetiky, pro
které vlastni ¢as nema smysl.

To, ze vysledek paralelniho prenosu zavisi na zvolené cesté, souvisi se skutec-
nosti, ze kovariantni derivace obecné nejsou komutativni. Rozdil je dan vyrazem

VV;HA - Vu;)\n = RUVK)\V0'7 (12())
kde jsme zavedli Riemanniv tenzor krivosti
RUVK)\ = _ngn,)\ + FUV)\,H - FPVHFGP)\ + Ppu)\rgpn' (121>

Diky symetriim mé ve 4 dimenzich 20 nezavislych slozek. Kontrakei dostaneme
téz Ricciho tenzor
Ropg = R aop (1.22)

jakoz i Ricciho skaldarni krivost
R=R" = g*Ryp. (1.23)

Tenzor ktivosti obsahuje linedrné druhé derivace metrického tenzoru a vystu-
puje v polnich rovnicich obecné teorie relativity. Podle té jsou geometrie a hmota
svazany Einsteinovymi rovnicemit

G = 87T, (1.24)

kde )
Gw/ = Rul/ - éRg/u/ (125)

se nazyva Einsteintiv tenzor a T, je tenzor energie a hybnosti. Gravitacni pole je
tedy vytvareno tenzorem energie a hybnosti, ktery popisuje hmotu a jeji pohyb. V
tomto smyslu tedy nejen gravitacni pole urcuje geodeticky pohyb volnych castic,
ale skrze deformaci prostoru charakterizovanou Einsteinovym tenzorem i hustotu
hmoty, tlaky a toky hybnosti v kazdém bodé.

Praveé toho vyuzivame v této praci. Jednak sledujeme na pozadi daného prosto-
rocasu, jak se volné svételné castice a pozorovatelé pohybuji, jednak i zkoumame,
jaka hmota by mohla dany prostorocas vytvaret.

1.4 Nadsvételny pohyb a obecna relativita

Vyuzijeme nyni toho, ze v obecné relativité jiz nejsme omezeni jen na Lorentzovy
transformace, a povSimneme si, jak se lisi popis v soutadnicich ziskanych Gali-
leiho a Lorentzovou transformaci. Metrika ziskana Galileiho transformaci, v niz

LV téchto rovnicich (i naddle) pouzivdme konvenci ¢ = 1, G = 1 (gravita¢ni konstanta), jak
je zvykem v obecné relativité.



parametr rychlosti bude prevysovat rychlost svétla, bude predstavovat vnitini
,gravitacni“ pole uvnitt Alcubierrovy bubliny.

Obrazek 1.3: Svétodary pozorovateli z Obr. 1.1 po piechodu do soufadného systému ¢/ = ¢,
2 =x—-0.5¢t

Na Obr. 1.3 vidime, jak se situace zméni naproti Lorentzovym transformacim
(Obr. 1.2), kdyz pouzijeme transformace

t o=t
¥ = x—ot (1.26)

Nevyhnutelnym diisledkem toho, Ze nejde o Lorentzovu transformaci, je fakt, ze
metricky tenzor jiz neni Minkowského 7,,, coZ se na obrazku projevi zménou
obvyklé (vertikalni) orientace svételnych kuzeli. Néco podobného jsme zvykli
vidat napf. u ¢ernodérovych prostorocasi, zde (zatim) jde jen o soufadnicovy
efekt — stale se pohybujeme v Minkowského prostorocase, a naklonéni kuzela
neni zpusobeno zadnou hmotou.

Zména tvaru svételnych kuzelt je dobre vidét v metrice vyjadiené v novych
soutadnicich:

ds? = —dt”? 4 (da’ + v dt')* + dy? + d22. (1.27)
Svételné svéto¢ary spliuji ds? = 0, coz urcuje jejich smér
da’

V tomto vztahu neni nijak omezena hodnota v. Pokud bychom zvolili v > 1, mohl
by se klidné modry pozorovatel na Obr. 1.3 pohybovat s dz’/dt’ > 1. To, ze by
ale neslo o nadsvételny pohyb, je zfejmé z toho, ze celou dobu lezi jeho svétocara
uvnitt svételného kuzelu.

Vedlejsim disledkem transformace je fakt, ze v téchto souradnicich prestava
byt soutadnicovy ¢as ' vlastnim ¢asem ,stojictho* (¢erveného) pozorovatele. Cas
t' =t stale odpovida vlastnimu ¢asu modrych pozorovatelii.
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1.5 Alcubierrova metrika

Ve specidlni relativité se lokalni kauzalita vyjadiena v okoli néjaké udalosti nijak
neodlisuje od kauzality na velkych skalach, protoze v plochém prostorocasu lze
od diferencidlu ds* = 0 prejit k libovolné velkému intervalu (As)? = 0, stédle
jde o rovnici kuzelu. Proto ve specialni relativité mizeme ptijit s kategorickym

tvrzenim
|AZ|
— <1

At ’
svazujicim naptiklad udalosti poc¢atku a konce vesmirné plavby, kde & a t pred-
stavuji Minkowského (inercialni) soufadnice.

Vzapéti uvidime, ze v obecné relativité si lze predstavit prostorocas, kde 7 a t
se skoro vsude shoduji s Minkowského souradnicemi, obsahuji ale anomalii v po-
dobé , prostorocasového koridoru“ spojujiciho dvé udalosti, o nichz lze prohlasit,
ze

(1.29)

[AZ]
At
Prostorocas nalezeny M. Alcubierrem [1] ma tvar

> 1. (1.30)

ds* = —dt* + (dz — v,(t) f(r,) dt)? + dy® + d2>. (1.31)
Od predchéazejiciho pripadu se odlisuje tim, ze (souradnicovd) rychlost

dx,
v(t) =

(1.32)

nemusi nezbytné byt konstantni. Naopak, predpoklada se, Ze popisuje dostatecné
hladky casovy pribéh rychlosti cestovatele, ktery zac¢ina na

a skonc¢i na

Rychlost tedy vymizi pro t & [to, t1].

4

Obréazek 1.4: Pfechodovd funkce f(rs) Alcubierrovy metriky pro rtzné ostrosti stény o. Pre-
chodova funkce spojuje vnitini ,,pohybujici se“ prostor s vnéjsim Euklidovskym prostorem.
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Ve vztahu (1.31) vystupuje jesté vyraz f(rs). Jeho tlohou je rozdélit prosto-
roCas na body blizké svétoc¢are x,(t), kde f ~ 1, a na body vzdalené, kde f ~ 0.
Muzeme mluvit o bubliné o ,poloméru“ R, kde R je hodnota, kde f(R) ~ 1/2.
Konkrétni tvar zvoleny Alcubierrem [1] zni

_ tanh(o(rs + R)) — tanh(o(rs — R))

f(rs) 2tanh(ocR)

(1.35)

Parametr o > 0 urcuje, jak rychle klesa funkce f(rs) mimo bublinu na nulu. V
limité o — oo je skokova. V Obr. 1.4 je zobrazena pro ruzné hodnoty o. Podle [1]
v nadplose ¢ = konst. ,mérime* vzdalenost Euklidovskou vzdalenosti

ro(t) = /(2 — z5(t)2 + 92 + 22. (1.36)
Lze snadno ukazat, ze pohyb lodi je skutecné podsvételny. Zvolime
2, 2] = [2,(2),0,0], (1.37)
¢imz podél svétocary dostavame
ds? = —dt? + (vs(t) dt — vy(t) £(0) dt)? = —dt?. (1.38)

Pohyb je ¢asupodobny a souradnicovy cas je totozny s vlastnim ¢asem pozoro-
vatele na lodi. Stejny cas méri vzdaleny stojici pozorovatel (dz = dy = dz = 0),
protoze vné koridoru funkce f(r;) rychle vymizi a (1.31) pfejde na Minkowského
prostorocas [1].

| XXX XX LXLLLX
[ XXXXXX XXX LN

4 6 8 10 12
X

Obrazek 1.5: Trajektorie kosmické lodi a sklon svételnych kuzela v Alcubierrové metrice. Lod
cestuje od (z1,t1) = (4,2) k (x9,t2) = (8,4) rychlosti Azx/At > 1. Pfesto vidime na svételnych
kuzelech, ze pozorovatel se celou dobu pohybuje podsvételnou rychlosti. Stény bubliny, kde se
méni sklon svételnych kuzeli, jsou obarveny modfe. Polomér bubliny je R = 2, tloustka stény
je charakterizovana o = 1.
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Priklad Alcubierrovy metriky je uveden v Obr. 1.5. Na zacatku je lod v klidu,
potom cestuje ,koridorem* a po néjaké dobé se opét ocitne v klidu vzhledem
k uvazovanému souradnému systému. Trajektorie je vyznacena tucnou cCernou
carou. Ve vzdalenosti R = 2 od trajektorie jsou vidét modré oblasti, které pred-
stavuji hodnoty soucinu wvy(t)f'(rs), zvoleného k charakterizaci hranice, protoze
zména funkce f(rs), spojujici vnitini a vnéjsi oblast prostorocasu, je tam nejvetsi.
Hranice neni ostra, jelikoz parametr o = 1 byl zvolen pomérné maly. Vné bubliny
metrika rychle prejde v Minkowského metriku. Svételné kuzely uvniti polomeé-
ru R jsou naklonéné, mimo intervalu ¢ € (1,5) vsak mame vsude Minkowského
prostorocas. (Souradnicova) Rychlost

_dr (1.39)

U—E—

v dobé t € (2,4) je nadsvételnd a zdanlivé nefyzikdlni. Lod ale nikdy neopusti
lokalni svételné kuzely. Pohyb je tedy (lokdlné) podsvételny a neporusuje tim
principy relativity.

Obr. 1.5 také jasné ukazuje, ze plochy ¢ = konst. jsou prostorové povahy —
zadna udalost na plose ¢ = konst. nelezi uvnitt svételného kuzelu jiné udélosti na
této plose. V tomto smyslu pritomnost koridoru nemeéni charakter t jako casové
soufadnice.

Na obréazku je také vidét, ze kdyz v > 1, nemohou uvniti bubliny existovat
pozorovatelé s konstantni hodnotou souradnice x — jejich svétocara by lezela vné
svételného kuzelu. S podobnou vlastnosti se setkdvame u rotujicich ¢ernych dér
v tzv. ergosfére [6] [12].
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2 Vlastnosti warpové metriky

Geometrii metriky zavedené v predchozi kapitole je nyni tfeba popsat. Zvolime
obvykly zptsob, tedy popis pohybu volnych ¢astic a fotont, ktery bude v disledku
proménlivosti metriky zaktiven.

2.1 Nulové geodetiky

Sveétocary fotoni ndm mimo jiné popisuji vzhled vesmiru z hlediska lodi. Budeme
se proto zabyvat sifenim svétla v prostoru a jeho interakci s bublinou, pricemz
napt. budeme zjistovat frekvencéni posuv a existenci horizont.

Nejprve budeme zkoumat pohyb fotont jen na ose x. Metrika (1.31) je natolik
symetricka!, Ze leti-li svétlo po z-ové ose, nebude odchyleno ve sméru kolmém na
pohyb lodi. Jeho svéto¢aru jednoduse uréime z podminky ds? = 0 za predpokladil
dy =0, dz =0, tj.

0 = —dt* + (dz — v,(t) f(rs) dt)?, (2.1)
coz dava
dz
= v rfal) 1 22)

To je diferencidlni rovnice v z(t) s poc¢atecni podminkou z(tg) = xo.

Obr. 2.1 (str. 14) zobrazuje svétoCary fotonu vyslanych z lodi k stojicim pozo-
rovatelim (napft. planetdm) v polohdch x = +6. Pozorovatel, k jehoZ planeté
lod leti (zelend svétocara), nejprve ji pozoruje ve vzdalené minulosti. Z Obr. 2.1a
je patrné, Ze napr. fotony vyslané v casech ty € (—3.5, —1.5) prochézeji hranici
warpové bubliny. Tam je rozmisténa tzv. exotickd hmota (viz kapitola 3.1), jejiz
primou interakci s fotony pro jednoduchost zanedbame. Fotony dorazi na zelenou
planetu ve velmi kratkém intervalu ¢, € (1.6,1.8). Analogicky v Obr. 2.1b, kde
fotony dorazi po stejnych casovych intervalech, je vidét, ze velka ¢ast trajektorie
lodi Aty > 3 nalezi do intervalu At, = 0.2. Déni po delsi dobu na lodi se tedy
odehraje pro ,zeleného pozorovatele* v mziku.

»,Modry pozorovatel“ zase muze podrobné sledovat cely let: pri prichodu steé-
nou bubliny se svétocary fotontt v Obr. 2.1a rozchazeji, tj. svétlo doleti po delsich
intervalech na planetu. Fotony v intervalu ty € (—1.6, —1.4) napt. dorazi v ¢asech
tm € (2.2,3.4). Obdobné v Obr. 2.1b se zhustuji svétoc¢ary vychéazejici z lodi, které
pak skon¢i na modré planeté po stejnych dobéach.

Lsrov. slozky afinni konexe (B.10) a (B.11) v Dodatku B
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(a) Konstantni frekvence vysilani fotoni z lodi. Co se déje na lodi po delsi dobu ¢y €
(—3.5,—1.5), vidi pozorovatel na zelené planeté Z témér soucasné v t, = 1.7, coZ je zjevné
ze zhustujicich se svétocar foton.
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(b) Konstantni frekvence prijimani fotont na planetach. Pozorovatel na modré planeté M mize
podrobné sledovat, co se déje na lodi v ¢y € (—1.4, —1). To je vidét z velkého rozestupu ptivodné
zhusténych svétocar u lodi.

Obrézek 2.1: Svétocary fotonu leticich po z-ové ose. Tucné ¢ary predstavuji svétocary lodi
(Gervend) i stojicich pozorovatell (zelend pred lodi/modra za lod{), ostatni ¢ary zobrazuji pohyb
fotoni, které vyleti z lodi. Isoéary soucinu vs(t) f(rs) jsou Sedé. Polomér bubliny ¢éini R = 1.5,
ostrost hranice o = 3. Maximalni rychlost lodi v intervalu ¢ € (—0.5,0.5) je vs = 4.
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(a) Konstantni frekvence vysilani fotona z planet. Zde se zhustuji svétocary dolétajicich fotont.
Delsi interval na zelené planeté je vidét na lodi béhem kratké chvile.
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(b) Konstantn{ frekvence pfijiméni fotont na lodi. Co pozorovatel na modré planeté zazije v

mziku v ¢ = 0.7, je vaniméano na lodi v mnohem delsim casovém intervalu.

Obrazek 2.2: Svétocary fotonu leticich po z-ové ose. Situace je podobnd k Obr. 2.1, fotony vSak
leti od stojicich pozorovateltl k lodi. Parametry metriky jsou stejné jako v Obr. 2.1.



Obr. 2.2 (str. 15) znadzornuje, jak procesy na planetach vidi pozorovatel na
lodi. Interval ¢, € (—1.9, —1.7) na modré planeté vidi v intervalu Aty > 3 (to >
1.5), tj. velmi podrobné (Obr. 2.2b). Geodetiky vychazejici od zelené planety se
zhustuji (Obr. 2.2a) u lodi; signély z delsiho ¢asového intervalu na planeté tak
dorazi na lod skoro soucasné. Je pozoruhodné, jak je situace podobna Obr. 2.1,
protoze prostorocas je dynamicky a necekali bychom proto symetrii. Pro nasi
volbu trajektorie lodi ale nalezneme symetrii pti zaméné ¢t — —t, v — —=x.

U jednorozmérného pohybu piedstavovala podminka ds?> = 0 rovnici, diky
niz jsme se vyhnuli feSeni rovnice geodetiky a nahradili jsme ji rovnici (2.2).
Konkrétné ze ¢tyt integracnich konstant vystupujicich v feseni 141 rovnice geo-
detiky jsme jednu vyloudili podminkou ds? = 0 a dvé tim, Ze jsme vyloudili afinni
parametr a nahradili jej souradnicovym casem.

Pokud neomezime pohyb fotont jen na osu z, pribude mnoho integrac¢nich
konstant v feseni 3+1 rovnice geodetiky, ale zadné nové integraly pohybu. Proto
nyni nemame moznost nalézt 3+1 variantu rovnice (2.2) — soustavu tii rovnic
prvniho fadu. Jak uvidime, nejjednodussi verze bude mit po vylouceni afinniho
parametru podobu soustavy 6 diferencialnich rovnic prvniho fadu. Na zakladé
predchazejicich ivah bychom ocekévali jen pét, ovsem oproti (2.2) budeme znét
i energii fotont.

Reseni pomoci rovnice geodetiky je uvedeno v [2] a [7]. Alternativné zde bude-
me vyuzivat relativistického Hamiltonova formalismu. Hamiltonian zavadime [6]

1
H= Eg“”p#p,,, (2.3)

kde g"(z®) je funkei polohy fotonu a p, je jeho 4-hybnost. Hamiltonovy rovnice
maji tvar

dx® OH
= —_— 2.4
d\ e’ (24)
dpa OH
oo 7 2.5
dA Oz’ (25)
kde A je afinni parametr. V (2.3) vystupuje inverzni metrika
o 0 0 ON* (9N [oN (oY)
w 22— (2 t ~ = = ~ ). (@
9 o o <8t o )ﬂ“)ax) * (895) * <8y) * <8z) (2:6)
Hamiltonian ma tedy tvar
L1 5 - 2
H = 5 p —(pt+w(x,t)px) ) (2 7)
kde p rozumime
p=n\/Pi+p; 12 (2.8)
a w znacime
w(Z, 1) = vy(t) f(rs[Z,1]) (2.9)
Pro nulové geodetiky plati
9" pupy = p"pu =0, (2.10)
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coz vede na H = (. Podminka je splnéna pro
pr +wpy = Ep. (2.11)

Reseni potom uré¢ime z Hamiltonovych rovnic

dt

— = F 2.12
dz

- D 2.1
0 Fp [w,0,0] + P, (2.13)
dp’

B .14
0 +pp,Vw, (2.14)

pricemz p; dopocitame z (2.11), kde zvolime zdporné znaménko, aby ¢astice dle
(2.12) letéla do budoucnosti. Derivace podle A se zbavime pomoci (2.12), abychom
pohyb mohli vyjadrit zavislostmi na (neafinnim) souradnicovém case ¢, jez se daji
fyzikalné 1épe interpretovat:

dr P
— = 0,0 + = 2.15
T w00+l (2.15)
dp
e S v 2.16
% PsVw (2.16)
Pocatecni podminky zvolime Z(ty) = #y € R3 a
pi(to) = —po— w(To,t0) pu(to), (2.17)
pz(to) = posindcosp, (2.18)
py(to) = posindsing, (2.19)
p.(to) = pocos?, (2.20)
kde ¢ € [0,27), ¥ € [0,7), po > 0. Specidlné v xy-roviné plati
— — dp.
20 = E)r — (VW)Z (to) =0 — %tz to 0, (221)
Vo= = p(ty) = 0 = F[ =0

Jelikoz se v pocatecnim case neméni ani z ani p,, jsou diky tvaru Hamiltonovych
rovnic (2.15) a (2.16) konstantni béhem celého pohybu. Podobnou tvahou o g a
py(to) bychom obdrzeli specidlni piipad pohybu po z-ové ose (2.2).

Z rovnic (2.15) a (2.16) je patrné, ze pokud p, = 0, neméni se hybnost p' =
[0, py, p.]. Pohyb ve sméru x je pak urc¢en pouze w (polohou vii¢i bubling), pohyb
v kolmém sméru p,/p resp. p,/p, tj. po¢atecnim thlem vyletu. Pro p, # 0 se
hybnost méni pouze na hranici bubliny, kde w neni konstantni. V oblastech mimo
bublinu je w = 0. Tam ptejdou rovnice (2.15) ve zndmé pohybové rovnice fotonu
v Minkowského souradnicich.

Na hranici bubliny dochazi k nékterym efektim, napt. k frekvenénimu posuvu,
které nyni budeme podrobnéji diskutovat. Po jejich vyjasnéni ukazeme analogicky
k Obr. 2.1 a Obr. 2.2, jak se $it{ svétlo v zy-roviné.

Frekvence svétla v je spojena s jeho energii E zndmym vztahem E = hv,
kde h = 6.626... - 10734 J s je Planckova konstanta. KaZdy pozorovatel méfi jinou
energii, v zavislosti na své rychlosti @* [12]:

E = —p, " = —pti,,. (2.22)
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Nés zde budou zajimat tzv. Eulerovsti pozorovatelé (viz kapitola 2.2), ktefi maji
4-rychlost
u, = (—1,0,0,0). (2.23)

Oni ,vidi* energii
E=p"=g"pa=0p, (2.24)

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili (2.11). Sledovanim trajektorie svétla od po-
zorovatele ve vnéjsim vesmiru, pohybujiciho se rychlosti (2.23), k pozorovateli na
lodi, pohybujicimu se touz rychlosti, se da zjistit, Ze jimi mérené energie svétla
E resp. Ey jsou ruzné, tj. dojde k frekvencnimu posuvu, ktery je zobrazen v
Obr. 2.3. Svétlo nalétajici kolmo na pohyb lodi (9 = 90°) neni ovlivnéno frek-
venénim posuvem — ukézali jsme rovnici (2.16), Ze za p, = 0 se neméni zadna
z komponent p; a proto p = konst. Pro ¢y = 0° (vsttic lodi) resp. 1y = 180°
Clark et al. [2] ukdazali, ze

=0 =1+, (2.25)

tj. pro vs > 1 svétlo za lodi nedoleti na lod [2]. Energie svétla pred lodi se naopak
ZVySi.

ok ‘ ‘ ‘ ‘ ]
0 30° 60° 90° 120° 150° 180°
Yo

Obréazek 2.3: Frekven¢ni posuv svétla, jez se pohybuje ze vzdéleného (plochého) vesmiru k lodi.
Vodorovna osa predstavuje tihel v zy-roviné, pod kterym svétlo dorazi z hlediska pozorovatele
na lodi (¢ = 0° vst¥ic lodi). Na svislé ose je vynesen pomér energie fotonu Ey, méfené pozoro-
vatelem na lodi, k energii F,, kterou mélo svétlo z hlediska vzdaleného stojictho pozorovatele v
plochém prostorocase. Barva kfivky naznac¢uje modry resp. ¢erveny posuv. Vepredu tak dorazi
svétlo s vySsi energii (posunuté k modré/UV), vzadu svétlo s mensi az nulovou energii (posu-
nuté k Cervené). Fotony nalétajici v kolmém sméru nejsou ovlivnény (Fy = F.,). Parametry
metriky jsou R = 2.5, 0 = 5, v = 4. Pro rtuzné hodnoty v viz [2].
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(a) Zévislost uhlu ¥ na 1, které udévaji smer
pohybu v xy-roviné, ve kterém leti foton od
vzdaleného stojiciho pozorovatele vné bubliny
(¥oo) k pozorovateli na lodi uprost¥ed bubliny
(o). ¥ = 0° znamend, Ze foton priléta vstiic
lodi, tj. proti sméru osy x. V kolmém sméru
pohyb neni ovlivnén (¢¥y = 9o = 90°). Foto-
ny nalétajici z vesmiru pod thlem ., = 105°
(modra oblast) nedorazi na lod — existuje ho-
rizont za lodi (pokud vs > 0). Z téchto sméru
(¢o 2 105°) jsou na lodi presto vidét fotony na-
létajici z vesmiru pod thlem ., ~ 105°.

30° 60°
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150° O0->rg—> o0

120°

8
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30°
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[44]

0 30° 60°
(c) Obracena situace k Obr. 2.4a: zde fotony
jsou vysilany z lodi do vesmiru. Je proto zob-
razena zavislost ¢ (o), plicemz ¢ = 0° zna-
mena vysilani fotonu v kladném sméru osy .
I v tomto pripadé existuje horizont, vyznace-
ny zelenou oblasti: fotony vylétajici ve smérech
vo S 60° (tj. dopfedu pro vs > 0) jsou odchy-
leny do sméru @, ~ 75° Pod thly ¢ < 75°
vnéjsi pozorovatel nevidi vylétat svétlo.

(b) Casovy vyvoj smért pohybu fotoni k
Obr. 2.4a. Cas t je radidlni soufadnici, rostou-
cf zvnéjsku (minulost) na 0 v pocatku, kdy fo-
tony doleti na lod. Uhlova soufadnice ¢ odpo-
vid4 sméru pohybu (nikoli poloze) fotonu (viz
Obr. 2.4a) v case daném polomérem. Pozadi
predstavuje relativni polohu fotonu vaci bubliné
popsanou sou¢inem v, f(rs), jehoz ,trajektorie®
prochdz{ danym bodem (¢,v) v diagramu (bi-
1é = vnéjsek bubliny, ¢erné = vnitiek). Fotony
nalétajici zezadu ocividné prichazely pod thlem
105° vné bubliny, u kterého vidime zhusténi car
(horizont). Céra z 180° by ,,do minulosti“ asi ni-
kdy neopustila bublinu (pokud v, = konst.), tj.
z toho sméru zvnéjsku nemuze piiletét foton (to
je tak kvuli volbé v, > 1 — viz [2]).

(d) Casovy vyvoj smért pohybu fotoni k
Obr. 2.4c. Analogicky k Obr. 2.4b, pricemz fo-
tony jsou ale vysilany z lodi a ¢as s polomérem
roste. Zde fotony dopfedu (¢ ~ 0°) bublinu
opoustéji pomaleji pod thlem 75° (horizont).
Foton vylétajici pod thlem 0° ji asi nikdy
neopusti (bude-li v = konst.).

Obrazek 2.4: Horizonty. Ovlivnéni sméru pohybu fotonti Alcubierrovou bublinou pii letu z

vesmiru k lodi a letu z lodi do vesmiru. Paramet
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Vedle frekvenéniho posuvu lze v pohybovych rovnicich pozorovat i strhavani
svétla s lodi. Uvniti bubliny se rychlost dZ/dt¢ podle (2.15) skladd ze ,smérové“
¢asti p/p a clenu w, ktery rychlost ,strhava“ do systému cestujictho s lodi. To ale
zméni pouze rychlost dz# /dA resp. dZ/dt, hybnost timto efektem neni ovlivnéna.
Zménu hybnosti 1ze pozorovat jen na hranici bubliny, kde Vw # 0. Pro rychlost
dZ/dt je pritom podstatnd jenom zména sméru, ne velikosti hybnosti. Ukéze
se [2] [7], Ze existuji sméry pohybu, ze kterych svétlo nedoleti na lod, a sméry,
ze kterych svétlo vysilané z lodi nedosdhne vesmiru vné bubliny. Takto vzniklé
horizonty se zdaji byt charakteristické pro prostorocasy umoznujici nadsveételné
cestovani [8]. Horizonty v nasi metrice jsou zndzornény v Obr. 2.4 (str. 19). V
Obr. 2.4a je vidét pocatecni smér 1., fotonu napt. vysilaného vnéjsim stojicim
pozorovatelem, i koncovy smér 1y, ze kterého foton doleti na lod (g = 0° vstfic
lodi). Fotony vysilané do sméri ¢, € (120°,180°) zjevné nedorazi na lod. Tato
oblast je znazornéna modre. Na lodi je v oblasti 1y € (120°,180°) vidét svétlo,
které bylo ptivodné vyslano do jinych sméri ¢.. Co je ptimo za lodi tudiz z
lodi neni vidét, protoze svétlo ji nedobéhne, ale diky jinym fotonim tam neni
¢erna oblast. V Obr. 2.4c naopak vysilad fotony pozorovatel na lodi. Na rozdil od
predchozi situace ale neexistuji fotony, které by letély ve sméru o, € (0°,60°)
(s lodi), tj. zvnéjsku je vidét Cernd oblast piimo pted lodi [8]. V Obr. 2.4b a
2.4d vidime ¢asovy vyvoj sméru pohybu a pozname horizonty v ¢ = 105° pro
let fotont do bubliny a v ¢ = 75° pro let z bubliny ven (detailnéjsi popisky pod
obrazky).

Po diskuzi efekti v blizkosti bubliny nyni vyuzijeme pohybové rovnice (2.15) i
(2.16) k popisu sifeni svétla v prostoru. Obr. 2.5 (str. 21) ukaze, jak se zdeformuji
svételné kuzely v prostoru, kdyz jim proléta lod. Misto vykreslovani svételnych
kuzeltl v prostorocasovém diagramu vykreslujeme priiseciky kuzel udéalosti s plo-
chou t = konst. (deformované kuzelosecky). Tucnd cernd tecka oznacuje aktualni
polohu lodi, jejiz trajektorie je jako v Obr. 2.1 a Obr. 2.2, tj. lod je urychle-

na v Case t = —1.5, ma nejvétsi rychlost v = 4 a zastavi v ¢ = 1.5 v poloze
(x,y) = (4,0). Na zacatku (¢ < —1.5) se nachdzi v bodé¢ (z,y) = (—4,0). Z
riznych bodi prostoru byly v ¢éase t = —1.5 vyslany fotony do vSech smért. Ve

vybranych ¢asech a v roviné z = 0 predstavuji rizné deformované kuzelosecky.
Barvy slouzi k jejich rozliseni. Na obrazku je zretelné patrny nadsvételny pohyb
vzhledem k nasim soutradnicim: Extrémni naklonéni svételnych kuzelta se projevi
tim, Ze misto, ze kterého bylo svétlo vyslano, se (uvnitt bubliny) nachdzi mimo

vnitiek kuzelosecky. V case t = —1 je jiz vidét, jak se prodluzuje kuzelosecka
v (z,y) = (—6,0) a stlacuje v (—2,0). Cerna kruznice kolem lodi predstavuje
hranici bubliny. V ¢ase t = —0.5 je svétlo z puvodni polohy (—4,0) uz zna¢né

vychyleno a ,cestuje s lodi“. V ostatnich obrazcich je vidét, jak se kuzelosecky
primo pred lodi stlacuji, a svétlo z ostatnich smért lod strhava s sebou. Mimo
hranici je vliv bubliny skute¢né zanedbatelny.
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Obrézek 2.5: Sifeni svétla v prostoru, interagujiciho s bublinou. V ¢ase t = —1.5 se z nékolika

bodii vysilaji svételné signaly do vech sméri. Cernd tecka oznacuje polohu lodi, éernd kruznice
je sténa bubliny. Pohyb lodi je identicky s Obr. 2.2. Parametry metriky jsou ¢ = 2, R =
2. Svételné kuzelosecky (Tezy svételnych kuZeli) s casem rostou. Interakce s bublinou vede
k deformacim kuzelosecek, predevsim k prodluzovani za lodi (signdl z (z,y) = (—6,0)) a k
stladovdni pred ni (body (—2,0); (0,0), ...). V ¢ase t = 1.5 lod zastavi, dalsi §ifeni svétla se
odehrava v Minkowského prostorocase.
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Obrazek 2.6: Sifeni svétla v prostoru, vyslaného v riiznych ¢asech. Obarvené kuzelosecky ozna-
¢uji polohy fotont v ¢asech t + 0.5. Radialni ¢ary naznacuji jejich pohyby z poc¢atecniho bodu
pod nékolika vybranymi tihly. Cerné tecka je poloha lodi v ¢ase ¢, ¢erna kruznice predstavuje
stény bubliny, sedd tecka i kruznice analogicky v case t + 0.5. V ¢ase t = 1.5 je lod v klidu,
proto bublina zmizela — prostorocas je nyni Minkowského.
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V Obr. 2.6 (str. 22) vidime, jak se S$if{ svétlo v dobé At = 0.5, jez bylo vy-
slano v raznych okamzicich. Jde tedy o ilustraci geometrie vrstvy prostorocasu o
tloustce At. Pro malé At to ilustruje i geometrii nadplochy ¢ = konst. Parametry
metriky jsou shodné s parametry pouzivané v Obr. 2.5, trajektorie lodi také sou-
hlasi. V ¢ase t = —1.5, kdy lod je urychlena z klidu, dochazi jen k malé deformaci
okolnich kuzelosecek. Vedle zrejmého stlacovani kuzelosec¢ek na cele bubliny a je-
jich prodluzovani v tylu bubliny je vidét stoceni kuzeloseéek v (x,y) = (—4, £2)
ve sméru pohybu, protoze ¢astecné pronikaji sténou bubliny. Kuzelosecka ve stre-
du bubliny cestuje s lodi. Jiz v poc¢atecnim case je vidét, ze stfed po dobé At lezi
mimo vnitiek kuzelosecky. Pro velkou rychlost v = 4 bublina v dalsich casech
(t = —0.5;0.5) ovliviiuje vice kuzelosecek, deformace jsou vétsi. V case t = 1.5
lod zastavi, svétlo se tak siti v Minkowského prostorocase v obvyklém tvaru sféry,
a bublina zmizela.

2.2 Casupodobné geodetiky

Pohyb volnych hmotnych ¢astic je popsan casupodobnymi geodetikami. Po od-
vozeni pohybovych rovnic se budeme vénovat stojicim pozorovateliim, ktefi po
cestovani bublinou kon¢i opét v klidu. Potom prejdeme i k cestovatelim s poca-
tecnimi rychlostmi a zkoumame, jak bublina ovliviiuje jejich svétocary a hybnosti.

Problém ¢asupodobného pohybu je vyfesen v [7] i [5] pomoci rovnice geode-
tiky. Analogicky k predchozi kapitole zde pouzijeme Hamiltoniv formalismus.
Mame hamiltonian

r 1 . 2
H = 59" Py = 5~ P — (e +w(Tt) pa)”| (2.26)

kde m je klidovd hmotnost castice, p, jeji 4-hybnost. Hamiltonovy rovnice si
vyjadiime pomoci vlastniho ¢asu 7:

dx® OH
= — 2.27
dr Opa’ (227)
dp, 0H
_— = —— 2.28
dr o ( )
4-hybnost hmotné c¢astice s klidovou hmotnosti m ma velikost
9" pupy = —m?, (2.29)
z ¢ehoz plyne H = —m/2. Rovnost plati pro
P+ wp, = £/ m? + p?. (2.30)
Z (2.27) resp. (2.28) obdrzime
dt 1
- = F_ 2 1 p2 2.31
T Fvm? +p?, (2.31)
dz 1 7
_x = +— m? +p2 [w> 07 0] + ﬁa (232)
dr m m
dp

o= :I:%\/mQijQVw, (2.33)
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slozku p; dopocitame z (2.30). Chceme-li, aby vlastni ¢as 7 a souradnicovy Cas t
dle (2.31) plynuly ve stejném sméru, musime zvolit zaporné znaménko v (2.30).
Pomoci (2.31) lze vyjadrit zavislosti na souradnicovém case t:

7 i
— = w,0,0] + —/—]——, 2.34
= (2.3)
47
d—? = —Pz Vw. (2.35)
Pro konkrétni svétoc¢ary pak zvolime pocateéni polohu (tg, Zp) i hybnost:
pt(tO) = - \/ m2 + pg - w(f()v tO) pm(t0)7 (236>
pz(to) = posind cos g, (2.37)
py(to) = posindsine, (2.38)
p-(to) = pocosd, (2.39)

kde thly ¢ € [0,27), & € [0, 7), klidovd hmotnost m > 0 a hybnost py > 0.

Jiz v pohybovych rovnicich svétla jsme zjistili, ze zvlastnim pripadem je p, =
0. I pro hmotné ¢astice vidime z (2.35), ze p = konst., pokud p, = 0. Rychlost je
pak pouze ovlivnéna polohou Z, kterd vystupuje v w. Uvniti bubliny je w ~ v, #
0. Jako u fotonti je proto k obvyklé rychlosti, kterou predstavuje ¢len p/+/m? + p?,
pricten ,strhavaci ¢len w; lze Tici, ze ¢astice ,cestuje s lodi“, pricemz viuc¢i ni ma
rychlost p/+/m? + p?. Strhavani neni omezeno jen na p, = 0, ale ovliviiuje vSechny
pozorovatele. Zvlastni na pozorovatelich s p, = 0 je vsak to, Ze po opusténi
bubliny jsou zase v klidu: vné bubliny je w = 0, tj. stojici pozorovatel (p, = p, =
p. = 0) skutecné stoji, a pozorovatel s kolmou hybnosti (p, # 0 nebo p, # 0) se
pohybuje stale v kolmém sméru. Pohybové rovnice tam prejdou v obvyklé rovnice
v Minkowského soutradnicich. Pro pozorovatele s p, # 0 se ale méni hybnost na
hranici bubliny podle (2.35), protoZe tam je Vw # 0. Maji pak rychlosti obecné
rizné od pocatecnich rychlosti.

Mezi ptipady stojicich pozorovateli (p° = 0) patii i pohyb lodi uprostied
bubliny, pro niz ptresné plati w = vs.

Pohybové rovnice (2.34) a (2.35) muzeme redukovat na jednorozmérny pohyb
ve sméru x. Volbou uhli

©=0;m, U= g (2.40)
dosdhneme
py(to) = p2(to) =0, (2.41)
¢imz se ¢astice v ¢ase ty nepohybuje v kolmém sméru, nebot
dy dz
2 == =0. 2.42
dt |, dt |, (242)
0 0

Pokud navic pozadujeme, aby se ¢astice na zacatku nachéazela na z-ové ose (yo =
2o = 0), dostaneme

(Vw), (to) = (Vw), (to) = 0, (2.43)
z ¢ehoz plyne
dpy dpz
Ly - = 0. 2.44
de |, de |, ( )
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To ma za diisledek, Zze se béhem celého pohybu neméni ani souradnice y, z, ani
hybnosti p,, p,. Céstice pak leti pouze v z-ovém sméru:

dz D
— = R — 2.45
dp,. Oow
= —p, —, 2.46
dt b ox ( )

kde p, € R.
Geodetiky ,stojicich® pozorovateli (v nasem porozuméni: p' = 0), tzv. Fu-
lerovskijch pozorovatelii, jsou zobrazeny v Obr. 2.8 (str. 26)2. Zjistili jsme, Ze v
tomto pripadé neni ovlivnéna hybnost p. To je v obrazku vidét na tom, ze svéto-
cary vsech pozorovatel po procestovani Alcubierrovou metrikou jsou opét svislé
(Obr. 2.8a) resp. ze y-ova soutadnice se neméni (Obr. 2.8b a Obr. 2.8¢). Pozoro-

vatelé s p, = p. = 0 maji nejjednodussi pohybové rovnice
dx dy dz

— =w, =—=0. 2.47

T TR T (2.47)

Pri ,,urychlovani“ a ,brzdéni“ lodi pomoci Alcubierrovy metriky je patrné, ze ge-

odetiky pred lodi jsou stlacovany, zatimco geodetiky za ni se vzdaluji. Vezmeme-li

maly kousek objemu V naplnény ¢asticemi s 7 = 0, mizeme AV popsat vyrazem?
dz

AV =V AtV .- — 2.48
v (2.49)

jak pro jednu dimenzi V' ~ x vidime z Obr. 2.7.

5_

A D &

10
X

Obréazek 2.7: Expanze a komprese prostoru. ,,Objem* mezi modrymi pozorovateli se metrikou
2
zvétsil, objem mezi zelenymi pozorovateli se zmensil.

FExpanzi rozumime rychlost zmény jednotkového objemu:

1dV dx
0 - —— = V =,
V dt dt
2V Dodatku A je vysvétleno, jak Obr. 2.8a byl vytvoren.
3Toto ,,odvozeni“ plati u Alcubierrovy metriky. Obecnd definice ezpanze je podana napi.
v [12].

(2.49)
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(a) Casovy vyvoj pohybu stojicich pozorovatelti v z-ové ose. Je vidét shluk geo-
detik pred bublinou, a rozptyleni za ni. VSichni pozorovatelé se ale po cestovani
vrati do klidu.
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(b) Pozorovatelé v xy-roviné pred warpovym cestovanim (¢ = 1). Cernd te¢-
ka s kruznici je opét lod, obklopend warpovou bublinou. Ostatni barevné tecky
oznacuji pocatecni polohy stojicich pozorovatel. Svislé spojnice slouzi pouze k
znézornéni roztahovani a stlacovani sousednich geodetik v Obr. 2.8.
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(c) Pozorovatelé v zy-roviné po warpovém cestovani (t = 4).

Obrézek 2.8: Trajektorie stojicich pozorovatelti. Na zacatku jsou pozorovatelé stejné vzdéleni,
po cestovani lodi Alcubierrovou metrikou se pred bublinou shromazdi, za ni se rozptyli.
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kde v posledni rovnosti jsme dosadili z (2.48). Pro nasi metriku a Eulerovské
pozorovatele v ni dostavame:

0 (dx 0 (dy 0 (dz Ow r—x,df

Ox (dt)+8y (dt)+82 (dt) or " rs drg (2.50)
Pred lodi tedy dojde ke kontrakei prostoru (df/drs < 0), za ni k jeho expanzi.
Bylo vsak ukézano J. Natariem [8], Ze lze také zkonstruovat warpové metriky,
u nichz expanze vymizi. V téchto pripadech je expanze ve sméru pohybu lodi
vykompenzovana kompresi v kolmych smérech [8]. V ptipadé expanze se tedy ne-

jedna o podstatu souvisejici s nadsvételnym cestovanim, ale o konkrétni vlastnost
metriky (1.31).

Obr. 2.9 (str. 28) znézornuje geodetiky ¢éastic v xz-ové ose, které se rozletély v
blizkosti bubliny a z lodi riiznymi hybnostmi. V Obr. 2.9a startovaly tésné ptred
bublinou; sténu bubliny jsme zvolili tenkou (o = 60), aby se nachézely v Min-
kowského oblasti. Céstice, které startovaly proti sméru osy brzy po vstupu do
bubliny ji zase opusti, ale v rtiznych mistech. Vzdéalenost sousednich svétocar se
zvétduje. Céstice, které startovaly v kladném sméru osy, se piiklani k pfedni sténé
bubliny.

V Obr. 2.9b castice vysilame z lodi. I zde se ¢astice s ,kladnou® hybnosti
(modré barvy) blizi k piedni hranici a leti podél ni. Céstice v protisméru opusti
lod s mensimi hybnostmi nez v Obr. 2.9a. Ostatni ¢astice se pomalu vzdaluji od
stfedu bubliny a leti rychlosti v, = 4 (zelené).
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(a) Céstice v x-ové ose startuji ve vzdalenosti 1.25R od lodi s po¢ateénimi hybnostmi znézor-
nénymi sipkami v svételném kuzeli. Vnikaji do bubliny a postupné ji opoustéji proti sméru osy
x. Céstice s kladnou slozkou hybnosti p, cestuji podél predni hranice.

107 :
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(b) Céstice startuji z lodi.

Obrazek 2.9: Casupodobné geodetiky pii interakci s bublinou. Céstice se rozleti ze stejného
bodu ruznymi hybnostmi. Po¢ateéni poloha je vyznacena Sedivou teckou. Polomér bubliny je
R = 1.5, ostrost hranice bubliny o = 60. Lod let{ rychlosti v, = 4. Céstice s riiznymi pocatecnimi
hybnostmi pg jsou odliSeny barvou. Odpovidajici hybnosti jsou uvedeny legendou ve tvaru sipek
o ruznych prirtstcich, rovnomérné pokryvajicich vnitiek svételného kuzelu.
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Obréazek 2.10: Casupodobné geodetiky v zy-roviné. Lod leti celou dobu konstantni rychlosti
vg = 4, polomér bubliny je R = 1.5, ostrost ¢ = 60. V okamziku, kdy lod se nachéazi v poloze
oznacené ¢ernou teckou startuji ¢astice v blizkosti hranice bubliny, vybarvené cerné, se stejnou
hybnosti pg = 0 resp. pg > 0. V kazdém obréazku jsou sméry hybnosti vsech ¢astic shodné. Smeér
je popsan tthlem ¢ sevienym s osou x. Céry pak oznacuji dréhy jednotlivich ¢astic, urazené
ve stejném casovém intervalu. Koncova poloha lodi je zndzornéna cernou teckou obklopenou
Sedivou hranici bubliny.

V Obr. 2.10 jsou zobrazeny geodetiky hmotnych ¢éastic v xy-roviné. Pocatecni
polohy byly zvoleny v blizkosti hranice bubliny, protoze tam dojde k zakfiveni
drahy. Pro rtizné sméry hybnosti je pak vidét, jak se jednotlivé ¢astice pohybuji.
Kdyz hybnost je pg = 0, tj. pripad diskutovany v Obr. 2.8, jsou ,urychleny*
pouze castice pred bublinou. Pro ¢ = 0° py # 0 pak vidime, ze se pohybuji i
castice vzadu, ale rovnéz nejsou urychleny, nybrz leti konstantni rychlosti, danou
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pocatecni hybnosti py. To lze pozorovat i ve vSech ostatnich obrazcich: pohyb
zadnich pozorovatelii neni ovlivnén bublinou. Predni c¢astice zase maji rychlost
danou hybnosti véetné strhavaciho ¢lenu. Je dobte vidét lom* jejich svétocary,
kdyz opusti bublinu. Z ¢ = 90° se zjisti, ze ¢astice po opusténi bubliny leti v
kolmém sméru. To je v souladu s nasimi odvozenimi, podle kterych hybnosti pri
kolmém pohybu (p, = 0) nejsou ovlivnény.

2.3 Kauzalni struktura

Udalosti mohou byt svazany: Pokud jedna udalost vede k druhé, nazveme prv-
ni z nich pricinou, druhou ndsledkem, a tikdme, Ze jsou kauzdlné svdzané [12].
Ocekavame, ze takovyto vztah nebude zaviset na souradném systému.

Ve specidlni relativité rozhoduje o moznosti, jestli jedna udédlost mtze byt v
pri¢inné relaci s druhou, znaménko prostorocasového intervalu. V obecné relati-
vité definujeme nasledujici mnoziny:

Kauzdlni budoucnost udalosti P nazyvame mnozinu vSech udélosti ), které
jsou spojeny s P casupodobnou, nanejvys svételnou kiivkou, kterd z P do @)
sméruje do budoucnosti, tj. jejiz teéné vektory v kazdém bodé miti do budoucnosti
[12]. Tuto mnozinu znac¢ime J*(P).

Analogicky definujeme kauzdlni minulost J~(P) mnozinu vSech udélosti @,
které spojuje casupodobna/svételnd kiivka, smétrujici z () do P do budoucnosti
[12].

Podminkou k definici téchto kauzalnich mnozin je casovd orientovatelnost pro-
storocasu [12] — jinak by se nedalo ¥ici, jakym smérem kiivky mit{ do budoucnosti.

S pomoci J~(p) muzeme ukdzat, v jakém smyslu jde v Alcubierrové metrice
o nadsvételny pohyb. V Obr. 2.11 jsou zobrazeny oblasti kauzalni minulosti v
Alcubierrové i Minkowského metrice. Alcubierrova metrika (R = 1.5, 0 = 3)
pusobi v t € (1,4). V intervalu t € (2, 3) leti pozorovatel, pohybujici se po tuéné
¢ervené svetocare, rychlosti v = 4. Oblast Minkowského kauzalni minulosti J;,(P)
udélosti P = (z,t) = (8,5.5) je obarvena zluté a prekryva se s modrou oblasti.
Vidime, ze Q & J,,(P), tj. kdyby byl preslan signal mezi P a @ = (0,0.5), pak
by letél nadsvételnou rychlosti. V Alcubierrové metrice, kde kauzalni minulost
J 4 (P) jsme naznacili modrou oblasti, ale jasné @ € J, (P).

30



X

(a) Porovnéani kauzalni minulosti J~(P) v Alcubicrrove a metrice. Ob-
last, kde se prekryvaji, je obarvena zelené, tj. oblast Minkowského kauzalni minulosti
Jor(P) je téméf celd pokryta oblasti Alcubierrovy kauzélni minulosti J), (P). Pohyb
lodi popisuje tu¢né Cervend ¢ara, pohyb dalsiho pozorovatele, ovlivnéného zakiivenim,
carkovand ¢ara. Bublina je znazornéna isocarami. Je patrné, ze udélost @Q € J, (P) v
kiivém warpovém prostorocase, zatimco @ ¢ J,,;(P) v plochém.

X

(b) Rezy kauzalni minulosti J~(P) v ¢asech t = 0.5;1;1.5;2;---;5.5 v roviné z = 0.
Jeji hranice jsou zobrazeny tucnymi kiivkami. Radidlni ¢ary ukazuji sifeni signald do
bodu (z,y) = (8,0), te¢ky oznacuji polohu lodi v raznych éasech ¢ (At = 0.125). Stejné
obarvené body predstavuji hranici kauzalni minulosti resp. polohu lodi ve stejném
okamziku.

Obrazek 2.11: Oblast kauzalni minulosti udalosti P na trajektorii lodi.
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(b) Rozhodnuti v P = (0,0, —2). Zde je jiz
vétsina hmoty uvniti trychtyre, ¢ast ale
porad chybi a mélo by se rozhodnout jesté
drive.

(a) ,Zapnuti resp. ,vypnuti“ rozhodnu-
to tésné pred vybudovanim koridoru. Zlu-
té oblasti predstavujici hmotu, ktera urcu-
je geometrii, nejsou celé dosazeny signalem
z P = (x,y,t) = (0,0,0.5). Takto by se
prostorocas (bez pomoci zvnéjsku lodi) jiz
nedal vybudovat.

Obrézek 2.12: Kauzdlni budoucnost udélosti P, kterd vyvold rozmisténi hmoty, potfebné k
vybudovani warpového koridoru. Parametry metriky a trajektorie lodi jsou shodné s Obr. 2.11.

Dosud jsme se nezabyvali tim, jak se koridor popsany Alcubierrovou metrikou
vybuduje. V kapitole 1.3 jsme Tekli, Ze zména geometrie prostorocasu je spojena
s ur¢itym rozmisténim hmoty, jehoz odvozeni se budeme vénovat v kapitole 3.1

Pokud bychom chtéli mluvit o tom, Ze jsme koridor zapnuli z lodi, museli
bychom mit pfinejmensim moznost do prislusnych mist informaci sdélit, napr.
poslat svételny signal. To je zobrazeno v Obr. 2.12; kde je posldno svétlo z
t = —2, aby byl vybudovan koridor pro trajektorii lodi z Obr. 2.11. Zluté jsou
mista, kde se nachézi exotickd hmota vytvarejici koridor a kam je tedy treba
poslat signal. Posadka lodi se tudiz musi rozhodnout pro ,zapnuti“ i ,vypnuti
Alcubierrovy metriky s dostateénym predstihem. Sffeni svételného signalu z bo-
du (x,y,t) = (0,0,—2), jenz byl zvolen jako okamzik rozhodnuti, je ukdzano v
Obr. 2.12 fialovym trychtyfem. Hmota tvorici stény koridoru ale zjevné neni cela
uvniti trychtyte (Obr. 2.12b), rozhodnout by se mélo dokonce dfive. V Obr. 2.12a
vidime, Ze zapnuti tésné pred vybudovanim koridoru neni mozné, protoze spousta
hmoty lezi mimo oblast dosazitelnou svételnym signélem z P.
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3 Omezeni a realizace

3.1 Rozlozeni hmoty

Urcité geometrie prostoroc¢asu dosdhneme pouze vhodnym rozlozenim hmoty, jak
jsme naznacili v kapitole 1.3. Spojku tvori Einsteinovy rovnice

1
G = Ry — §Rg,w =81 T),. (3.1)

Z levé ,geometrické” strany se daji primocare spocitat slozky tenzoru energie
a hybnosti 7),,, coz je jednodussi nez obracena situace, kdy pro dané rozloze-
ni hmoty hleddme pftislusnou metriku. Brzy ale uvidime, zZe nase cesta vede k
nefyzikdlnim vysledktm.
Lze ukézat, Ze hustota energie-hmoty o v lokalnim systému pozorovatele je
déana slozkou -
T = o2 (3.2)
V kazdém jiném systému bychom tuto slozku obdrzeli zizenim se 4-rychlosti

tohoto pozorovatele 3
7% = T u,u,, (3.3)

jelikoz vime, Ze 4-rychlost pusobi jako projektor na smér jeho pohybu.
V Alcubierrové metrice zavadime Fulerovské pozorovatele se 4-rychlosti [1]

u, = (—1,0,0,0), (3.4)

kteri odpovidaji pozorovatelim s hybnosti p' = 0, diskutovanym v kapitole 2.2.
Kontravariantni slozky 4-rychlosti jsou tedy

w' = (1,0,(t) f(1r,),0,0). (3.5)

Jak jsme jiz zminili, pro vy > 1 v globalni metrice v blizkosti bubliny neni mozné
zustat stat na misté, tj. u* # (1,0,0,0).
Slozky T jsme urcili z kontravariantni verze (3.1)

1
T = G, (3.6)

jednotlivé slozky Einsteinova tenzoru jsou uvedeny v Dodatku B. Slozka

o L (41 5

8w 4r2 \dr,

predstavuje rozlozeni hmoty z hlediska pozorovateli se 4-rychlosti (3.5) [1] [9].
Zde p je kolma cast vzdalenosti od lodi:

p =y + 22 (3.8)

Vsechny slozky v xy-roviné jsou zobrazeny v Obr. 3.1.
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Obrézek 3.1: Slozky tenzoru energie a hybnosti T*” v zy-roviné (vs = 4, 0 = 5, R = 2).
Cervené oblasti oznacuji kladné hodnoty, zelené zaporné. Kazdd komponenta je samostatné
normalizované. Slozka T odpovid4 piimo energii, kterou vidi Eulerovsti pozorovatelé. Je Gisté
ZAPOrna.

Z rovnice (3.7) i Obr. 3.1 je patrné, Ze hustota energie z hlediska Eulerov-
skych pozorovatelt je zdporna. Té odpovidd ezotickd hmota (o < 0) [1], ktera ale
zadnému znamému fyzikédlnimu poli neodpovida. Proto nedokazeme v , klasické
relativistické mechanice vytvorit Alcubierrovu metriku.

3.2 Modifikace

Dosli jsme k zdvéru, ze na nasich (velkych) rozmérech nelze cestovat ve warpo-
vé bubliné, popsané Alcubierrovou metrikou. Ma ale smysl zkoumat, jestli a za
jakych podminek to dovoluje kvantovd mechanika. Vhodnymi modifikacemi me-
triky lze podminky zeslabit. Jednim takovym piikladem je metrika navrzena C.
Van Den Broeckem [11], kterou krétce nacrtneme.

M.J. Pfenning a L.H. Ford [9] odvodili z relaci neurcitosti kvantové mechaniky
podminku pro tloustku hranice bubliny A. Ukazali pro zjednodusenou prechodo-
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vou funkei

1 rs € (0,R—1A),
frd={ —L(ry—R—-1A) r,e (R-L1AR+1A), (3.9)
0 TSG(R—F%A,OO),
ze musi platit
A < 102U5LPlanck7 (310)

kde Lpjanck ~ 1.6 - 1073 m je Planckova délka [9]. P¥i nesplnéni (3.10) jsou ener-
getické nerovnosti poruseny i v kvantovémechanickém smyslu. Pro ,rozumné
rychlosti |vs| < oo tato podminka znamend, ze f(rs) musi byt skokova funkce
(A ~0).

Pro novou prechodovou funkci a konstantni rychlost lodi v, lze jednoduse
spocitat celkovou energii rozlozenou v prostoru v daném case [9]

1 ,(R A
E=_——2 =4+ = A1
12" (A * 12) ’ (8:11)

zanedbame-li kladny prispévek lodi. Pro polomér R = 100m [9], oproti némuz
tloustka A, omezend podminkou (3.10), je zanedbatelné mald, mame odhad

E < —6.2-10%y, ke, (3.12)

coz je v absolutni hodnoté vic nez klasicka hmota obsazena ve viditelném vesmi-
ru [9] [11]. V nasich rozmérech tudiz nelze vytvorit Alcubierrovu metriku bez
modifikace.

C. Van Den Broeck [11] vyuzil toho, Ze pro bubliny v subatomarnich rozmérech
(R ~ 107 m) energie nebude tak velkd. Vlozil proto bublinu s velkym objemem
do vnéjsi Alcubierrovy bubliny, jejiz povrch drzel maly. Takovy prostorocas je
popsan metrikou

ds® = —dt* + B2(r,) [(do — vs(t) f(ry))? + dy® + d2?] (3.13)

kde funkce B(r,) urcuje méfeni objemu pro dany polomér r,. Vlozend bublina
necht ma polomér R s tloustkou hranice A. Pak funkci mtzeme charakterizovat

=1+« ry < RJ o
B(rs){ € (L, 1+a) rs€ (R R+ A), (3.14)
=1 re > R+ A.

Konstanta « je obecné velka, aby se vesla lod. Podstatné tim snizil mnozstvi

potiebné exotické energie, kterd se ale porad pohybuje v fadu 10%° kg, tj. v oboru
slune¢ni hmotnosti [11].
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Zaver

Objasnili jsme, jakym zptisobem lze cestovani v Alcubierrové chapat jako nadsve-
telny pohyb: presli jsme od jednoduché souradnicové transformace k dynamické-
mu prostorocasu, v némz jsme se setkali s horizonty a exotickou hmotou, které se
vyskytujiiv jinych prostorocasech umoznujicich nadsvételné cestovani, jako napt.
u cervich dér. Zjistili jsme, ze kauzalni mnoziny v Alcubierrové a Minkowského
metrice se lisi a tak je ve warpové metrice mozné posilat signaly mezi body, které
by v plochém prostorocase byly prostorupodobné vzdalené a tim kauzalné nesva-
zané. Ukazali jsme téz, ze kauzalné nelze okamzité ,spustit® metriku, ale musi
se rozhodnout dostatecné pred vybudovanim koridoru o ,zapnuti“ i jvypnuti“,
ma-li byt cestovani ovladatelné primo z kosmické lodi. Popsali jsme pohyb svétla
a hmotnych c¢astice v.daném prostorocase. Specialné pro lod cestujici uprostred
Alcubierrovy bubliny jsme naproti Lorentzovym transformacim pozorovali, ze ku-
podivu nedochézi k dilataci ¢asu. To je vyhoda, protoze i kdybychom ve specidlni
relativité dokazali cestovat blizko rychlosti svétla, ¢as vné lodi by plynul mno-
hem rychleji nez na lodi. Podstatnym zavérem diskuze rozmisténi hmoty, kterym
lze popsany prostorocas vytvorit, je ten, ze tuto metriku lze spise chapat jako
myslenkovy experiment.

Vedle horizontt a exotické hmoty existuje fada dalsich vlastnosti, které Alcu-
bierrtv prostorocas sdili s jinymi ,,nadsvételnymi* prostorocasy, a které jsme zde
neprobirali. Jednoduchou Lorentzovskou transformaci by se napt. dalo ukéazat, ze
lod z hlediska jinych systémiu cestuje zpatky v ¢ase [3]. Dal by se dokonce vytvorit
prostorocas, ve kterém existuji uzavrené casupodobné smycky, tj. drahy, které se
vrati do svého vychodiska v prostoru ¢ v case [3]. Bohuzel Alcubierrova metrika
s ostatnimi ,nadsvételnymi“ prostorocasy ma spolecné i poruseni energetickych
podminek, jak jsme zjistili v kapitole 3.1.

[ kdyz se zda, ze takové nehezké vlastnosti jsou zptusobeny nadsvételnym cesto-
vanim, da se ukazat, ze metrika nedodrzuje energetické podminky ani za malych
rychlosti v < ¢, které zkoumali F.S.N. Lobo a M. Visser [4]. Ukazali, Ze i pii
podsvételnych rychlostech bude potfeba podstatny prispévek exotické hmoty [4],
i kdyz tento prostorocas by jesté neumoznil nadsvételné cestovani.
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Prilohy

A Vytvoreni obrazku

Obréazky v této praci byly vytvoreny vyhradné pomoci programu Mathematica.
Soubory se zdrojovym kédem se nachazeji na prilozeném CD. Nize budeme
blize popisovat jeden piiklad (Obr. 2.8a).

Nejdrive nacitame dva baliky, které obsahuji funkce k vypoctu geodetik v
Alcubierrové metrice, zobrazeni svételnych ktzelt, stén bubliny apod.:

<<SvtlKuzel.m
<<Alcub.m

Potom stanovime parametry metriky
oc=3; R=1.5;

jakoz i trajektorii lodi:

vmax = 4;
xtStartl = {0, 1}; xtEndl = {2, 2};
xtStart2 = {6, 3}; xtEnd2 = {8, 4};

xLod[t_] := Piecewise[{{xtStart1[[1]], t < xtStarti([[2]]},
{0.5 wvmax (t - xtStarti[[2]])"2 + =xtStarti[[1]], (t
>= xtStart1[[2]]) && (t < xtEnd1[[2]1)}, {vmax (¢t -
xtEnd1[[2]]) + xtEnd1[[1]], (t >= xtEnd1[[2]]) && (t <
xtStart2[[2]])}, {-0.5 vmax (t - xtStart2[[2]]) 2 + vmax
(t - xtStart2[[2]]) + xtStart2[[1]], (t >= xtStart2[[2]])
&& (t < xtEnd2[[2]1)}, {xtEnd2[[1]], t >= xtEnd2[[2]13}}];

Matematicky zapis:

0 t<1
2(t — 1)2 teltL,2)

Troa(t) = < 4(t —2) +2 tel2,3)
—2(t—3)2+4(t—3)+6 te€l3,4)
8 t>4

Stanovime zobrazeny obor hodnot v grafech a casovy interval interpolace pro
numerickou integraci:

(* t,x,y *)

PRange = {{xtStart1[[2]] - 2, xtEnd2[[2]] + 2}, {xtStart1[[1]]
- 2, xtEnd2[[1]1] + 2}, {-2, 2}};

IRange = {PRange[[1, 1]] - 1, PRange[[1, 2]] + 1}; (*x t %)

K vypoctu casupodobnych trajektorii pouzivame funkci AlcubCasGeod z baliku
Alcub.m. Preddme ji nékolik parametrii, mj. poc¢ate¢ni polohu p = {t, x, y}i
pocatecni hybnost, vyjadienou ve sférickych souradnicich (0, 0, 7/2):
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xTraj[p_] := AlcubCasGeod[xLod, o, R, {IRange[[1]], IRange[[2]],
1/1000, 10000}] ["Hamilton", 1/10°15] [False, {p[[11], p[[2]1],
pl[3]]1, 0}, 0, 0, w/2];

Funkce vrati osmici funkei
{t[71, x[r1, ylr]1, z[7], ptlr]l, px[71, pylr], pzl[r]}

pricemz jsme v xTraj zvolili neafinni parametrizaci (False), kde 7 je nahrazen
t. Pomocnd funkce

k1TStred[start_] := (xtStarti[[2]] + (start + 1) (xtEnd2[[2]]
- xtStart1[[2]11)/2);

zobrazuje interval {-1, 1} na {xtStart1[[2]], xtEnd2[[2]]}. Funkce

klFce[xl , start_] := Module[{i, f, tO, tbl},

t0 = k1TStred[start];

tbl = {t0, {}};

For[i = 1, i <= Length[x1], i++,

f = xTraj[{t0, x1[[1i, 111, x1[[i, 2]1}];

AppendTo[tbl[[2]], {{x1[[i, 111, x1[[i, 211}, {£[[2]1], £C[3]1]1},
x1[[i, 311}1];

tbl];

vrati pro danou tabulku trojic {x, y, barva} tabulku tbl, kterd v tbl[[1]]
obsahuje pocatecni cas t0 odpovidajici start, a v tb1[[2]] m&a seznam prvka
{{x0, yo}, {x[t], yl[tl}, barva}. Funkci

k1Plot[x1_, start_] := Module[{f, i, xkl, g, t0}, g = {3};
f = klFce[xl, start];

t0 = £[[1]1]; £ = £[[2]];

For[i = 1, i <= Length[f], i++, xkl1 = f[[i, 2, 11];

g = Show[g, ParametricPlot[{xkl1l[t], t}, {t, PRangel[[1, 1]]
- 1, PRange[[1, 211 + 1}, PlotStyle — f[[i, 3]1111];

gl;

je muzeme nakreslit. Vytvorime si seznam bodu

klcary = Table[{i, O, Blue}, {i, PRangel[[2, 1]] - 0.5,
PRange[[2, 2]] + 0.5, 1/8}];

které vsechny lezi na ose x. Vystup k1Plot ulozime v nové proménné
plt = k1Plot[klcary, -1];

Volba -1 znamena, Ze nase pocateéni podminky plati v ¢ase xtStart1[[2]]. Déle
si vytvorime pozadi bgx, pro které potfebujeme funkci udavajici prirustky (s =
+1) svételného kuzelu v z-t-diagramu

mxt[x_, t_, s_] := AlcubKuzelDtDx[x, xLod[t], xLod'[t], s,
o, Rl;

Potom
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bgx = Show[

KuzelPlot [

KuzelPole[PRange[[2, 1]], PRange[[2, 2]], 1, PRange[[1, 1]]
+ 0.5, PRangel[[1, 2]] - 0.5, 1, Lighter[Grayl],

mxt, {0.75, "h"}, O, "E", 0],

AlcubEDensPlot [xLod, o, R] [{PRange[[2]], PRange[[1]]}, False,
an]

1;

kde KuzelPole pouze vytvori seznam bodii, pro které maji byt nakresleny svételné
kuzely. KuzelPlot je kresli. AlcubEDensPlot kresli bud stény bubliny v (¢) f'(rs)
("P"), bublinu v,(¢) f(rs) ("H") anebo rozlozeni energie. Dale do grafu zahrneme
trajektorii lodi

trajOX = ParametricPlot[{xLod[t], t}, {t, PRange[[1, 1]]
- 1, PRange[[1, 2]] + 1}, PlotStyle — {Lighter[Red],
Thick}];

Pomocné funkce

setprlpr_]1 := {{pr([1, 1]] - 0.5, pr[[1, 2]]1 + 0.5},
pr[2]1]1};

opravi viditelny obor hodnot, aby byly vidét vSechny svételné kuzely. Obrazek
vytvori funkce:

Show[bgx, plt, trajoX, Axes — True, AxesOrigin — {0,
0}, Frame — True, PlotRange — setpr[{PRange[[2]],
PRange[[1]]}], FrameLabel — {Defer[x], Defer[t]}, AspectRatio
— 2/3

1;
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B Zakriveni prostorocasu v Alcubierrové metri-

ce

Zde jsou uvedeny slozky nékterych tenzorovych veli¢in, popisujicich prostorocas
v bazi {0, 0y, 0y, 0.} a bazi k ni dudlni {d¢, dz, dz, dz} pri dané metrice

G At dz” = —dt? + (dz — v(2) f(rs) dt)? + dy® + d2°.

Inverzni metrika zni

9" 0,0, = — (0 + vs(t) f (1) D) + 02 + 02 + 02

V dalsim vykladu pro prehlednost budeme psat

Derivace w znacime

w=uvf:=vs(t)f(rs).

_Ow  do r—x,df
T T Ef_v rs drg’
_ Ow x—x,df
wx—% n ry drg’
oo oW y df
Y Oy redr,’
Ow z df
Y2 T 9 T rodry’

obdobné vyssi derivace.

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)
(B.5)
(B.6)

(B.7)

Slozky afinni konexe uvddime jako matice (I'*) 5, (%), 5, (IY), 5, (I'*),5:

Wi, —ww, —%wwy —%wwz
t_ Wy §wy sz
r 0 0 , (B.8)
0
—w(l—ww, —wr —wiw, —%(l—l—wz)wy —%(1+w2)wz
e Wy, %wwy Ww,
o 0 0 ’
0
(B.9)
—Wwy %wy 0 0
0O 00
y o _
v = 0o | (B.10)
0
—Ww, %wz 0 0
. 0 00
I* = 00 (B.11)
0

Vynechana pole jsou urcena symetrii 'Y, = 1'*,,,.
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Riemanniiv tenzor potfebujeme pouze k vypoctu Ricciho tenzoru a skalarni
ktivosti, proto ho zde neuvadime. Ricciho tenzor ma slozky:

Rtt =

Rt:p =

- (wtx + Wy, + w?c) - %(wz + W2> ’

1
—w Wiy + Wwgy + W3) + Zw (wi + wz)

2

1
+§( yy+wzz)7

1

1
_ §w (wty + ww$y> — §w$y — Wy Wy,

1 1
- 5&) (wtz + wwa:z) - waz — WWzWy,

1
Wiz + Wigg + W2 — 3 (w§ + wg) :
1
B (wty + wwxy) + Wy,

1

5 (wtz + wwxz) + WelWz,

1 2
2w

1
5&)wa7
1 2
50)2.

(B.12)

(B.13)
(B.14)
(B.15)
(B.16)
(B.17)
(B.18)

(B.19)
(B.20)

(B.21)

Ostatni slozky se opét zjisti ze symetrie R,3 = Rg,. Slozky s hornimi indexy:

Rtt

Rtx

RY

th
R®®

R

sz

RYY
RY*

1
— \Wiz zx :% — 5w wz )
( + ww +w) ( ;4— 2)

2

—w (Wi + Wwgy + w3) — lw (wz + wi)

1
- 5 yy+wzz )

2
Wiy + Wy — W (wta: + Wy + Wz) +w (Wx:c — W

1 —I—w2) (wz —|—w3) :

Wiy T Wy + Wy,

2

2
Ry,

R

Yz

2

Z Wtz + Wy + Wy,
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(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)
(B.30)



R* = R,,.

Skalarni krivost je dana vyrazem

1
R =2 (Wi + wwyy +w)) + §<w§+w§>.

Einsteintav tenzor ma slozky:

Gtt

Gtz

G"
Gtz

G.Z‘Z‘

G
GZ‘Z

ny
G¥*
Gzz

1

1 9 9 1
= —Zw Wy + w; ~5 Wyy + Wz |,

_ ty
= R ,
o tz
— R%,

1
= W (Wge + Wyy) — 2 <3 + w2) (wfj + wf) ,

_ Ty
= R ,
_ Tz
= R ,

= — (wtz + Wy + wz)
g Rij

= — (wtw + Wy + wi)

1
4

1

4

2 2
(w3-u2),

2 2
)

(B.31)

(B.32)

Vsechny slozky byly urceny pomoci Mathematica s balikem tensorial. Chris-

toffelovy symboly I'*,, byly porovnany s [7], Einsteiniv tenzor G*” s [4].
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