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������� � 5����� ����� �� �
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Fi =
2S(N − 1)2(1− θ)

N3δ(1 + (N − 1)θ)
+ F0, �%&8�
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i = ui +

∑
j �=i

θuj = u+ θ(N − 1)u = u(1 + (N − 1)θ);

u∗
j = uj + θui +

∑
k �=i,k �=j

θuk = u+ θu+ θ(N − 2)u = u(1 + (N − 1)θ);


�� u∗
i = u∗

j = u∗ = u(1 + (N − 1)θ).
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N∗3δ(1+(N∗−1)θ)
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����������

���#�� ���� .��� ��� ���#�� �:�� ��
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.  ���

1����� 
	 )���
� ������ 
��� .� ���
. 	
� �$��
���� ��
�� ��� 1���& �� ��� ����
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H = 1/N∗& D� ��.��� �%&9� ��4

F0

S
=

Nδ(1 + (N − 1)θ)− 2(N − 1)2(1− θ)

N3δ(1 + (N − 1)θ)
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���
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S→∞
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���
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������ �
 ������  ��� 5����� ui = 1 ��
�� ���� lim
delta→∞

ui = 1�&

&�����
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�� �* �� �������� �� ����� �� ����� �	 	�� �� 	�����	 ��	 ��	��	��	�� �������


������ � ��� δ�� ����� �	 ���	 ����	�����	� ���� �� ������� ���� �� ���	� !"#

	$	����	�	 � ���� δ� ���	� ���� ���� �������	 ��	 	%��	� �� ��	 ��	  ��� �	�	� ��

������	� ����� �� θ < θ̄� ��� ���	 ��	 ��	 ����	� ��	�

������ U
�� ����  
�� ��� ������ ������ 
	 �$��
����� θ̄ ��� θ̃� ��$��� 
� δ� �� ������� �

δ ����� �
 � 	��� � θ̄� �
 ��� �
.��  
��� 
	 �
��������
� 	����& -� ��� ���� �
#��� � ���

� δ ������� � ��� 	��� 
	 θ̃ ��� �
� ������ $�� ��� ��� �"
���
�� ���# ����� �$$���� ��

��� �
.�� ������ �$��
��� ����� .��� ��� ���
����� ���#�� �
��������
� � �
.��&

7� �"$������ 	 �0� ��������� � �
� ���� �/����� � ����� 5����� �δ � ����� 1���

�
 �
� ����� ���� � �0�� ��� �
  ������ �
 ����� ��� �
.��& �� ���� ������������

� �
.�� ����� 
	 �$��
���� � ������ 	
� ��� ��� �� 
	 �������� �
 ��
. .��
�� ��� ��

���#�� �:� ��������� ������ ��� �
.��  
��� 
	 �
��������
� �
 �
���$�� �
 :��
&

,
 ��������� �
. �$��
���� �/��� ���#�� �
��������
�� .� $�
��� ��� ��������

�"��$��  ��
. ����� $�������� ������ δ = 2� F0 = 2�� ��� �
��� ��� �
��� 	
� ���

�5�� ��� N∗ 	
� �/����� ������ 
	 θ& ,�� 1����  ��
. ���
�������� �
. ��� �5�� �

��� �
��������
� 1/N∗ ��� �� �
.��  
��� ������� 	
� �/����� ������ 
	 θ �� ���#��

�:� S ��������& F
� �"��$��� ��� �$$�� ��� ��$������� ��� �������� ���� .��� θ = 0�

��$��
���� ��� :��
�& F
� ����� S ��
���� $��� 
	 ���� ������� ����� � �� �"
���
�� ���#

�
��� �����& F
� S ��� ��
���� ����� � �� ���
���
�� ���# �
�� ������ ��� �
.��
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	 ���#�� �
��������
� �$$�
����� �$$�
"������ 0.4� ��� ��� �5�� ��� ����
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	 1��� � 1���& ,�� �
.��� 	��� ��� ��$������� ��� ���� .���� θ = 0.7& ,�� �
.��
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� �
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����� :��
 .�� S �
�� �
 �1���� ��� �5�� ��� ��� ��


	 1��� �$$�
����� �1���& )
� .�� θ = 0.7 ����� � �� �"
���
�� ���# �
�� ����� 	
�

����� S� ��� �� �� ����� 	
� S > 303& G� ��� 
���� ����� 	
� θ = 0.9 	
� ��� S�
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 ��� �� �"
���
�� ���# �
��� �����4 	
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 ����� � �0�

 ��� �� .� K��� �
���� �������� �$��
���� ���� � ������� �$��� 
� � 1��C� $�
1�

��� �0� ��������� �
 � 1�� ��� �
����� ��� $������� ;���� �.�� �$��
����; �


 � �"������ ��� ��� ��� �
 ��� ����& �� ��� ����� 
�� ��$����� ���#� 
	 $������

��� �
$������ �� ��� ����� �
 $������ �$��
���� ��� ����
�� ��� �������� 	
� ��
�

���
�& �
��� ��� *��� �%>9>�� �
.����� $�
��� �� �"������ ����. 
	 ��������� 
�

��� �/��������� 
	 $������� � �/����� ��������� ��� �
�� �
 ��� �
�����
� ���� �

���� �������� ���������� ������
���� 	

� $�
������� ���&� 
��� � ����� �� ����� 
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1��� ��� $������	�& �������� 1��� ��� 
���� �������� �
 $�
���� �0� ��������� 	�
�

�$��
����� ���� ��4 �������� $�
���� �
�$��"�� ��� � ��� �
 ����� 5��#��& 7� )���#��

�(2%2� �
��� Y& & & _*`���� $�
����
�� ���� .��#���� �� ��� ���� ��� ���� �
�1���
��

��������:��
�� ��. ����	������� �����5���� ��� ��
.�� ��$�
��� �
 ��� ��#��

�
$��� �����Y& 7��
� �
��� �� ��& �(22(� ���
������� ���� ������� ��� ���� ��� �$�

$�
$�� ��� ��������� ��� �
�� �/����� ���� $������ � $�
������ ��
���
�� 	
�

1��� � ��� �)7& 7�
�� ��� ���� ����� )�
������ �(22+� ��1��� �
 ������ $����� 
�

�������� ��� $�
����
� �� �� ���������� �
 ����� $������& ��������
��� ����� ���������

����� 	
� �"��$�� ,���
�� %>>'� ��	��� �
 $������ ;���5���; �����5��� .��� ��� ����

 � $�
������ .�
 ��� �
 ������ ��� �$$�
$�� ��� 
	 ���� $�
���� ��
���
�&

)
 .� �
. ���
. 1��� �
 ��� �
���� �������� �
 $������� $�
���� ���� �0� ������

���� 	�
� ���� �.�� �$��
����& 7� .� ������ � ��� ���
����
�� 
�� �����
� .���

$����� $�
����
� ������ �$��
���� ��� ������ � ��� ���� .��� ��� ��
$�
� 
	 ���

5����� �$�
������� 
	 
���� 1���  � 1�� i � �� ��� ���� 
	 ��� �
���
�� ��� ���

.
��� ��$������  � ��� ���� 	 ��� $� �� ��� $�
����
� � �
� $
�� �� 
�� �
�� �#����

	 � � ��/����� ����� ��� �
 ��	
���� ��� $�
 ����� ��� �����
� �
���� ���&�& F
�

�������� � ��� ���� .��� �$��
���� ��� ����:�� ���
��� �����������������	�� ���� �

�
���� $����� $�
����
� ������� .
��� ��#� ��� $�
���� �
�� �
�$������ �
 ��������

 �� ��� �
$�& 7������ �(223� ����$���� ��� $������
� 
	 �$��
���� �� ��� �
���� ������

.��� �������� ��� ������� 
	 ��� $�
����& �	 �$��
���� ��� ����:�� ���
��� ��� �� 
�

	
��� \
.�  ��.��� 1���� �
���� $����� $�
����
� �������� ��� ���� ���� �
�$����

$�� #�� ��$�
���� �
�� �
 $������ ���� 	�
� ������ ��� 	
� �������� � S� 
K�# �(22(��

���� ��� ��� )�����:��� �(22'�& ,��� ����$��� ��� �
���� $������
� 
	 �$��
���� ��

�"��� .���� $�� �
 ��$�
���� �
 ���� ���� �
 �
� ����� ��� 1�� ��� �����	�� �$
�����

�	
����
� �
 �
�$���
��� ��� � ��� ���� 
	 ������� �$��
���� � ��� � ��� �"��� .���

��� 1�� ��� �
 $�� �
 ��� �
�$���
�C� .
�#��� �
  � � �� �
 ��� ����&

7 �
��.��� �/����� �
�
� 
	 ���
���
�� �$��
���� ���� ��� 
�� .� ��� ���� .��

��
$��� � ��� ����� �$��
��� ���������� .���� ���
���
�� �$��
���� ��$����� ���� ����

1��� ��� ������� 	���� 
� $������� ����� ���� �������� 
��$�� .�� ���� 
����& )
 1���

��9
����� !)+$,% ����� ��
� �
���� �	�������� �� ����	�
�� 
���� �:������� ��	 �����
����� �� ���
��
	�
������
 ������	�< 60% �� �����
����� ���� ��� �� �������� ������� �
���� �	��������0 ����
�� ����	 ������	��� !�
�����	�� ���
� ����	��
 �4�������� ����	������� ����	 �������� ��:����% ���
������� 0 
�� 15% �� �����
����� ���� ��� �� �������� ������� �
���� �	���������
��*
������ 
�� *�������	 !"##"% ����	��� ��
 ������ 	�
��� �� 	���	�� �������	���� 	���		��� �� ��


� 
� 
��	��	�
�� 
�� 
���� ������	�
 �	
������ 
�� ����	��� ����� ��
��	�� �
��� �� �	�� �� �	�����
����	 �	����� �	�� ���� ��������
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$����� � �0�  � ������ �������� K
�� �������� 
� �������� �
��
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���� ��� �
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�� ��� ;���� �.��; ��� ;�������; �$��
����	�&

F������ �
�� ���� ���#� � ��� � 
�� ��������� 
� �
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� � �0�� ��� �
�
�


	 ���
���
�� #�
.����� �$��
���� � 
�� �
���"� ��� ��� ������ 
	 ����������� ��
��

�

$��������� ��� �� ��� ;���� �.�� �$��
����;&

-� ��������� ��� �$��
��� θ� 1�� i .�� ���
 �������� ��� �/����� 5������ 
	 ���


���� 1���� .��� .�� � ���� ���� � $
���� �/��� 
� �� $�
1�� �∂Πi

∂u∗
j
< 0 	
� ��� j �= i�&

�� ��� ����
� .� ������ ���� 1��� ���� �� 
$�
� �
 ��
$� �
���� $�
����
� ������

�$��
����& ,���� 1��� ��� � �� �
 ������� ��� �:� 
	 �$��
���� 	 ���� 1�� ���� �

 �����

��� 	 ��� � �
� �

 �
���� �
 �
& F
� ��$����� .� ������ ���� 1�� i ��� � ��
�� �


�������� �$��
���� 	�
� θ �
 0& �� ��� ����� ��� �
��� .
���  � Fi = F0+αuδ
i , .�� α > 1,

.���� α � � �
�� ��	��� ���� ��\���� ��� 	��� ���� $����� $�
����
� 
	 5����� � �
����

�� �
�$���� �
 �
��� Fi = F0 + uδ
i � .��� 1�� i �
�� �
� $������ �$��
�����
& G� ���

 ���1� ���� 	 1�� i $�
����� �� ��������� 	�
� �$��
����� �� �/����� 5����� ������

��� ���� ����� ���� �
 
���� 1�� ��

��� �
 $�
���� �� ����������4 u∗
i = ui +

∑
j �=i

θuj ,

 �� ��� �/����� 5����� 
	 ��� 
���� 1��� ���������4 u∗
j = uj+

∑
k �=j, k �=i

θuk, �� �
�$���� �


u∗
j = uj + θui+

∑
k �=j,k �=i

θuk& D� �
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� ��� ��� 
	 $��������� .��� ����	� ��� �
���
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)��� ����$�������� ���� ������� .�� ��� �$��1� ���� �����$�
�� � 5��� ���

�������� ��$������ 	 
�� .
��� �#� �
 ��� � � �
�� �$$��� ��������& <
.����� ����

�����
�� ���
. �� �
 ����� ��� ���#�� ��������� �
�$������ ���
���
����� .��
��

$������������ ��� ��� �� 
	 1��� �
�$���� � ��� ���#��& �	 
�� .���� �
 ����"

�
�� 
	 ��� �����$�
�� �&�&� ���
. 1��� �
 ����� 
� ��� ����� 
	 ���# �
��� ���������

�
���
��� 
� ��� ����� 
	 $�
����
� ���� ������ �� ��� ���� ��� 
�  �	
��� 
� ���
.

��������� � ���# �
��� ��� $�
����
� ��
����� ���� .
��� ��5��� � �
��� .���� ���

��� �� 
	 1��� �
� $
������ ��������� � �"
���
���� ��������� �� ���  ������ 
	 ���

����& F
� �"��$��� � ������ .�� � 1"�� ��� �� 
	 1��� � ��� ���#�� ��� � $
������

������� .
��� ���
. �� �
 �
��� � $������� ���
���
�� ���#�� ����������  �� �� ��� ����

��� � ������ .�� � �
�� ����"�� �����$�
� .
��� ����� ������ ��&

&�����
�
�� �* (�� 	% ���	 ������	� ��� ���� θ ≥ θ̂(δ)� ��	�	 	%�� � ���	����

 ����	����� 	
���������� '��� �� ��� ��� �� �� ������� ����� ����	����� ��	������

�� �	�� 	% ��� ������	�� ��� �� ����	 ��� �� � ������	��� ���	����	 �� �	����	 �� �

 �� ����	����� ����	��� )�� ���	�	�� θ ≤ ˆ̂θ(δ) ��	� �� ����	 ��� �� �� ���	����	 ��

������	����� ����� � ����	����� ����	�� ��� ��� �  �� ����	����� 	
��������� ����� �	

�����	� � � ���	���� 	
���������� *��	��	� ��	�	 � �� ��$	�	��	 �	��		� ��	 	% ���	

��� 	% ��� ������	� �� ��� ��	�

������ F���� �
����� ��� �5�� ��� .���� ��� 1��� ��

�� �
 ������ �$��
����& ����

���� ��� 1��� ���� ��
��� $�
����
� ��$���� ���� θ = 0�� ��� 1��� ��

�� ��� 
$����

��������� ����� ��
 5�����& F
� ��� �5�� ��� �
  � .��� ��1���� ��� 1���� �� .�

#�
.� ���� �
 
$����� � ��� ���
���
�� ���# �
��� �����& ,��� �� ��� ���#�� �:�

��� �
  � ����� ��
��� �S ≥ Ŝ� ��� .� ������ ���� ��� � ��� ����& �F
� �������� 	
�

δ = 2, F0 = 2, θ = 0� ���#�� �:� ��� �
  � ���� ���� S ≥ Ŝ = 8.5��	&

F�
� �%&+�� .� 
 ��� dΠi

dui
= 2S(N−1)2

N3u
, ��� dFi

dui
= δαuδ−1. ��
1� ��"�:��
� ��5����

���� dΠi

dui
= dFi

dui
, ���  � �������� �����$�
�� uδ = 2S(N−1)2

N3δ α
. !��� �� � ��� $���
��

����
�� .� ���� ��� :��
�$�
1� �
���
��

α
2S(N − 1)2

N3δα
+ F0 = S

(
1

N

)2

�%&%%�

.��� ��������� ��� ��� �� 
	 1��� ���� ����� ��� ���#�� � ��� ;$�
����
�; �5�� �

���&

��D�	 ���
�� �� ��	����� Ŝ� ��� 2������: )�2�=�
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.� ������ ���� � 1�� i ������ �
 ������ ��� ��
$� $�
������ 	�
� �$��
���� ��

����� '& ,�� $�
1� �"$����
� 	
� 1�� i ������� �
4

ΠD
i = S

⎛
⎜⎝1− (N − 1)

1 + u∗
i

∑
j �=i

(1/u∗
j)

⎞
⎟⎠

2

.���� u∗
i = ui, ��� 	
� ��� 
���� 1��� u∗

j = uj+θui& U
.� .�� ��� �������� �����$�
�

��� $�
1� �"$����
�  ��
���4

ΠD
i = S

(
(2−N)θ + 1

N + θ

)2

< S

(
1

N

)2

,�� �
�� �"$����
� 	
� � ������ 1�� i  ��
��� FD
i = F0 + uδ = F0 +

2S(N−1)2

N3δ α
& U
.� 	

ΠD
i − FD

i = S

(
(2−N)θ + 1

N + θ

)2

− F0 − 2S(N − 1)2

N3δ α
≤ 0, �%&%(�

.���� N � ��� �
���
� �
 ��� �$��� �5���
� �%&%%�� 1�� i �
�� �
� ���� �������� �


������ 	�
� �������� �5�� ��� .���� ��� 1��� $�
���� ������ �$��
����& ,�� �����

���� 	
� θ ≥ θ̂(δ) � �������� $�
����
� �5�� ��� ���  � ��������� .���� θ̂(δ) �

���������  � �%&%(� .��� �
��� .�� �5�����&

,
 ����� ˆ̂θ(δ)� �
����� ��� �5�� ��� .���� �
�� 
	 ��� 1��� ��� $�
����
� ������

�$��
����& 7� � ��� $���
�� ����
�� �%&8� ��1��� ��� �
��� 
	 ��������� 	
� 1�� i� ���

$�
1� � S
(

1
N

)2& U
.� ������ ���� � 1�� i ������ �
 ������ ��� ������ $�
������ 	�
�

�$��
���� �� ����� '& ��� $�
1� �"$����
� 	
� 1�� i  ��
���4

ΠD
i = S

⎛
⎜⎝1− (N − 1)

1 + u∗
i

∑
j �=i

(1/u∗
j)

⎞
⎟⎠

2

.���� u∗
i = ui +

∑
j �=i

θuj, ��� u∗
j = uj +

∑
k �=j, k �=i

θuk. U
.� � ��� �������� ����� u∗
i =

u+ θ(N − 1)u, ��� u∗
j = u+ (N − 2)θu& ,�� $�
1� �"$����
�  ��
���4

S

(
(2N − 3)θ + 1

N(θ(N − 1) + 1)− θ

)2

> S

(
1

N

)2

,�� �
�� �"$����
� 	
� 1�� i  ��
��� �
. FD
i = F0+αuδ = F0+α 2S(N−1)2(1−θ)

N3δ(1+(N−1)θ)
& 7 ;�
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����
�; �5�� ��� �"��� 	4

ΠD
i − FD

i = S
(

(2N−3)θ+1
N(θ(N−1)+1)−θ

)2
− F0 − α 2S(N−1)2(1−θ)

N3δ(1+(N−1)θ)
≤ 0, �%&%'�

.���� N � ��� �
���
� �
 ��� �$��� :��
 $�
1� �
���
� �%&9�& �� 
���� �
 
 ��� ���
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�� ��� ������ .�� $�
����
� ������ �$��
����� �0� ��������� �
�� �
� ����������

�������� � δ& F
� �������� �0� ��������� Fi 	
� θ = 0.4 ������ � �
� �
.�� ���� 	
�

θ = 0.2 ���	�� 	
� δ ≥ 1.75 �� .
���  � ��� ���� .�� �"
���
�� �$��
������&

+
���� �*.� �������� 1��C� ���# �
��� Fi ��0� ���������� �� � 	����
� 
	 δ 	
�
θ = 0.2 ���	�� ��� 	
� θ = 0.4 ������

7� 	
� ��� �����
���$  ��.��� δ ��� �5�� ��� ��� �� 
	 1��� ��
��������
�� �

���
 �
���
����
�� ��� � �����  � ����� �
��& 7 ������� �����$�
� 
	 ��� �����
��

��$  ��.��� �5�� ��� ��� �� 
	 ����� 1��� N∗ ��� ��� �
�� $�������� δ � $�
����

� 7$$���" %&7&8� �� .��� �� �
����$
���� ���$��&

,����	
��� 
�� �������� �$������
� % ������� �0� �"$�������� ���� ���#�� �
��

�������
�� �
 ��� �/��������� 
	 ��
�� �"$��������� � ��� ����� ���� �
.�� �/���������


	 �0� �"$�������� ������ δ� .
��� �
� ���� �
 �
.�� ���
���
�� ���# �
��� 	 ���

1�� ������ �
 ��� �
���� $�
����
� ������ �$��
���� 	
� ����� ������ 
	 δ& !
��
���� 	

�" ���� �$��
���� ��� ���� 1��� ��� �
�� �#��� �
 ��� $�
����
� ������ �$��
���� ����

	
� �/����� �0� �"$�������� ��
. δ�& ,�� .
��� ���� �
 ���� ����� �0� �"$����

����� � ������ 
	 ��� �� �$��
���� ��� �
. δ�� ��� �� ���� �
�� �
���������� ���#��

���������&

�	" ����������

D� ���� � ��$�� ����
� 
	 ��� )���
� �(228� �
��� ���� ���������� ��� ��
�
�� �
����

5������ 
	 ���
���
�� ���# �
��� 
� 1���C ����� ��� ���#�� �
��������
� ��� �"������

�  � ���
.�� 	
� �$��
���� ������� 	�
� 1���C ��������� � $�
���� 5�����& �� ���

��;� ��� ������� ���� �:������� ������	� !D���	� )�@%� �� ������ ��
� ��� �����	 �� ������	� ��� ���	
�� �67 �����������
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�� $�$��� .� ������ ���� �$��
���� ��� �"
���
�� �
 ��� 1���& 7� �"$�����

�� ��� ����$�� �$��
���� ���� �
 �������� ��� �
.��  
��� 
	 ���#�� �
��������
� ���

.��� ���
�� ��
��� �
�$������ ������� �& �������� ��� �
.��  
��� �
�� �
��

�
.����� �$�� ������� ������
� 
	 � 1�� ������� ���
���
�� ���# �
��� �
��

�
���5������� � �.��� �
 ��� �"
���
�� ���# �
��� �����& D� ��
.�� ���� 	
� �� ��

��������� ����� 
	 �$��
����� θ ∈ [θ, θ̃�� 1��� �
 ����� � �0� ����
��� ��� ���#��

�
��������
�  ��
��� 	��������� �� ���#�� �:� ��
.� ����� �� ����� � �
 $
����

�
.��  
����& F������ 	
� ���� ����� �$��
����� �θ > θ̃�� 1��� �
 �
� ����� � 5����� ��

$�
������ ��� �
 ���� ���
�� ��������� �/���� 
	 �$��
����& �� 
���� .
���� $
������

���#���� 
	 �	
����
� � ��� ������� ��� �
 ����� ���� 1��� ��	��� 	�
� �0� �
 ����

�$��
���� �
 �
� �������:�& ,�� �/��������� 
	 �0� ��������� $���� � #�� �
�� �

���������  
�� ������
�� ������ 
	 �$��
����  ��
�� .��� ��� �
.��  
��� ���$$�����

θ� ���  ��
�� .��� ��� �"
���
�� ���# �
�� ����� �$$����� θ̃& ,�� ����� �� ��$
����

��� ���� �� �"
���
�� �$��
���� �����$�
�� � ���� ���#�� �
��������
� ��� �� �
.��

 
��� .��  � �
.�� .��� �$��
���� ��� ����� ��� ��� �/��������� 
	 ��������� �

����� 5����� � �
.��&

�� ��� ���
�� $��� .� ���
. 1��� �
 $�
���� ���� ��������� ������ �$��
����� 	 �

.
���  � 
$���� 	
� ����& D� 	
��� 
� �������� $��� �������� U��� �5�� ��� .����

��� 1��� ����� $�
���� ���� ��������� 
� �
�& 7� � ������� 	
� �/����� ������ 
	 $��

�������� �/����� �5�� �� ��� ����& F
� �
. ������ 
	 θ � ;�
 $�
����
�; �5�� ���

�"��� .��� 	
� ��� ��
��� ������ 
	 θ ��� δ � ;$�
����
�; �5�� ��� 
�����& �
������

�
 ��� ���� 
	 �"
���
�� �$��
����� .� ��
. ���� �" ���� �$��
���� ��� ���� �
 � �
��

�
���������� ���#�� ��������� ��� �
 ��� $
�� ��� 
	 1���C $����� $�
����
� 	�
�

�$��
����� ��� ��� ��$������� ��
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����� �� ��$
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.�� �/��������� 
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�
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���
�� ���# �
���� ���� �
���5������� �
 �
.�� ���#�� �
��������
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������� 1��� �
 ��� �
���� $�
����
� ������ �$��
����&

D� ���
 ��
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�.��� � ���
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��� ���� ��������
���� ��� ���
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����

��������� ��� �5�� ��� ������ 
	 ��� ����� 	������� ����� �
�������
��&

'+



�	# #������ �

��+�� ���������	 � ����	� �� *�����) %���

&������	�1 �
:���.
���� �	���� ��<

max
x,z

(ux)βz1−β

s.t. px+ p0z ≤ I

E��� ��� ������ �����	
��� �
������ ���� �4�
���� x = I−p0z
p 
�� ��� ������ �������� �������

(ux)βz1−β =
(
u
(

I−p0z
p

))β
z1−β. DF& ���� 	������ �� z 
	�<

FOC(z) : β

[
u

(
I − p0z

p

)]β−1

z1−β p0u

p
=

[
u

(
I − p0z

p

)]β
(1 − β)z−β

p0z = (1− β)I

px = βI

��+�� ���������	 � dΠi

dθ

#
���� �/��� �' θ �� Πi :
∂Πi

∂θ
.

�
���� ��� �:�	������ ��	 �	��� !)�?%� �� �
� �� ���� ��
� θ ����	� Πi �������� ��� �� ��� �:�	������� ��	
u∗
i 
�� u∗

j . ���	���	��

∂Πi

∂θ
=

∂Πi

∂u∗
i

du∗
i

dθ
+

∂Πi

∂u∗
j

du∗
j

dθ
+

∂Πi

∂u∗
k

du∗
k

dθ
+ .....︸ ︷︷ ︸

N−1 �� ���

, j �= i, k �= i.

D	�� !)�?% �� �
��
�� �
	��
 ��	��
�����<

∂Πi

∂u∗
i

= 2S

⎛
⎜⎝1− N − 1

1 + u∗
i

∑
j �=i

(1/u∗
j)

⎞
⎟⎠ N − 1(

1 + u∗
i

∑
j �=i

(1/u∗
j)

)2

∑
j �=i

(1/u∗
j)


��

∂Πi

∂u∗
j

= 2S

⎛
⎜⎝1− N − 1

1 + u∗
i

∑
j �=i

(1/u∗
j)

⎞
⎟⎠ N − 1(

1 + u∗
i

∑
j �=i

(1/u∗
j)

)2

(
− u∗

i(
u∗
j

)2
)

du∗
i

dθ =
∑
j �=i

uj 
��
du∗

j

dθ = ui +
∑

k �=i,k �=j

uk. E��� ������	� 
����������
∂Πi

∂θ = 2S
(

1
N

) (
N−1
N2

)
N−1
u ×

(N − 1)u− 2S
(

1
N

) (
N−1
N2

)
1
u × (N − 1)u× (N − 1) = 0

���
���� �/��� �' θ �� Πi :
∂Πi

∂N∗
dN∗
dθ

.

∂Πi

∂N∗ < 0 �	�� !)�?%� ;� �	��	 �� ��� dN∗
dθ � �� ��� .�	���	��� ��������� !)�$%� ;� ������ N

∗ �	�� ���

������� �������� G = Fi(N
∗, S) + F0 − S

N∗2 = 2S(N−1)2(1−θ)
N3δ(1+θ(N−1)) + F0 − S

N∗2 ≡ 0� D	�� ������� ��������

����	���
dN∗

dθ
= − ∂G/∂θ

∂G/∂N∗ �
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D�	��� ∂G/∂θ =
−2S(N∗ − 1)2

δN∗2 (1 + θ(N∗ − 1))
2 < 0� *������ ∂G/∂N∗ > 0 !*�� 2������: )�2�? ��	 ��	�


��	��
���� �� ∂G/∂N∗% 
�� 
� 
 	����� dN∗/dθ > 0�

���	���	�� ��� ����	��� ����� �� ������	� �� �	��� �� ���
����< ∂Πi

∂N∗
dN∗
dθ < 0

��+�� ,��� � ����������	 �( ���������	 � N∗
∞(θ)

E� �
� 	��	��� ��� .�	���	��� ��������� !)�$% 
�<

F0

S
=

N(1 + (N − 1)θ)− (2/δ)(N − 1)2(1 − θ)

N3(1 + (N − 1)θ)
!)�2�)%

���� �� S → ∞, ��� ��� �
	� �� ��� �:�	������ 
���� ���	�
��� �� .�	�� ���� ��� 	���� �
	� �� ��
�4�
 �� .�	� �� ��� �
���<

!
% ��	 θ ≥ 2
2+δ � ��� �� N → ∞. ��� �������
��	 �� ��� 	���� �
�� ���� �:�	������ �� 
 �������
 ��

���	�� ���	 !
�
�� ��������%� 
�� ��� ����	
��	 �� 
� 
�
�� �������� �������
 �� ���	�� ���
!��	 θ ≥ 2

2+δ 
�� N > 0%� ���	���	�� 
� S → ∞ 
�� F0

S → 0+, ��� 	���� �
�� ���� �:�	������

��	�
���� .�	� ��� �� N → ∞�

!�% ��	 θ < 2
2+δ � ��� �:�	������ �� ��� ����	
��	 �� !)�2�)% �
� �� �4�
 �� .�	� ��	 
 ����� �
��

�� N � E� �������	
�� ���� ���� ��� ������� ����	�
����� ��� ����	
��	 �� ��� 	���� �
��
���� �� !)�2�)% �� 
 �������
 �� ���	�� ���� ����� ����	���� 
� ����	�� �
	
��
 !��	 θ < 2

2+δ %�
2� N = 1� ��� ��	��
���� �� ��� ����	
��	 �� ��������� ���	���	�� ���� �������
 	��	������ 
�
���	�
���� !
� N = 1% ����	�� �
	
��
� ����� 	�
���� ��� �
:���� 
� N > 1� ���� ���	�
��� 
��
�	����� ��	�.���
 
:�� 
� N > 1� ���� ����	
��	 �� ������� �� 
 �������� �������
 �� ���	��
���	� ����� ��
	
����� ��
� ��� �	������ ����� �� ��� 	���� �
�� ���� �:�	������ ���� ��	�.���


:�� �� ����	����� �� ��� ����	
��	� *�����

N(1 + (N − 1)θ)− (2/δ)(N − 1)2(1− θ) = 0 !)�2�"%

�	������ �
�� �� N∗∞(θ) !��� ����	 ����� �� ��� �����	 �� �	��%�

���	���	�� θ ∈ [0, 2
2+δ ) 	��	������ 
� ���������� ���� ����� 	����� 	����� �� ������	�� ���	� ���

�����	 �� �	�� �� ������ �� 
 ����� �����	 
� S → ∞�
;� �
��� 
� 
��	�
���� 
�� ��	
������	�
	� �
� �� ��� ���� ����	 ����� �� ��� �����	 �� �	�� ��

��� ���������� ���� ���� 	����� �� �� ��� F0 = 0 
�� ���� �
��
�� ��� �����	 �� �	�� �� ��� �	�� ���	�
�4����	��� ��
� �� ���� �� �:
��� N∗∞(θ)�

��+�# ���������	 � �	��) �	� ���������	 ������ �	� ����� ������

���	 S ��	�� �� �	"	��)

��� �
	���
 ����� �� 
� ���	�
�� �� ��� �
	��� ��.� �� 
 �	�1� ���������� ���� ������ Fi(N
∗, S) ��<

dFi(N
∗, S)

dS
=

∂Fi(N
∗, S)

∂N∗
dN∗(S)

dS︸ ︷︷ ︸
����� �����

+
∂Fi(N

∗, S)
∂S︸ ︷︷ ︸

���������� �����

)� ��� 	�
������� �����	 <

E��� Fi(N
∗, S) = 2S(N−1)2(1−θ)

N3δ(1+θ(N−1)) �� ���
��<
∂Fi(N

∗, S)
∂S

=
2(1− θ)(N∗ − 1)2

δN∗3 (1 + θ(N∗ − 1))
> 0

"� ��� 	���� �����	 <

G���� ��� �:�	������ ��	 Fi(N
∗, S)� 
�� .�	� �	��� ��������� F0

S = N∗δ(1+(N∗−1)θ)−2(N∗−1)2(1−θ)
N∗3δ(1+(N∗−1)θ) � ��

���
�� 	���� �����	 <
∂Fi(N

∗, S)
∂N∗

dN∗(S)
dS

�
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��� ���� �� ��� ����� ������� �� ��� ����� �� ��� �
	��� D�	��� �������	
dN∗(S)

dS
� ;� �	��	 ��

��	��� �:������
dN∗(S)

dS
� �� ��� 
 .�	���	��� ��������� !)�$%� ;� ������ N∗ �	�� ��� ������� ��������

G = Fi(N
∗, S) + F0 − S

N∗2 = 2S(N−1)2(1−θ)
N3δ(1+θ(N−1)) + F0 − S

N∗2 ≡ 0�

D	�� ��� ������� �������� ����	���
dN∗(S)

dS
= − ∂G/∂S

∂G/∂N∗ 0

!
% D�	��� ∂G/∂S =
2(1− θ)(N∗ − 1)2

δN∗3 (1 + θ(N∗ − 1))
− 1

N∗2 =
−2(1− θ)(N∗ − 1)2 + δN∗ (1 + θ(N∗ − 1))

−δN∗3 (1 + θ(N∗ − 1))
� ��

������� ���
����� �� ������ ��� ����	
��	 �� ���� ��	��
���� 
� Z = −2(1 − θ)(N∗ − 1)2 +
δN∗ (1 + θ(N∗ − 1))� G���� ��� ��	��
����� �� 2������: )�2�@� Z �� �������� �� θ > 2

2+δ � ;�

θ < 2
2+δ � �� �
�� ��
� Z ����	���� 
� ����	�� �
	
��
 �� N � ����� �	����� ��	�.���
 
:�� 
�

N > 1� ���� ��
�� ��
�� Z �� ���	�
���� �� N � ��	 N > 1� H�����	� ���� ��
� Z/δ �� ��� �
�� 
�
�:�	������ �� !)�2�"%� ����� ������ ��� ����	 ����� �� ��� �����	 �� �	�� N∗∞� 2� 
 	����� Z
�� �������� ��	 N ≤ N∗

∞� ���	���	�� ∂G/∂S < 0�

!�% *������ ∂G/∂N∗ =
−2S(N∗ − 1)(1− θ)(N∗ − 3 + (N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ)

δN∗4(1 + θ(N∗ − 1))2
+

2S

N∗3 =

=
−2S(N∗ − 1)(1− θ)(N∗ − 3 + (N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ) + 2SδN∗(1 + θ(N∗ − 1))2

δN∗4(1 + θ(N∗ − 1))2
�

B���� �� ���� ��
� ��� ����	
��	 �� ∂G/∂N∗ �� 
�
�� ��������<

−2S(N∗ − 1)(1− θ)(N∗ − 3 + (N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ) + 2SδN∗(1 + θ(N∗ − 1))2 > 0

7������� �� −2S<

(N∗ − 1)(1− θ)(N∗ − 3 + (N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ)− δN∗(1 + θ(N∗ − 1))2 < 0

D�	���	� �� ���������� 2(1− θ)(N∗ − 1)2 �����
� �� δN∗(1+ θ(N∗ − 1))� ����� �:�	������ !)�2�"%<

(N∗ − 1)(1− θ)(N∗ − 3 + (N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ)− 2(1− θ)(N∗ − 1)2(1 + θ(N∗ − 1)) < 0

7������� �� (N∗ − 1)(1− θ)<

(N∗ − 3 + (N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ)− 2(N∗ − 1)(1 + θ(N∗ − 1)) < 0

N∗ − 3 + (N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ < 2(N∗ − 1)(1 + θ(N∗ − 1))

F������ ��� �	
�����<

N∗ − 3 + 2N∗2θ − 5N∗θ + 3θ < −2 + 2N∗ + 2θ − 4N∗θ + 2N∗2θ


�� ����������� �� ���
��
−1 + θ < N∗(1 + θ)

����� 
�
�� ����� ���	���	�� ∂G/∂N∗ > 0�

2� 
 	����� �� �
�� ��
� dN∗/dS > 0�

���� �� �������	 ��� �	�� �
	� �� ����	� ������<
∂Fi(N

∗, S)
∂N∗ � �����
�� 
� ��� �����	 �� �	��

���	�
���� �
�� �	� �
� ����	 ���������� �� ������ ���� 4�
���<
∂Fi(N

∗, S)
∂N∗ < 0� ;� ��	 ����� ���� �� 
��

��� �
�� ����� ������	� 
	� .�	� �	 	
���	 ��
�
∂Fi(N

∗, S)
∂N∗ =

−2S(N∗ − 1)(1− θ)(N∗ − 3 + (N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ)

δN∗4(1 + θ(N∗ − 1))2
� ��� ���� �� ���� ��	��
���� ���

����� �� ��� ���� �� N∗ − 3 + (N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ� D�	 θ > θc� ���	� θc = 3−N∗
(N∗−1)(2N∗−3) � �� �
��

N∗ − 3 + (N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ > 0 
��
∂Fi(N

∗, S)
∂N∗ < 0� F� ��� ����	 �
��� ��	 θ < θc� �� �
��

'>



∂Fi(N
∗, S)

∂N∗ > 0

 ���� !"##$% 
������ ��� ����	
 
�������� �� ��� ���� ��
∂Fi(N

∗, S)
∂N∗ �� ��� ��� �������� ������< �%

��� ��	��� ���
�� !�	 ��.�% ������ 
�� ��% ��� ����	��� !�	 �
�������% �	��� �	����	� ������� ��� ��	���
���
�� ����� �	������ ��
�� ��	 
 ����� �
	��� ��.�� �� ��	� �	�� ����	� ��� 	�����
 ���
�� �� 

�	� �� ������� 
�� 
 �	� �
� ����	 ���������� �� ������ �� �67� ��� �
������� �� 	�����
 ���
���
������	� �� ���	�
��� 
�� ���� �� �
�� 
 �������� ����� �� ��� �67 ���������� ���
��� ���� �����	
�
������� �� ���
�� !��
� 
 �	� �
���% �� �� �����
 ��	 
 �	� �� �:�
�� ������ 
�� ��
�� �� ��	��
�
��� ��� ���������� �� �67 ��	� 
��	
������ ��� 
���	 ����	���� ��� ������� ����	��� �	��� �	����	�
!�
�������% ������ ���� ��
� ��� ��	��� ���
�� ����� �����
� �����
��� ��� �	��� �	����	� ������ 
��
�67 ���	�
��� ���� ��� �����	 �� �	��� H�����	� 
� �� �
�� 8��� ����� �� �� ������� ��
� ����	 ��	�
��
��	�����
���� !.�	� �	 ��	� ��
 ������	� �� ��	 �
��% �� �� ��� ����	 �
� 
	���� !���  ����� "##$� ��	

 ����	�������� ���������� �� ���� �����%�

2� 
	�
�� ������ ���� 	���� �����	 ∂Fi(N
∗,S)

∂N∗ × dN∗
dS �� �� ������ �	��	 ����	�
��� ��	 
 
	�� �
	����

����� ��� ��	��� 	�
������� �����	 ∂Fi(N
∗,S)

∂S �����
���� 
�� ����	�� ��� ����� �� S �� ���������� ����
������ ;� ��	 ������ ��� 	���� �����	 ��	�� ��� �� ��<

∂Fi(N
∗, S)

∂N∗ × dN∗

dS
=

=
F0

S

(N∗ − 1)(θ − 1)(N∗ − 3 + 1(N∗ − 1)(2N∗ − 3)θ)

(N∗(4 −N∗ + δ) + 6θ − 3− 2N∗(6 +N∗2 + δ −N∗(4 + δ))θ + (N∗ − 1)2(N∗(2 + δ)− 3)θ2

!)�2�@%

D��
�� �� �� �������	 ��
� �
����� �� ��� 	�
������� �����	 
�� 	���� �����	 
� S 
��	�
����
��������

D�	��� �� �� ��	
������	�
	� �� ��� �	�� ��� �:�	������ 
���� ��
� ��� ���� �� 	���� �����	 ∂Fi(N
∗,S)

∂N∗ ×
dN∗
dS �� .�	�� ���� ���� �		��������� �� ��� 	
��� F0/S� �	������ ��
� �� 
	� ��� �� �:������� ���� �����
	����� 	��������

��� ���� �� ��� 	�
������� �����	� �� ��� ����	 �
��� ���� ��� 
��	�
�� .�	� ��	 θ < θ̄<

lim
S→∞, θ<θ̄

∂Fi(N
∗, S)

∂S
= lim

S→∞, θ<θ̄

2(1− θ)(N∗ − 1)2

δN∗3 (1 + θ(N∗ − 1))
=

2(1− θ)(N∗
∞ − 1)2

δN∗3∞ (1 + θ(N∗∞ − 1))
> 0� H�����	�

��	 θ ≥ θ̄� ���� S 
��	�
����� ������� �� 
�� �
�� ��
� N∗ 
��	�
���� �������� ��

lim
S→∞, θ≥θ̄

∂Fi(N
∗, S)

∂S
= lim

S→∞, θ≥θ̄

2(1− θ)(N∗ − 1)2

δN∗3 (1 + θ(N∗ − 1))
= 0.

��+�- $&�%�	��� ��	' ����� ��%��	

2� 
	�
�� ���������� u �� ������ �� ��� ���
�� [1,∞)� ����� ��
�� ��
� ��	 ���� 	
��� �� S < Ŝ
�	�� �� �� �������� u = 1� ;� �	��	 �� ����	���� Ŝ� �� �	�� �
�� �� ��	��� ��� �4����	��� �����	 ��

�	�� ��	 u = 1� I�	���	��� ��������� �������< 1δ + F0 ≡ S/(N∗)2 = Πi� ����� N
∗ =

√
S

1+F0
�� u = 1�

���� �� �
�� �� ��� �
:���� S� ��	 ����� dΠi

dui

∣∣∣∣
u=1

≤ dFi

dui

∣∣∣∣
u=1

� *����������� N∗ =
√

S
1+F0


�� u = 1

�� ��� �:�	������� dΠi

dui

�� dFi

dui
� �� ���
��<

2S(1−θ)
(√

S
1+F0

−1
)2

(√
S

1+F0

)3/2(
1+θ

(√
S

1+F0
−1

)) ≤ δ� *����� ���� �:�	������ ��	 S� �� ���
�� Ŝ

����	��
 ������
����� �������	
�� ��
� ��	 θ = 0.2� F0 = 2 
�� δ = 2� �� ���
�� Ŝ = 12� ����
��
�� ��
� ��	 ��� �
	��� ��.� ���� S = 12� �	�� 
	� �������� 
 ��
���� 4�
��� ��� u = 1� 
�� ���

�����	 N∗ �� �	�� �� ��� �
	��� ��
√

S
1+F0

� *���
	�� ��	 θ = 0.5 �� �
�� ��
� Ŝ = 27� 
�� ��	 θ = 0.7

�� ���
�� Ŝ = 303� B�� ��	 θ = 0.9 ���	� �� �� ��	����� Ŝ� ���� ��
�� ��
� ��	 ���� ���� ������	��
��	 
�� �
	��� ��.� S� �	�� ������ ��� ��
���� ��� �� 4�
��� u = 1� 
�� ���	� 
	� �� ���������� ����

��&�
	�� ������������� �� 	����	 
�� 	�
������� �����	 �
��� ����� ��� ���� �� �
�� ����������
�	 ���	�� 	������
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������ E� ����� ��� 	����� S < Ŝ� ���	� ��� �:������� ���� ����� �
� 
 	��� 
� ��� ��:������� ����
����� 	������� ��� ������ ��� �� D���	� )�" �������	
��� ��� ��:������� ���� ����� 	������ ��	 ����	���
θ�

��+�. ���������	 � θ̃

θ > θ̃ ������ 
 	����� ���	� ������	� 
	� �� ���� ��
� �� ���� ��� �
���� �� �
�� �������� �:�������	��
�� 4�
���� 
�� �	�� ����� ��� �� �
��� 4�
��� ��� ui = 1�

;� �	��	 �� ����	���� θ̃� �� �	�� �
�� �� ��	��� ��� �4����	��� �����	 �� �	�� ��	 u = 1� D	��

.�	���	��� ���������< 1δ + F0 ≡ S/(N∗)2 = Πi� �� �
�� N
∗ =

√
S

1+F0
�� u = 1� ���� ������������ u = 1


�� N∗ =
√

S
1+F0

���� dΠi

dui

∣∣∣∣
u=1

≤ dFi

dui

∣∣∣∣
u=1

� �� ��� ��
� ���� ��������� ���� ��	 θ > θ̃� ���	�

θ̃ =
2F 2

0 + 2S + 2−√
F0 + 1

√
S(δ + 4) + F0(2S − 4

√
F0 + 1

√
S + 4)

2F 2
0 + 2S + 2−√

F0 + 1
√
S(δ + 4) + F0(2S − 4

√
F0 + 1

√
S + 4) + Sδ

!)�2�?%

���	���	�� 
� ������	� 
	� ����� θ > θ̃� �	�� 
	� �������� ��� ��
���� ��� �� 4�
��� u = 1� 
�� ��

	� �� ��� ��:������� ���� ����� 	�������

;� ����	
� ��� �����	 �
	��� ��.� S ��� ��� �����	 �
� �� �� ��� ������	 ��	����� θ̃ ��	 ����� ���

�
	��� �������� �� 
� �:������� ���� ����� 	�����< dθ̃
dS > 0� H�����	� �� �� �
�� �� ������ ��
� θ̃ ��


�
�� ���� 1� D�	 S 
��	�
����� �������� �� ���
�� lim
S→∞

θ̃ = 2(1+F0)
2(1+F0)+δ � ���� ��
�� ��
� ��	 
�� S�

�� ������	� 
	� θ > 2(1+F0)
2(1+F0)+δ � �� ���
�� 
� �:������� ����� 	������ ���� ���� �� θ̃ �� ���	�
���� �� δ<

�� ���	�
���� 4�
��� �� ��	� ������ ��� �
	��� �� �� ��
	
���	�.�� �� 
� �:������� ���� ����� 	�����
���� ��	 ��
�	 ������	�� F� ��� ����	 �
��� ���� ���� �� θ̃ �� ���	�
���� �� F0< �� �:�� ���	� ����� 
	�
����� ��� �
	��� �� �� ��
	
���	�.�� �� 
� �:������� ���� ����� 	����� ��� ��	 ��	� ���� ������	��

��+�/ 
���������� ������� ���� ������� �� δ �� ��� 	����� �
������ "��� �	 ��� ���'�� N∗

+
���� ��� �5�� ��� ���#�� �
��������
� �� � 	����
� 
	 δ 	
� θ = 0.2 ���	�� ���
	
� θ = 0.4 ������

D	�� D���	� 2) ����� �� �
� ���� ��� 	
��� �� δ �
��� 	����� ���� ��	�� �
	��<
!)% ��	 �� δ� ���� ��� ���������� �� �67 �� ��	� ��������� ������	��� ���� ������ 
��������
 θ ��

�
�� 
 �����	 �����	 �� 
����� �	�� �� ��� �
	��� N∗ 
�� ����� ���������� !�
���� ��� �� D���	�
2) !	����% �� ���� ��� �
���� ��� �� D���	� 2) !���% ��	 δ ≤ 1.75%;

!"% ��	 ����	����
�� �
��� �� δ� ������	��� ���� ������ 
��������
 θ �� ��� �
�� 
 ���	 �����	 ��

����� �	�� �� ��� �
	��� N∗ 
�� ��� ������ ���������� !���� ��� �� ��� D���	� 2) !	����% �� 
����
��� �
���� ��� �� D���	� 2) !���% ��	 δ ∈ [1.75, 3]%� ���� �
����� ���
���� ��	 �����	 ������	� θ� �	��

	� 
	�
�� ����� �	�������� 
�
���� ������	�� ����� �
��� ��� ���������� ���� 4�
��� ��	� 
��	
������
���	�
��� ���������� ���� ������ 
�� �	������ ���	�0

3%



!@% ��	 ���� �
��� �� δ ��� ����� �� ���
 �
 ��� 
��� ��	 
 �
��� �� ������	� θ !���� ���� ��

D���	� 2) !���% 
�� !	����% �������� ��	 δ ≥ 3%� ���� �
����� ���
���� ��	 ���� ������ δ� ��	 
�� �
���

�� ������	� �	�� ��� �� �������
 �� �	����� 
�
���� ������	� �� �4����	���� ����� ����� ��������

������	� �� .�	� 
�� �
��� �4����	��� �����	 �� �	�� �4�
 ��	 
 �:������� �
��� �� θ.
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