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I Srovnani diferencialnich a integralnich principu

V diferencidlnim pojeti mechaniky zkoumame vyvoj soustavy v daném ¢asovém
intervalu tak, Zze vySettujeme jeji chovani v okoli libovolne zvoleného okamziku
(napt. v d’Alembertove principu srovnavame okamzity stayv se stavem. vzniklym
virtualnim posunutim) a tedy lokalne. Diky libovolnosti tohoto okamziku pak plati
ziskané rovnice na celém casovém intervalu. Jako prvni diferencialni princip
mechaniky byly formulovany Newtonovy pohyvbové ziakony. viechny ostatni
diferencialni principy jsou pak s Newtonovymi zdakony ckvivalentni a  byly
formulovany predevsim pro prechod od vektorového pojeti mechaniky k mechanice
analytické. Tvar diferencialnich principu byva znaén¢ zavisly na zvolenych
soutadnicich, vyjimkou jsou Lagrangeovy rovnice 2. druhu. které jsou invariantni
via¢i zmeéné souradnic a také v nich vystupuji pouze skalarni veli¢iny. ¢ili jsou
hledanou analytickou formulaci mechaniky. Tyto rovnice jsou vSak formaln¢ shodné
s Eulerovymi-Lagrangeovymi rovnicemi variacniho poctu. takze zdakladni pohybove
rovnice mechaniky muzeme ziskat variaci urcit¢ho integralu.

V integralnich principech srovnavame skute¢nou drahu (tj. kiivku v konfigura¢nim
prostoru parametrizovanou ¢asem ) s]i pfifazenou variovanou drahou
(predpokladame, ze variovan¢ drahy jsou spojit¢ a dostate¢n¢ hladké). Krivka
v konfiguraénim prostoru znazornuje vyvoj soustavy jako celku mezi pocate¢nim a
koncovym stavem, tedy zkoumame chovani soustavy globdlné. Integralni pojeti
zakonu mechaniky pfinasi oproti diferencialnim principum tyto vyhody:

e Diferencialni principy se vztahuji pouze na mechanické déje v klasické
mechanice, zatimco integralni principy se¢ daji zobecnit napriklad pro
mechaniku kontinua, elektromagnetické pole, teorii relativity nebo kvantovou
mechaniku.

e V diferencialnich principech vystupuji druhé derivace zvolenych souradnic a
prechod k jinym soutadnicim byva pracnéjsi nez u integralnich principt. kde
ve vychozi formulaci vétSinou vystupuji pouze prvni derivace.

e Diferencidlni principy vyzaduji lokdlni diferencovatelnost na celém
zkoumaném intervalu, u integralnich principt stac¢i lokdlni integrovatelnost a

jsou tedy pouzitelné i v piipadech bodovych zdrojt a nespojitosti.



2 Odvozeni nékterych integralnich principu

Pti integralnich principech uvazujeme kazdou drahu mechanické soustavy jako celek
a pozadujeme, aby integral podél skuteéné drahy nabyval extremalni hodnoty. tedy
aby variace funkcionalu (integralu) byla pro skute¢nou drahu rovna nule.

Pokud predpokladdme. ze ur¢itym bodem skute¢né drahy a jemu piifazenym bodem
drahy variované prochazi soustava sou¢asné. hovorime o izochronni variaci
(oznaCovanou o). V tomto pripade tedy maji vsechny porovnavané drahy spolecny
vychozi a koncovy bod a jak draha skutecna. tak drahy porovnavaci musi byt urazena
za stejnou dobu />-1;. Pro soufadnici ¢(r) drahy v konfigura¢nim prostoru plati

zameénnost derivace a izochronni variace

r ’ v r ’ w v ’ v . F (l . =
Dale bude také pouzivano znaceni pro uplnou casovou derivaci " fl)= 7).
dl

Pokud opustime predchozi predpoklad a pfipustime. 7z¢ variovanymi drahami muze
projit soustava za libovolnou dobu, hovoiime o neizochronni variaci (oznacenou A).
Pokud k » rozmérum konfigura¢niho prostoru pripojime cas jako novy rozmér, bude
v tomto ,,prostoroCasu™ bodu [g, (] drdhy prifazen bod [¢,+Aq,. (+Atr] drahy
variované, kde o funkcich Ag, a Ar predpokladame, Z¢ jsou hladkymi funkcemi ¢asu.

Mezi neizochronni a izochronni variaci souradnice ¢, plati vztah

Agq, =0q, +q,At, 2)

ktery je zfejmy z geometrického nahledu.
Tento vztah je mozné zobecnit pro libovolnou hladkou funkci f(q,, ..., g,. 1). jelikoz
plati nasledujici vztahy:

Uplna ¢asova derivace funkce f(gy, ..., . 1) J€ rovna

~of . Of "
=) —¢q, +—
/ g&i, " )
[zochronni variace funkce fje
o of
¥=3Lsq (4)



a Jeji neizochronni variace je dana vztahem

Lo O ct i
Af = ZF(/ Ag,+ A (5)

Dosadime- li do této rovnice za Ag, ze vztahu 2). dostavame

/ N\

‘ 2 of . LS of . Cf
Al = Z_\'—(\/II + Z =i % = J.\! (6)
-1 O, =1 64, ol
a dosazenim ze vztahu 3). 4) ziskavame rovnici
Af = + [Ar . (7)

Pro neizochronni variaci soufadnice jiz neplati jeji zaménnost s ¢asovou derivaci. jak

se muzeme presvedcit derivovanim vztahu 2):

/ [ . . od
t—(Aqf):-i—()q;—I—qﬂA!+qfi-f\!. (8)
dt dt dt

kde nyni mizeme zaménit poradi ¢casové derivace a izochronni variace a pouzit vztah

7) pro f =g, . Dostavame tedy rovnici

i(Aq, )=Ag +q, iAz . (9)
dt dt

Nyni jiz muzeme piikrocit k odvozeni integralnich principtu. Budeme vychazet z
d’Alembertova principu pro soustavu N ¢astic. ktery ma v kartézskych souradnicich

-

h]

N
(F -mx)ox =0, (10)
=1

I

kde F3,. Fia. F3q jsou kartézské slozky vtisténé sily pusobici na a-tou ¢astici a

m,, , =m,, , =m,, zastupuji hmotnost a-t¢ Castice. Dulezita je uprava vyrazu pro

kinetickou energii soustavy
r=—3mx. (11)
Jeji izochronni variace je

IN d 3N 3N
5T:Zm,5ci55c,:E—-(Zmiilé‘x,]—Zm,fjbﬁx,, (12)
¥ i ! i



or

dale k upraveé vyrazu 12) pouzijeme rovnosti —— = m X a k celé rovnici piicteme
CX

3N

Z F 6 x,. Dostavame tedy

=1

o1 +Zl‘; DX —:? Z( OX ‘: Z(/ —-m ¥ )ox. (13)
I / ¥wl

= Ox
kde prava strana je z d'Alembertova principu rovna nule. Dile ozna¢ime

ZF, Oox,=0'W, o'W nazyvame virtualni praci a je to price vykonand vtisténymi
=1
silami pfi virtudlnim posunuti. Obecné virtudalni prace neni exaktni izochronni variaci
AN
vyrazu ZE a je proto znacena odlisSnym symbolem o". Dospivame tedy k rovnici
1=1
v oney, A [ OT
(’ / + 0 ” = == e
di\ o ox,

ox | (14)

'

Pouzitim zobecnénych souradnic ¢, bychom dostali formaln¢ stejnou rovnici

L ., l " ’\’/' ) B
ST+6W="|Y-""05¢q, |. (15)
dt\ ‘= dq,
n N Ox
kde ovsem o'W =)» Q 0¢q, (O, jsou zobecnén¢ slozky sily, O, :ZF& 1'—*) a
=1 k=1 04,

v sumé s¢itame pres vSechny zobecnéné souradnice.
2.1 Odvozeni Hamiltonova principu

Jelikoz je prava strana rovnice 15) tplnou ¢asovou derivaci, nabizi se zintegrovat

celou rovnici na intervalu (¢4, 1), dostavame tedy

(6T +5W)di=|) —5q, - (16)

nooT
,'II. e i



Pokud predpokladame. ze variace dg; jsou nulové pro /=1 a =1 (tedy mame
variatni ulohu s pevnymi konci), vypadne ¢len na pravé strané a ziskdvame
nejobecné)Si znéni Hamiltonova principu

I

|1 + 5w )di =0. (17)
Existuje-li potencial V' zobecnéné sily O, t). O, = stane se o W exaktni
oq,
variaci
n a[/ i
§'W==—6q =-6V (18)
=] aq;

a muzeme psat rovnici 16 diky zaménnosti integrace a variace ve tvaru

5IL(q,qqi,l)d{:0, (19)

kde L je Lagrangeova funkce L =7 -V".

2.2 Odvozeni Maupertuisova-Eulerova principu

NapiSme uplnou ¢asovou derivaci vyrazu 27°Af

%(27"&) = 2TAl + 2T%(At). (20)

Tuto rovnici nyni pficteme k rovnici 15), kde zaménime izochronni variaci 7 za

variaci neizochronni podle vzorce 7), dostavame vyraz

AT+T'At+2T~d—(At)+5'W:i 2TA!+Z£§(L . (21)
dt dt o 04,

U tohoto principu klademe pozadavek, aby variace kinetické energie byla rovna

virtualni praci, tedy

SW =8T =AT - TA:. (22)



Tento pozadavek pouzijeme k uprave rovnice 21)

0
oq. |. (23
dt Oc L} )

2AT + 2Ti(m)= ‘j—"[zmz + Z T
at 1= ‘g

Rovnici opét integrujeme podle ¢asu v mezich (7). 72) a s pouzitim vztahu pro

diferencial
d(ar)= 2 (ar)d (24)
dt
dospivame k
) n aT . g
j[za T + 2TA(dt)} = {27:&: +> —90 q;:| . (25)
1=1 /

Déle si vSimneme, ze levou stranu této rovnice lze prepsat do tvaru neizochronni
variace celého funkcionalu a izochronni variaci d¢; zaménime dle vzorce 2) za

neizochronni. Ziskavame tak vztah

1"

A [27dr = {27‘& £y g-_T—(Aq, _g At)} | (26)

l=l ! "|

kde nyni volime okrajové podminky tak, aby platilo

[27& + iQ(Aq,. = q,m)} -0 (27)

=1 i [

Tim dospivame k Maupertuisovu-Eulerovu principu nejmensi akce

A [2Tdr = 0. (28)

Pokud je kinetickd energie homogenni kvadratickou funkci zobecnénych rychlosti, tj.

n aT )
> rrnle 2T, (29)

1=1

muzeme okrajovou podminku 27) prepsat do tvaru

or |
{Za—.ﬂq,} =0. (30)

=1 I 1



Tuto podminku splnime, polozime-li Ag (f,)=Ag,(,)=0 a tedy porovnivime
drahy, které maji spolec¢ny vychozi a koncovy bod bez ohledu na dobu, za kterou

mechanicka soustava drahu urazi.

2.3 Odvozeni Jacobiho principu
Pri formulaci tohoto principu muzeme navdazat na Maupertuisuv-Eulertv princip
vyjadieny rovnici 28) s podminkami 22), 29). Navic jesté pfidavame predpoklad

T +V = E =konst, (31)

¢imz se omezujeme na konzervativni soustavy, kde plati podél drahy zakon
zachovani energie. Tento ptredpoklad uplatnime tim, ze z Maupertuisova-Eulerova

principu vylou¢ime zavislost na ¢ase uzitim nasledujicich Gprav

2Tdt = ~2T2Tdt> =\/2TZ mvdr’ (32)

Vyraz v,df je vSak roven elementu drahy ds;, mizeme tedy psat

274l =\/2sz,¢5-,3 :Jz(E—V)Zm,cmf. (33)

Ziskany vztah dosadime do 28) a dostdvame

A j\/2(E ~V)S m,ds,’ =0, (34)
() ,

kde (4) a (B) oznaCuji pocatecni a koncovou polohu soustavy. Rovnice 34) je jednim
z moznych zéapisu Jacobiho principu nejmensi akce.
V konzervativnim pfipadu je kinetickd energie homogenni kvadratickou funkci

zobecnénych rychlosti, ve zobecnénych soufadnicich tedy mizeme psat

2T = Z af',-' (q) qiq;‘ (35)

kde a;(g) jsou funkcemi obecnych soufadnic ¢y, ..., ¢,. Analogickym postupem pak

ziskame Jacobiho princip nyni ve tvaru

(8)
A j\/z(E—V)z a,dq,dq, =0. (36)
(4) )




Pokud nyni zavedeme parametr 7, takze ¢, = ¢,(7), dostavame treti znéni Jacobiho

principu

rs ]
5[\/2(154);% 9,4, 4r=0. (37)

dr dr

Zde jiz teSime klasickou Eulerovu rovnici variacniho poctu, jelikoz variace se
nevztahuje na integracni proménnou 7. Eliminaci casové zavislosti v Jacobiho
principu jsme se omezili na urovani trajektorii mechanické soustavy
v konfiguraCnim prostoru, tj. tvar drah jednotlivych casti této soustavy, pouzitim
Jacobiho principu tedy nedostaneme casovy prubéh pohybu.

Pokud na soustavu nepusobi vtisténé sily (tj V= 0), je kineticka energie konstantni a

z rovnice 28) tak plyne

A,].dl = (). (38)

Soustava, na niz nepusobi zadné vtisténé sily, se tedy pohybuje tak, ze z pocatecni
polohy do koncové polohy se pii skutecném pohybu dostane v co nejkratS$im case,

coz je analogické Fermatovu principu v geometrické optice.

3 Geometricka interpretace Jacobiho principu

Pro délku elementu kiivky ds v konfigura¢nim prostoru plati

ds’ =Y a,(q) dg,dq , . (39)
]

kde a;(q) jsou funkce obecnych soufadnic (slozky metrického tenzoru na
konfiguracnim prostoru) zavedené v 35). Pouzijeme-li tento vztah v rovnici 36),

dostavame dal$i mozné vyjadreni Jacobiho principu

AT,/2‘E —V)ds =0. (40)



Pro ptipad V' = 0 tak dostavame
Afds=0. (41)

¢ili skute¢na trajektorie soustavy, na kterou nepusobi vtisténé sily, je nejkratS$i mezi
vSemi pripustnymi drahami. Je-li pohyb soustavy vazan na urCitou plochu
v konfigura¢nim prostoru, je rovnici 41) uréena geodeticka ¢ara na této ploSe.

= a, a psat Jacobiho princip ve tvaru

Ve vzorci 36) miizeme oznacit 2(E -V )- a,

(B)
S j\/z a,dq,dg, =0, (42)
(4)

b

kde a, je metrika konformni k «, . Tato rovnice je rovnici geodetiky na prostoru
s metrikou @, , cehoz vyuzivame v kapitole 3.1 k usnadnéni vypoCtu pohybu cCastice

v centralnim poli. Vyhodou této geometrické formulace je 1 to, ze mizeme piejmou
vysledky diferencialni geometrie na riemannovskych prostorech. Naptiklad mizeme
zkoumat symetrie pomoci Killingovych vektorti Ur¢ime-li Killingovy vektory ¢

metriky a, zrovnice
5;;; _g;;;' :0‘ (43)

kde ; znaci kovariantni derivaci, mizeme ziskat zachovavajici se veli¢iny podél

vyvoje systému (integraly pohybu), jelikoz plati
d - du .
—\Eu')=¢ u'u' +&E —=0, 44
)= u v (44

kde u' je v kazdém bodé tecny vektor ke geodetice (a tedy % =0), 7 je jeji parametr
It

a vyuzivame Einsteinovu suma¢ni konvenci. Clen '3 ,z.f.-"u’ zrovnice 44) vypadne
diky antisymetrii &, a symetrii »’u’ vi¢i zaméné indext. Vidime tedy, ze £u' je
integral pohybu.

Jacobiho princip je vyhodné pouzit v situacich, kdy nas zajima spiSe trajektorie
pohybu, nez jeho Casovy prubéh. Ze znalosti trajektorie ¢(t) v konfiguraénim

prostoru pak lze zpétné urcit ¢asovy vyvoj urenim vztahu mezi parametrem 7 a

casem [.



Pii zachovavajici se celkové energii £ plati
E=T+V(q,F)=>T=T(), (45)

mame tedy kinetickou energii 7 jako funkci parametru 7. Z klasického vztahu pro
kinetickou energii 11) dostavame zavedenim zavislosti kartézskych souradnic x; na

parametru 7 rovnici

IN - 2 IN - dl :
T(r):-’];ZH?’[Q{X,(C];(?(I)))] ::1)_2}”’[2 a.lr aq dZ'J ‘ (46)

dt ~0q, dr di

odtud jiz snadno ziskame diferencialni rovnici

dr <2 ox, dq,
m (47)
dr \[’2 ,Z: [ 6(1,, dr J

pro hledanou zavislost mezi parametrem t a Casem /.

3.1 Pohyb c¢astice v gravitacnim / coulombickém poli

Piesnéji budeme zkoumat pohyb testovaci ¢astice s nulovou energii mezi zadanymi

body A, B v poli popsaném sféricky symetrickym potencialem
k
V(r)=—=, k €(0,0),
r

NapiSeme Jacobiho varia¢ni princip ve tvaru

(5)
A [N2(E =V )mds* =0
(4)

5) o

AJ. SR ds? = 0.
r

(4)

Tento problém je efektivné dvourozmérny, pfi feSeni se tedy omezime na rovinu
prochazejici body 4, B a poc¢atkem soustavy a na ni zavedeme polarni soufadnice r, ¢
obvyklym zptisobem

X =rcos @

y=rsin@



’ 7 v [ ; 2 2 2 2
V polérnich souradnicich mame ds~ =dr- +r”~ -de~ . atedy

2 A
\/m dr’ +r’ dgo) 0
(1)

(H) ¢ k
A J.\/“m dr’® +2mkr -do’® =
L

A o ; , G sitees G o o 2K swm .
Nyni je vyhodné zavést nejdiive substituci R = 2+/2mkr = dR~ = dr= ..

’4

\/dR + —d(p =0

a dale @ = % , mame tedy

()
A J’\m’? + R2dD= (),
(1)

coz je rovnice formaln¢ shodna s rovnici geodetiky v roviné parametrizované
polarnimi soufadnicemi s tim rozdilem, ze @ je pouze v rozmezi <O,7r>, muzeme

nyni zavést na tomto prostoru soufadnice

X =Rcos® X e (-0, 0)
Y = Rsin @ Y € (0,)

prostor si tedy lze predstavit jako polorovinu, kde jsou ztotoznéné body na hrané se

stejnou vzdalenosti od pocatku (obrazek 1)

/7* )/

n-u

(I)_

ztotoznéni P=P'

OBR. 1



Geodetiky v tomto prostoru jsou pfimky, jelikoz je prostor plochy. Na obrazku 2 jsou

znazorneény geodetiky tucné, v obecném pripadé jsou dvé a jedna z nich vede ,,pres

okraj*.

:j‘[:i

OBR. 2

Provedeme-li nyni prechod zpét k ptivodnim souradnicim r, ¢, dostavame trajektorie
na obrazku 3 (trajektorie prochazejici dale od pocatku odpovida trajektorii jdouci

,,pres okraj* na obrazku 2).

B

OBR. 3

Poznamka: ReSenim Binetova vzorce se zadanym pocateénim a koncovym bodem
také dostavame dvé feSenti, kterd se 1iSi momentem hybnosti. Ziskat obé tyto fesent je

vSak pres Binetiv vzorec pracné, ndmi uvedeny postup tedy usnadiiuje feseni

s okrajovymi podminkami.



Nyni ukazeme, ze takto ziskané trajektorie jsou paraboly. Pocatek souradnice ¢ lze
vzdy zvolit tak. ze body 4. B budou mit stejnou hodnotu soutadnice Y, pak ma jedna
z geodetickych krivek nejjednodussi tvar (pro druhou kfivku jdouci pfi dané volbé
pocatku soufadnice ¢ .pres okraj” lze tvahu opakovat s jinou volbou pocatku
soutadnice ¢)

Rcos® =Y = konst .

Nyni muzeme piejit k puvodnim poldarnim souradnicim r, ¢

2/ 2mkr sin % =¥ /?

et

9

8mkrsin? L = 12
2
dmkr (1 —COS qo) = Y=
Y’ |
B dmk 1—cos @

¥

Posledni vztah je rovnici paraboly v polarnich soufadnicich. ReSenim Binetova

vzorce s okrajovymi podminkami také dostavame

3.2 Pohyb castice s nulovou energii v obecnéjsim centralnim
poli

Postup pii feSeni pfedchoziho prikladu lze zobecnit také pro potencialy typu

V(r): —4, n=34,..
r

Opét zavedeme polarni souradnice, ve kterych ma Jacobiho princip tvar

(B)
e I\/zmk g2, 2mk do? =0

n-2

(¥
, C N ,» 2mk . , :
nyni tedy potfebujeme substituci takovou, aby dR” = dr”, tomu vyhovuje
volba
R Emk 1 ’
n—"2 rn—?

pii které se navic zobrazi pocatek na nekone¢no a naopak.

Jacobiho princip mame nyni ve tvaru

(B) 2
A j\/dw +R2Md¢2 =0
: 4



, n-2
dale zavedeme @ =

¢ , a dostavame

(B)
A J.\/d[\’: + R2d®? =0
(4)

Coz je opét rovnice formalné shodna s rovnici geodetiky v roviné parametrizované
polarnimi soutradnicemi R, @, tentokrat je thel @ z intervalu <0,(n—2);r> a R
s rostoucim r klesa (pocatek se zobrazi do nekonecna a naopak).

Zvolme nyni napiiklad n=5. V tomto pripadé @ e (0.37) a prostor si lze piedstavit

jako c¢ast Sroubovice, kde jsou opét ztotoznény body na hran¢ se stejnou vzdalenosti

od pocatku (obrazek 4)

OBR. 4

Pro *blizké® body 4, B je geodetikou opét piimka, pokud jsou vsak body C, D prilis

vzdalené®, nelze je primkou spojit (viz obr 5).

2 '/"' C ipewememe oo -~ :
.-' ol | ‘
= AN
. |
b=3m : ‘i
|
I' T e ey r_/1_| &
\
s, /
. : / B ,-,./"/
"‘«.._q__-__ A ______f"‘”.-




Body C, D jsou prili§ vzdalené, pokud pro jejich soutadnici @ plati
w<|®, -Pg| <27
Jak vypada trajektorie pfi navratu k pivodnim poldarnim soufadnicim r, ¢ je

znazornéno na obrazku 6

OBR. 6

Zadame-li pocatecni bod A, pak se zvySujici se mocninou » se relativné zmensuje
oblast, ve které¢ musi lezet koncovy bod B, aby tyto body bylo mozné propojit
geodetikou. Pokud se tedy na pocatku pohybu nachazime v bod¢ o soufadnici ¢,
s rostoucim » se kolem tohoto Uhlu zuzuje kruhova vyse¢, ve které lezi body
dostupné z pocatecniho mista.

Trajektorii pohybu miZeme ovSem ziskat také klasickym feSenim Binetova vzorce,
pro nase ucely nejlépe zapsaného ve tvaru

(d_“T +ul = 2{”“ (E -V (u)).

deg

kde

1 . 3
u(p)=—— . [ je moment hybnosti (integral pohybu) a déle v nasem pripadé

r(o)

E=1, V(u):-u” .



Dostavame tedy rovnici

du "m
— | =c-u" . kde jsme oznacili ¢ = :
do .

Tuto diferencidlni rovnici nyni vyfresime.

du \/c B

dgo

du du
(p —
'[\/ — i J.u\/c'-u”_l -1

n—Z

Nyni zavedeme substituci Je-u? =1 (n£2), dostavame

0= ] 2 J’ dt
Jen=2"nfrr -1

Dalsi substituce v¢* —1 = x jiz vede na tabulkovy integral

1 2 J-dx 12
P den-2 %241 e n—2

Kdyz nyni provedeme vsechny zpétné substituce, dostavame zavislost ¢(r), jejiz

arcigx + @, .

inverzi ziskame vztah

£

s

T rgz(fou(@ %)) ‘

-

ktery urcuje trajektorii pohybu.

Z rozumného pozadavku na spojitost trajektorie dostavame podminku
P T
=R ]

ze které pri rostoucim »n také plyne zuzovani kruhové vysece dostupnych bodu.

Reseni pres Jacobiho princip tedy predstavuje jiny pohled na problém, ktery se
vyhyba netrividlni integraci Binetova vzorce. Pokud vime, tento piipad neni

v literatuie fesen.
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