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1 Srovnání diferenciálních a int r ' I ,
I

• •
I

o

V diferenci álním pojetí mechaniky zkoum áme \')'\ ' )j .'ousta\'y v lan ~ 1l 1 "' 1.' ivcm

intervalu tak , že vy v etřuj erne jej í chov án í v oko Ií Iib )\,0 Inc zvo lc n .ho okamžiku

(např. v d 'Alembertov č principu srovn áv áme okaIl1žit)' stav se .. ta \ ·CI11. vvnikI\'111

virtuálním posunut ím) a ted . lok álnc. Dikv li bovo lnosti t ih ito okum žiku I ak I latí

získané rovnice na c l érn ča ov érn intervalu. Jako první diferenci áln í princi]

mechaniky byly formulován, lcw tonov y pohybo v é zakonv , v....c .hny ostatní

diferenciální pri11cipyj sou pak s c w tonoV)' II1i zúko11 y ck\.ivaIcntní ah\' I\'

formulovány především pro přechod od vektorové ho pojet í mechaniky k mechanice

analytické. Tvar diferenciálních pr i nc i p ů b)í\ Ú znač ně /,úvisl\' na
.J

souřadnicích, výjimkou jsou Lagrangeovy rovnice 2, druhu. které jsou invariantní

V1IČi zrněně souřadnic a také v nich vystupuj í pouze skalami ve li č i ny . či l i jsou

hledanou analytickou formulac í mechanik y. 'r yto rov nicc j sou \ sak formá l n č shodné

s Eulerovými-Lagrangeovými rovnicemi variačního počtu. takže základni pohybe c

rovnice mechaniky můžeme získat variací ur čit éh o integrálu.

V integrálních principech srovn áváme skut čnou dráhu (tj. kři vku l« nf (J uračn í111b

prostoru parametrizovanou časem I)
. ,

s .J I při řazenou var iovanou drah ou

(předpokládáme , že variované dráhy jsou spoj it ' a do statečně hladké). K ři ka

v konfiguračním prostoru zn ázorňuje vývoj soustavy jako celku mezi po č áte čn ím a

koncovým stavem, tedy zkoum áme chování soustavy globálně. Integrální pojetí

zákonů mechaniky přináší oproti diferenci álním principům tyto výhod y:

• Diferenciální principy se vztahují pouze na mechanick é děj e v kla ické

mechanice, zatímco integrální principy e dají zobecnit například pro

mechaniku kontinua, elektromagnetické pole, teorii relativity nebo kvantovou

mechaniku.

• V diferenciálních principech vystupují druhé deri vace zvolených souřadn ic a

přechod k jiným souřadnicím bývá pracnější než u integrálních principů , kde

ve výchozí formulaci většinou vystupují pouze první derivace.

• Diferenciální
. .

pnncipy vyžadují lokální diferencovatelnost na celé m

zkoumaném intervalu, u integrálních principů stačí lokální integrovatelnost a

jsou tedy použitelné i v případech bodových zdrojů a nespojitostí.



2 Odvození nčktervch int or' ln ich p i • o
I

Při integr álních princip ch uvažuj t: me kaž i )II iráhII mc 'han i 'kL .' l usia \ 'Y .i ako ' L 1 k

a po žadujeme, aby integrál podél skutečné irúhy nab ýval L . .trcm.ilni h idnoty. tc ly

aby variace funkcionálu (int grálu) byla pro skutc \n)ll lrahu rovna nul .

Pokud předpokládáme. že ur čitým bodem s k u teč né drahy II jemu pii řazcnvm ho lenl

dráhy variované prochází ou tava so u ča . nč . h i voř irnc o ivo 'hr mni varia 'i

(označovanou Ó). V t0l11tO příp ad ě tedy maj í všechny po rovn ávanc irahv spolccnv

výchozí a koncový bod a jak dráha ~ kutccn á.. tak drahv porovn ávaci n111sÍ bvt ura žena

za stejnou dobll t2-/I. Pro souřad n ic i qll ) dr áh y v konfi uura . n ím prostoru platí

záměnnost derivace a izochronní variace

( 1)

Dále bude také používáno značení pro úplnou časovo u dcri \ aci (,I f (/)=/ (1).
( I

Pokud opustíme předchozí předpoklad a připu st ím e. že vario an ' 111 i drah ami Ill LI Že

projít soustava za libovolnou dobu , hovoříme o ncizochronní variaci ( označe no u ).

Pokud k II rozměrům konfiguračníhoprostoru p ř i pojíme čas jako no Ý rozm ěr .. bude

v tomto "prostoročasu" bodu [qi, t] dráhy p ři řazen bod rCf i+ Cf i- 1+ I] dráhy

variované, kde o funkcích /sq, a 111 předpokl ád ám e, že j .ou hladk ými funkcemi ča ll.

Mezi neizochronní a izochronní variací so uřadn i ce (j i platí vztah

(2)

který je zřejmý z geometrického náhledu.

Tento vztah je možné zobecnit pro libovolnou hladkou funkci ./(qI , ... , (Jn, I), jelikož

platí následující vztahy:

Úplná časová derivace fllnkce .j{q I , ... , qn, I) je rovna

Izochronní variace funkce Lf je

• 11 a-r al'
f= I -J q;+ _J .

;= 1 aq; 81
(3)

(4)



a její neizochrorm í variace je dána vztahem

I -
II cll '

- '- / (/
'""I ,

,=\ ' ř'l ,

Dosad íme- li do této I"OV'Ill' Ce- ~Z· ~ (/ z '\ vzt 111 ) i t ' ,_u I L.: ~ ~ U _. os a\'anlC

11 "'"'I ' [11 l l'ť ~ -.. (,
, == ~-'- ( / , + - '- (1,

,=1 'l , , _I 'ř'l ,

a dosazen ím ze vztah ů J). 4) zí káv árne rovnici

(6

(7 )

Pro neizochronní variaci souřadnice již neplatí jej í z ám čnnost s casovou lcriva ' Í. jak

se můžeme přesvědči t derivováním vztahu 2):

kde nyní můžeme zaměnit pořadí časové derivace a izochronní

7) pro f == q;. Dostáváme tedy rovn ici

d ( ) . . tl- Sq, = Sq, + (j , -- /11 .
(ll Lh

(X )

ariacc a použít \ ztah

(9)

Nyní již můžeme přikročit k odvození integrálních princ ipů . Budeme vycházet z

ďAlembertova principu pro soustavu N čá tic, který má v kartéz kých ouřadnicích

x, tvar

3N

I(F, - m,x,)ox, = 0,
1=1

( 10)

kde F3a-2 , F3a- l , F3a jsou kartézské složky vti štěné síly působ íci na (I-tou částici a

m 3a - 2 == m 3a - 1 == m 3a zastupuj í hmotnost a-té částice . Důležitá je úprava výrazu pro

kinetickou energii soustavy

Její izochronní variace je

3N d r3N J 3N
8T ==~m. x .8x . ==- ~m . x . 8 x . - ~m.x č x;

~ I I I dl ~ I I I ~ I I I

(ll)

(12)



3 N

I F; 8 x, . Do táváme tedy
i = 1

:;.\' .. (/ [ ' . ' ( '7', J
5 T + '" F () .v - - -- ( .v =

~ , I / ' I

, = I ctt I I ( .vI I I

( 1~ )

kde pravá strana je z d lembertova principu rovna nule . D ále )Zna "'íIllC

3N

I F;8 X ; = 8' W, (j' W nazýváme virtuá lní prací a je to práce vykonana vtixt čnými
;= 1

silami při virtu ál ním posunutí. Obecně irtuální práce ncn í c:.aktn í izochronní variac i

3N

výrazu Ir-: aje prot o značená od lišným symbolem s'. Dospíváme tedy k rovnici
;=1

s T + c5'W = ~[I c ~' ()' x , ) ,
(/1 , =-I (.\ I

Použitím zobecněných souřadnic (ji bychom dostali Iormáln č stejnou ro met

I [JI r l' )
5T+5 'W== -( I ~-:--- c5 q "

dl ,=1 c [f,

( 14)

(15)

Jl 3S ax:
kde ovšem 8'W = IQ;8 q, (Qi j sou zobecněné složky síly, Q, = I r, _ k ) a

i =I k =1 oq,

v sumě sčítáme přes vš echny zobecněné souřadn ic ~.

2.1 Odvození Hamiltonova principu

Jelikož je pravá strana rovnice 15) úplnou časovou derivaci, na bízí se zintegrovat

celou rovnici na intervalu (tl , ti) , dostáváme tedy

/

[ ]

t ,
2 1/ aT -
f((jT + (j'W) dt = I - . 5 {j i .

I , =1 aqi I
I I

( 16)



Pokud předpokládáme, že variace i5qj j sou nulov é pro t == t l a I == t: (tedy máme

variační úlohu s pevnými konci) , vypadne č len na pravé straně a získáváme

nejobecnější znění Hamiltonova principu

,,
J(5T + 5W)dt = O. ( 17)

Existuie-li potenciál V zobecněné síly 0 , tj. O = - oV stane se 5' W exaktní
~ - -- i 8qi '

variací

11 8V
5'W =- I -S qi == - sv

i=18qi

a můžeme psát rovnici 16 díky záměnnosti integrace a variace ve tvaru

'2
5 fL(qp4"t)dt = O,

kde L je Lagrangeova funkce L == T - V .

2.2 Odvození Maupertuisova-Eulerova principu

Napišme úplnou časovou derivaci výrazu 2T~t

~(2Tt1t)=2tt1t+2T~(t1t).
dl dl

(18)

(19)

(20)

Tuto rovnici nyní přičteme k rovnici 15), kde zaměníme izochronní variaci T za

variaci neizochronní podle vzorce 7), dostáváme výraz

d d ( fl 8T )I1T+tl1l+2T-(I1I)+SW==- 2Tt1t+I-.Sqi .
dl dl i=1 8qi

(21)

U tohoto principu klademe požadavek, aby variace kinetické energie byla rovna

virtuální práci, tedy

SW == ST == I1T - Tl1t . (22)



Tento požadavek použijeme k úpravě rovnice 21)

d d ( 11 er J2!1T+2T -(!1I) = - 2T!1t+ I -.s q, .
dl dl 1=1 aq,

(23)

Rovnici opět integrujeme podle času v mezích (ll , (2) a s použitím vztahu pro

diferenciál

dospíváme k

d
d(!1l) = - (!1I )dl

dl
(24)

(25)

Dále si všimneme, že levou stranu této rovnice lze přepsat do tvaru neizochronní

variace celého funkcionálu a izochronní variaci Jqj zam ěnírne dle vzorce 2) za

neizochronní. Získáváme tak vztah

/
[ J

t ;
2 n ar ..

!1 f2Tdt = 2T!1t + I ~(!1q ; - iJ ;!1t) ,
/ 1 1=1 q1 /,

kde nyní volíme okrajové podmínky tak, aby platilo

Tím dospíváme k Maupertuisovu-Eulerovu principu nejmenši akce

(26)

(27)

(28)

Pokud je kinetická energie homogenní kvadratickou funkcí zobecněnýchrychlostí, tj.

'0~. =2T
L...J~.ql ,
'=1 uq i

můžeme okrajovou podmínku 27) přepsat do tvaru

[ J

l
n ar 2I-.Sq, == o.

1=1 aqi I
I

(29)

(30)



Tuto podmínku spln íme, položíme- li Sq , (t l) == I1q , (t 2) == O a tedy porovnáváme

dráhy, které mají společný výchozí a koncový bod bez ohledu na dobu za kte rou

mechanická soustava dráhu urazí.

2.3 Odvození Jacobiho principu

Při formulaci tohoto principu mů žeme navázat na Maupertuisův-Eulerův princip

vyjádřený rovnicí 28) s podmínkami 22), 29). Navíc j eště přidáváme předpoklad

T + V == E == konst, (3 1)

čímž se omezujeme na konzervativní soustavy, kde platí podél dráhy zákon

zachování energie. Tento předpoklad uplatníme tím, že z Maupertuisova-Eulerova

principu vyloučíme závislost na čase užitím následujících úprav

(32)

Výraz vidl je však roven elementu dráhy ds., můžeme tedy psát

Získaný vztah dosadíme do 28) a dostáváme

(B) r---- - - - -

tl f /2(E - V)I m i ds j 2 = O,
(A)~ i

(33)

(34)

kde (A) a (B) označují počáteční a koncovou polohu soustavy. Rovnice 34) je jedním

z možných zápisů Jacobiho principu nejmenši akce.

V konzervativním případu je kinetická energie homogenní kvadratickou funkcí

zobecněnýchrychlostí, ve zobecněnýchsouřadnicíchtedy můžeme psát

2T = Ia ji (q) iJ/] } ,
i .t

(35)

kde au{q) jsou funkcemi obecných souřadnic ql , ..., qn' Analogickým postupem pak

získáme Jacobiho princip nyní ve tvaru

(B)

tl f 2(E - V)I ai/dqjdqi = O.
(A) i,j

(36)



Pokud nyní zavedeme parametr T takže qi == qi(r) dost áv áme tř tí znění Jacobiho
. .

principu

(37)

Zde již řešíme klasickou Eulerovu rovnici variač ního počtu, jel iko ž variace se

nevztahuje na integrační proměnnou T. Eliminací časové závis losti v Jacobiho

principu jsme se omezili na určování trajektorií mechanické soustavy

v konfiguračním prostoru, tj. tvar drah jednotlivých částí této soustavy, použitím

Jacobiho principu tedy nedostaneme časový průběh pohybu.

Pokud na soustavu nepůsobí vtištěné síly (tj V == O), je kinetická energie konstantní a

z rovnice 28) tak plyne

(38)

Soustava, na níž nepůsobí žádné vtištěné síly, se tedy pohybuje tak, že z počáteční

polohy do koncové polohy se při skutečném pohybu dostane v co nejkratším čase,

cožje analogické Fermatovu principu v geometrické optice.

3 Geometrická interpretace Jacobiho principu

Pro délku elementu křivky ds v konfiguračním prostoru platí

ds 2 = L a1/ (q) dq i a« , ,
i ,.i

(39)

kde Gij(q) jsou funkce obecných souřadnic (složky metrického tenzoru na

konfiguračním prostoru) zavedené v 35). Použijeme-li tento vztah v rovnici 36),

dostáváme další možné vyjádření Jacobiho principu

S2

II f-J2{E - V)ds = O. (40)



Pro případ V == Otak dostáváme

(41 )

čili skutečná trajektorie soustavy, na kterou nepůsobí vtištěné síly, je nejkratší mezi

všemi přípustnými drahami. Je-li pohyb soustavy vázán na určitou plochu

v konfiguračním prostoru, je rovnicí 41) ur čena geodetická čára na této ploše.

Ve vzorci 36) můžeme označit 2(E - V). G if = G if a psát Jacobiho princip ve tvaru

(H)

5 f x a ..dq .dq . == O,L...J u I .I
(A) i, j

(42)

kde au je metrika konformní k au. Tato rovnice je rovnicí geodetiky na prostoru

s metrikou a ii , čehož využíváme v kapitole 3.1 k usnadnění výpočtu pohybu částice

v centrálním poli. Výhodou této geometrické formulace je i to , že můžeme přejmou

výsledky diferenciální geometrie na riemannovských prostorech. Například můžeme

zkoumat symetrie pomocí Killingových vektorů Určíme-li Killingovy vektory (i

metriky au z rovnice

kde , značí kovariantní derivaci, můžeme získat zachovávající se veličiny podél

vývoje systému (integrály pohybu), jelikož platí

d (; i ) _ ; .i i ; du i _- .u - .. ,U u + .-- - O,
d l 1,/ I dr . r

(43)

(44)

kde u' je v každém bodě tečný vektor ke geodetice (a tedy dU i = O), t je její parametr
dr

a využíváme Einsteinovu sumační konvenci . Člen ~i;.iU .iUi z rovnice 44) vypadne

díky antisymetrii ; i;./ a symetrii u./u
i
vůči záměně indexů. Vidíme tedy, že ;iU i je

integrál pohybu.

Jacobiho princip je výhodné použít v situacích, kdy nás zajímá spíše trajektorie

pohybu, než jeho časový průběh. Ze znalosti trajektorie qi(r) v konfiguračním

prostoru pak lze zpětně určit časový vývoj určením vztahu mezi parametrem t a

časem t.



Při zachov ávaj ící se celkové energii E platí

E = T + V(qi(r)) => T = T(r) , (45)

máme tedy kinetickou energii T jako funkci parametru T. Z klasického vztahu pro

kinetickou energii ll) dostáváme zavedením závislosti kart ézských souřadni c x, na

parametru T rovnici

T(r) = ~ f mi(dXi(q j (r(/)))J
2

= ~f mi(I~ dqj dr J2, (46)
2 i = I dl 2 i =I j 8q j dr dt

odtud již snadno získáme diferenciální rovnici

dl

dr
1 fmi(I~ dq .l J

2T(r) i = J j oqj dr
(47)

pro hledanou závislost mezi parametrem T a časem t.

3.1 Pohyb částice v gravitačním / coulombickém poli

Přesněji budeme zkoumat pohyb testovací částice s nulovou energií mezi zadanými

body A, B v poli popsaném sféricky symetrickým potenciálem

k
V (r )= - -, k E (O,00 ) ,

r

Napíšeme Jacobiho variační princip ve tvaru

(B)

f1 J~2(E - V)mds 2 = O
(A)

(B)~
f1 J 2mk ds ' =0 .

(A) r

Tento problém je efektivně dvourozměrný, při řešení se tedy omezíme na rovinu

procházející body A, B a počátkem soustavy a na ní zavedeme polární souřadnice r, qJ

obvyklým způsobem

x = r cos cp

y == r SIn cp



V polárních souřadnicí ch m áme ds ' == dr ' + r ' . d ep 2 , a tedy

( H)~ 2mk 1 1

!Y. f dr - + 2mkr . d tp ' =°
(A) r

N " 'h dn é , idří bsti R ~~2 k IR I 2mk dr 'ym Je vy o ne zavest nej nve su strtuci == L m r => c - == r - , tj .
r

a dále cp = cp , máme tedy
2

(R)

!Y. f .JiR 2 + R 2dcD 2= °,
(A)

což je rovnice formálně shodná s rovnicí geodetiky v rovině parametrizovan é

polárními souřadnicemi s tím rozdílem, že cp je pouze v rozmezí \0, Jr) , můžeme

nyní zavést na tomto prostoru souřadnice

X == R cos cp

Y == R sin cp

X E (-00,00)
Y E (O, oo )

prostor si tedy lze představit jako polorovinu, kde jsou ztotožněné body na hraně se

stejnou vzdáleností od počátku (obrázek 1)

ztotožněni p=p'

OBR. 1



Geodetiky v tomto prostoru jsou p ř ímky , jelikož je prostor plochý. Na obrázku 2 jsou

znázorněny geodetiky tučně , v obecném případě jsou dvě a jedna z nich vede "přes

okraj ".

\
\

\
\. . \

. ' . ~ A'

·•.. ····· .7·· ···· ····...

\

\
\

\
\ .

B''.· ·

OBR.2

Provedeme-li nyní přechod zpět 1< původním souřadnicím r, (jJ , dostáváme trajektorie

na obrázku 3 (trajektorie procházející dále od počátku odpovídá trajektorii jdoucí

"přes okraj" na obrázku 2).

cp =1t t---t---+---__~__~f---+-___+-~-----f-----f<p =O

OBR. 3

Poznámka: Řešením Binetova vzorce se zadaným počátečním a koncovým bodem

také dostáváme dvě řešení, která se liší momentem hybnosti. Získat obě tyto řešení j e

však přes Binetův vzorec pracné, námi uvedený postup tedy usnadňuje řešení

s okrajovými podmínkami.



Nyní uk ážeme, že takto z ískané trajektorie jsou paraboly. Počátek souřadn i ce rp lze

vždy zvolit tak, že body A, B budou 111ít stejnou hodnotu souřadnice Y, pak má jedna

z geodetických křivek nejjednodušší tvar (pro druhou křivku jdouc í při dané vo lbě

počátku souřadnice rp "přes okraj " lze úvahu opakovat s jinou volbou počátku

souřadnice rp)

R cos cp = Y = konst .

Nyní můžeme přejít k původním pol árním souřadnicím r, qJ

2.J2mkr sin cp = y
2

8mkrsin 2 cp = y 2
2

4mkr(1- cos cp) == y 2

y 2 1
r = ---- - -

4mk 1- cos cp

Poslední vztah je rovnicí paraboly v polárních souřadnicích. Řešením Binetova

vzorce s okrajovými podmínkami také dostáváme

3.2 Pohyb částice s nulovou energií v obecnějším centrálním
poli

Postup při řešení předchozíhopřikladu lze zobecnit také pro potenciály typu

k
V (r )= - -n ' n = 3,4,...

r

Opět zavedeme polární souřadnice, ve kterých má Jacobiho princip tvar

(B)

L1 f 2~k dr ' + 2:~ dcp 2 = O
(A) r r

nyní tedy potřebujeme substituci takovou, aby dR 2 = 2~k dr 2, tomu vyhovuje
r

volba

R = .J8mk 1
n - 2 ~ -"? '

při které se navíc zobrazí počátek na nekonečno a naopak.

Jacobiho princip máme nyní ve tvaru

(B)~ ()2
L1 f dR 2 + R 2 n - 2 d cp 2 = O

(A) 4



n- J
dále zavedeme cp = - tp a dost áv ám

2

(R)

~ f.JdR
2

+ R
2d<:p 2 =°

(A)

Což je opět rovnice form áln ě shodná s rovnici geodetiky v rovin v parametrizované

polárními souřadnicemi R, CP, tentokrát je úhel cP z intervalu (O, (n - 2)Jr ) a R

s rostoucím r klesá (počátek se zobrazí do nekonečna a naopak).

Zvolme nyní například n=5. V tomto případě <:p E (0,3Jr ) a prostor si lze představit

jako část šroubovice, kde jsou opět ztotožněny body na hraně se stejnou vzdáleností

od počátku (obrázek 4)

tot o ll ; II i
p --------.-- --------- p "

"'- - 1'0>"'(

o

OBR. 4

.....-

..-
.'

"
"

Pro 'blízké' body A, B je geodetikou opět přímka, pokud jsou však body C, D 'příliš

vzdálené', nelze je přímkou spojit (viz obr 5).

OBR. 5



Body C, D jsou příliš vzdálené, pokud pro jej ich souřadni c i cp platí

n < I<po - <Pc I< řl n .

Jak vypadá trajektorie při n ávratu k PŮVOdl1íll1 pol árním souřadn ic ím r , cp Je

znázorněno na obrázku 6

\
/

OBR.6

Zadáme-li počáteční bod A, pak se zvyšující se mocninou n se relativně zmenšuje

oblast, ve které musí ležet koncový bod B, aby tyto body bylo možné propojit

geodetikou. Pokud se tedy na počátku pohybu nacházíme v bodě o souřadnici ([Jo ,

s rostoucím n se kolem tohoto úhlu zužuje kruhová výseč, ve které leží body

dostupné z počátečního místa.

Trajektorii pohybu můžeme ovšem získat také klasickým řešením Binetova vzorce,

pro naše účely nejlépe zapsaného ve tvaru

( )

2
du 2 2m \'
dep + u =ť(E - V(u»),

kde

u(ep) = r(~) ' Ij e moment hybnosti (integrál pohybu) a dále v našem případě

E == O, V(u) == <u" .



Dostáváme tedy ro vnici

(d
drpU)2 II J kde i "' .1. 211'1= e . u - II - , de JSl11e oznacl 1 C = -") .

1-

Tuto diferenci áln í rovnici 11ynÍ vyře šíme .

CllI J 1/ '2- = . c · u - u
drp

f du f du((J- -
- / 1/ 2 - / 1/ - 2 1

\jC·U -u U\j C·U -

/1 - 2

Nyní zavedeme substituci ~. u 2 = t (n#2) , dost áváme

1 2 f d,
qJ =~ n - 2 ,.J, 2- 1 .

Další substituce .J,2- 1 = x již vede na tabulkový integrál

1 2 fdx 1 2
tp = / 2 = r aretgx + ((J o .

-Jc n -2 x +1 -a c n-2

Když nyní provedeme všechny zpětné substituce, dostáváme závislost cp(r) , jejíž

inverzí získáme vztah

c

r = II - ? ? ( r: n - 2 ( )) ,
- tg - '\/ c 2 tp - qJo + 1

který určuje trajektorii pohybu.

Z rozumného po žadavku na spojitost trajektorie dostáváme podmínku

ze které při rostoucím n také plyne zužování kruhové výseče dostupných bodů.

Řešení přes Jacobiho princip tedy představuje jiný pohled na problém, který se

vyhýbá netriviální integraci Binetova vzorce. Pokud. v íme, tento případ není

v literatuře řešen.
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