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Kapitola 1
Uvod

Klasicka teorie cisel, ktera se zabyva studiem prirozenych a celych cisel, je
jednim z nejstarsich odvétvi matematiky. Algebraicka teorie ¢isel svuj zdjem roz-
sifuje také na algebraicka cela ¢isla, nebo obecnéji na Dedekindovy obory.

Tato bakalarska prace se zaméri na studium specialniho typu okruht, které si
lze predstavit jako miiz v koneéné dimenzionalni algebte. Pro tento druh okruht
se pouziva v angli¢tiné termin ,order* (v néméiné ,Ordnung*, ve francouzstiné
strukturu tohoto objektu bylo vybrano oznaceni ,mtizovy okruh®.

Cilem prace je shrnout zakladni poznatky o této strukture, pricemz vychazi
zejména z obsdhlé monografie Maximal Orders, Reiner [7]. Tento text mé tedy
charakter reserse a navazuje na znalosti ziskané na prednaskach bakalérského stu-
dia na MFF UK, zejména pak predmétt Komutativni okruhy a Okruhy a moduly.

Prace je rozclenéna do Sesti kapitol. V tvodni kapitole nejprve zavedeme,
¢i pripomeneme nékteré stézejni pojmy. Poté nasleduje kratka vsuvka o mii-
zich, na kterou navazeme v druhé kapitole, v niz se seznamime s vyse uvedenym
pojmem mfizového okruhu. Dalsi kapitola se zaméri na separabilni algebry a bu-
deme v nf modifikovat zndmé terminy norma a stopa. Ctvrta kapitola je vénovana
hledani a vlastnostem maximélnich mfizovych okruhi. Predposledni se zaméri
na nové definované druhy idedlii. Nakonec v posledni kapitole budeme zkoumat
izomorfismy mfizi.

Poznatky z jednotlivych ¢asti jsou prubézné aplikovany na model algebry raci-
onalnich kvaterniont. Déle jsou také zpracovana néktera cviceni, jejichz zdrojem
byla nejen zminéna kniha [7], ale také vedouci mé préce a jeden priklad je téz
z [8]. Viechna tato cvicenf jsou v textu uvozena symbolem 8.

1.1 Terminologie

Vzhledem ke kolisani terminologie je nutné upfesnit, ¢i pripomenout nékteré
zakladni pojmy.

Jak napovida nazev této prace, tak pod znamymi pojmy okruh a téleso si
predstavujeme struktury, které obecné nemusi byt komutativni.

Pripomenme také, ze Dedekindtiv obor je definovany jako celistvé uzavieny
noetherovsky obor integrity, ve kterém je kazdy nenulovy prvoideal maximalnim
idedlem. Jeho zakladni vlastnosti je, ze kazdy jeho vlastni idedl je mozno vyjadrit
(az na poradi) jednoznacné jako soucin prvoidedli. S tim souvisi také takzvany



lokélné-globalni princip, ktery budeme hojné vyuzivat. Ten spociva v tom, ze dany
problém vytesime nejprve v lokalizacich a poté jej prevedeme na globalni pripad.

Pojmem K-algebra rozumime takzvanou asociativni algebru s jednotkou ne-
boli okruh, ktery je zaroven vektorovym prostorem nad télesem K. Tomuto télesu
se Tika podkladové. Jak u podokruhu, tak i u podalgebry budeme predpokladat,
ze maji stejnou 1 jako ptivodni algebra ¢i okruh.

Centralni K-algebra je takova, jejiz centrum je rovno télesu K. Jednoducha
algebra je takova, kterd nema zadné vlastni oboustranné idealy. Polojednoducha
algebra je ta, jejiz Jacobsoniiv radikal je roven nule. Tato prace se bude pohybovat
vyhradné v algebrach konecné dimenze, proto bude zpravidla vyuzivat moznosti
rozlozit polojednoduchou algebru A na jednoduché komponenty A;, z nichz kazda
je izomorfni maticové algebte M, (D;) s koeficienty v télese D;. Tu moznost ndm
dava Wedderburn-Artinova véta.

Hojné pouzivanym pojmem bude téz separabilita. Pripomenme nejprve, ze
jsou-li K C L dvé komutativni télesa, pak L je separabilni rozsiteni K, jestlize
je kazdy prvek o € L separabilni. To znamena, Ze pro tento prvek existuje poly-
nom p, € K|[x], ktery nemé v algebraickém uzavéru K vicendsobné koteny. Nyni
muzeme definovat separabilni algebru.

Definice 1. Necht K je komutationi téleso a A je K-algebra konecné dimenze.
A nazveme separabilni K-algebrou, pokud jsou splnény ndsledujici ekvivalentni
podminky:

(i) A je polojednoduchd a centrum kazZdé jeji jednoduché komponenty je sepa-
rabilni rozsireni K.

(ii) Existuje komutationi téleso E, které je konecnym separabilnim rozsirenim
K takové, Ze E @y A je izomorfni direktni sumé maticovych algeber s koe-
ficienty v E.

(iii) Pro kazdé F komutativni nadtéleso K je F @k A polojednoduchd.

Pro ekvivalenci podminek viz |7, str. 100, (7.18)].

Pozndmka. Tato definice je zavisld na vybéru podkladového télesa. Je-li totiz
T podtéleso K a A separabilni jako K-algebra, potom je separabilni také jako
T-algebra tehdy a jen tehdy, kdyz K je separabilni rozsiteni T'.

Poslednimi pojmy, které zde zminime, je valuace a tiplnost. V Dedekindovych
oborech mame pro kazdy nenulovy prvoidedl P definovanou takzvanou P-valuaci
¢p. Pro 0 # a € R polozime pp(a) = ¢, kde € je exponent u prvoidedlu P
v rozkladu idedlu aR = P® - P --- PS». Pro nulu pak polozime ¢p(0) = oo.
Tuto valuaci dale jednoznacné rozsitime na podilové téleso pomoci vztahu pro
nasobeni pp(ab) = pp(a) + ¢p(b). Valuace ¢ indukuje topologii a to nasledovne:
pro kazdé a € K definujeme ¢ okoli bodu a jako Us(a) = {z € K| ¢p(x —a) > §}.
Déle pak 1ze definovat Cauchyovské posloupnosti znamé z matematické analyzy
a odvodit takzvané P-adické ztuplnéni okruhu R, které budeme znacit stiiskou R.
Okruhu R budeme tikat uplny, pokud R = R neboli pokud kazda cauchyovska
posloupnost mé limitu v R. Nejznaméjsim pitkladem jsou p-adicka cisla Q,.



1.2 Mrize

Definice 2. Necht V je konecné dimenzionalni vektorovy prostor nad télesem K
a R C K je okruh. M CV je R-mriz, pokud je podgrupou (V,+ ,—,0) a zdrovern
také konecne generovanym R-modulem.

V pripadé levého, resp. pravého vektorového prostoru a modulu hovorime
o pravé, resp. levé mrizi.

Pozndmka. Pri studiu realnych, ¢i komplexnich vektorovych prostort, ale také
Lieovych grup se muzeme setkat s definici mrize, kterd namisto podminky konecné
generovanosti modulu, pouziva podminku, ze M je podgrupa diskrétni. To je
samozrejmé mozné v prostorech opattenych topologii. V prvnim pripadé se jedna
o ekvivalentni definici (kde R = Z), v druhém vsak nikoliv (neméme strukturu
vektorového prostoru), proto se ji nebudeme déle zabyvat a budeme se drzet
naseho algebraického pristupu.

Definice 3. Mriz M je ve vektorovém prostoru V plnd, pokud ho generuje;
tj. pokud KM =V, kde KM je mnoZina vsech konecnych sum tvaru Y a;m;, kde
a; € K,m; € M.

Lemma 1. Necht R je Dedekindiv obor s podilovym télesem K a M, N jsou
dvé uplné R-mriZe ve vektorovém prostoru V nad K. Potom existuje 0 £ r € R
takové, Zer - M C N.

Diikaz. Jak M, tak i N obsahuji K-baze V, tudiz ke kazdému x € M mame néjaké
r. € R, ze plati rpx € N. Jedno univerzalni r € R lze vybrat diky skutecnosti,
ze M je konecné generovany R-modul. -

Pozndmka. Je ziejmé, ze v kazdém V néjaka R-miiz existuje. Jednoduse si vez-
meme libovolnou koneé¢nou mnozinu vektorit X C V a RX je hledana mtiz. Navic
RX je tplné pravé tehdy, kdyz (X)x = V.

Prozatim jsme pristupovali k mtizim ,seshora® jako k hleddni uvniti pevného

vektorového prostoru. Je mozné ovsem zaujmout i pfistup opacny a pouzitim
n¢jakého R-modulu jako mrize si néjaky vektorovy prostor zkonstruovat.

Tvrzeni 2. Necht R je noetherovsky obor s podilovym télesem K a M je beztorzni
R-modul. Pak (1® M) = M je dplnou mrizi v K @r M, coZ je vektorovy prostor
nad K.

Miuzeme tedy mluvit o R-mfizich i bez specifikace konkrétniho vektorového
prostoru. Pro lepsi predstavu se na né muzeme vzdy divat pomoci predchozi
konstrukce, kde za K budeme volit nejc¢astéji podilové téleso okruhu R. Tohoto
wkonstrukéniho* pohledu na mfize vyuzijeme zejména v podkapitole [6.1]

Definice 4. Necht R je obor integrity s podilovym télesem K a M je R-mriz.
Pak definujeme R-rank této mrize

rankRM = dlIIlK(K KRR M)

Tato definice rozsifuje pojem ranku pouzivany pro volné moduly nad komu-
tativnimi okruhy, kde je rank dan velikosti volné baze.



Kapitola 2

Mrizové okruhy

2.1 Definice a priklady

Mrize jsou jednoduchou strukturou, kterd ndm slouzi zejména k odvozeni hlav-
niho objektu naseho zdjmu, tedy mrizového okruhu. Ten ma totiz nejen aditivni,
ale i multiplikativni strukturu. Stejné jako u mrizi, lze i u mfizovych okruht
zaujmout dva pristupy.

Jednak chceme porozumét algebram skrze jejich podstruktury. Tento pristup
vede k hledani rtiznych okruhti uvniti néjaké znamé algebry. V tomto duchu se
nese nasledujici definice.

Definice 5. Necht R je okruh. Podokruh M konecné dimenziondlni algebry A
nad télesem K, ktery je zdaroven uplnou R-mriZi, se nazyvd R-mriZovy okruh.

Kromé tohoto pohledu ,shora“ je mozno se na problematiku divat také ,zespoda®.
Chceme-li porozumét okruhim, tak nam konstrukce miizovych okruhit mize slou-
zit jako ,leseni“ prfi vytvareni algebry (tato konstrukce je totozné s konstrukei z
tvrzeni [2)). Nebo muzeme zkoumat, kolik mfizi a okruht 1ze nad danym okruhem
vystavét bez ohledu na algebry (opét podkapitola .

Jiz jsme ukazali, ze kazdd K-algebra A obsahuje néjakou (uplnou) R-miiz M.
Nyni ukdzeme, ze kazda algebra A obsahuje také mrizovy okruh a to pomoci jeho
odvozeni z néjaké zndmé mrize.

Definice 6. Necht R je noetherovsky a M je uplnd R-mriz v A. Pak definujeme
levy a pravy mriZovy okruh odvozeny z M :

O(M)={xeAlaM C M}, O, (M)={zeA|MzC M)}

Pozndmka. Tato definice je korektni. O;(M) je zjevné podokruh A i R-modul
a zbyva ukazat, Ze je to také uplnd R-mfiiz.

Pro kazdé y € A je yM zjevné miiz, navic diky lemmatu [I] vime, ze vzdy
existuje 0 # r € R, pro které plati ryM C M. A protoze K obsahuje r~!, tak
KO|(M) = A.

Déle existuje nenulové s € R takové, ze s - 14 € M. Z toho pak plyne
O(M) - (s-14) € M a O;(M) C s~ 'M. Skutecnost, ze s'M je R-mi{z a fakt,
ze R je noetherovsky, maji za nasledek, ze také O;(M) je R-mriz. Analogicky
postupujeme pro O, (M).

Strukturu téchto odvozenych okruhu lze popsat pomoci homomorfismi.
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Tvrzeni 3. Necht M je tuplnda R-mriZ v A a T je levy R-mrizZovy okruh v A
takovy, Ze I' - M C M. Plati

O, (M) = Homp(M,M).
Specidlné tedy plati, ze Homp(M, M) nezdvisi na volbé konkrétniho I' C Oy(M).
Prikladt mtizovych okruhti je mezi zndmymi objekty mnoho.

(i) Pohlizime-li na komplexni ¢isla C jako na redlnou algebru, pak Gaussova
celd ¢isla Z[i] = {a + bi|a,b € Z} jsou Z-miizovym okruhem, ktery si
muzeme v komplexni roviné predstavit jako body ¢tvercové miizky. Uvnitt
této miizky ,sedi“ také napriklad mfizovy okruh A = {a + 5bi|a,b € Z}.

(ii) Obdobné si lze predstavit také Eisensteinova celd ¢isla
E={a+bw|abecZ,w=e>3} jako body trojihelnihové mizky.

(iii) Je-li A = M, (K) algebra ¢tvercovych matic s koeficienty v télese K, potom
okruh matic A = M, (R) je R-mifzovym okruhem v A.

(iv) Je-li A = KG grupové algebra nad K konetné grupy G a R C K, pak RG
je R-mrizovy okruh v A.

Pro tuto praci bude stézejnim modelem QQ-algebra racionalnich kvaterniont

A=QoQioQj®Qk.

Nékteré jeji Z-miizové okruhy uvidime na konci podkapitoly [4.1} Nez si uvedeme
zakladni vlastnosti mrizovych okruhi, tak jesté rozsifime pojem mrize.

Definice 7. Necht A je R-mriZovy okruh. Pak A-mriZ definujeme jako A-modul,
ktery je zaroven R-miiZi.

2.2 Zakladni vlastnosti

Mohlo by se zdat, ze kromé konstrukce odvozenych mrtizovych okruht uve-
dené vyse, lze postupovat i piimocare a R-miiz M ,obalit* néjakym miizovym
okruhem A O M. V néavaznosti na nasledujici tvrzeni uvidime, ze toto obecné
v pripadé nekomutativnich algeber mozné neni.

Tvrzeni 4. KaZdy prvek R-mriZového okruhu A je celistvy nad R. Navic je-li R
celistve uzavreny, tak pro kazdé a € A plati

min.polg a € R|x], char.poly,x a € R[z].

Diikaz. A je konec¢né generovany a pro kazdé a € A jisté plati R[a] C A. Tudiz
Rla] je kone¢né generovany, coz je ekvivalentni se skutecnosti, ze a je celistvy
nad R. Déle tedy existuje monicky polynom f € R[z| takovy, ze f(a) = 0. Nutné
existuje (téZ monicky) g € K[x], ze f = g - min.poly a a pozadované vlastnost je
disledkem tzv. Gaussova lemmatu [viz [7) str. 5, (1.13)].

[]



¢ Priklad. Necht A = M,(Q). Vezméme matice

S S R

Tyto prvky spolu s prvkem o? jsou Z-linedrné nezavislé a generuji tplnou Z-
mifz M. Piestoze jsou tyto prvky celistvé nad Z (z> —x — 2 = 0 pro z = «,f3,
v’ —y=0proy=vaz’—5z+4=0proz=a?), tak prvek (a3) = 1/9(%% }2),
ktery by nutné v kazdém Z-mrizovém okruhu A D M musel byt, celistvy neni.
Jeho redukovand stopa tr(a/5) = 55/9 totiz neni celistvd nad Z, coz je, jak se
dozvime pozdéji (tvrzeni [L7)), nutnou podminkou. Proto Z[(af)] neni jako Z-
modul konecné generovany. Tento by ovSem byl podmodulem okruhu A, proto
takovy mrizovy okruh A nemtze existovat.
A
Nez se dostaneme k dalsim témattim, pojdme se podivat, jaké vztahy mezi
sebou maji miizové okruhy nad ruznymi okruhy R a R'.

Tvrzeni 5. Necht R je noetherovsky celistvé uzavreny obor integrity s podilovym
telesem K a A = Ay & ... & A; je polojednoduchd separabilni K -algebra. Necht
dale R; je celistvy uzdver R v K; centru A;. Pak kazZdy dédicny R-mriZovy okruh
A; v A; je také R;-mriZovy okruh.

Lemma 6. Necht R je noetherovsky komutationi okruh, A a I' R-mriZové okruhy,
M a N levé A-moduly. Necht T' je R-plochy a M konecné generovany (jako
A-modul). Potom ndsledujici homomorfismus

a:I'®g Homp (M,N) — Hompg A (I’ ®g M, I’ ®p N),

zadany vztahem a(y ® @) : (g @ m) — (g7 ® @(m)), je izomorfismus.

Véta 7. Necht R je Dedekindiuv obor s podilovym télesem K a necht R' je obor
integrity takovy, Ze R C R’ C K. Potom

(i) Kazdd R'-mriz M' obsahuje R-miiZ M takovou, Ze M' = R'M.

(ii) Kazdy R'-mriZovy okruh N obsahuje R-mriZovy okruh (ve stejné konecné
dimenziondlni K -algebre) takovy, ze N = R'A.

(iii) Necht N' = R'A. Potom kaZdd levd A-mriz M' obsahuje levou A-mriz M
takovou, Ze M' = N'M = R'M.

Dukaz.

(i) Nejprve poznamenejme, ze miiz M’ lze zapsat jako
M = ZR'mi,mi e M.

=1

Potom M = 3" Rm; je hledana R-mfiz.



(ii) Nyni necht A’ je R'-mrizovy okruh v A. Podle predchoziho bodu najdeme
R-mviz M takovou, ze A’ = R'M. Polozme

A=0,(M), T=0,M).

Navic mame ztotoznéni A = Homp(M,M). Protoze R je Dedekindiv, tak
muzeme pouzit predchézejici lemma [6] a dostdvame

RIA = R/ QR A= HOHIR/F(R/M,R/M) = HOHIR/F(A/,A/) = OT<A/) = A/.
Vidime tedy, Ze skuteéné R'A = A’

(iii) Kazdou levou A’-mfiiz M’ lze napsat jako M’ = >, A'm;, m; € M.
Tedy M = > Am; je levou A-miizi v M’ s vlastnosti M’ = A'M. Déle
R'M = R'(AM) = N'M, coz jsme chtéli dokazat.

]

Na zavér kapitoly pridame par postreht z teorie modulti.

Véta 8. Necht K je podilové teleso noetherovského celistvé uzavreného oboru R.
Dale necht A je R-mriZovy okruh v polojednoduché separabilni K-algebre A. Po-
tom kazdd levd A-m7iZ M je A-izomorfni podmodulu volného modulu A® pro né-
jaké k.

Dikaz. M vnorime do KM, coz je konecné generovany levy A-modul. Odtud
dostavame pro vhodné k A-exaktni posloupnost

AR s KM — 0.

A je polojednoducha algebra, proto je tato posloupnost stépitelnd. Existuje tedy
A-monomorfismus ¢ : KM — A® | ten miiz M zobrazi opét na A-miiz ¢(M)
v algebie A®). Protoze A®) je v A®) tiplnou R-miizi, tak existuje nenulové r € R
takové, ze 1 - (M) c A®. Cili zobrazeni definované piedpisem m > 7 - o(m),
m € M, je hledanym vnofenim M do A®). -

Disledek. Necht A je R-miizovy okruh jako ve vété [§ Pak A je zprava dédiény
pravé tehdy, kdyz je kazda leva A-mriz projektivni.



Kapitola 3

Redukované normy a stopy

Nejprve zopakujme nékteré znamé zékladni pojmy. Necht a; € Homg(A,A)
je nasobeni prvkem a zleva. Charakteristickému polynomu tohoto morfismu, ktery
znacime char.pol(ay), fikdme téz charakteristicky polynom prvku a a znacime
char.poly a. Stejné tak definujeme stopu prvku Tra,x (a) = Tr(az) a jeho normu
NA/K(CL) = det(aL).

Norma a stopa jsou zajisté uzitecné nastroje, avsak maji urcité nedostatky.
Jednim z nich je skutecnost, ze zavisi na volbé télesa K. Timto zplsobem tedy
nezkoumame algebru ,zevnitt“, ale pravé jen prostfednictvim télesa K. Pti stu-
diu mrizovych okruhii se vSak nase pozornost soustiedi spise na néjaky okruh R.
V pripadé jednoduchych centralnich algeber nam pomuze takzvany redukovany
charakteristicky polynom s rekudovanou normou a redukovanou stopou. Redu-
kovana stopa muze pomoci i ptfi zkoumani téles kladné charakteristiky, kde je
v ptipadé, Zze char K déli n, standardni stopa rovna 0.

3.1 Jednoduché algebry

V této ¢asti (neni-li feceno jinak) je A centralni jednoduchd K-algebra, coz
mimo jiné znamend, ze A je separabilni K-algebra.

Poznamka. Je-li A separabilni K-algebra, pak pro kazdé a € A plati
char.poly a;, = char.poly ag.

Lemma 9. (Weil [9, str. 165, Col. 2]) Necht L je algebraicky uzavrené (komu-
tativni) nadtéleso télesa K. Potom K-algebra A je jednoduchd prave tehdy, kdyz
existuje izomorfismus h spliujici

(%) h:L®x A= M, (L).

Kazdému komutativnimu télesu, které spliuje vlastnost (x), se ¥ika rozkladové
téleso algebry A (takzvané algebru rozklada). Pro kazdou jednoduchou algebru
néjaké takové existuje (napr. algebraicky uzavér K). Algebru A budeme navic
casto ztotoznovat s 1 @ A v L ®p A.

Tvrzeni 10. Necht A = D je téleso a necht je [D : K] konecny. Potom kazdé
maximdlni komutationi podtéleso £ C D obsahujici K rozklada D. Navic pokud
[E: K] =m, tak [D : K] = m? = dimg(E @k D).
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Diikaz. D je rozsitenim K konecného stupné, proto obsahuje néjaké maximalni
komutativni podtéleso £ (nutné obsahujici K). Oznacme V = D, kde V chapeme
jako vektorovy prostor. Plati, ze jednoduchd K-algebra (E ®x D) = Ep, - Dg,
kde Er, Dr < Homg(V,V) jsou algebry levého, resp. pravého nasobeni. Protoze
E1, Dg spolu komutuji, tak plati £y, - Dp = Homg(V,V) [viz [, str. 95, (7.12),
(7.13)]. Dostéavame tedy

E®g D = Homg(V,V) = M,.(FE), r=[D:E].
Druhou ¢éast dokazuje nésledujici vypocet
[D:E)? =r*=dimp E®k D =dimg D = [D: K|,

a protoze [D: K| =[D: E]-[E: K], tak r =m.
L]

Diisledek. dimg A = n? pro né&jaké n € N.

Diikaz. A je jednoduchd, proto A = M,(D), kde K je centrum télesa D. Pfedchozi
tvrzeni [[0 ndm dava

dimg A = dimpA - [D : K] =r*-m? = (rm)*. ]

Lemma 11. Charakteristické polynomy nejsou zdvislé na zmené podkladového
télesa. Neboli pro kaZdy prvek a libovolné konecné dimenziondlni K -algebry A
a komutativni nadtéleso L telesa K plati

char.polyq, 4/1,(1 ® a) = char.poly  a.

Dikaz. Je-li B K-baze A, pak 1 ® B L-bazi L ®k A. Pro kazdy prvek a € A je
tak matice vyjadiujici ay, vuci bazi B totoznd s matici (1 ® a);, vaci bazi 1 ® B.
Tudiz jsou totozné i charakteristické polynomy. -

Nyni jiz mizeme definovat redukované verze znamych pojmi.

Definice 8. Necht F je néjaké téleso, které rozklada algebru A a necht h oznacuje
izomorfismus E-algeber E ® A = M,(FE). Potom pro kazdé a € A definujeme
redukovany charakteristicky polynom

red.char.poly @ = char.pol h(1 ® a).

Pozndmka. Predchéazejici definice [§] je korektni. Pro vSechna a € A totiz plati
red.char.poly,x a € K[z]. Déle je tento polynom podle pfedchoziho lemmatu
nezavisly na volbé télesa F rozkladajictho A. Navic nezavisi ani na volbé konkrét-
niho h. Vezmeme-li totiZ jiny izomorfismus g, pak hg~' je automorfismus M, (E)
a je tedy vnitini [7) str. 103, (7.21), (7.23)]. Existuje tedy t € M, (E) takové, ze
pro kazdé a € A mdme h(1 ®a) =t - g(1 ® a) - t~*. Vidime, Ze charakteristicky
polynom se neméni.

Definice 9. Redukovanou normu a redukovanou stopu definujeme ndsledovné:

tra/x(a) =Tr(1®a)r, nra/k(a) = det(l1 ®a)r.
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Priklad. Vratme se k nasemu prikladu s algebrou racionalnich kvaternionii. Nase
algebra A je zjevné centralni (s centrem Q) a je také télesem. Proto podle tvrzeni
rozklada A jeji maximdlni komutativni podtéleso £ = Q(i). Kazdy prvek
a € A je jednoznacné vyjadren ve tvaru: a = a + 34, a, 5 € FE a izomorfismus
h:E®qyA= M(E) je din nasledovné

1®a~—><g 2), 1®5j+—><_05 g)

Tedy

r—a —f

15} el

a
red.char.pol, g a = char.pol ( E oz)

(a+ a)z + (aa + BB) € Q[z].

Takze vidime tryga = a + a,nryga = aa + (3. PHi vyjadieni a € A jako
a = (a1 + agi) + (1 + PBa2i)], kde ay, B € Q, pak dostavame

trajga = 20y, nryga= a% + ag + B% + 522.

Véta 12. Necht dimx A = n?, potom pro vsechny a € A

char.pol 4, a = (red.char.poly ;- a)".

Diikaz. Polozme E O K rozkladajici A. Tedy h : EQx A = M, (E). Dle predchozi
poznamky plati
char.polyx a = char.polgg /g 1 ® a.

Vime, ze matice M, (E) tvori jednoduchy artinovsky okruh, coz znamena, ze exis-
tuje (E ® A)-izomorfismus F ® A = [™ kde I je néjaky minimalni levy idedl
E ® A. Proto

char.polpg 4,p(1 ® a) = f(x)",
kde f(x) je charakteristickym polynomem matice (1®a); € Endg(I). Na druhou
stranu ke kazdému y € E ® A h(y) muzeme ziskat jako matici 1évé akce y;, na [
vuci néjaké E-bazi a tudiz

char.pol h(y) = char.polyy.
Polozime-li y = (1 ® a), kde a € A, tak dostaneme
red.char.poly,, @ = char.pol h(1 ® a) = char.pol(1 ® a).

Coz jsme méli dokazat.

]
Drisledek. Plati Try g (a) = n - tr(a), Na/g(a) = (nr(a))™.

Poznamka. Diky predchozimu disledku maji redukované i neredukované normy
a stopy obdobné vlastnosti. Tedy pro kazdé a,b € A, s € K plati

tr(ab) = tr(ba), tr(a+0)=tr(a)+tr(b), tr(sa)=s-tr(a),

nr(ab) = nr(a) - nr(b), nr(sa) = s" - nr(a).

12



Pozndmka. Jak vidime z vyse uvedenych vlastnosti, tak z redukované stopy mu-
zeme vytvorit symetrickou K-bilinedrni formu 7 : Ax A — K predpisem 7(a,b) =
tr(ab).

Tvrzeni 13. Forma 7 z predchozi poznamky je nedegenerovand.

Diikaz. Vezméme néjaké téleso E, které rozklada A. Potom pomoci izomorfismu
h:E® A= M,(F) definujeme symetrickou bilinedrni formu

T EQAXE®A— K, 7 (uw)=Tr(h(u)-h()), uveFERA.

7/ zfejmé rozsifuje T a je nedegenerovana, pravé kdyz je 7 nedegenerovanda. Déle
vezméme mnozinu

X = {h(u) € M,,(E)|7'(uv) = 0 pro vSechna v € F @ A}.

Protoze 7' je symetrickd, tak X tvori oboustranny idedl v M, (F). To je ovSem
jednoduchy okruh, a tak vzhledem k tomu, Ze jednotkova matice ziejmé v X
obsazena neni, je X = {0}.

[]

Diky véteé 12| zname vzajemny vztah charakteristického polynomu a jeho re-
dukované verze. Nyni uvedeme jejich vztah k minimalnimu polynomu.

Tvrzeni 14. Necht E je komutativni podtéleso centrdlni jednoduché K -algebry A
takové, ze dimg A = [E : K|*. Pak pro kaZdy prvek a € E plati

red.char.pol ;@ = (min.pol a)[E:K(a)]'

Diikaz. Oznac¢me f = min.poly a. Potom stupen tohoto polynomu je roven
deg(f) = [K(a) : K]. Dile ozna¢me g = char.poly,; a. Mezi témito poly-
nomy plati vztah g = fIFK@] [viz 5, str. 37, 11.5.1] a vidime tedy, ze deg(g) =
[E : K]. Navic dimg A = [E : K]* = deg(char.pol,, a), a proto nutné plati
char.poly x a = g". Podle véty [12] je tedy red.char.poly ca = g = fIEX@],

[

13



3.2 Relativizace

Nasim dalsim cilem bude rozsitit nové pojmy definované v predchozi ¢ésti
na polojednoduché algebry. Nejprve je ovsem musime zrelativizovat. V pripadé
polojednoduchych algeber se totiz nebudeme moci optit o néjaké jedno univerzalni
rozkladové téleso, ale kazda komponenta bude mit své vlastni.

V této ¢asti proto A bude nadile znacit centralni jednoduchou K-algebru.
Méjme T podtéleso K a [K : T| = n. Vime, ze kazdé a € K lze ztotoznit s matici
levého nésobeni a € M, (T) vaci néjaké T-bazi K a mame definovanou normu
Ng/r(a) = det(a). Tuto normu nyni pomoci nasledujici definice rozsitime.

Definice 10. K polynomu f(x) = Sax’ v okruhu Klz] definujeme polynom
f(z) =Y a;z" € M,(T[z]). Ddle definujeme normu Ny : K[x] — Tz] jako

Nieyr(f(2)) = det(f(x)).

Definice 11. Necht A je centrdlni jednoduchd K-algebra, dimg A = m?. Necht
ddle T' je podtéleso K s vlastnosti [K : T] = n. Pro kazdé a € A definujeme
redukovany charakteristicky polynom vzhledem kT nasledovné:

red.char.pol ;@ = N p(red.char.pol 4 a)
=™ — (trgyra)™ 4 4 (=) nrg r a.

Koeficienty trg/ra a nrg ra nazgvame relativni redukovanou stopou, respektive
relativni redukovanou normou.

Pozndmka. Polozime-li K = T, pak pojmy splynou s ,nerelativnimi® verzemi
z predchozi podkapitoly.

Tvrzeni 15. Necht A je centrdlni jednoduchd K-algebra, dimyg A = m?. Ddle T
znaci podtéleso K, [K : T] = n. Pak pro kazdy prvek a € A plati

(i) trajra = Trrr(trasx a),nrayra = Ngjp(nra/k a),
(i) char.pol,ra = (red.char.poly,ra)™,
(iii) Trayra=m-trara,Napa= (nrara)™.
Diikaz.
(i) Vezméme néjaké a € A a polozme
h(z) = red.char.pol e a = 2™ — a1z™ ' + ..+ (1) ap,

kde podle definice oy = tra/xa a o, = nry/x a. Dosazenim dostdvame
pozadované vztahy

red.char.poly 7 a = Ny 7 h(x)
=™ — (Trgr )™ (=) N/ .
(ii) Tuto ¢ast dokazeme vypoctem

char.pol 7 @ = N r(char.poly i a) = Ng,r((red.char.poly ,,c a)™)
= (Ng/r(red.char.poly  a))™ = (red.char.poly 7 a)™.
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(iii) Posledni bod je zfejmym disledkem toho predchoziho.

]

Zkusme tyto nové pojmy aplikovat na nas model, tentokrate trochu obménény.

€ Priklad. Necht A = A(v2) = Q(v2) © Q(v2)i © Q(v2)j @ Q(v/2)k je centralni
jednoduchd K-algebra, kde K = Q(v/2). Polozme T = Q.
Opét mame téleso E = Q(4,7/2) rozklddajici A a miZeme vyuzit stejného
vnoreni jako v minulé kapitole (prvek y € A zase vyjadiime ve tvaru y = o + 7,
kde a, f € F). Dostdvame znovu vysledek

red.char.pol sy = 2% — (@ + @)z + (0@ + BB) € Q(V2)[z].
Tento polynom oznacme f(z). Pak

];_ > —axr+c —2bxr+2d
“\ —bx+d 2*—ar+c)’

kde a,b, c,d € Q jsou koeficienty rozkladi (a+a) = a+bv/2, (aa+B6) = c+dv/2.
Pomoci N/ dostdvame

red.char.poly py = r* — (2a)2® 4+ (2¢ + a® — 2b%)2? + (4bd — 2ac)x + ( — 2d?)
a tedy vidime, Ze skutecné plati vztahy z predchoziho tvrzeni (15| (ii)

Triyr(tra/x(y) = Trgyr(a + @) = Tr(ﬁ: 2;’) = 2a = tra/r(y),

Ni/r(nrasi(y)) = Ngjr(aa + B5) = det(fi %;d) = —2d° = nrar(y).
JAN
Nyni jiz mzeme pristoupit k zavedeni téchto pojmi v polojednoduchych alge-
bréach.

15



3.3 Polojednoduché algebry

V této ¢asti bude A znacit polojednoduchou centralni K-algebru. Tu miizeme
rozlozit na jednoduché komponenty A = A; & ... & Ay, coz jsou algebry, jejichz
centra K; jsou rozsitenimi K konecného stupné.

Definice 12. Necht A = A, @ ... ® Ay a dimg, A; = m?. KaZdyj prvek a € A
md jednoznacne definovany rozklad a = a1 + ... + a;, a; € A;. Pro tento prvek
definujeme relativni redukovany charakteristicky polynom vzhledem ke K takto:

t t
red.char.pol i a = 11 red.char.pol . i a; = 1T Ny, /x (red.char.poly, k., a;).

=1 =1

Relativni redukovanou normu a relativni redukovanou stopu definujeme jako koe-
ficienty tohoto polynomu

red.char.poly x a = 2" — (tra/k a)r” (1) NIy G.
Navic plati r =Y m; - [K; : K].

Tvrzeni 16. Plati

t t
traka=Y trayxa; = Trg, r(tra,/k, a),
i=1 i=1
t t
Nra/K G = H N, K G = H Nk, k(014 /K, a;).
i=1 i=1
Tvrzeni 17. Necht R je celistve uzavreny a K je jeho podilové téleso. Potom pro
kazZdy prvek a € A plati

red.char.polya € R[X], trak(a) € R, nrug(a)€ R.

Tedy celistvé prvky maji celistvé redukované normy i redukované stopy.

Priklad. Méjme grupovou algebru A = K|[G], kde G je kone¢nd grupa a K je
komutativni téleso, které je algebraicky uzavrené, a ve kterém je navic |G| inverti-
bilni. Pokusime se spocist redukovanou stopu jejich prvki a to pomoci charakterta
ireducibilnich reprezentaci. Pro reprezentaci o grupy G je jeji charakter definovan
takto x,(g) = Tr(o(g))-

Jak vidime, jsou splnény predpoklady Maschkeho véty [I] a A je polojedno-
duchd. Mame tedy izomorfismus algeber h : A = [ My, (K) zadany nasledovneé:
h:gw—Tl(0i(g)), kde g; jsou vSechny neekvivalentni ireducibilni reprezentace vy-
jadrené jako matice vzdy viaci néjaké pevné K-bazi vektorového prostoru V;, na
kterém pusobi; d; je dimenze prostoru V;. Vsimnéme si, ze K evidentné rozklada
My, (K). Pouzitim tvrzeni [16] pak dostdvame vysledek

n

trayse(9) = 3 tran, oy (@i(9)) = 3 Tr(ei(9)) = zx (9).

i=1 =1
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Kapitola 4

\EAd V4

Maximalni mrizové okruhy

4.1 Existence

V této kapitole budeme hledat maximalni mrizové okruhy. Jak uvidime poz-
déji, tak maximalita nam dava dalsi uzitecné vlastnosti.

Neni-li Te¢eno jinak, pak v této kapitole A znaci separabilni K-algebru, kde
K je podilovym télesem noetherovského celistvé uzavieného oboru integrity K.
Déale A bude vzdy R-mrizovy okruh v A. Nebude-li hrozit nedorozuméni, bude
u pojmu definovanych v predchozi kapitole index A/K vynechén.

Definice 13. Diskriminant A (znacime d(A)) definujeme jako idedl R generovany
proky {det(tr(x;z;))1<ij<m}, i € A, kde m = dimgA.

Véta 18. Necht A md volnou R-bazi uy, ..., Uy,. Pak diskriminant je hlavni idedl
d(A) = R - det(truu;).

Dikaz. 1dedl R - det(truu;) je zajisté obsazen v d(A). Pro dokézani opacné
inkluze vezméme libovolné prvky z1,...,x,, € A. Existuji r;; € R, pomoci nichz
zapiseme x; ve tvaru x; = 211221 riug. Jejich soucin tak mizeme vyjadrit jako
trav;zy = 03—y rakTji b ugwy, 2 Cehoz dostavame také vztah pro determinant

(%) det(tr z;z;) = det(ri;) - det(tr upwy) - det(rj;),

ve kterém jsou determinanty matic po stranach prvky R.

]

Tvrzeni 19. Necht ' je podokruhem A obsahujicim R s vlastnosti KI' = A. Je-li
kazdy prvek a € T celistvy nad R, potom je I' R-mriZovy okruh v A. Naopak kaZdy
R-mriZovy okruh v A ma tyto vlastnosti.

Diikaz. Druhou ¢ast jiz vime (tvrzeni. Nyni necht I' ma uvedené vlastnosti. Pak
zbyva pouze zkontrolovat, ze se jedna o R-mriiz. KT' = A, proto existuji u; € I’
takové, ze A = @2, Ku;. Polozme a = det(tru;u;) € R. Plati, ze a # 0 (viz
tvrzeni . I" je m¥izi, protoze je, jak zahy ukaZeme, podmiizi mifze o= -3 Ru;.

Vezméme libovolny prvek z € I' C A. Ten vyjadiime jako z = Y7, k;u;, kde
k; jsou prvky z K. ProtoZe zu; € I' je celistvy nad R, tak podle tvrzeni [17] je
trau; € R. Zaroven mizeme stopu vyjadiit nasledovné

m
trau; = Z Fi tr uiug.
i=1
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Oznadime-li k = (k1,...,kn) " at = (trzu,... trou,) |, tak dostdvame sou-
stavu rovnic

(truju; )k = L.
Tuto soustavu lze Fesit pomoci Cramerova pravidla [2]. Odtud potom vyplyva,
ze Teseni je pro kazdé k; tvaru k; = r;/a, kde r; € R. Tudiz jsme dokazali,
ze skutetné I' C a1 3 Ru;. ¥

Disledek. Kazdy R-mfizovy okruh A v A je obsazen v néjakém maximalnim
R-mfizovém okruhu v A.

Diikaz. Necht A je R-mtizovy okruh v A. Mnozinu vsech R-mtizovych okruhia v A
obsahujicich A ozna¢me C'. Tato je ¢astecné usporadand inkluzi a je neprazdna
(A € C). Nyni vezméme néjaky fetézec {A,} z C' a ozna¢me A" = U, A,. Zjevné
plati, ze A’ je podokruh A obsahujici R s vlastnosti KA’ = A. Navic kazdy prvek
x € N je celistvy nad R, protoze lezi uz v néjakém A, . To podle predchoziho tvr-
zeni (19| staci k zavéru, ze A’ je miizovy okruh. Podle principu maximalityﬂ ma C
maximalni prvek, ktery je podle predchozi ivahy maximalni R-mfizovy okruh v A.

1Princip maximality je jednou z ekvivalentnich forem axiomu vybéru.
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4.2 Zakladni vlastnosti

Necht je R inadale noetherovsky celistvé uzavieny obor integrity s podilovym
télesem K a A necht stale znac¢i separabilni K-algebru.

Tvrzeni 20. Je-li A maximdlni R-m7riZovy okruh v A, tak pro vsechna priro-
zend n je M, (A) maximdlni R-mriZovy okruh v M, (A). Specidlné je-li R celistvé
uzavreny, pak M, (R) je mazimdlni v M, (K).

Diikaz. Vezméme maximalni R-mtizovy okruh A v A a ozna¢me okruhy matic
I'=M,(A), B= M,(A). Potom I" je evidentné¢ R-miizovy okruh v B a lze tedy
vnorit do néjakého maximalniho IV O I'. Mnozinu prvku z A, které se objevuji
v polich matic z IV ozna¢me A’. Nutné musi platit A C A'.

Protoze I' obsahuje permutac¢ni matice, tak jakykoli prvek A € A’ vyskytujici
se na libovolné pozici v néjaké matici z I" dokdzeme dostat na pozici (1,1). A’/
je tedy R-mfizovy okruh, protoze A" = diag(A’,0,...,0) C I". Protoze A byl
maximalni v A, tak A’ = A ataké I" =T. -

Véta 21. Necht A je separabilni K -algebra s jednoduchymi komponentami {A;}
a necht R; je celistvy uzaver R v K; centru A;. Pak plati ndsledujici:

(i) Pro kazdy mazimdlni R-mriZovy okruh A v A plati A = @ Ae;, kde {e;} znaci
centrdalni idempotenty A takové, Ze A; = Ae;. Navic Ae; je vidy maximdlni
R-mriZovy okruh v A;.

(it) Je-li A; mazimdlni R-mriZovy okruh v A; pro vechna i (1 < i <'t), pak
@ A; je maximdlni R-mriZovy okruh v A.

(7ii) R-mriZovy okruh A; v A; je maximdlni tehdy a jen tehdy, kdyZ A\; je maxi-
malni R;-mriZovy okruh.
Diikaz.

(i) Pro maximalni R-miizovy okruh A zajisté plati
A:A(€1+...+6t) QAel@...@Aet.

Kazda komponenta Ae; je R-miizovym okruhem v A;, 1ze ji tedy vnorit
do maximéalniho R-miizového okruhu I'; v A;. Potom I' = @ T'; je R-mfizovy
okruh v A obsahujici A, tudiz A =1 a Ae; =T7;.

(ii) Méjme naopak A; maximalni mfizové okruhy v A; a polozme A = P A;.
Pokud by existoval I' O A maximalni R-mrizovy okruh, tak I'e; O A;, a pro-
toze A; jsou maximdlni, tak plati rovnost a dostavame znovu pozadovany

vztah I' = PT; = A.

(iii) Vezméme maximalni R-mrizovy okruh A; v A;. Podle tvrzeni je R; R-mriiz
(v K;). Protoze prvky R; komutuji s témi z A;, tak je také R;A; je R-miiz, do-
konce je to R-mtizovy okruh v A;. A protoze A; = RA; C R;A;, kde posledni
inkluze musi byt kvili maximalité A; rovnost, tak je A; také R;-miiZovym
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okruhem v A;. Vhledem k tomu, ze jakykoliv R;-miizovy okruh je také
R-mfizovy okruh, je A; uz nutné maximalni. Stejnd tvaha dokazuje téz
opacnou implikaci.

]

€@ Tvrzeni 22. Necht R je Dedekindiv obor s podiloviym télesem K. Necht ddle
A C N jsou dva R-mriiZové okruhy v separabilni K -algebre A. Pak d(A')|d(A)
a d(N') = d(A) pravé tehdy, kdyz N = A.

Diikaz. R je obor integrity, proto d(A") déli d(A), pravé kdyz ho obsahuje [5] str.
4]. To evidentné plati, protoze A’ obsahuje vSechny n-tice z A.

Druhou ¢ast tvrzeni vyresme nejprve lokalné. Necht tedy R je lokdlni. Potom
jsou vsechny idedly hlavni a A i A’ je volny R-modul [5, str. 21, 1.5.4]. Mame
tedy volnou bazi ay, ..., a,, okruhu A. Polozme r = det(tr(a;a;)), pak podle véty
dostavame rR = d(A) = d(A'). Kazdé x € A mizeme vyjadrit jako z =
S (ri/r) - a;, kde r; € R (viz dikaz véty . Vezméme nyni bazi zq,...,x,,
okruhu A’. Pro tu zfejmé plati det(tr(x;z;)) = ru, kde u € u(R). Podle vyjadfeni
(%) z dikazu véty (18| dostavame

ru = det(tr(z;x;)) = det(ri/r) - det(tr(aga;)) - det(r; /7).

A vidime, Ze determinanty po strandch jsou nutné prvky u(R) a tudiz koeficienty
7;; jsou nasobky r. Proto A = A’
Necht nyni jiz okruh R neni obecné lokdlni. Pak tvrzeni plyne z toho, Ze
d(Ap) = (d(A))p a d(A) =N d(Ap), kde P probihd vsechny prvoidedly.
[]

€@ Priklad. Zkusime nové pojmy ilustrovat na nasi algebie A. Polozme si jednak
otazku jak vypada diskriminant Lipschitzovych kvaterniont, tedy Z-mrtizového
okruhu A =Z @ Zi ® Zj ® Zk.

Podle tvodni véty v této kapitole (18)) si staci vzit béazi, naptiklad 1,4, j, k,
dédle vyuzijeme vnoteni do M,(Q(i)) z podkapitoly prislusnad matice stop
diag(2, —2, —2, —2) m4 determinant roven —16, tedy d(A) = 16Z.

Nyni zkusme stejny problém vytesit pro mriizovy okruh Hurwitzovych kvater-
niont = A + Za, kde je (opét) a = (1 + i+ j + k)/2. Pii volbé baze a,1, j, k
dostavame diskriminant d(€2) = 4Z. Ukazeme, ze ) je jiz maximalni.

Pokud by existoval néjaky vétsi mifzovy okruh 2 (), tak kazdy jeho prvek
y € Q mizeme vyjadrit jako y = 1/4 -z, kde z € Q (viz dukaz véty . Tyto
prvky rozepisme nasledovné y = y; + y21 + y3j + yak & x = 21 + 291 + 237 + x4k,
kde z,,y, € Q. Protoze y musi byt celistvé nad Z, tak musi mit celistvou také re-
dukovanou normu a stopu. Proto vidime tr(y) = 1/4tr(z) = x1/2 a tedy z; = 2¢4
pro néjaké ¢; € Z. Stejné tak musi byt celistva stopa prvka yi, y7, yk, a tak do-
stavame y = 1/2(0; + loi + l3j + U4k), L, € Z. Kdyby ovSsem mély koeficienty ¢,
riiznou paritu, tak by norma nr(y) = 1/4(¢3 + (3 + (3 + (%) nebyla celistva nad Z,
tudiz by se nejednalo o celistvy prvek. Proto y € € a vidime, ze €2 je skutecné
maximalni Z-mtizovy okruh v A.

A
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€® Priklad. Pojdme se podivat na jednoduché Q-algebry A, = Q(y/n), kde n € N je
bezctvercové. Pak try, o = Tra, /@, protoze A, je komutativni téleso. Vezmeme-
li bazi 1,/n, tak vidime, Zze pro prvek y = y; + y21/n, kde y; € Q, vyjde stopa
Tr(y) = 2y; a norma N(y) = y —ny3. Pii hleddni maximalnich mi{Zovych okruhii
Q,, se opét soustredime na podminku celistvosti. Je-li y € §2,,, dostdvame vyjad-
feni y = 1/2(4; + ¢3), nr(y) = 1/4(2 — nl3), {; € Z. Rozborem piipadi zjistime,
ze pron =1 (mod 4) staci, maji-li ¢ a ¢, stejnou paritu. Jinak musi byt nutné
¢; suda. Proto

ZI(1+n)/2)  n=1  (mod4)
Qp =24, = { Z[\/n) n=2.3 (mod 4)

n

A

Na zaver této c¢asti pridame jesté jeden poznatek o lokalizacich.

Lemma 23. Necht S je multiplikativni mnoZina v R. Je-li A maximdlni R-mriZovy
okruh v A, pak ST'A je mazimdini S~ R-mriZovy okruh v A.

Véta 24. R-mrizovy okruh A v A je maximdini prdaveé tehdy, kdyzZ pro kaZdy
maximalni idedl P okruhu R je Ap maximdlni Rp-mriZovy okruh v A.

Diikaz. Je-li A maximalni, pak podle predchoziho lemmatu[23|jsou takové i vSechny
Ap. Nyni naopak predpokladejme, ze kazdy Ap je maximalni. Pokud by existoval
v a néjaky R-miizovy okruh I' O A, pak by pro vsechny prvoidedly P nutné
muselo platit ['p = Ap. Pak ale vzdy nastava (I'/A)p = 0 a tudiz ' = A.

]

21



4.3 Diskrétni valuacni okruhy

V této sekci je R tplny diskrétni valuaéni okruh (mé tedy jediny maximalni
idedl P = wR). K bude znacit podilové téleso tohoto okruhu.

Nez pristoupime k popisu maximéalnich mrizovych okruhi, je dobré pripome-
nout, ze na K mame definovanou nearchimédovskou diskrétni valuaci v : K — R
(vice viz [5l, str. 97|, [7, §4b, §5])., coz je zobrazeni, které pro vSechny a,b € K
spliuje podminky:

(i) v(a) = oo praveé tehdy, kdyz a = 0,
(ii) v(ab) = v(ba) = v(a) + v(b),
(iii) v(a +b) > min(v(a),v (b)),
(iv) {v(a)|a # 0} je nekoneéna cyklicka grupa.
Navic plati a € R pravé tehdy, kdyz v(a) > 0.

4.3.1 Jednoznacnost v télesech

Pro tuto ¢ast bude D predstavovat téleso, které obsahuje K ve svém centru
a [D : K] je konecny. Pomoci rozsifeni valuace ukdzeme, ze D obsahuje jediny
maximalni R-miizovy okruh A.

Definice 14. Necht [D : K] = m. Pro a € D polozme f(x) = min.poly a.
Definujme zobrazeni V¥ ndsledovné:

J(a) =m™" - v(Np,ga) = [K(a): K]7" - v(f(0)).
Tvrzeni 25. Prvek a € D je celistvy nad R prave tehdy, kdyz 9(a) > 0.

Diikaz. Podle definice je ¥(a) > 0 prave tehdy, kdyz Np,/x a € R. Je-li a celistvy
nad R, tak char.poly, x a € R[z], proto také Np/ra € R.
Meéjme naopak Np/x a € R a oznacme

min.polg a = f(x) = 2" + a1zt + ...+ a,.

Protoze Np,k a je az na znaménko rovno néjaké mocniné o, = f(0), tak f(0) € R.
Vzhledem k tomu, ze f(x) je ireducibilni, tak pro jeho ¢leny plati [viz [7], str. 135,
(12.2)]

v(a;) > min(v(1),v(ay,)) = 0.

Vidime tedy, ze f(z) € R, a proto a je celistvy nad R. ]

Tvrzeni 26. Zobrazeni 9 je diskrétni valuace na D, kterd rozsiruje v.

Diikaz. Ztejmé (k) = v(k) pro vSechny prvky k € K. Z podminek uvedenych
na zacatku kapitoly jsou (i) a (ii) splnény diky vlastnostem normy. Déale prvky
mnoziny {¥(a)|0 # a € D} tvoif aditivn{ podgrupu m=*Z (tedy izomorfni Z) a je
tak splnéna podminka (iv).

Posledni podminku (iii) sta¢i ovétit pouze pro specidlni pripad #(b) > 0,b € K
a a = 1. Potom je podle predchoziho tvrzeni 25| b celistvy nad R. Proto je také
(14 b) celistvy nad R a plati pozadovany vztah 9(1 + b) > 0 = min(J(1),9(b)).
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Definice 15. Pro valuaci ¥ definujeme jeji valuacni okruh
A ={a€ D|V(a) > 0}.
Pozndamka. A je koneéné generovany R-modul podle [7) str. 140, (13.3)]

Véta 27. Necht A je jako v predchdzejici definici. Potom je to jeding maximdlni
R-mriZovy okruh v D a navic se jednd o celistvy uzavér R v D.

Dikaz. Ziejmé KA = D, proto je A R-mfiizovym okruhem v D. Jak uz vime z

tvrzeni [l tak kazdy prvek R-miizového okruhu je nad R celistvy, proto podle
tvrzeni v A. Tudiz je A nutné jediny maximélni R-miizovy okruh v D.
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4.3.2 Konjugovanost a dédi¢nost

Nyni jiz vime, ze jista nadtélesa K obsahuji jediny maximélni R-miizovy
okruh. V této ¢asti z toho odvodime strukturu maximalnich miizovych okruht
v centralnich jednoduchych K-algebrach.

Oznaéme tedy A = M,,(D) centrélni jednoduchou K-algebru. Diky znalostem

z kapitoly [3| miizeme déle oznacit [D : K] = n?, dimg A = n?*m?.

Poznamka. Stejné jako v predchozi kapitole bude A ten jediny maximalni miizovy
okruh v D. Dale 7 bude jeho prvocinitel a k nému idedl B = wA. Plati, Ze vSechny
nenulové jednostranné idedly A jsou tvaru B! a jsou nutné oboustranné [viz [7
str. 139, (13.2)].

Po zbytek podkapitoly necht A = M,,(A).

Tvrzeni 28. A je maximdlni R-mriZovy okruh v A s jedingm mazximdlnim (obou-
strannym) idedlem wA. Navic jeho mocniny (7A)! = w'A,t € Ny jsou vsechny
(nenulové) oboustranné idedly okruhu A.

Diikaz. A je maximélni miizovy okruh podle tvrzeni[20] Déle plati, Ze A-moduly a
A-moduly jsou takzvané moritovsky ekvivalentni (vice viz [3], [7, str. 163, (16.9)].
To znamena, Ze mezi nimi existuje vzajemné jednoznac¢né zobrazeni, které je dano
tak, ze kazdému A-modulu M odpovidid A-modul M ™).

Oboustranné idedly okruhu A jsou proto dény jako M,,(I), kde I probiha
vsechny oboustranné idedly A. Vzhledem k faktu, ze I je rovno néjakému ™A,
nam zbyva uz jen poznamenat

My, (7' A) = 7t - M,,,(A) = (7A)". A

Véta 29. A je zleva i zprava dédicny.

Poznamka. Tato véta je disledkem toho, Ze jiz zminéna korespondence mezi
A-moduly a A-moduly zachovava dédicnost.

Lemma 30. Necht M a N jsou levé A-mriZe. Potom M = N prdve tehdy, kdyz
M a N maji stejny R-rank. To stejné plati také pro pravé A-mriZe.

Tvrzeni 31. KaZdy jednostranny idedl okruhu A je hlavni.

Diikaz. Necht M je levy ideal okruhu A. Potom K M je levy ideal jednoduchého ar-
tinovského okruhu S's vlastnosti KM = Se = K Ae, pro néjaky idempotent e € S.
Podle predchoziho lemmatu existuje izomorfismus Ae = M. Ten e pritadi néjaké
m € M a tudiz M = Am. Stejny postup funguje zfejmé téz pro pravé ideéﬁ

Véta 32. R-miiZovy okruh N je mazimdlni v A, prdvé tehdy, je-li tvaru u='Au
pro vhodnou jednotku u € u(A).

Dikaz. Necht A’ # A je maximalni R-mrizovy okruh v A. Potom A’A je uplna

prava A-miiz v A, proto existuje nenulové r € R, pro které plati rA'/A C A.
Potom rA’A je pravy idedl okruhu A, tudiZ je hlavni a existuje a € A takové,
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ze TN'A = aA. Odtud dostdvame A'A = uA, kde v = r~'a. ProtoZe se jedna
o tplnou mfiz, tak zjevné plati A = uA, proto u € u(A). Z toho dostdvame

uh=NA=A -NA=ANuh>DANu

a vidime, Ze A’ C uAu~!. JenZe uAu~! je zjevné také R-miizovy okruh a tak
nastava rovnost (A’ byl maximalni).

Naopak, kdyby pro n&jaké u € wu(A) nebyl uAu~! maximélni, tak by Sel
vnorit do néjakého maximalniho mriZzového okruhu I'. Ovsem protoze konju-
gace je automorfismus, tak by v~ 'T'u 2 A, coZ je ve sporu s maximalitou A.

Pozndmka. Poznatky, které jsme dokazali pro okruh A, jsou samozrejmé platné
pro vSechny maximalni R-mtizové okruhy A’ v A. Navic jediny maximalni idedl
okruhu u='Au je u=twAu.

Tvrzeni 33. Pro kazZdy mazximdlni R-mriZovy okruh N v A plati
rad A = 7A, A’ /rad A" = M, (A/rad A).

Navic A/ rad A je téleso.

Diikaz. rad A je nenulovy, protoze obsahuje diag(z, ... ,x), kde z € rad A = 7A.
Podle tvrzenf 2§ je proto rad A = w*A, pro n&jaké t € N. Pokud by ¢t > 1, tak
A/rad A obsahoval nenulovy nilpotentni idedl wA/rad A, coZ samoziejmé neni
mozné, nebot A/rad A je polojednoduchy. Tudiz t = 1 a

A/rad A = M, (A/7rA) = M,,(A/rad A). [

Véta 34. Necht X je dplnd R-m7iZ v A. Potom Oy(X) je maximdlni mriZovy
okruh, prdvé tehdy, kdyZ O,(X) je mazimdlni mriZovy okruh.

Diikaz. Polozme I' = O,(X) a I" = O)(X). Nejprve predpokladejme, ze I' je
maximalni. Potom X je uplna prava I'mriz v A a tak muzeme psat X = ul’
pro n&jaké u € u(A). Potom ul'u™' X C X, proto také ul'u=t C I". Jak jiz vime,
ul'u~! je maximélni, proto je maximalni I'V. Opac¢né implikace se dokazuje zcela
analogicky.

[]

Pozndmka. Pracovali jsme dosud s pripadem, kdy R byl uplny diskrétni valuac¢ni
okruh. Opustime-li nyni predpoklad tplnosti, tak véty 29 a [32] stale plati. Taktéz
tvrzeni[31], to dokonce s identickym dikazem. Plati téZ nésledujici obména tvrzeni
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Véta 35. Necht N je néjaky maximalni R-mriZovy okruh v centralni jednoduché
K-algebre A. Potom N md jeding mazimdlni (oboustranny) idedl B = A NradA.
Navic tedy rad A = B a kaZdy nenulovy oboustranny idedl A je mocninou B.

A jesté uvedeme jednu zajimavou vlastnost tykajici se idealu.
Tvrzeni 36. Necht A je maximdlni R-mriZovy okruh v centrdlni jednoduché

K-algebre A. Je-li x A" maximdlni pravy idedl N, pak Nz je maximalni levy idedl.
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Véta 37. Necht A je maximdlni R-mriZovy okruh v separabilni K-algebre A.
Potom je kazdy idedl okruhu A hlavni. Jsou-li M, N levé A-mrize, potom M = N
tehdy a jen tehdy, kdyz KM = KN jako levé A-moduly.

Pozndamka. Tato véta je dusledkem lemmatu|30]a faktu, Zze M = N jako A-moduly
prave tehdy, kdyz M = N jako A-moduly.

Tvrzeni 38. Necht R je diskrétni valuacni okruh a A je maximdlni R-mriZovy
okruh v télese D s centrem K. Pak kazdd leva A-mriZ je volny modul.

Diikaz. A je maximalni, proto je podle véty 29| dédi¢ny. Podle diisledku véty
je kazda A-mriz M projektivni a je tedy izomorfni direktni sumeé levych ideala
okruhu A. Podle pozndmky na zacatku této sekce je kazdy takovy ideal hlavni,
tudiz izomorfni A. Dostavame pozadovany vysledek M = A®), -
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4.4 Dedekindovy obory

V této sekci uplatnime poznatky z té predchozi k dokazani obdobnych tvrzeni,
tentokrate v pripadé, kdy R znaci Dedekindiv obor. A bude znacit separabilni
K-algebru, kde K je opét podilové téleso R. Rp, Kp, Ap pak znadi P-adické
zuplnéni jejich lokalizaci, kde P je samoziejmé prvoidedlem R.

Tvrzeni 39. Necht R je Dedekinduv obor a A R-mriZovy okruh v A. Pak A je
maximdlni mriZovy okruh pmve tehdy, kdyz pro k:azdy prvoidedl P v R je P-adické
zuplnent Ap mazimdlnim Rp -mrizovym okruhem v Ap

Tvrzeni 40. Necht M je iplnd R-mriZ v A. Pak O (M) je mazimalni R-mriZovy
okruh v A pravé tehdy, kdyz je O,.(M) mazimdlni.

Diikaz. Tuto situaci prevedeme na uplny lokalni ptipad. Pro odvozené mrizové
okruhy plati vztah O*<Mp) = Rp Qg O, (M), kde x oznacuje bud vzdy [, nebo r.
Predpokléddejme, ze A = Oy(M) je maximalni a oznatme I' = O,(M). Ap je
stejné jako A separabilni, tudiz polojednoducha. Jeji komponenty oznacme A;.
Mp tak mizeme rozlozit jako @ M;, kde M; jsou uplné Rp- mifZe v A;. Ziejmé
A; = Oy(M) jsou komponenty Ap. Déle mame také rozklad ['p = @I}, kde
I, = O,(M;). Protoze A byl maximalni, tak je takové také kazdé A;. Podle véty
je tedy maximélni kazdé T';, proto je maximalni i I".
Stejna tvaha dokazuje téz opacnou implikaci.

]

Tvrzeni 41. Maximdlni R-mriZové okruhy jsou zleva ¢ zprava dédicné.

Dikaz. Vezméme néjaky maxnnalnl R-miizovy okruh A a A; bude opét znacit
komponenty Ap. Podle véty [29 jsou okruhy A; dédicné. Tudiz je (pro kazdy
prvoidedl P) dédiény i Ap. 7 vlastnost{ lokalizaci pak plyne, ze dédicny je také
samotny okruh A.

[]

Disledek. Necht A je maximélni mrizovy okruh. Potom je kazda leva A-mriz
M projektivni. Navic M je nerozlozitelny pravé tehdy, kdyz KM je jednoduchy
A-modul.

4.5 Priklady s grupovymi algebrami

V této sekci ukdzeme dva priklady s grupovymi algebrami.

Priklad. Vezméme symetrickou grupu Ss a jeji grupovou algebru Q[Ss]. V ni
budeme hledat néjaky maximalni Z-mftizovy okruh €.

Jak jsme jiz psali v prikladu na konci sekce [3.3] tak se jednd o polojednodu-
chou algebru a mazeme ji rozlozit pomoci charakterti ireducibilnich reprezentaci.
V tomto pripadé, tedy mdme izomorfismus h : Q[S3] = Q & Q & M»(Q), dany
h(m) = (1,sgnm,o(m)), kde ¢ je dvoudimenzionalni reprezentace urc¢end vztahy
0((12)) = (94) a o((123)) = (9 21).

Podle véty . ii) staci najit maximalni miizové okruhy v jednotlivych kom-
ponentéch. Diky tvrzen{ 20| vidime, Ze jednou z moznosti je h(Q) = ZGZ® M,(Z)
(ostatni vzniknou pomoci konjugace maticemi z Ms(Q) ve tieti slozce).
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Prvnim nabizejicim se kandidatem je mfizovy okruh Z[Ss]. Ale naptiklad
(1,0, (8 8)) ¢ h(Z[Ss]). Hledejme tedy maximalni miizovy okruh © 2 Z[S;]. Ten
nutné musi vydrzet konjugaci prvky z u(Z[S3]) 2 +S5. To nés privadi na mys-
lenku normalnich podgrup a k prvkim

o= ;(1@1 +(123) + (132)), g = é(id +(12) + (13) + (23) + (123) + (132)).

Navic vidime, ze pro Q = Z[S;] + Za+ Zg uz mame pozadovany obraz. Nasli jsme
tedy maximalni Z-mrizovy okruh v Q[Ss].
AN

Priklad. Dalsimi zajimavymi algebrami jsou grupové algebry cyklotomické grupy
C.,. Ty mizeme zapsat napriklad takto: Q[C,] = Q[z]/ (2™ —1). Ukdzeme zdkladni
podminku, kterou musi spliovat prvky kazdého Z-miiZzového okruhu v Q[C,]
a pro n = 2,3 ukdzeme maximalni Z-mriizové okruhy.

V Q[C,] mame zajisté miizovy okruh Z[C,]. Navic kazdy prvek a € Q[C,]
miizeme vyjadiit ve tvaru o = a/q = 1/q- X1 a;a’, kde a; € Z, a pFitom g € N
je nejmensi mozné.

Aby mohl byt prvek a € Q[C,,] v néjakém miiZovém okruhu, tak musi byt
celistvy, musi mit tedy celistvou stopu. Stejné na tom musi byt také prvky ya'.
Snadno spoc¢teme Tr(yx?) = n/q-a;. ProtoZe ¢ bylo minimdlni, tak ¢ je nesoudélné
s nsd(aq,...,a,). Proto plati g|n.

Podobné jako u predchozich prikladl ziskavame nasledujici Z-miizovy okruh

v Q[Cn]

1 n—1 )
Ap={-+) air'|a; € Z,a;=a; (modn)}.
n i=0
V pripadé n = 2 vyuzijeme opét vyjadieni pomoci charakteri. Vezmeme

izomorfismus hy : Q[Cy] = Q @ Q, dany pomoci hy(z*) = (1,(—1)%). Vidime,
ze pro maximélni Z-m¥izovy okruh musi platit hy(Q) = Z @ Z. Nas okruh Ay =
Z]|Cs] + Z(1/2(1 + x)) toto zjevné spliuje.

V piipadé n = 3 mame izomorfismus hs : Q[Cs] = Q ® Q(w), kde w = €>™/3,
dany piedpisem hz(z"*) = (1,w*). Opét vidime, Ze pro maximaln{ Z-mifZovy okruh
mus{ platit h3(Q) = Z & Z[w]. Coz pro Q = Ay = Z[Cs] + Z(1/3(1 + = + 2?))
zjevné plati.

Mohlo by se zdat, ze jsme nasli obecny popis maximalnich Z-mtizovych okruhti
v algebrach Q[C,]. Tak tomu ovSem neni. V pfipadé, Ze n neni prvodéislo, tak
ma vlastni podgrupy a A, mizeme rozsirit o prvky, které jim jistym zptsobem
odpovidaji. Naptiklad pro n = 4 mame Ay C Ay+7Z(1/2(1+2%))+Z(1/2(z+23)).
Proto A,, neni obecné maximalni.

A
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Kapitola 5

Idealy

V této kapitole budeme zkoumat vlastnosti riznych novych druhti idealt
v mrizovych okruzich a také v algebrach.

Nejprve pripomenme, ze idedlim Dedekindova oboru R se tiké také celistvé
idealy, aby byly jasné odliseny od takzvanych idealti lomenych. Lomeny ideal
je kazdy nenulovy konecné generovany R-modul, ktery je zaroven podmodulem
podilového télesa okruhu R.

V této kapitole bude R znacit noetherovsky obor s podilovym télesem K a A
bude konecné dimenzionalni K-algebra.

Pojdme nyni definovat nékteré idealy v A.

Definice 16. Uplnou R-miiZ M v algebie A nazveme normdlnim idedlem v A,
pokud O.(M) a O(M) jsou maximdlni mrizové okruhy. Normdlni idedl je obou-
stranny, pokud O,(M) = O,(M).

Poznamka. Podle véty |34] vime, zZe je-li R diskrétni valuac¢ni okruh nebo Dedekin-
dav obor, tak plati: O, (M) je maximélni pravé tehdy, kdyz O;(M) je maximalni.

Definice 17. Normadalni idedl M v A nazveme celistvym idedlem, pokud plati
M C Oy(M). Mazimalnim celistvgm idedlem v A je celistvy idedl M, ktery je
mazximdlnim levim idedlem okruhu O;(M).

Definice 18. Pro mrizZovy okruh A v K-algebre A definujeme levy A-idedl v A
jako iplnou levou A-mriz M v A, tj. takovou, Ze KM = A.

Pozndmka. Je-li M normalni ideél, pro ktery plati O;(M) = O,(M) = A, tak ho
budeme téZ nazyvat oboustrannym A-idedlem v A.
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5.1 Diskrétni valuacni okruhy

V této ¢asti A znadi maximalni R-miizovy okruh v centralni jednoduché
K-algebte A, kde R je diskrétni valuacni okruh a K jeho podilové téleso.

Tvrzeni 42. Pro normdini idedl M v A plati: M C Oy (M) < M C O,.(M).

Dikaz. Polozme A = Oy)(M) O M. Potom M je levy ideal okruhu A a existuje
x € u(A), pro které M = Az. Plati

O,(M) = O,(Az) = A
Navic x € A, a tak dostavame
M=z"1 2N -z Cx'Ax = O, (M).

Opacna implikace se dokéze zcela analogicky (opét M = y - O,(M) pro néjaky
prvek y € u(A)).
[]

Véta 43. Mnozina oboustrannych A-idedlii v A je nekonecnd cyklickd grupa. Je-
jim generdtorem je rad A a jednotkoviym prvkem je A (vzhledem ke standardnimu
ndsobeni mrizi).

Diikaz. Polozme X = rad A. Potom je podle véty [35 kazdy nenulovy oboustranny
idedl okruhu A mocninou X; specidlné A = X™ pro néjaké m. Definujeme-li X 1
predpisem X! = 771 X™~! pak se jednd o oboustranny A-idedl v A s vlastnosti
X X! =X"1.X =A. Déle vezméme M libovolny oboustranny A-idedl v A.
Pak existuje takové s, ze m*M je oboustranny idedl v A, a proto M = 75Xk
pro néjaké k. Tudiz M je mocninou X a M~! = 7¥5(X 1),

[]

Véta 44. Pokud normdlni idedl M je maximdlnim levym idedlem O;(M), potom
M je i mazimalnim pravgm idedlem O.(M) a naopak.

Diikaz. Polozme A = Oy(M). Necht M = Az je maximdlni levy idedl okruhu
A. Jak jsme vidéli v dikazu tvrzeni 42| O,.(M) = z7'Az = A’. Podle véty
je xA maximalnim pravym idedlem okruhu A, proto z~! - zAz je maximdlni
pravy ideal v 2 1Az. Z toho jiZ plyne, Ze M je maximdlni pravy idedl okruhu A’.

Pozndmka. Na zékladé predchozi véty mizeme dovodit, ze vSechny maximalni
celistvé idealy v A jsou vzajemné konjugované.

Na zaver této ¢asti pridame jesté jednu vétu o moznosti specidlniho rozkladu
idealt maximalniho mtizového okruhu. Pro tento rozklad vSak musime nejdiive
pojmenovat zvlastni typ soucinu.

Definice 19. Necht My, ..., M, jsou uplné R-mriZe v A. Rekneme, Ze jejich
soucin My --- M, je radny, pokud O.(M;) = Oy(M;11), kdei € {1,... k—1}.
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Véta 45. Necht M je vlastni idedl maximdlniho mriZového okruhu A takovy,
ze A/M ma konecnou kompozicni tadu délky k. Potom lze M wvyjadrit jako radny
soucin maximdlnich celistvych idedlu M = My - - - My, kde navic

(%) O(M) = O)(My), O,(M) = O,(My).

Diikaz. Vétu dokazeme indukei podle k. Pro k = 1 je tvrzeni trividlni, pristupme
tedy k pripadu k& > 1. Muzeme vybrat x € u(A) takové, ze Ax je maximalni levy
idedl okruhu A s vlastnosti M C Ax C A. Pak Az/M ma kompozi¢ni fadu délky
(k—1).

Polozme A’ = 27 1Az, coZ je také maximalni mifZovy okruh. Oba jsou dédic¢né
podle véty 29 Proto vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi jejich idedly, které
idedlu I okruhu A pfifadi idedl #7'I okruhu A’, indukuje bijekci mezi levymi
A-moduly W a levymi A’-moduly x~'W.

Z toho plyne, Ze 7'M je levy idedl okruhu A’ a (z7'Ax /2~ M) m4 jako levy
A’-modul kompoziéni fadu délky (k — 1). Podle indukéniho predpokladu méme
radny soucin maximalnich celistvych idealt

.TilM = M2 ce Mk a OZ<M2) = Ol(l'ilM) = Q}ilAZL’ = A/.

Polozime-li M; = Az, potom se jednd o maximalni celistvy ideal, pro ktery je
O,(M;) = A'. Proto je vyjadieni M jako M = Az -7 'M = M - - - M, skutecné
radnym soucinem. V dusledku predchozi tvahy o faktorech miizeme téz vyvodit

O(M) 2 Oy(My),  O.(M) 2 Op(My,).

Nutné musi platit rovnost, protoze dané mrizové okruhy byly maximalni.

Priklad. Vyjadfeni celistvého idedlu jako fadného soucinu maximalnich ideali
uvedeného v predchozi vété neni vzdy jednoznacné. Tuto skutecnost ukazeme
na nasledujicim prikladu.

Necht A = My(K). A = Ms(R) je podle tvrzeni [20] maximalni R-miizovy

okruh v A. Polozme
(1 0 _(m O
€T = 0 T ) Lo = 0 1 )

kde 7 je néjaky prvocinitel v R. Vidime, Ze x; a xo spolu komutuji. Dédle Az,
a Az, jsou maximalni levé idedly okruhu A. Stejné tak s nimi konjugované idealy
z;' - Az - x; jsou maximalni v okruhu z; 'Az;. Pro celistvy idedl mA tak mdme
dvé rizna vyjadreni:
7A = (Azy) - (7 (Amg)zy) = (Awa) - (25 (Axy)wy).
Zbyvé ovéfit, ze tento soucin odpovidd podminkdm véty [45 Podminky (x) ovéiime
snadno, diky maximalité A plati:
Ol(ﬂ'A) = OZ<A7T) =A= Ol(AZEZ),
O,(mA) = A = O, (a7 '7A) = O, (a7 ' Anr) = O, (a7 ' (Azj)z;).
Nyni zbyva ovérit, ze se skuteéné jedna o fadny soucin. Opét diky maximalité A
vidime

O,(Az;) = ;7 Az = Oy(z;'A) = Oy, (Azj)z;).
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5.2 Dedekindovy obory

V této ¢asti bude R znacit Dedekindtv obor s podilovym télesem K.

5.2.1 Prvoidealy

Definice 20. Necht A je R-mriZovy okruh v separabilni K-algebre A. Pak pr-
voidedl B tohoto mriZového okruhu definujeme jako vlastni oboustranny idedl A
s vlastnosti KB = A, ktery splnuje podminku, Ze pro kazdé dva oboustranné idedly
1, J okruhu A plati

I-JCB= (ICBneboJC B).

Véta 46. Necht je A mazimdlni R-mriZovy okruh v centrdlni jednoduché K -algebre
A. Existuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni mezi mnozZinou prvoidedli B v A
a mnozinou nenulovych prvoidedli P v R dané ndsledovné

P=RNB, B =ANradAp.

Ddle B - Ap = rad Ap je jeding prvoidedl Ap a pro kazdy prvoidedl QQ v R rizny
od P plati Bg = Ag.

Diikaz. Nejprve si vezméme B prvoidedl mi{Zového okruhu A a polozme A=A/B
a P = RN B. Zjevné plati anng A = P. Protoze vsechny prvky z (R — P) ptisobi
na A bijektivné, tak plati [viz [7, str. 33, (3.5), (3.6)]

A= Rp®r A= Ap/BAp.

A vzhledem tomu, Ze A je jednoduchy, tak BAp je maximélni oboustranny ideél
Ap. Ovsem z véty [35| jiz vime, ze vSechny oboustranné idealy okruhu Ap jsou
mocninami rad Ap a dostdvame vztah

Bp =B- Ap = l"adAp,
z n¢hoz jiz (diky beztorznosti A viiéi (R — P)) plyne pozadované rovnost
B:Ame:AﬂI‘adAp.

Nyni si vezmémé prvoidedl @) # P. Plati Rg @ (A/B) =0, a proto Bg = Ag.
Naopak pro kazdy nenulovy prvoidedl P okruhu R muzeme vytvorit obou-
stranny ideal PA okruhu A, ktery lezi v néjakém maximdalnim oboustranném
idedlu B a nutné musi platit P = RN B. Jak jsme ukazali v predchozi ¢asti, tak
B = A N rad Ap, tudiz je B urcen prvoidedlem P jednoznacné. -

5.2.2 A-idealy

V minulé ¢asti jsme popsali strukturu A-idedla v pripadé, kdy R byl diskrétni
valuacni okruh. Nyni budeme smétovat k jejich popisu v ptipadé, kdy R je De-
dekindiiv obor.
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Definice 21. Necht L je uplnd R-mriZ v separabilni K-algebre A. Definujeme
L*t={xcA|L-x-LCL}.
Pozndmka. Plati L' ={z € A|L-2 CO)(L)} ={x € A|z-L C O,(L)}.

Véta 47. Necht A je maximdlni mriZovy okruh v separabilni K -algebre A a je L
uplnd leva A-mriZ v A. Pak

L-L''=A L 'L=0(L), (LY '=L.

Diikaz. Prvni rovnost staci dokdzat lokdlné, tj. staci dokézat Lp - (Lp)~' = Ap
pro kazdy nenulovy prvoideal P v R. Podle véty [37| miizeme Lp vyjadrit ve tvaru
Apy pro vhodné y € A. Potom zajisté plati A = Ay, z ¢ehoz vyplyva, ze y € u(A).
Pro (Lp)~! tak dostdvdme

(LP>71 = {.77 cA ’ Apy cx C AP} = yilAP

a okamzité dostavame pozadovanou rovnost Lp - Lp' = Apy -y 'Ap = Ap.
Pouzitim stejného postupu dostavame téz pro kazdé P

(Lp) ™' - Lp =y 'Apy = O.(Lp),

a proto L' - L = O,(L).
Taktéz pro treti rovnost plyne z tohoto postupu, protoze ziejmé

Lp=Apy=Ap(y™)~ = (Lp") 7" ]

Diisledek. O;(L71) = O,(L), O,(L™Y) = O(L).
Tvrzeni 48. Pro normdlni idedl M plati: M C Oy(M) < M C O,(M).

Poznamka. Toto tvrzeni staci stejné jako predchozi vétu rozebrat pouze v lokal-
nim pripadé, coz jsme uz udélali v predchozi kapitole (viz véta .

Véta 49. Necht A je mazimdlni R-m7riZovy okruh v nejaké centrdlni jednoduché
K-algebre A. Potom A-idedly v A tvori volnou abelovskou grupu generovanou
prvoidedly okruhu A. Grupovou operaci je mysleno ndsobeni mrizi, A je jednotkovy
prvek a inverzni proky jsou jako v definici[21]

Diikaz. Necht By, By jsou dva ruzné prvoidedly okruhu A a oznacme P; = B;NR.
Podle véty [46] je P, # P, a navic plati

(%) (Bi)g = { ?gZ)Q g i g

Vidime tedy, ze B, a By komutuji, protoze je to pravda lokalné pro kazdé Q.

Nyni si vezméme néjaky oboustranny A-ideal M v A. Pak pro kazdy prvoideal
Q) je Mg oboustranny Ag-idedl v A. Podle véty je tedy tvaru Mg = Cp°
pro néjaké mg € Z, kde C je prvoideal okruhu A odpovidajici @ (viz véta .
Dale nerovnost Mg # A nastava jen pro koneéné mnoho pripadi neboli az na
kone¢né mnoho pripadi je mg = 0. V lokdlnim pfipadé proto muzeme diky (x)
napsat Mp = Bp” = [[o C™<. A globalné dostavame M = [[o C™<.

Vidime, ze M jednoznac¢né urcuje mocniny generator a tak se skutecné jedna
o volnou abelovskou grupu. -
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Véta 50. Necht Ay, As jsou maximdlni R-mrizZové okruhy v separabilni K -algebre
A. Pak existuje normdlni idedl M, pro ktery plati

A1:OT(M)> A2:OI(M)'

Tvrzeni 51. Necht M je uplnd R-m7iz v A takovd, zZe O)(M) je mazimdlni m7i-
Zovy okruh. Pak M - M~ = Oy(M).
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5.3 Normy idealt

V této casti bude R opét znacit Dedekindiv obor s podilovym télesem K a A
bude separabilni K-algebra.

Definice 22. Necht J je normdlni idedl v A. Potom definujeme jeho normu
Na/x(J) jako lomeng idedl okruhu R generovany {Na/k(x)|xz € J}.

Lemma 52. Necht A je maximalni R-mriZovy okruh v A. Pak pro kaZdy prvek
a € ANu(A) plati

NA/K(ACL) =R NA/K((Z) = NA/K(GA).

Pozndmka. Vidime tedy, ze pro maximalni miizovy okruh A je N(A) = R. Pro ce-
listvé idealy v A plati také opak neboli celistvy ideadl M v A je zaroven maxi-
malnim mi{Zovym okruhem pravé tehdy, kdyz N(M) = R [vice viz [7, str. 49,
210).

Tvrzeni 53. Necht S je Dedekindiv obor s podilovym telesem T. Necht ddle R
je jeho celistvy uzdaver v K, separabilnim rozsireni T'. Potom pro kazZdy normalni
idedl J v A platz’ NK/T(NA/K J) = NA/T J.

Diikaz. Vezméme néjaky normalni ideal J v A a polozme A = O;(J). Potom A
je maximalni S-mfizovy i maximalni R-mfiizovy okruh v A.

Rovnost staci dokazat pouze lokalné. Predpoklddejme proto, ze S je diskrétni
valua¢ni okruh. Potom J = Az pro néjaké x € A. Tudiz plati

Na/e(J) =S Nap(x), Na/k(J) = R-Ny/k(x).
A dle predchoziho lemmatu [52] mame pro kazdé nenulové r € R
Ng/r(Rr) =S - Ng/r(r).
Polozime-li r = N4k (x), dostaneme

NK/T(NA/K(J)) =S NK/E(NA/K(x)) =S NA/E(JU),

¢imz je dukaz dokoncen.

Omezme se nyni na pripad, kdy A je centralni jednoducha K-algebra. Oznacme
dimg A = n? (viz disledek véty [10).

Definice 23. Pro normalni idedl J v A definujeme jeho redukovanou normu nr J
jako lomeny idedl okruhu R generovany {nrz |z € J}.

Pozndmka. Diky dusledku véty |12 je idedl N x J = (nr J)".

Véta 54. Necht M je mazimdlni celistvy idedl centralni jednoduché K -algebry A.
Ddle necht P= M NR a R= R/P. Je-li R konecné téleso, potom

nr M = P, N(M) = P".
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€® Priklad. Prvek a € u(A) nazveme R-jednotkou, pokud jak a, tak a~! jsou celistvé
nad R. Dokazeme, ze pokud a je celistvy nad R, potom a je R-jednotka pravé
tehdy, kdyz Na/k a € u(R).
Je-li a™! celistvy nad R, pak zavér Ny, x a € u(R) plyne z multiplikativnosti
normy.
Naopak predpokladejme N k(a) € u(R). Okruh R[a] je obsaZen v néjakém
maximalnim R-mfizovém okruhu A v A. Déale vezméme Aa, coz je celistvy idedl
v A (Oy(Aa) = A). Podle lemmatu plati Ny x(Aa) = R-Ny/k(a) = R a podle
navazujici poznamky je nutné Aa = A. Tudiz existuje x € A takovy, ze xa = 1
anutné r =a !

A
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Kapitola 6

Strukturni teorie

6.1 Jordan-Zassenhausova véta

O strukture miizovych okruhi v Dedekindovych oborech ndm muze néco na-
poveédét napriklad slozitost a rozmanitost mrizi, které nad nimi mizeme zkonstru-
ovat (tedy mfizi mrizovych okruhii). V této kapitole budeme zjistovat za jakych
podminek je jejich pocet omezeny a stézejnim vysledkem této sekce je, jak jiz
nazev napovida, Jordan-Zassenhausova véta.

V této ¢asti R znaci Dedekindtuv obor, K jeho podilové téleso. Tentokrat bu-
deme uvazovat jen takové obory, pro které je K tzv. globalnim télesem. Globalni
téleso je bud téleso &selné (Q < K < Q, [K : Q] < 00), nebo globéln{ funkéni
téleso (K = k(z1,...,2,), k konecné, [K : k], = 1). Globélni téleso ma navic tu
vlastnost, ze pro kazdé nenulové a € R je faktor R/aR konec¢ny.

Na A-mrizich zavedeme ekvivalenci ~ takovou, ze M ~ N, pokud jsou izo-
morfni jako A-moduly.

Definice 24. Pro kazdy R-mriZovy okruh A definujeme mnozinu ekvivalencnich
trid izomorfnich levych N-m7iZi

h(A) ={[M]-| M je A-m7iz}.
Ddle pak jeji podmnozinu
b:(A) = {[M]. € b(A) | rankr M < 1},

kde se omezime pouze na mrize R-ranku nejvyse t. V pripadé, Ze bude nutné
upresnit okruh, vici kterému se rank pocitd, budeme téZ psat b, (A)|r. Nakonec
definujeme mnozinu trid odpovidajicich levym A-idedlum

b'(A) = {[M]. € h(A)| KM = A}.

Poznamka. Zde je vhodno poznamenat, ze homomorfismy téchto miizi indukuji
homomorfismy algeber. Neboli ke kazdému ¢ € Homy (M,N) mame jeho rozsireni
¢ € Homa(KM,KN) zadané pomoci predpisu @(km) = ke(m), kde k € K
am € M. Navic plati ¢(M) C N, tj. ¢ je restrikei ¢.

Definice 25. Rekneme, Ze R-mrizovy okruh A spliuje Jordan-Zassenhausovu
podminku (neboli plati JZ(A) ), pokud pro kazdé prirozené cislo t je b (A) konecnd.

37



Tvrzeni 55. Necht A je polojednoduchd K -algebra. Pokud JZ(A) plati pro néjaky
R-mriZovy okruh A v A, tak plati pro vSechny R-mriZové okruhy v A.

Diikaz. Nejprve rozebereme pripad dvou R-mrtizovych okruhu I' C A. Kazdé dve
A-mrize M, N jsou zaroven I'-mrizemi a jak bylo poznamenano vyse, kazdy
¢ € Homp(M,N) a kazdy v € Homa(M,N) koresponduji s homomorfismy
@, € Homy (KM, KN). Tedy M a N jsou izomorfni jako miiZze pravé tehdy,
kdyz existuje A-izomorfismus f : KM — KN takovy, ze f(M) = N, coz je
podminka nezavisejici na vybéru konkrétniho mrizového okruhu.

Z toho vidime, ze h(A) C h(I'). Vzhledem k tomu, ze R-rank na konkrétni
volbé mrizového okruhu rovnéz nezavisi, tak plati také b, (A) C h(I"). Neboli
pokud plati JZ(I"), pak plati JZ(A).

Necht naopak plati JZ(A), pak pro dané ¢ mame {L;|1 < i < n;} néjakou
mnozinu reprezentantu t¥id z h:(A). Pro kazdou I'-miiz M R-ranku nejvyse t
vytvorime A-miiz AM, jejiz R-rank je stejny jako M. Pro néjaké i tedy dostavame
AM = L; a bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze plati rovnost. Z
lemmatu [I] vime, Ze existuje nenulové a € R takové, ze aA C I'. Z toho dostéavame

alLli=a-AM C M C L,.

Protoze faktor R/aR je koneény a L; je konecné generovany R-modul, tak také
Li;/aL; je konecna grupa. Fakt, ze M/aL; je R-podmodul L;/aL;, ndm dé&va
pro volbu M jen koneéné ¢; moznosti. Tudiz

U3

he(I) <> ¢

=1

a podminky JZ(A), JZ(T') jsou skute¢né ekvivalentni.

Na zavér zbyva konstatovat, ze v pripadé dvou obecnych R-mrtizovych okruhi
A, A je také jejich prunik (A N A) R-mfizovym okruhem v A. Tudiz platnost
podminek JZ(A) a JZ(A) je ekvivalentni, nebot jsou obé ekvivalentni podmince

JZ(ANA).
]

Lemma 56. Necht A je R-mriZovym okruhem v polojednoduché algebre A s kom-
ponentami A; = M, (D;),i =1,...,m. Necht ddle A; je R-m7iZovy okruh v télese
D;. Pokud pro kazdé i plati JZ(A;), pak JZ(A) plati také.

Diikaz. Podle ptedchoziho tvrzeni [55] staci lemma dokdzat pouze pro jeden
konkrétni R-mrizovy okruh A. Vezméme tedy néjaké R-mrizové okruhy A;. Pak
A; = M, (4;) jsou R-m¥izové okruhy v A;. Polozme nyni A = @ A;. Stejné tak
rozlozime kazdou levou A-mtiz M = @ M;, kde M; je leva A;-mriz. Zjevné plati
rankp M = > I* rankg M;. Proto plati-li JZ(A;), tak JZ(A) plyne z néasledujici

nerovnosti:

he(A)] < |ﬁ1ht<Ai>|.

Fakt, ze platnost JZ(A;) implikuje platnost JZ(A;) plyne z toho, Ze levé A;-moduly
a A;moduly jsou moritovsky ekvivalentni (viz diukaz véty .
[]
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Lemma 57. Necht A je R-mriZovy okruh v télese U, které je separabilnim rozsi-
renim K. Pak JZ(A\) plati pravé tehdy, kdyz je mnoZina bY(A) konecnd.

Diikaz. Plati-li JZ(A), tak h'(A) je zfejmé konecnd, nebot pro libovolny levy
A-idedl M je rankg M = [U : K], tedy h'(A) C hp.x(A).

Naopak predpokladejme, Ze h1(A) je koneénd. Diky lemmatuvime, ze dikaz
staci provést pro jeden libovolny R-miizovy okruh v U. Predpokladejme proto,
ze A\ je maximélni. Potom je A dédiény (podle tvrzeni , tedy kazda leva A-mfiz
je jako modul izomorfni direktni sumé levych idedlti mrizového okruhu A. Je-li
rankp M koneény, musi byt konecny i pocet séitancti. Diky tomu, ze U je téleso,
tak pro kazdy nenulovy levy ideal I okruhu A plati KI = KAI = UI = U, tudiz
I je také A-idedlem, coz nam dava pro kazdého sc¢itance v rozkladu M pouze
|HY(A)| moznosti. Tudiz plati JZ(A).

[]

Lemma 58. Necht R je bud Z, nebo okruh polynomi k[ X| nad konecnym télesem
k. Necht dale U je télesem nad podilovgm télesem K okruhu R. Potom JZ(A) plati
pro kazdy R-mriZovy okruh A v U.

Lemma 59. Necht L je konecné separabilni rozsireni K a R’ celistvy uzdvér R
v L. Kdyz JZ(A) plati pro R-mriZové okruhy A v polojednoduchijch K -algebrdch,
pak JZ(A') plati pro vsechny R'-mriZové okruhy v polojednoduchiych L-algebrdch.

Dikaz. Libovolna L-algebra A je zaroven K-algebrou a mezi dimenzemi plati
vztah plati dimg A = [L : K] - dimy A. Protoze R’ je kone¢éné generovany jako
R-modul, tak kterykoli R'-mfizovy okruh A’ je také R-mi{Zovym okruhem (v A
jako L-algebre). Vezmeme-li néjakou levou A’-miiz M, tak porovnénim ranku
dostavame vztah

rankg M = [L : K| - rankp M.

7 néj dostavame inkluzi

be(A) |rr € beprar)(A) |7 -

A z predpokladu, Ze plati JZ(A) pro R-miizové okruhy tudiz plyne platnost pro
R’-mfizové okruhy.
[]

Véta 60 (Jordan-Zassenhaus). Necht R je Dedekindiv obor s globdlnim podilo-
vym télesem K. Potom vsechny R-mriZové okruhy v polojednoduché K -algebre A
splnugi Jordan-Zassenhausovu podminku.

Diikaz. Rozborem pripadi ukazeme, zZe existuje vhodny Dedekindiv obor Ry C R
takovy, ze pro Ro-miizovy okruh JZ(A) plati a zaroven z néj 1ze odvodit platnost
pro R-mtizové okruhy.

(i) K je ciselné téleso. Pak Ry = Zk. A je polojednoduchd, tudiZ ji muzeme
rozlozit A = @ M,,(K;) a podle lemmatu se staci divat na mrizové
okruhy v télesech K;. Protoze K; jsou nadtélesa K, tak vime, ze JZ plati
pro Z-mfrizové okruhy v K; (viz lemma. Platnost pro Zg-mtizové okruhy
pak plyne z lemmatu
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(ii) K je funkéni téleso, tedy K = k(zy,...,x,), kde [K : k| = 1 a k je
konecné (a tudiz perfektni) téleso. Muzeme tedy predpokldadat, ze existuje
prvek x € R takovy, Ze k(x) je Cisté transcendentni rozsifeni k a zdroven
K je separabilni rozsiteni k(z) (podle [5] str. 32, I1.2.8], [10, str. 105, Thm.
31]). Ry bude tentokrate celistvy uzaveér klz] v K. Opét pomoci lemmat
a plati JZ pro k[z]-m¥iZzové okruhy. Znovu pouzijeme téz lemma , ¢imz
ziskame platnost JZ pro Ry-miizové okruhy.

Konecéné necht A je néjaky R miizovy okruh v A. Podle véty [7] existuje né-
jaky Rg-mfizovy okruh Ag v A s vlastnosti A = RAg. Déle pak kazdou levou
A-mrtiz 1ze vyjarit ve tvaru M = RM,, kde M je vhodna leva Ag-miiz. Ziejmé
rankp RMy = rankg, My. A protoZe podle predchozich bodu plati JZ(Ay), tak lze
vyvodit pozadovany zaver, ze plati JZ(A).

[]

Pozndmka. Necht R je Dedekindiv obor s podilovym télesem K (jiz ne nutné
globalnim) a Zx jsou lomené ideédly a Pk jsou hlavni lomené idedly v K. Podle
véty [49] tvoii Zx abelovskou grupu a Pk je zjevné jeji podgrupa. Jejich faktoru
Clix = Tk [Pk se tikd tfidova grupa télesa K. Pro ekvivalenci definovanou na za-
catku kapitoly plati (Jy ~ Jp) < (1 = (2) Jo), kde J; € T a 0 # p,g € R [vizB,
str. 56]. Proto [h'| = |Clk|. Diky lemmatu [57| vidime, Ze Jordan-Zassenhausova
véta tedy zobecnuje tvrzeni, Ze tiidova grupa ¢iselného télesa je konecnd [5, str.

68, IV.2.10).

Zatim jsme se v této kapitole vénovali vyhradné polojednoduchym algebram.
Nyni uvedeme jeden ptiklad s algebrou, ktera polojednoduché neni.

Priklad. Necht A = Q @ Qu, kde v?> = 0, a A = Z @ Zv je Z-miizovy okruh
v Q-algebre A. Pro kazdé r € N definujme A-miiz M, = 7Z @ 7Z, kde prvek v
pusobi v(a,b) = (rb,0). Ukdzeme, ze JZ(A) v tomto piipadé neplati.

Vsechny vyse definované mtize M, maji Z-rank roven dvéma. Pokud by platilo
JZ(A), tak ha(A) je konecnd ¢ili by existovalo jen koneéné mnoho navzajem ne-
izomorfnich miizi M, , ..., M, . To ovSsem neni pravda, pro r # s by izomorfismus
¢ : M, = M, indukoval izomorfismus faktorta M, /oM, = My/o(vMy) = Mg/vM;.
Prvky vM, jsou tvaru (rb,0), proto M,/vM, = Z, ® 7 a existence izomorfismu
M, = M, je ve sporu s predpokladem r # s.

A

Tvrzeni 61. Necht R je celistvé uzavreny okruh s globalnim podilovym télesem
K. Necht ddle A je R-mriZovy okruh v separabilni K-algebrée A. Pak okruh A md
pouze konecné mnoho oboustrannych idempotentnich idedli, tj. takovych, pro které
plati I* = 1.

Diikaz. Pro kazdy idedl I okruhu A plati
rankp I = dimg K1 = dimg KAI = dimg AI < dimg A = n.

Proto [I]. € h,(A). Podle Jordan-Zassenhausovy véty (60)), tak existuje jen ko-
necné mnoho neizomorfnich idealia A.

Necht nyni 7, J jsou dva idempotentni idedly, které jsou izomorfni jako levé
A-mrtize. Diky idempotenci mtuzeme kazdy prvek a € I napsat ve tvaru soucinu
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a=uxy, z,y € I. Pro izomorfismus ¢ : [ = J dostavame p(zy) = zp(y) a z toho
plyne J = ¢(I) = I[¢o(I) = 1J. Protoze I,.J jsou oboustranné, tak I.J C (I NJ).
Vidime tedy, Ze J C I. PouZiti stejného postupu na ¢! ndm da opacnou inkluzi
a muzeme konstatovat [ = J. 5

Priklad. Necht L = Q(v/2), R = Z[V2], S = Z[2/2]. Podle piikladu na konci
sekce [4.2] vime, Ze R je maximéln{ Z-mi{Zovy okruh v L. UkaZeme, Ze S je také
Z-miizovy okruh v L. Déle také ukdzeme, ze |h'(S)| > |[hI(R)| = 1.

S je zjevné podokruhem L a také Z-mrtiz. Musime jesté ukézat, Ze je to mriz
uplna, tedy QS = L. Kazdy prvek x € L muzeme vyjadiit pomoci zlomk ve
tvaru x = a/p + b/qv/2, coz jako soucin prvku z Q a z S vyjadifme takto:

z = (2pq)"" - (2aq + 2bpV/2),

coz je presné to, co jsme potrebovali.

Jak bylo poznamenano v dikazu lemmatu [57], tak idedly okruhu R jsou také
R-idedly, coz jsou v tomto pripadé pravé vsechny lomené idealy okruhu R. Naopak
je-li M R-idedl s generatory myq,...,m, € L, které muzeme opét zapsat pomoci
zlomkit m; = a;/p; + bi/qiV/2, pak zobrazeni ¢ : M — R, m; ~ ([T pigs)ms
je zfejmé izomorfismus, tedy R-idedly jsou v tomto pripadé izomorfni idedlim
okruhu R. Protoze R je obor integrity hlavnich idedld, tak jsou vsechny jeho
idedly jako R-mfize izomorfni a |[h7(R)| = 1.

Oproti tomu v S mame kromé hlavnich ideal jesté ideal I = 25+21/285, ktery
hlavni neni. To miizeme ukdzat sporem. Zjevné I = 2Z+7(2+/2). Pfedpoklddejme
I = aS,a € S, potom existuje prvek = € S, pro ktery plati ax = 2 neboli al2.
Pro a mame 3 moznosti (az na prendsobeni prvkem u € w(R)): 1 nepfipada
v ivahu, protoze I # S. Dale /2, coz rovnéz nenf mozné, protoze a € S. Kdyby
totiz pro néjaké u = u; + ugv/2 € u(R) platilo, ze uy/2 € S, tak nutné musi u,
byt sudé. Potom je oviem sudd i norma nr(u) = u? — 2uZ, coz je ve sporu s tim,
ze u € u(R). Zbyva tedy posledni moznost a = 2u. Navic ale existuje také y € S
takové, Ze ay = 21/2 neboli a|2v/2, pak by oviem muselo platit y = u~'v/2 ¢ S,
coz je spor. Proto [p1(S)]| > 2.

A

Poslednim prikladem jiz sméfujeme k popularnimu vysledku z teorie ¢isel.

Priklad. Vratme se zpét k algebre raciondlnich kvaternionii A a maximalnimu
Z-mtizovému okruhu Hurwitzovych kvaterniont ) = Z & Zi & Zj & Za, kde
a=(1+1i+ 7+ k)/2. Podle pfikladu na konci sekce [5.3 mé u(€2) 24 prvki:

1, +i, 45, +k, (£1 i £+ 5 + k)/2.

Z toho plyne, ze pro kazdy prvek z € Q existuje takova jednotka u € u(f),
ze plati ur € Z® Zi © Lj ® Zk.

Nyni ukdzeme, 7e |h'| = 1 a Ze Q je eukleidovsky obor (i kdyZ nekomutativni).
Necht z,y € Q,y # 0 a polozme

‘ryil:q—'—T’q:O[0+()[17:+052j+0é3k,r:B0+ﬁ1i+/82j+/83k7

kde «,, € Z,5, € Q. Muzeme zvolit takové ¢, aby |3,| < 1/2. Ukaze-li se, ze
kazdé |5,| = 1/2, mizeme zménit vybér ¢ a r tak, ze ¢ € Q a r = 0. Tedy vzdy

41



lze vybrat ¢ € 2,7 € A, aby
nrr =3+ B8+ B+ 55 < 1.

Protoze mizeme napsat © = qy +t, kde ¢,t € Q a0 < nrt < nry. Z toho vidime,
ze 0 ma Eukleidiuv algoritmus a v dusledku také, ze kazdy levy ideal okruhu 2
je hlavni a generovany prvkem s nejmensi redukovanou normou (stejné je tomu
i u pravych idedli1). Proto je |p!| = 1.

A

Véta 62. Kazdé prirozené cislo je souctem ctyr ctverci.

Diikaz. Necht znaceni je stejné jako v predchozim prikladu a necht p je prvocislo.
Potom ide4l pQ2 ma normu nr p$) = p?Z a plati pQNZ = pZ. Podle Vétyexistuje
prvoideal pQ) C M C €, pro ktery M N7Z = pZ, a protoze pZ je maximalni, tak je
maximalni i M. Podle predchoziho prikladu je M tvaru 2m a kombinaci s vétou
BE4] dostdvame

(nrm)Z = nr M = pZ.

Tudiz p = nrm, protoze nr m > 0. Nyni polozme m = ag+ a1i+ asj +ask, kde m
lze nahradit m’ = um, u € u(2). Mizeme predpoklddat, ze vsechny koeficienty
o, € Z. Potom dostavame soucet ¢ty ¢tverci

2 2 2 2
p =0y +a) +a;+ a;.

Nakonec necht z = []p% je pfirozené éislo a jeho prvoéiselny rozklad. Podle
predchozi ¢asti mame

Dn = NI' My, My, € LD 7Zi ®7Lj D Lk.

Potom
z=1Ipy = T1or0my) = nr [T(my),

coz dokazuje, ze x je skuteéné souctem ¢tyt druhych mocnin celych ¢isel.

]
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6.2 Rod

V minulé ¢asti byly zkoumany pripady, kdy M = N. Posledni sekce této prace
se bude zabyvat obdobnou situaci v lokalizacich. R stale zna¢i Dedekindv obor
s podilovym télesem K.

Definice 26. Necht A je R-mrizZovy okruh v néjaké K-algebre. Dvé levé A-mriZe
M a N jsou stejného rodu (znacime M NV N ), pokud pro kazdy prvoidedl P v R
existuje Ap-izomorfismus Mp = Np.

V nékterych Dedekindovych oborech nam diky specidlni konstrukei globalni
a lokalni pripad splyvaji.

Tvrzeni 63. Necht R je pololokdlni Dedekinduv obor neboli Dedekindiuv obor
s konecngm mnoZstvim mazximdlnich idedli {P;, ..., P,}. Necht A je R-mriZovy
okruh v separabilni K-algebre A a M, N levé A-mriZe. Plati, Ze M = N prdvée
tehdy, kdyZ Mp, = Np, pro kazdé i =1.2,...,n.

Diikaz. Mame izomorfismy f; : Mp, = Np. Bez Gjmy na obecnosti miizeme
predpokladat f;(M) C N. (Neni-li tomu tak, prevedeme f; do pozadovaného
tvaru pomoci prendsobeni vhodnym « € (R — P;).) Vezméme f,...,5, € R
takova, ze §; = 1 (mod B),5; = 0 (mod F;),i # j. Polozme f = Y7, 5 fi.
Ukazeme, ze f: M — N je hledany izomorfismus.

Rozsitme f na fp, : Mp, — Np. Tyto homomorfismy vyjadieme ve tvaru
fr, = Bifi + vi. Kdyz je vyfaktorizujeme podle P;, dostaneme homomorfismy
Y Mp,/P,Mp, — Np,/P;Np,, které je podle predchoziho rovno ¢; = 1 - f; +0,
kde fz vzniklo faktorizaci f;. Protoze f; je izomorfismus mezi Mp, a Np,, tak také
1; je izomorfismus, speciadlné je na. Proto fp, je na a stejné tak i f.

Protoze M a N jsou projektivni R-moduly (R je Dedekinduv), tak existuje
R-modulovy homomorfismus g : N — M takové, ze fg = idy. Pomoci néj
dostéavame rozklad M = g(N) @ ker f. Pro jadro f plati

kerf = ﬂ(ker f)Pz = ﬂker fPi - ﬂPzMPZ
M tudiz mtuzeme vyjadrit nasledovné
M = g(N)+(P.Mp, = g(N) + rad(R) M.

A podle Nakayamova lemmatu (viz [0, str. 36, 4.18], [4]) M = g(N), proto je f
izomorfismus.
[]

Tvrzeni 64. Necht M a N jsou levé A-mriZe. Pak M NV N prdve tehdy, kdyz
pro kazdy nenulovy idedl I v R existuje A-modul T, ktery tvori s mrizemi M a N
A-exaktni posloupnost.

(%) I'+annpT =R, 0—+M—>N-—=T—0.

Diikaz.  Je-li splnéna podminka (%), pak polozime I = P prvoidedl. Lokalizaci
ziskame Tp = 0 a Ap-exaktni posloupnost

0—= Mp— Np—Tp—0.
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Z ¢ehoz plyne Mp = Np pro kazdy prvoideal v R.

Predpokladejme naopak M V N. Necht [ je libovolny nenulovy ideal. Protoze
R je Dedekindtv, tak muzeme I rozlozit na soucin prvoidedla I = P;--- P,.
Stejné jako v predchozim tvrzeni vyuzijeme toho, Ze existuje ¢ € Homy(M,N)
s vlastnosti ¢p, : Mp = Np, pro vSechna i. Protoze (keryp)p, = kergp = 0
a zaroven ker ¢ je R-beztorzni, tak dostavame, ze ker p = 0. Nyni sestrojime
kratkou A-exaktni posloupnost

0—-M3H5N-T—0,

kde T je kojadrem ¢. Pro vSechna ¢ plati Tp, = 0 a také P, +annp T = R, tudiz
také I +anng T' = R, jak jsme pozadovali. -

Disledek. (Reiner [7, str. 233, (27.3)]) Necht L, M, N jsou levé A-mfize stejného
rodu. Potom existuje levd A-mtiz L’ téhoz rodu takova, ze

MeN=La L.

Dusledek. Necht N je ideal miizového okruhu A v separabilni K-algebte A. Potom
kazda tiida 9 € ' obsahuje celistvy idedl M € 9 takovy, ze M a N jsou
komaximalni, tj. M + N = A.

Dikaz. Zvolme nenulové a« € RN N a polozme M’ levy idedl okruhu A. Fakt,
ze M’V A, nam dava kratkou exaktni posloupnost

0= M EAT =0

a vztah aR+anng T' = R. Tedy existuji koeficienty r € R, § € anng T, pro které
ar+ = 1. Potom A C p(M') a ar € N, z ¢ehoz plyne p(M')+ N = A. Ale pro-
toze p(M') = M'z, pro néjakou jednotku = € u(A), tak p(M’) lezi ve stejné tridé
jako M’, coz jsme potiebovali. -
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