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Použité značení

N, (N0) přirozená čísla (s nulou)
Z, ZK celá čísla, algebraická celá čísla
Q, A racionální čísla, algebra racionálních kvaternionů
R, C, ᾱ reálná čísla, komplexní čísla, komplexní sdružení
Or/Ol levý/pravý mřížový okruh
K(x), R[x] rozšíření tělesa, rozšíření okruhu
[D : K], [D : K]tr stupeň rozšíření, stupeň transcendence
dim, rank dimenze vektorového prostoru, rank mříže
char charakteristika tělesa
u(A) jednotky, neboli invertibilní prvky v A
rad Jacobsonův radikál
RP , R̂ lokalizace R v prvoideálu P , zúplnění R
Mn(D) čtvercová matice n× n nad D
diag(x1, . . . , xn) diagonální matice
det determinant
N, nr norma, redukovaná norma
Tr, tr stopa, redukovaná stopa
d(Λ) diskriminant okruhu Λ
min.pol, char.pol minimální polynom, charakteristický polynom
red.char.pol redukovaný charakteristický polynom
deg stupeň polynomu
⊆, ⊂ / ( podmnožina / vlastní podmnožina
〈X〉K K-lineální obal množiny X
Hom(A,B) homomorfismy z A do B∑, ⊕ suma, direktní suma∏, ⊗ součin, tenzorový součin
mod modulo
nsd největší společný dělitel
sgn znaménko permutace
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Kapitola 1

Úvod

Klasická teorie čísel, která se zabývá studiem přirozených a celých čísel, je
jedním z nejstarších odvětví matematiky. Algebraická teorie čísel svůj zájem roz-
šiřuje také na algebraická celá čísla, nebo obecněji na Dedekindovy obory.

Tato bakalářská práce se zaměří na studium speciálního typu okruhů, které si
lze představit jako mříž v konečně dimenzionální algebře. Pro tento druh okruhů
se používá v angličtině termín „order“ (v němčině „Ordnung“, ve francouzštině
„ordre“). V češtině žádný termín zatím ustálen není. Se záměrem vystihnout
strukturu tohoto objektu bylo vybráno označení „mřížový okruh“.

Cílem práce je shrnout základní poznatky o této struktuře, přičemž vychází
zejména z obsáhlé monografie Maximal Orders, Reiner [7]. Tento text má tedy
charakter rešerše a navazuje na znalosti získané na přednáškách bakalářského stu-
dia na MFF UK, zejména pak předmětů Komutativní okruhy a Okruhy a moduly.

Práce je rozčleněna do šesti kapitol. V úvodní kapitole nejprve zavedeme,
či připomeneme některé stěžejní pojmy. Poté následuje krátká vsuvka o mří-
žích, na kterou navážeme v druhé kapitole, v níž se seznámíme s výše uvedeným
pojmem mřížového okruhu. Další kapitola se zaměří na separabilní algebry a bu-
deme v ní modifikovat známé termíny norma a stopa. Čtvrtá kapitola je věnována
hledání a vlastnostem maximálních mřížových okruhů. Předposlední se zaměří
na nově definované druhy ideálů. Nakonec v poslední kapitole budeme zkoumat
izomorfismy mříží.

Poznatky z jednotlivých částí jsou průběžně aplikovány na model algebry raci-
onálních kvaternionů. Dále jsou také zpracována některá cvičení, jejichž zdrojem
byla nejen zmíněná kniha [7], ale také vedoucí mé práce a jeden příklad je též
z [8]. Všechna tato cvičení jsou v textu uvozena symbolem P.

1.1 Terminologie
Vzhledem ke kolísání terminologie je nutné upřesnit, či připomenout některé

základní pojmy.
Jak napovídá název této práce, tak pod známými pojmy okruh a těleso si

představujeme struktury, které obecně nemusí být komutativní.
Připomeňme také, že Dedekindův obor je definovaný jako celistvě uzavřený

noetherovský obor integrity, ve kterém je každý nenulový prvoideál maximálním
ideálem. Jeho základní vlastností je, že každý jeho vlastní ideál je možno vyjádřit
(až na pořadí) jednoznačně jako součin prvoideálů. S tím souvisí také takzvaný
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lokálně-globální princip, který budeme hojně využívat. Ten spočívá v tom, že daný
problém vyřešíme nejprve v lokalizacích a poté jej převedeme na globální případ.

Pojmem K-algebra rozumíme takzvanou asociativní algebru s jednotkou ne-
boli okruh, který je zároveň vektorovým prostorem nad tělesem K. Tomuto tělesu
se říká podkladové. Jak u podokruhu, tak i u podalgebry budeme předpokládat,
že mají stejnou 1 jako původní algebra či okruh.

Centrální K-algebra je taková, jejíž centrum je rovno tělesu K. Jednoduchá
algebra je taková, která nemá žádné vlastní oboustranné ideály. Polojednoduchá
algebra je ta, jejíž Jacobsonův radikál je roven nule. Tato práce se bude pohybovat
výhradně v algebrách konečné dimenze, proto bude zpravidla využívat možnosti
rozložit polojednoduchou algebru A na jednoduché komponenty Ai, z nichž každá
je izomorfní maticové algebře Mni

(Di) s koeficienty v tělese Di. Tu možnost nám
dává Wedderburn-Artinova věta.

Hojně používaným pojmem bude též separabilita. Připomeňme nejprve, že
jsou-li K ⊆ L dvě komutativní tělesa, pak L je separabilní rozšíření K, jestliže
je každý prvek α ∈ L separabilní. To znamená, že pro tento prvek existuje poly-
nom pα ∈ K[x], který nemá v algebraickém uzávěru K vícenásobné kořeny. Nyní
můžeme definovat separabilní algebru.

Definice 1. Nechť K je komutativní těleso a A je K-algebra konečné dimenze.
A nazveme separabilní K-algebrou, pokud jsou splněny následující ekvivalentní
podmínky:

(i) A je polojednoduchá a centrum každé její jednoduché komponenty je sepa-
rabilní rozšíření K.

(ii) Existuje komutativní těleso E, které je konečným separabilním rozšířením
K takové, že E ⊗K A je izomorfní direktní sumě maticových algeber s koe-
ficienty v E.

(iii) Pro každé F komutativní nadtěleso K je F ⊗K A polojednoduchá.

Pro ekvivalenci podmínek viz [7, str. 100, (7.18)].
Poznámka. Tato definice je závislá na výběru podkladového tělesa. Je-li totiž
T podtěleso K a A separabilní jako K-algebra, potom je separabilní také jako
T -algebra tehdy a jen tehdy, když K je separabilní rozšíření T .

Posledními pojmy, které zde zmíníme, je valuace a úplnost. V Dedekindových
oborech máme pro každý nenulový prvoideál P definovanou takzvanou P -valuaci
ϕP . Pro 0 6= a ∈ R položíme ϕP (a) = ε, kde ε je exponent u prvoideálu P
v rozkladu ideálu aR = P ε · P ε1

1 · · ·P εn
n . Pro nulu pak položíme ϕP (0) = ∞.

Tuto valuaci dále jednoznačně rozšíříme na podílové těleso pomocí vztahu pro
násobení ϕP (ab) = ϕP (a) + ϕP (b). Valuace ϕ indukuje topologii a to následovně:
pro každé a ∈ K definujeme δ okolí bodu a jako Uδ(a) = {x ∈ K |ϕ(x− a) ≥ δ}.
Dále pak lze definovat Cauchyovské posloupnosti známé z matematické analýzy
a odvodit takzvané P -adické zúplnění okruhu R, které budeme značit stříškou R̂.
Okruhu R budeme říkat úplný, pokud R = R̂ neboli pokud každá cauchyovská
posloupnost má limitu v R. Nejznámějším příkladem jsou p-adická čísla Qp.
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1.2 Mříže
Definice 2. Nechť V je konečně dimenzionální vektorový prostor nad tělesem K
a R ⊂ K je okruh. M ⊆ V je R-mříž, pokud je podgrupou (V,+ ,− ,0) a zároveň
také konečně generovaným R-modulem.

V případě levého, resp. pravého vektorového prostoru a modulu hovoříme
o pravé, resp. levé mříži.
Poznámka. Při studiu reálných, či komplexních vektorových prostorů, ale také
Lieových grup se můžeme setkat s definicí mříže, která namísto podmínky konečné
generovanosti modulu, používá podmínku, že M je podgrupa diskrétní. To je
samozřejmě možné v prostorech opatřených topologií. V prvním případě se jedná
o ekvivalentní definici (kde R = Z), v druhém však nikoliv (nemáme strukturu
vektorového prostoru), proto se jí nebudeme dále zabývat a budeme se držet
našeho algebraického přístupu.

Definice 3. Mříž M je ve vektorovém prostoru V úplná, pokud ho generuje;
tj. pokud KM = V , kde KM je množina všech konečných sum tvaru ∑ aimi, kde
ai ∈ K,mi ∈M .

Lemma 1. Nechť R je Dedekindův obor s podílovým tělesem K a M,N jsou
dvě úplné R-mříže ve vektorovém prostoru V nad K. Potom existuje 0 6= r ∈ R
takové, že r ·M ⊆ N .

Důkaz. JakM , tak iN obsahujíK-báze V , tudíž ke každému x ∈M máme nějaké
rx ∈ R, že platí rxx ∈ N . Jedno univerzální r ∈ R lze vybrat díky skutečnosti,
že M je konečně generovaný R-modul.

f

Poznámka. Je zřejmé, že v každém V nějaká R-mříž existuje. Jednoduše si vez-
meme libovolnou konečnou množinu vektorů X ⊂ V a RX je hledaná mříž. Navíc
RX je úplná právě tehdy, když 〈X〉K = V .

Prozatím jsme přistupovali k mřížím „seshora“ jako k hledání uvnitř pevného
vektorového prostoru. Je možné ovšem zaujmout i přístup opačný a použitím
nějakého R-modulu jako mříže si nějaký vektorový prostor zkonstruovat.

Tvrzení 2. Nechť R je noetherovský obor s podílovým tělesem K a M je beztorzní
R-modul. Pak (1⊗M) ∼= M je úplnou mříží v K ⊗RM , což je vektorový prostor
nad K.

Můžeme tedy mluvit o R-mřížích i bez specifikace konkrétního vektorového
prostoru. Pro lepší představu se na ně můžeme vždy dívat pomocí předchozí
konstrukce, kde za K budeme volit nejčastěji podílové těleso okruhu R. Tohoto
„konstrukčního“ pohledu na mříže využijeme zejména v podkapitole 6.1.

Definice 4. Nechť R je obor integrity s podílovým tělesem K a M je R-mříž.
Pak definujeme R-rank této mříže

rankRM = dimK(K ⊗RM).

Tato definice rozšiřuje pojem ranku používaný pro volné moduly nad komu-
tativními okruhy, kde je rank dán velikostí volné báze.
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Kapitola 2

Mřížové okruhy

2.1 Definice a příklady
Mříže jsou jednoduchou strukturou, která nám slouží zejména k odvození hlav-

ního objektu našeho zájmu, tedy mřížového okruhu. Ten má totiž nejen aditivní,
ale i multiplikativní strukturu. Stejně jako u mříží, lze i u mřížových okruhů
zaujmout dva přístupy.

Jednak chceme porozumět algebrám skrze jejich podstruktury. Tento přístup
vede k hledání různých okruhů uvnitř nějaké známé algebry. V tomto duchu se
nese následující definice.

Definice 5. Nechť R je okruh. Podokruh M konečně dimenzionální algebry A
nad tělesem K, který je zároveň úplnou R-mříží, se nazývá R-mřížový okruh.

Kromě tohoto pohledu „shora“ je možno se na problematiku dívat také „zespoda“.
Chceme-li porozumět okruhům, tak nám konstrukce mřížových okruhů může slou-
žit jako „lešení“ při vytváření algebry (tato konstrukce je totožná s konstrukcí z
tvrzení 2). Nebo můžeme zkoumat, kolik mříží a okruhů lze nad daným okruhem
vystavět bez ohledu na algebry (opět podkapitola 6.1).

Již jsme ukázali, že každá K-algebra A obsahuje nějakou (úplnou) R-mřížM .
Nyní ukážeme, že každá algebra A obsahuje také mřížový okruh a to pomocí jeho
odvození z nějaké známé mříže.

Definice 6. Nechť R je noetherovský a M je úplná R-mříž v A. Pak definujeme
levý a pravý mřížový okruh odvozený z M :

Ol(M) = {x ∈ A |xM ⊆M}, Or(M) = {x ∈ A |Mx ⊆M}.

Poznámka. Tato definice je korektní. Ol(M) je zjevně podokruh A i R-modul
a zbývá ukázat, že je to také úplná R-mříž.

Pro každé y ∈ A je yM zjevně mříž, navíc díky lemmatu 1 víme, že vždy
existuje 0 6= r ∈ R, pro které platí ryM ⊆ M . A protože K obsahuje r−1, tak
KOl(M) = A.

Dále existuje nenulové s ∈ R takové, že s · 1A ∈ M . Z toho pak plyne
Ol(M) · (s · 1A) ⊆ M a Ol(M) ⊆ s−1M . Skutečnost, že s−1M je R-mříž a fakt,
že R je noetherovský, mají za následek, že také Ol(M) je R-mříž. Analogicky
postupujeme pro Or(M).

Strukturu těchto odvozených okruhů lze popsat pomocí homomorfismů.
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Tvrzení 3. Nechť M je úplná R-mříž v A a Γ je levý R-mřížový okruh v A
takový, že Γ ·M ⊆M . Platí

Or(M) ∼= HomΓ(M,M).

Speciálně tedy platí, že HomΓ(M,M) nezávisí na volbě konkrétního Γ ⊆ Ol(M).

Příkladů mřížových okruhů je mezi známými objekty mnoho.

(i) Pohlížíme-li na komplexní čísla C jako na reálnou algebru, pak Gaussova
celá čísla Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z} jsou Z-mřížovým okruhem, který si
můžeme v komplexní rovině představit jako body čtvercové mřížky. Uvnitř
této mřížky „sedí“ také například mřížový okruh Λ = {a+ 5bi | a, b ∈ Z}.

(ii) Obdobně si lze představit také Eisensteinova celá čísla
E = {a+ bω | a, b ∈ Z, ω = e2πi/3} jako body trojúhelníhové mřížky.

(iii) Je-li A = Mn(K) algebra čtvercových matic s koeficienty v tělese K, potom
okruh matic Λ = Mn(R) je R-mřížovým okruhem v A.

(iv) Je-li A = KG grupová algebra nad K konečné grupy G a R ⊂ K, pak RG
je R-mřížový okruh v A.

Pro tuto práci bude stěžejním modelem Q-algebra racionálních kvaternionů

A = Q⊕Qi⊕Qj ⊕Qk.

Některé její Z-mřížové okruhy uvidíme na konci podkapitoly 4.1. Než si uvedeme
základní vlastnosti mřížových okruhů, tak ještě rozšíříme pojem mříže.

Definice 7. Nechť Λ je R-mřížový okruh. Pak Λ-mříž definujeme jako Λ-modul,
který je zároveň R-mříží.

2.2 Základní vlastnosti
Mohlo by se zdát, že kromě konstrukce odvozených mřížových okruhů uve-

dené výše, lze postupovat i přímočaře a R-mříž M „obalit“ nějakým mřížovým
okruhem Λ ⊇ M . V návaznosti na následující tvrzení uvidíme, že toto obecně
v případě nekomutativních algeber možné není.

Tvrzení 4. Každý prvek R-mřížového okruhu Λ je celistvý nad R. Navíc je-li R
celistvě uzavřený, tak pro každé a ∈ Λ platí

min.polK a ∈ R[x], char.polA/K a ∈ R[x].

Důkaz. Λ je konečně generovaný a pro každé a ∈ Λ jistě platí R[a] ⊆ Λ. Tudíž
R[a] je konečně generovaný, což je ekvivalentní se skutečností, že a je celistvý
nad R. Dále tedy existuje monický polynom f ∈ R[x] takový, že f(a) = 0. Nutně
existuje (též monický) g ∈ K[x], že f = g ·min.polK a a požadovaná vlastnost je
důsledkem tzv. Gaussova lemmatu [viz 7, str. 5, (1.13)].

f
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Příklad.P Nechť A = M2(Q). Vezměme matice

α = 1/3
(

1 4
5 2

)
, β = 1/3

(
1 2
10 2

)
, γ =

(
0 0
0 1

)
.

Tyto prvky spolu s prvkem α2 jsou Z-lineárně nezávislé a generují úplnou Z-
mříž M . Přestože jsou tyto prvky celistvé nad Z (x2 − x − 2 = 0 pro x = α,β,
y2− y = 0 pro y = γ a z2− 5z+ 4 = 0 pro z = α2), tak prvek (αβ) = 1/9

(
41 10
25 14

)
,

který by nutně v každém Z-mřížovém okruhu Λ ⊃ M musel být, celistvý není.
Jeho redukovaná stopa tr(αβ) = 55/9 totiž není celistvá nad Z, což je, jak se
dozvíme později (tvrzení 17), nutnou podmínkou. Proto Z[(αβ)] není jako Z-
modul konečně generovaný. Tento by ovšem byl podmodulem okruhu Λ, proto
takový mřížový okruh Λ nemůže existovat.

4
Než se dostaneme k dalším tématům, pojďme se podívat, jaké vztahy mezi

sebou mají mřížové okruhy nad různými okruhy R a R′.

Tvrzení 5. Nechť R je noetherovský celistvě uzavřený obor integrity s podílovým
tělesem K a A = A1 ⊕ . . . ⊕ At je polojednoduchá separabilní K-algebra. Nechť
dále Ri je celistvý uzávěr R v Ki centru Ai. Pak každý dědičný R-mřížový okruh
Λi v Ai je také Ri-mřížový okruh.

Lemma 6. Nechť R je noetherovský komutativní okruh, Λ a Γ R-mřížové okruhy,
M a N levé Λ-moduly. Nechť Γ je R-plochý a M konečně generovaný (jako
Λ-modul). Potom následující homomorfismus

α : Γ⊗R HomΛ(M,N)→ HomΓ⊗RΛ(Γ⊗RM,Γ⊗R N),

zadaný vztahem α(γ ⊗ ϕ) : (g ⊗m) 7→ (gγ ⊗ ϕ(m)), je izomorfismus.

Věta 7. Nechť R je Dedekindův obor s podílovým tělesem K a nechť R′ je obor
integrity takový, že R ⊂ R′ ⊂ K. Potom

(i) Každá R′-mříž M ′ obsahuje R-mříž M takovou, že M ′ = R′M .

(ii) Každý R′-mřížový okruh Λ′ obsahuje R-mřížový okruh (ve stejné konečně
dimenzionální K-algebře) takový, že Λ′ = R′Λ.

(iii) Nechť Λ′ = R′Λ. Potom každá levá Λ-mříž M ′ obsahuje levou Λ-mříž M
takovou, že M ′ = Λ′M = R′M .

Důkaz.

(i) Nejprve poznamenejme, že mříž M ′ lze zapsat jako

M ′ =
n∑
i=1

R′mi,mi ∈M ′.

Potom M = ∑
Rmi je hledaná R-mříž.

8



(ii) Nyní nechť Λ′ je R′-mřížový okruh v A. Podle předchozího bodu najdeme
R-mříž M takovou, že Λ′ = R′M . Položme

Λ = Or(M), Γ = Ol(M).

Navíc máme ztotožnění Λ = HomΓ(M,M). Protože R je Dedekindův, tak
můžeme použít předcházející lemma 6 a dostáváme

R′Λ = R′ ⊗R Λ = HomR′Γ(R′M,R′M) = HomR′Γ(Λ′,Λ′) = Or(Λ′) = Λ′.

Vidíme tedy, že skutečně R′Λ = Λ′.

(iii) Každou levou Λ′-mříž M ′ lze napsat jako M ′ = ∑n
i=1 Λ′mi, mi ∈ M .

Tedy M = ∑Λmi je levou Λ-mříží v M ′ s vlastností M ′ = Λ′M . Dále
R′M = R′(ΛM) = Λ′M , což jsme chtěli dokázat.

f
Na závěr kapitoly přidáme pár postřehů z teorie modulů.

Věta 8. Nechť K je podílové těleso noetherovského celistvě uzavřeného oboru R.
Dále nechť Λ je R-mřížový okruh v polojednoduché separabilní K-algebře A. Po-
tom každá levá Λ-mříž M je Λ-izomorfní podmodulu volného modulu Λ(k) pro ně-
jaké k.

Důkaz. M vnoříme do KM , což je konečně generovaný levý A-modul. Odtud
dostáváme pro vhodné k A-exaktní posloupnost

A(k) → KM → 0.

A je polojednoduchá algebra, proto je tato posloupnost štěpitelná. Existuje tedy
A-monomorfismus ϕ : KM → A(k), ten mříž M zobrazí opět na Λ-mříž ϕ(M)
v algebře A(k). Protože Λ(k) je v A(k) úplnou R-mříží, tak existuje nenulové r ∈ R
takové, že r · ϕ(M) ⊂ Λ(k). Čili zobrazení definované předpisem m 7→ r · ϕ(m),
m ∈M, je hledaným vnořením M do Λ(k).

f

Důsledek. Nechť Λ je R-mřížový okruh jako ve větě 8. Pak Λ je zprava dědičný
právě tehdy, když je každá levá Λ-mříž projektivní.
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Kapitola 3

Redukované normy a stopy

Nejprve zopakujme některé známé základní pojmy. Nechť aL ∈ HomK(A,A)
je násobení prvkem a zleva. Charakteristickému polynomu tohoto morfismu, který
značíme char.pol(aL), říkáme též charakteristický polynom prvku a a značíme
char.polA/K a. Stejně tak definujeme stopu prvku TrA/K(a) = Tr(aL) a jeho normu
NA/K(a) = det(aL).

Norma a stopa jsou zajisté užitečné nástroje, avšak mají určité nedostatky.
Jedním z nich je skutečnost, že závisí na volbě tělesa K. Tímto způsobem tedy
nezkoumáme algebru „zevnitř“, ale právě jen prostřednictvím tělesa K. Při stu-
diu mřížových okruhů se však naše pozornost soustředí spíše na nějaký okruh R.
V případě jednoduchých centrálních algeber nám pomůže takzvaný redukovaný
charakteristický polynom s rekudovanou normou a redukovanou stopou. Redu-
kovaná stopa může pomoci i při zkoumání těles kladné charakteristiky, kde je
v případě, že charK dělí n, standardní stopa rovna 0.

3.1 Jednoduché algebry
V této části (není-li řečeno jinak) je A centrální jednoduchá K-algebra, což

mimo jiné znamená, že A je separabilní K-algebra.
Poznámka. Je-li A separabilní K-algebra, pak pro každé a ∈ A platí

char.polK aL = char.polK aR.

Lemma 9. (Weil [9, str. 165, Col. 2]) Nechť L je algebraicky uzavřené (komu-
tativní) nadtěleso tělesa K. Potom K-algebra A je jednoduchá právě tehdy, když
existuje izomorfismus h splňující

(?) h : L⊗K A ∼= Mn(L).

Každému komutativnímu tělesu, které splňuje vlastnost (?), se říká rozkladové
těleso algebry A (takzvaně algebru rozkládá). Pro každou jednoduchou algebru
nějaké takové existuje (např. algebraický uzávěr K). Algebru A budeme navíc
často ztotožňovat s 1⊗K A v L⊗K A.

Tvrzení 10. Nechť A = D je těleso a nechť je [D : K] konečný. Potom každé
maximální komutativní podtěleso E ⊂ D obsahující K rozkládá D. Navíc pokud
[E : K] = m, tak [D : K] = m2 = dimE(E ⊗K D).
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Důkaz. D je rozšířením K konečného stupně, proto obsahuje nějaké maximální
komutativní podtěleso E (nutně obsahující K). Označme V = D, kde V chápeme
jako vektorový prostor. Platí, že jednoduchá K-algebra (E ⊗K D) ∼= EL · DR,
kde EL, DR < HomK(V,V ) jsou algebry levého, resp. pravého násobení. Protože
EL, DR spolu komutují, tak platí EL · DR = HomE(V,V ) [viz 7, str. 95, (7.12),
(7.13)]. Dostáváme tedy

E ⊗K D ∼= HomE(V,V ) ∼= Mr(E), r = [D : E].

Druhou část dokazuje následující výpočet

[D : E]2 = r2 = dimE E ⊗K D = dimK D = [D : K],

a protože [D : K] = [D : E] · [E : K], tak r = m.
f

Důsledek. dimK A = n2 pro nějaké n ∈ N.

Důkaz. A je jednoduchá, proto A ∼= Mr(D), kdeK je centrum tělesaD. Předchozí
tvrzení 10 nám dává

dimK A = dimDA · [D : K] = r2 ·m2 = (rm)2.
f

Lemma 11.P Charakteristické polynomy nejsou závislé na změně podkladového
tělesa. Neboli pro každý prvek a libovolné konečně dimenzionální K-algebry A
a komutativní nadtěleso L tělesa K platí

char.polL⊗KA/L
(1⊗ a) = char.polA/K a.

Důkaz. Je-li B K-báze A, pak 1⊗ B L-bází L⊗K A. Pro každý prvek a ∈ A je
tak matice vyjadřující aL vůči bázi B totožná s maticí (1⊗ a)L vůči bázi 1⊗B.
Tudíž jsou totožné i charakteristické polynomy.

f
Nyní již můžeme definovat redukované verze známých pojmů.

Definice 8. Nechť E je nějaké těleso, které rozkládá algebru A a nechť h označuje
izomorfismus E-algeber E ⊗ A ∼= Mn(E). Potom pro každé a ∈ A definujeme
redukovaný charakteristický polynom

red.char.polA/K a = char.polh(1⊗ a).

Poznámka. Předcházející definice 8 je korektní. Pro všechna a ∈ A totiž platí
red.char.polA/K a ∈ K[x]. Dále je tento polynom podle předchozího lemmatu 11
nezávislý na volbě tělesa E rozkládajícího A. Navíc nezávisí ani na volbě konkrét-
ního h. Vezmeme-li totiž jiný izomorfismus g, pak hg−1 je automorfismus Mn(E)
a je tedy vnitřní [7, str. 103, (7.21), (7.23)]. Existuje tedy t ∈ Mn(E) takové, že
pro každé a ∈ A máme h(1 ⊗ a) = t · g(1 ⊗ a) · t−1. Vidíme, že charakteristický
polynom se nemění.

Definice 9. Redukovanou normu a redukovanou stopu definujeme následovně:

trA/K(a) = Tr(1⊗ a)L, nrA/K(a) = det(1⊗ a)L.
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Příklad. Vraťme se k našemu příkladu s algebrou racionálních kvaternionů. Naše
algebra A je zjevně centrální (s centrem Q) a je také tělesem. Proto podle tvrzení
10 rozkládá A její maximální komutativní podtěleso E = Q(i). Každý prvek
a ∈ A je jednoznačně vyjádřen ve tvaru: a = α + βj, α, β ∈ E a izomorfismus
h : E ⊗Q A ∼= M2(E) je dán následovně

1⊗ α 7→
(
α 0
0 ᾱ

)
, 1⊗ βj 7→

(
0 β

−β̄ 0

)
.

Tedy

red.char.polA/Q a = char.pol
(
α β

−β̄ ᾱ

)
=
∣∣∣∣∣x− α −β
β̄ x− ᾱ

∣∣∣∣∣
= x2 − (α + ᾱ)x+ (αᾱ + ββ̄) ∈ Q[x].

Takže vidíme trA/Q a = α + ᾱ, nrA/Q a = αᾱ + ββ̄. Při vyjádření a ∈ A jako
a = (α1 + α2i) + (β1 + β2i)j, kde αk, βk ∈ Q, pak dostáváme

trA/Q a = 2α1, nrA/Q a = α2
1 + α2

2 + β2
1 + β2

2 .

4

Věta 12. Nechť dimK A = n2, potom pro všechny a ∈ A

char.polA/K a = (red.char.polA/K a)n.

Důkaz. Položme E ⊇ K rozkládající A. Tedy h : E⊗KA ∼= Mn(E). Dle předchozí
poznámky platí

char.polA/K a = char.polE⊗A/E 1⊗ a.
Víme, že maticeMn(E) tvoří jednoduchý artinovský okruh, což znamená, že exis-
tuje (E ⊗ A)-izomorfismus E ⊗ A ∼= I(n), kde I je nějaký minimální levý ideál
E ⊗ A. Proto

char.polE⊗A/E(1⊗ a) = f(x)n,
kde f(x) je charakteristickým polynomem matice (1⊗a)L ∈ EndE(I). Na druhou
stranu ke každému y ∈ E ⊗ A h(y) můžeme získat jako matici lévé akce yL na I
vůči nějaké E-bázi a tudíž

char.polh(y) = char.pol yL.

Položíme-li y = (1⊗ a), kde a ∈ A, tak dostaneme

red.char.polA/K a = char.polh(1⊗ a) = char.pol(1⊗ a)L.

Což jsme měli dokázat.
f

Důsledek. Platí TrA/K(a) = n · tr(a), NA/K(a) = (nr(a))n.
Poznámka. Díky předchozímu důsledku mají redukované i neredukované normy
a stopy obdobné vlastnosti. Tedy pro každé a, b ∈ A, s ∈ K platí

tr(ab) = tr(ba), tr(a+ b) = tr(a) + tr(b), tr(sa) = s · tr(a),

nr(ab) = nr(a) · nr(b), nr(sa) = sn · nr(a).
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Poznámka. Jak vidíme z výše uvedených vlastností, tak z redukované stopy mů-
žeme vytvořit symetrickou K-bilineární formu τ : A×A→ K předpisem τ(a,b) =
tr(ab).

Tvrzení 13. Forma τ z předchozí poznámky je nedegenerovaná.

Důkaz. Vezměme nějaké těleso E, které rozkládá A. Potom pomocí izomorfismu
h : E ⊗ A ∼= Mn(E) definujeme symetrickou bilineární formu

τ ′ : E ⊗ A× E ⊗ A→ K, τ ′(u,v) = Tr(h(u) · h(v)), u,v ∈ E ⊗ A.

τ ′ zřejmě rozšiřuje τ a je nedegenerovaná, právě když je τ nedegenerovaná. Dále
vezměme množinu

X = {h(u) ∈Mn(E) | τ ′(uv) = 0 pro všechna v ∈ E ⊗ A}.

Protože τ ′ je symetrická, tak X tvoří oboustranný ideál v Mn(E). To je ovšem
jednoduchý okruh, a tak vzhledem k tomu, že jednotková matice zřejmě v X
obsažena není, je X = {0}.

f
Díky větě 12 známe vzájemný vztah charakteristického polynomu a jeho re-

dukované verze. Nyní uvedeme jejich vztah k minimálnímu polynomu.

Tvrzení 14.P Nechť E je komutativní podtěleso centrální jednoduché K-algebry A
takové, že dimK A = [E : K]2. Pak pro každý prvek a ∈ E platí

red.char.polA/K a = (min.polK a)[E:K(a)].

Důkaz. Označme f = min.polK a. Potom stupeň tohoto polynomu je roven
deg(f) = [K(a) : K]. Dále označme g = char.polE/K a. Mezi těmito poly-
nomy platí vztah g = f [E:K(a)] [viz 5, str. 37, II.5.1] a vidíme tedy, že deg(g) =
[E : K]. Navíc dimK A = [E : K]2 = deg(char.polA/K a), a proto nutně platí
char.polA/K a = gn. Podle věty 12 je tedy red.char.polA/K a = g = f [E:K(a)].

f
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3.2 Relativizace
Naším dalším cílem bude rozšířit nové pojmy definované v předchozí části

na polojednoduché algebry. Nejprve je ovšem musíme zrelativizovat. V případě
polojednoduchých algeber se totiž nebudeme moci opřít o nějaké jedno univerzální
rozkladové těleso, ale každá komponenta bude mít své vlastní.

V této části proto A bude nadále značit centrální jednoduchou K-algebru.
Mějme T podtěleso K a [K : T ] = n. Víme, že každé a ∈ K lze ztotožnit s maticí
levého násobení ã ∈ Mn(T ) vůči nějaké T -bázi K a máme definovanou normu
NK/T (a) = det(ã). Tuto normu nyní pomocí následující definice rozšíříme.

Definice 10. K polynomu f(x) = ∑
aix

i v okruhu K[x] definujeme polynom
f̃(x) = ∑

ãix
i ∈Mn(T [x]). Dále definujeme normu NK/T : K[x]→ T [x] jako

NK/T (f(x)) = det(f̃(x)).

Definice 11. Nechť A je centrální jednoduchá K-algebra, dimK A = m2. Nechť
dále T je podtěleso K s vlastností [K : T ] = n. Pro každé a ∈ A definujeme
redukovaný charakteristický polynom vzhledem k T následovně:

red.char.polA/T a = NK/T (red.char.polA/T a)
= xmn − (trK/T a)xmn−1 + . . .+ (−1)mn nrK/T a.

Koeficienty trK/T a a nrK/T a nazýváme relativní redukovanou stopou, respektive
relativní redukovanou normou.

Poznámka. Položíme-li K = T , pak pojmy splynou s „nerelativními“ verzemi
z předchozí podkapitoly.

Tvrzení 15. Nechť A je centrální jednoduchá K-algebra, dimK A = m2. Dále T
značí podtěleso K, [K : T ] = n. Pak pro každý prvek a ∈ A platí

(i) trA/T a = TrK/T (trA/K a), nrA/T a = NK/T (nrA/K a),

(ii) char.polA/T a = (red.char.polA/T a)m,

(iii) TrA/T a = m · trA/T a,NA/T a = (nrA/T a)m.

Důkaz.

(i) Vezměme nějaké a ∈ A a položme

h(x) = red.char.polA/K a = xm − α1x
m−1 + . . .+ (−1)mαm,

kde podle definice α1 = trA/K a a αn = nrA/K a. Dosazením dostáváme
požadované vztahy

red.char.polA/T a = NK/T h(x)
= xmn − (TrK/T α1)xmn−1 + . . .+ (−1)mnNK/T αm.

(ii) Tuto část dokážeme výpočtem

char.polA/T a = NK/T (char.polA/K a) = NK/T ((red.char.polA/K a)m)
= (NK/T (red.char.polA/K a))m = (red.char.polA/T a)m.
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(iii) Poslední bod je zřejmým důsledkem toho předchozího.
f

Zkusme tyto nové pojmy aplikovat na náš model, tentokráte trochu obměněný.
Příklad.P Nechť A = A(

√
2) = Q(

√
2)⊕Q(

√
2)i⊕Q(

√
2)j ⊕Q(

√
2)k je centrální

jednoduchá K-algebra, kde K = Q(
√

2). Položme T = Q.
Opět máme těleso E = Q(i,

√
2) rozkládající A a můžeme využít stejného

vnoření jako v minulé kapitole (prvek y ∈ A zase vyjadříme ve tvaru y = α+ βj,
kde α, β ∈ E). Dostáváme znovu výsledek

red.char.polA/K y = x2 − (α + ᾱ)x+ (αᾱ + ββ̄) ∈ Q(
√

2)[x].

Tento polynom označme f(x). Pak

f̃ =
(
x2 − ax+ c −2bx+ 2d
−bx+ d x2 − ax+ c

)
,

kde a, b, c, d ∈ Q jsou koeficienty rozkladů (α+ᾱ) = a+b
√

2, (αᾱ+ββ̄) = c+d
√

2.
Pomocí NK/T dostáváme

red.char.polA/T y = x4 − (2a)x3 + (2c+ a2 − 2b2)x2 + (4bd− 2ac)x+ (c2 − 2d2)

a tedy vidíme, že skutečně platí vztahy z předchozího tvrzení 15 (ii)

TrK/T (trA/K(y)) = TrK/T (α + ᾱ) = Tr
(
a 2b
b a

)
= 2a = trA/T (y),

NK/T (nrA/K(y)) = NK/T (αᾱ + ββ̄) = det
(
c 2d
d c

)
= c2 − 2d2 = nrA/T (y).

4
Nyní již můžeme přistoupit k zavedení těchto pojmů v polojednoduchých alge-
brách.
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3.3 Polojednoduché algebry
V této části bude A značit polojednoduchou centrální K-algebru. Tu můžeme

rozložit na jednoduché komponenty A = A1 ⊕ ... ⊕ At, což jsou algebry, jejichž
centra Ki jsou rozšířeními K konečného stupně.

Definice 12. Nechť A = A1 ⊕ . . . ⊕ At a dimKi
Ai = m2

i . Každý prvek a ∈ A
má jednoznačně definovaný rozklad a = a1 + . . . + at, ai ∈ Ai. Pro tento prvek
definujeme relativní redukovaný charakteristický polynom vzhledem ke K takto:

red.char.polA/K a =
t∏
i=1

red.char.polAi/K
ai =

t∏
i=1

NKi/K(red.char.polAi/Ki
ai).

Relativní redukovanou normu a relativní redukovanou stopu definujeme jako koe-
ficienty tohoto polynomu

red.char.polA/K a = xr − (trA/K a)xr−1 + . . .+ (−1)r nrA/K a.

Navíc platí r = ∑
mi · [Ki : K].

Tvrzení 16. Platí

trA/K a =
t∑
i=1

trAi/K ai =
t∑
i=1

TrKi/K(trAi/Ki
ai),

nrA/K a =
t∏
i=1

nrAi/K ai =
t∏
i=1

NKi/K(nrAi/Ki
ai).

Tvrzení 17. Nechť R je celistvě uzavřený a K je jeho podílové těleso. Potom pro
každý prvek a ∈ A platí

red.char.polK a ∈ R[X], trA/K(a) ∈ R, nrA/K(a) ∈ R.

Tedy celistvé prvky mají celistvé redukované normy i redukované stopy.
Příklad.P Mějme grupovou algebru A = K[G], kde G je konečná grupa a K je
komutativní těleso, které je algebraicky uzavřené, a ve kterém je navíc |G| inverti-
bilní. Pokusíme se spočíst redukovanou stopu jejích prvků a to pomocí charakterů
ireducibilních reprezentací. Pro reprezentaci % grupy G je její charakter definován
takto χ%(g) = Tr(%(g)).

Jak vidíme, jsou splněny předpoklady Maschkeho věty [1] a A je polojedno-
duchá. Máme tedy izomorfismus algeber h : A ∼=

∏
Mdi

(K) zadaný následovně:
h : g 7→ ∏(%i(g)), kde %i jsou všechny neekvivalentní ireducibilní reprezentace vy-
jádřené jako matice vždy vůči nějaké pevné K-bázi vektorového prostoru Vi, na
kterém působí; di je dimenze prostorů Vi. Všimněme si, že K evidentně rozkládá
Mdi

(K). Použitím tvrzení 16 pak dostáváme výsledek

trA/K(g) =
n∑
i=1

trMdi
(K)/K(%i(g)) =

n∑
i=1

Tr(%i(g)) =
n∑
i=1

χ%i
(g).

4
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Kapitola 4

Maximální mřížové okruhy

4.1 Existence
V této kapitole budeme hledat maximální mřížové okruhy. Jak uvidíme poz-

ději, tak maximalita nám dává další užitečné vlastnosti.
Není-li řečeno jinak, pak v této kapitole A značí separabilní K-algebru, kde

K je podílovým tělesem noetherovského celistvě uzavřeného oboru integrity R.
Dále Λ bude vždy R-mřížový okruh v A. Nebude-li hrozit nedorozumění, bude
u pojmů definovaných v předchozí kapitole index A/K vynechán.

Definice 13. Diskriminant Λ (značíme d(Λ)) definujeme jako ideál R generovaný
prvky {det(tr(xixj))1≤i,j≤m}, xi ∈ Λ, kde m = dimKA.

Věta 18. Nechť Λ má volnou R-bázi u1, . . . , um. Pak diskriminant je hlavní ideál
d(Λ) = R · det(truiuj).

Důkaz. Ideál R · det(truiuj) je zajisté obsažen v d(Λ). Pro dokázání opačné
inkluze vezměme libovolné prvky x1, . . . , xm ∈ Λ. Existují rik ∈ R, pomocí nichž
zapíšeme xi ve tvaru xi = ∑k

k=1 rikuk. Jejich součin tak můžeme vyjádřit jako
trxixj = ∑m

k,l=1 rikrjl trukul, z čehož dostáváme také vztah pro determinant

(?) det(trxixj) = det(rik) · det(trukul) · det(rjl),

ve kterém jsou determinanty matic po stranách prvky R.
f

Tvrzení 19. Nechť Γ je podokruhem A obsahujícím R s vlastností KΓ = A. Je-li
každý prvek a ∈ Γ celistvý nad R, potom je Γ R-mřížový okruh v A. Naopak každý
R-mřížový okruh v A má tyto vlastnosti.

Důkaz. Druhou část již víme (tvrzení 4). Nyní nechť Γ má uvedené vlastnosti. Pak
zbývá pouze zkontrolovat, že se jedná o R-mříž. KΓ = A, proto existují ui ∈ Γ
takové, že A = ⊕m

i=1Kui. Položme α = det(truiuj) ∈ R. Platí, že α 6= 0 (viz
tvrzení 13). Γ je mříží, protože je, jak záhy ukážeme, podmříží mříže α−1 ·∑Rui.

Vezměme libovolný prvek x ∈ Γ ⊂ A. Ten vyjádříme jako x = ∑m
i=1 kiui, kde

ki jsou prvky z K. Protože xuj ∈ Γ je celistvý nad R, tak podle tvrzení 17 je
trxuj ∈ R. Zároveň můžeme stopu vyjádřit následovně

trxuj =
m∑
i=1

ki truiuj.
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Označíme-li k̄ = (k1, . . . , km) > a t̄ = (trxu1, . . . , trxum) >, tak dostáváme sou-
stavu rovnic

(trujui)k̄ = t̄.

Tuto soustavu lze řešit pomocí Cramerova pravidla [2]. Odtud potom vyplývá,
že řešení je pro každé ki tvaru ki = ri/α, kde ri ∈ R. Tudíž jsme dokázali,
že skutečně Γ ⊆ α−1∑Rui.

f

Důsledek. Každý R-mřížový okruh Λ v A je obsažen v nějakém maximálním
R-mřížovém okruhu v A.

Důkaz. Nechť Λ je R-mřížový okruh v A. Množinu všech R-mřížových okruhů v A
obsahujících Λ označme C. Tato je částečně uspořádáná inkluzí a je neprázdná
(Λ ∈ C). Nyní vezměme nějaký řetězec {Λα} z C a označme Λ′ = ⋃

α Λα. Zjevně
platí, že Λ′ je podokruh A obsahující R s vlastností KΛ′ = A. Navíc každý prvek
x ∈ Λ′ je celistvý nad R, protože leží už v nějakém Λα. To podle předchozího tvr-
zení 19 stačí k závěru, že Λ′ je mřížový okruh. Podle principu maximality1 má C
maximální prvek, který je podle předchozí úvahy maximálníR-mřížový okruh vA.

f

1Princip maximality je jednou z ekvivalentních forem axiomu výběru.
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4.2 Základní vlastnosti
Nechť je R i nadále noetherovský celistvě uzavřený obor integrity s podílovým

tělesem K a A nechť stále značí separabilní K-algebru.

Tvrzení 20. Je-li Λ maximální R-mřížový okruh v A, tak pro všechna přiro-
zená n je Mn(Λ) maximální R-mřížový okruh v Mn(A). Speciálně je-li R celistvě
uzavřený, pak Mn(R) je maximální v Mn(K).

Důkaz. Vezměme maximální R-mřížový okruh Λ v A a označme okruhy matic
Γ = Mn(Λ), B = Mn(A). Potom Γ je evidentně R-mřížový okruh v B a lze tedy
vnořit do nějakého maximálního Γ′ ⊇ Γ. Množinu prvků z A, které se objevují
v polích matic z Γ′ označme Λ′. Nutně musí platit Λ ⊆ Λ′.

Protože Γ obsahuje permutační matice, tak jakýkoli prvek λ ∈ Λ′ vyskytující
se na libovolné pozici v nějaké matici z Γ′ dokážeme dostat na pozici (1,1). Λ′
je tedy R-mřížový okruh, protože Λ′ ∼= diag(Λ′, 0, . . . , 0) ⊂ Γ′. Protože Λ byl
maximální v A, tak Λ′ = Λ a také Γ′ = Γ.

f

Věta 21. Nechť A je separabilní K-algebra s jednoduchými komponentami {Ai}
a nechť Ri je celistvý uzávěr R v Ki centru Ai. Pak platí následující:

(i) Pro každý maximální R-mřížový okruh Λ v A platí Λ = ⊕Λei, kde {ei} značí
centrální idempotenty A takové, že Ai = Aei. Navíc Λei je vždy maximální
R-mřížový okruh v Ai.

(ii) Je-li Λi maximální R-mřížový okruh v Ai pro všechna i (1 ≤ i ≤ t), pak⊕Λi je maximální R-mřížový okruh v A.

(iii) R-mřížový okruh Λi v Ai je maximální tehdy a jen tehdy, když Λi je maxi-
mální Ri-mřížový okruh.

Důkaz.

(i) Pro maximální R-mřížový okruh Λ zajisté platí

Λ = Λ(e1 + . . .+ et) ⊆ Λe1 ⊕ . . .⊕ Λet.

Každá komponenta Λei je R-mřížovým okruhem v Ai, lze ji tedy vnořit
do maximálního R-mřížového okruhu Γi v Ai. Potom Γ = ⊕Γi je R-mřížový
okruh v A obsahující Λ, tudíž Λ = Γ a Λei = Γi.

(ii) Mějme naopak Λi maximální mřížové okruhy v Ai a položme Λ = ⊕Λi.
Pokud by existoval Γ ⊇ Λ maximální R-mřížový okruh, tak Γei ⊇ Λi, a pro-
tože Λi jsou maximální, tak platí rovnost a dostáváme znovu požadovaný
vztah Γ = ⊕Γi = Λ.

(iii) Vezměme maximální R-mřížový okruh Λi v Ai. Podle tvrzení 19 je Ri R-mříž
(vKi). Protože prvky Ri komutují s těmi z Λi, tak je také RiΛi je R-mříž, do-
konce je to R-mřížový okruh v Ai. A protože Λi = RΛi ⊆ RiΛi, kde poslední
inkluze musí být kvůli maximalitě Λi rovnost, tak je Λi také Ri-mřížovým
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okruhem v Ai. Vhledem k tomu, že jakýkoliv Ri-mřížový okruh je také
R-mřížový okruh, je Λi už nutně maximální. Stejná úvaha dokazuje též
opačnou implikaci.

f

Tvrzení 22.P Nechť R je Dedekindův obor s podílovým tělesem K. Nechť dále
Λ ⊂ Λ′ jsou dva R-mřížové okruhy v separabilní K-algebře A. Pak d(Λ′)|d(Λ)
a d(Λ′) = d(Λ) právě tehdy, když Λ′ = Λ.

Důkaz. R je obor integrity, proto d(Λ′) dělí d(Λ), právě když ho obsahuje [5, str.
4]. To evidentně platí, protože Λ′ obsahuje všechny n-tice z Λ.

Druhou část tvrzení vyřešme nejprve lokálně. Nechť tedy R je lokální. Potom
jsou všechny ideály hlavní a Λ i Λ′ je volný R-modul [5, str. 21, I.5.4]. Máme
tedy volnou bázi a1, ..., am okruhu Λ. Položme r = det(tr(aiaj)), pak podle věty
18 dostáváme rR = d(Λ) = d(Λ′). Každé x ∈ Λ′ můžeme vyjádřit jako x =∑(ri/r) · ai, kde ri ∈ R (viz důkaz věty 19). Vezměme nyní bázi x1, . . . , xm
okruhu Λ′. Pro tu zřejmě platí det(tr(xixj)) = ru, kde u ∈ u(R). Podle vyjádření
(?) z důkazu věty 18 dostáváme

ru = det(tr(xixj)) = det(rik/r) · det(tr(akal)) · det(rjl/r).

A vidíme, že determinanty po stranách jsou nutně prvky u(R) a tudíž koeficienty
rij jsou násobky r. Proto Λ = Λ′.

Nechť nyní již okruh R není obecně lokální. Pak tvrzení plyne z toho, že
d(ΛP ) = (d(Λ))P a d(Λ) = ⋂

d(ΛP ), kde P probíhá všechny prvoideály.
f

Příklad.P Zkusíme nové pojmy ilustrovat na naší algebře A. Položme si jednak
otázku jak vypadá diskriminant Lipschitzových kvaternionů, tedy Z-mřížového
okruhu Λ = Z⊕ Zi⊕ Zj ⊕ Zk.

Podle úvodní věty v této kapitole (18) si stačí vzít bázi, například 1, i, j, k,
dále využijeme vnoření do M2(Q(i)) z podkapitoly 3.1 příslušná matice stop
diag(2,−2,−2,−2) má determinant roven −16, tedy d(Λ) = 16Z.

Nyní zkusme stejný problém vyřešit pro mřížový okruh Hurwitzových kvater-
nionů Ω = Λ + Za, kde je (opět) a = (1 + i + j + k)/2. Při volbě báze a, i, j, k
dostáváme diskriminant d(Ω) = 4Z. Ukážeme, že Ω je již maximální.

Pokud by existoval nějaký větší mřížový okruh Ω̃ ) Ω, tak každý jeho prvek
y ∈ Ω̃ můžeme vyjádřit jako y = 1/4 · x, kde x ∈ Ω (viz důkaz věty 19). Tyto
prvky rozepišme následovně y = y1 + y2i+ y3j + y4k a x = x1 + x2i+ x3j + x4k,
kde xν , yν ∈ Q. Protože y musí být celistvé nad Z, tak musí mít celistvou také re-
dukovanou normu a stopu. Proto vidíme tr(y) = 1/4 tr(x) = x1/2 a tedy x1 = 2`1
pro nějaké `1 ∈ Z. Stejně tak musí být celistvá stopa prvků yi, yj, yk, a tak do-
stáváme y = 1/2(`1 + `2i + `3j + `4k), `ν ∈ Z. Kdyby ovšem měly koeficienty `ν
různou paritu, tak by norma nr(y) = 1/4(`2

1 + `2
2 + `2

3 + `2
4) nebyla celistvá nad Z,

tudíž by se nejednalo o celistvý prvek. Proto y ∈ Ω a vidíme, že Ω je skutečně
maximální Z-mřížový okruh v A.

4
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Příklad.P Pojďme se podívat na jednoduché Q-algebry An = Q(
√
n), kde n ∈ N je

bezčtvercové. Pak trAn/Q = TrAn/Q, protože An je komutativní těleso. Vezmeme-
li bázi 1,

√
n, tak vidíme, že pro prvek y = y1 + y2

√
n, kde yi ∈ Q, vyjde stopa

Tr(y) = 2y1 a norma N(y) = y2
1−ny2

2. Při hledání maximálních mřížových okruhů
Ωn se opět soustředíme na podmínku celistvosti. Je-li y ∈ Ωn, dostáváme vyjád-
ření y = 1/2(`1 + `2), nr(y) = 1/4(`2

1 − n`2
2), `i ∈ Z. Rozborem případů zjistíme,

že pro n ≡ 1 (mod 4) stačí, mají-li `1 a `2 stejnou paritu. Jinak musí být nutně
`i sudá. Proto

Ωn = ZAn =
{

Z[(1 +
√
n)/2] n ≡ 1 (mod 4)

Z[
√
n] n ≡ 2,3 (mod 4) .

4
Na závěr této části přidáme ještě jeden poznatek o lokalizacích.

Lemma 23. Nechť S je multiplikativní množina v R. Je-li Λ maximální R-mřížový
okruh v A, pak S−1Λ je maximální S−1R-mřížový okruh v A.

Věta 24. R-mřížový okruh Λ v A je maximální právě tehdy, když pro každý
maximální ideál P okruhu R je ΛP maximální RP -mřížový okruh v A.

Důkaz. Je-li Λ maximální, pak podle předchozího lemmatu 23 jsou takové i všechny
ΛP . Nyní naopak předpokládejme, že každý ΛP je maximální. Pokud by existoval
v a nějaký R-mřížový okruh Γ ⊇ Λ, pak by pro všechny prvoideály P nutně
muselo platit ΓP = ΛP . Pak ale vždy nastává (Γ/Λ)P = 0 a tudíž Γ = Λ.

f
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4.3 Diskrétní valuační okruhy
V této sekci je R úplný diskrétní valuační okruh (má tedy jediný maximální

ideál P = πR). K bude značit podílové těleso tohoto okruhu.
Než přistoupíme k popisu maximálních mřížových okruhů, je dobré připome-

nout, že na K máme definovanou nearchimédovskou diskrétní valuaci ν : K → R
(více viz [5, str. 97], [7, §4b, §5])., což je zobrazení, které pro všechny a,b ∈ K
splňuje podmínky:

(i) ν(a) =∞ právě tehdy, když a = 0,

(ii) ν(ab) = ν(ba) = ν(a) + ν(b),

(iii) ν(a+ b) ≥ min(ν(a),ν(b)),

(iv) {ν(a) | a 6= 0} je nekonečná cyklická grupa.

Navíc platí a ∈ R právě tehdy, když ν(a) ≥ 0.

4.3.1 Jednoznačnost v tělesech
Pro tuto část bude D představovat těleso, které obsahuje K ve svém centru

a [D : K] je konečný. Pomocí rozšíření valuace ukážeme, že D obsahuje jediný
maximální R-mřížový okruh ∆.

Definice 14. Nechť [D : K] = m. Pro a ∈ D položme f(x) = min.polK a.
Definujme zobrazení ϑ následovně:

ϑ(a) = m−1 · ν(ND/K a) = [K(a) : K]−1 · ν(f(0)).

Tvrzení 25. Prvek a ∈ D je celistvý nad R právě tehdy, když ϑ(a) ≥ 0.

Důkaz. Podle definice je ϑ(a) ≥ 0 právě tehdy, když ND/K a ∈ R. Je-li a celistvý
nad R, tak char.polD/K a ∈ R[x], proto také ND/K a ∈ R.

Mějme naopak ND/K a ∈ R a označme

min.polK a = f(x) = xn + α1x
n−1 + . . .+ αn.

Protože ND/K a je až na znaménko rovno nějaké mocnině αn = f(0), tak f(0) ∈ R.
Vzhledem k tomu, že f(x) je ireducibilní, tak pro jeho členy platí [viz 7, str. 135,
(12.2)]

ν(αi) ≥ min(ν(1),ν(αn)) = 0.
Vidíme tedy, že f(x) ∈ R, a proto a je celistvý nad R. f

Tvrzení 26. Zobrazení ϑ je diskrétní valuace na D, která rozšiřuje ν.

Důkaz. Zřejmě ϑ(k) = ν(k) pro všechny prvky k ∈ K. Z podmínek uvedených
na začátku kapitoly jsou (i) a (ii) splněny díky vlastnostem normy. Dále prvky
množiny {ϑ(a)|0 6= a ∈ D} tvoří aditivní podgrupu m−1Z (tedy izomorfní Z) a je
tak splněna podmínka (iv).

Poslední podmínku (iii) stačí ověřit pouze pro speciální případ ϑ(b) ≥ 0, b ∈ K
a a = 1. Potom je podle předchozího tvrzení 25 b celistvý nad R. Proto je také
(1 + b) celistvý nad R a platí požadovaný vztah ϑ(1 + b) ≥ 0 = min(ϑ(1),ϑ(b)).

f
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Definice 15. Pro valuaci ϑ definujeme její valuační okruh

∆ = {a ∈ D |ϑ(a) ≥ 0}.

Poznámka. ∆ je konečně generovaný R-modul podle [7, str. 140, (13.3)]

Věta 27. Nechť ∆ je jako v předcházející definici. Potom je to jediný maximální
R-mřížový okruh v D a navíc se jedná o celistvý uzávěr R v D.

Důkaz. Zřejmě K∆ = D, proto je ∆ R-mřížovým okruhem v D. Jak už víme z
tvrzení 4, tak každý prvek R-mřížového okruhu je nad R celistvý, proto podle
tvrzení 25 v ∆. Tudíž je ∆ nutně jediný maximální R-mřížový okruh v D.

f
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4.3.2 Konjugovanost a dědičnost
Nyní již víme, že jistá nadtělesa K obsahují jediný maximální R-mřížový

okruh. V této části z toho odvodíme strukturu maximálních mřížových okruhů
v centrálních jednoduchých K-algebrách.

Označme tedy A = Mm(D) centrální jednoduchouK-algebru. Díky znalostem
z kapitoly 3 můžeme dále označit [D : K] = n2, dimK A = n2m2.
Poznámka. Stejně jako v předchozí kapitole bude ∆ ten jediný maximální mřížový
okruh v D. Dále π bude jeho prvočinitel a k němu ideál B = π∆. Platí, že všechny
nenulové jednostranné ideály ∆ jsou tvaru Bt a jsou nutně oboustranné [viz 7,
str. 139, (13.2)].

Po zbytek podkapitoly nechť Λ = Mm(∆).

Tvrzení 28. Λ je maximální R-mřížový okruh v A s jediným maximálním (obou-
stranným) ideálem πΛ. Navíc jeho mocniny (πΛ)t = πtΛ, t ∈ N0 jsou všechny
(nenulové) oboustranné ideály okruhu Λ.

Důkaz. Λ je maximální mřížový okruh podle tvrzení 20. Dále platí, že Λ-moduly a
∆-moduly jsou takzvaně moritovsky ekvivalentní (více viz [3], [7, str. 163, (16.9)].
To znamená, že mezi nimi existuje vzájemně jednoznačné zobrazení, které je dáno
tak, že každému ∆-modulu M odpovídá Λ-modul M (m).

Oboustranné ideály okruhu Λ jsou proto dány jako Mm(I), kde I probíhá
všechny oboustranné ideály ∆. Vzhledem k faktu, že I je rovno nějakému πm∆,
nám zbývá už jen poznamenat

Mm(πt∆) = πt ·Mm(∆) = (πΛ)t.
f

Věta 29. Λ je zleva i zprava dědičný.

Poznámka. Tato věta je důsledkem toho, že již zmíněná korespondence mezi
Λ-moduly a ∆-moduly zachovává dědičnost.

Lemma 30. Nechť M a N jsou levé Λ-mříže. Potom M ∼= N právě tehdy, když
M a N mají stejný R-rank. To stejné platí také pro pravé Λ-mříže.

Tvrzení 31. Každý jednostranný ideál okruhu Λ je hlavní.

Důkaz. NechťM je levý ideál okruhu Λ. PotomKM je levý ideál jednoduchého ar-
tinovského okruhu S s vlastnostíKM = Se = KΛe, pro nějaký idempotent e ∈ S.
Podle předchozího lemmatu existuje izomorfismus Λe ∼= M . Ten e přiřadí nějaké
m ∈ M a tudíž M = Λm. Stejný postup funguje zřejmě též pro pravé ideály.

f

Věta 32. R-mřížový okruh Λ′ je maximální v A, právě tehdy, je-li tvaru u−1Λu
pro vhodnou jednotku u ∈ u(A).

Důkaz. Nechť Λ′ 6= Λ je maximální R-mřížový okruh v A. Potom Λ′Λ je úplná
pravá Λ-mříž v A, proto existuje nenulové r ∈ R, pro které platí rΛ′Λ ⊂ Λ.
Potom rΛ′Λ je pravý ideál okruhu Λ, tudíž je hlavní a existuje a ∈ A takové,
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že rΛ′Λ = aΛ. Odtud dostáváme Λ′Λ = uΛ, kde u = r−1a. Protože se jedná
o úplnou mříž, tak zjevně platí A = uA, proto u ∈ u(A). Z toho dostáváme

uΛ = Λ′Λ = Λ′ · Λ′Λ = Λ′uΛ ⊃ Λ′u

a vidíme, že Λ′ ⊆ uΛu−1. Jenže uΛu−1 je zjevně také R-mřížový okruh a tak
nastává rovnost (Λ′ byl maximální).

Naopak, kdyby pro nějaké u ∈ u(A) nebyl uΛu−1 maximální, tak by šel
vnořit do nějakého maximálního mřížového okruhu Γ. Ovšem protože konju-
gace je automorfismus, tak by u−1Γu ) Λ, což je ve sporu s maximalitou Λ.

f

Poznámka. Poznatky, které jsme dokázali pro okruh Λ, jsou samozřejmě platné
pro všechny maximální R-mřížové okruhy Λ′ v A. Navíc jediný maximální ideál
okruhu u−1Λu je u−1πΛu.

Tvrzení 33. Pro každý maximální R-mřížový okruh Λ′ v A platí

radΛ = πΛ,Λ′/ radΛ′ ∼= Mr(∆/ rad∆).

Navíc ∆/ rad∆ je těleso.

Důkaz. radΛ je nenulový, protože obsahuje diag(x, . . . ,x), kde x ∈ rad∆ = π∆.
Podle tvrzení 28 je proto radΛ = πtΛ, pro nějaké t ∈ N. Pokud by t > 1, tak
Λ/ radΛ obsahoval nenulový nilpotentní ideál πΛ/ radΛ, což samozřejmě není
možné, neboť Λ/ radΛ je polojednoduchý. Tudíž t = 1 a

Λ/ radΛ ∼= Mm(Λ/π∆) = Mm(∆/ rad∆).
f

Věta 34. Nechť X je úplná R-mříž v A. Potom Ol(X) je maximální mřížový
okruh, právě tehdy, když Or(X) je maximální mřížový okruh.

Důkaz. Položme Γ = Or(X) a Γ′ = Ol(X). Nejprve předpokládejme, že Γ je
maximální. Potom X je úplná pravá Γ-mříž v A a tak můžeme psát X = uΓ
pro nějaké u ∈ u(A). Potom uΓu−1X ⊆ X, proto také uΓu−1 ⊆ Γ′. Jak již víme,
uΓu−1 je maximální, proto je maximální Γ′. Opačná implikace se dokazuje zcela
analogicky.

f

Poznámka. Pracovali jsme dosud s případem, kdy R byl úplný diskrétní valuační
okruh. Opustíme-li nyní předpoklad úplnosti, tak věty 29 a 32 stále platí. Taktéž
tvrzení 31, to dokonce s identickým důkazem. Platí též následující obměna tvrzení
33.

Věta 35. Nechť Λ′ je nějaký maximální R-mřížový okruh v centrální jednoduché
K-algebře A. Potom Λ′ má jediný maximální (oboustranný) ideál B = Λ∩ radΛ̂.
Navíc tedy radΛ = B a každý nenulový oboustranný ideál Λ je mocninou B.

A ještě uvedeme jednu zajímavou vlastnost týkající se ideálů.

Tvrzení 36. Nechť Λ′ je maximální R-mřížový okruh v centrální jednoduché
K-algebře A. Je-li xΛ′ maximální pravý ideál Λ′, pak Λ′x je maximální levý ideál.
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Věta 37. Nechť Λ je maximální R-mřížový okruh v separabilní K-algebře A.
Potom je každý ideál okruhu Λ hlavní. Jsou-li M , N levé Λ-mříže, potom M ∼= N
tehdy a jen tehdy, když KM ∼= KN jako levé A-moduly.

Poznámka. Tato věta je důsledkem lemmatu 30 a faktu, žeM ∼= N jako Λ-moduly
právě tehdy, když M̂ ∼= N̂ jako Λ̂-moduly.

Tvrzení 38.P Nechť R je diskrétní valuační okruh a ∆ je maximální R-mřížový
okruh v tělese D s centrem K. Pak každá levá ∆-mříž je volný modul.

Důkaz. ∆ je maximální, proto je podle věty 29 dědičný. Podle důsledku věty 8
je každá ∆-mříž M projektivní a je tedy izomorfní direktní sumě levých ideálů
okruhu ∆. Podle poznámky na začátku této sekce je každý takový ideál hlavní,
tudíž izomorfní ∆. Dostáváme požadovaný výsledek M ∼= ∆(k).

f
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4.4 Dedekindovy obory
V této sekci uplatníme poznatky z té předchozí k dokázání obdobných tvrzení,

tentokráte v případě, kdy R značí Dedekindův obor. A bude značit separabilní
K-algebru, kde K je opět podílové těleso R. R̂P , K̂P , ÂP pak značí P -adické
zúplnění jejich lokalizací, kde P je samozřejmě prvoideálem R.

Tvrzení 39. Nechť R je Dedekindův obor a Λ R-mřížový okruh v A. Pak Λ je
maximální mřížový okruh právě tehdy, když pro každý prvoideál P v R je P -adické
zúplnění Λ̂P maximálním R̂P -mřížovým okruhem v ÂP .

Tvrzení 40. Nechť M je úplná R-mříž v A. Pak Ol(M) je maximální R-mřížový
okruh v A právě tehdy, když je Or(M) maximální.

Důkaz. Tuto situaci převedeme na úplný lokální případ. Pro odvozené mřížové
okruhy platí vztah O?(M̂P ) = R̂P ⊗R O?(M), kde ? označuje buď vždy l, nebo r.
Předpokládejme, že Λ = Ol(M) je maximální a označme Γ = Or(M). ÂP je
stejně jako A separabilní, tudíž polojednoduchá. Její komponenty označme Âi.
M̂P tak můžeme rozložit jako ⊕Mi, kde Mi jsou úplné R̂P -mříže v Âi. Zřejmě
Λi = Ol(M) jsou komponenty Λ̂P . Dále máme také rozklad Γ̂P = ⊕Γi, kde
Γi = Or(Mi). Protože Λ byl maximální, tak je takové také každé Λi. Podle věty
34 je tedy maximální každé Γi, proto je maximální i Γ.

Stejná úvaha dokazuje též opačnou implikaci.
f

Tvrzení 41. Maximální R-mřížové okruhy jsou zleva i zprava dědičné.

Důkaz. Vezměme nějaký maximální R-mřížový okruh Λ a Λi bude opět značit
komponenty Λ̂P . Podle věty 29 jsou okruhy Λi dědičné. Tudíž je (pro každý
prvoideál P ) dědičný i Λ̂P . Z vlastností lokalizací pak plyne, že dědičný je také
samotný okruh Λ.

f

Důsledek. Nechť Λ je maximální mřížový okruh. Potom je každá levá Λ-mříž
M projektivní. Navíc M je nerozložitelný právě tehdy, když KM je jednoduchý
A-modul.

4.5 Příklady s grupovými algebrami
V této sekci ukážeme dva příklady s grupovými algebrami.

Příklad.P Vezměme symetrickou grupu S3 a její grupovou algebru Q[S3]. V ní
budeme hledat nějaký maximální Z-mřížový okruh Ω.

Jak jsme již psali v příkladu na konci sekce 3.3, tak se jedná o polojednodu-
chou algebru a můžeme jí rozložit pomocí charakterů ireducibilních reprezentací.
V tomto případě, tedy máme izomorfismus h : Q[S3] ∼= Q ⊕ Q ⊕M2(Q), daný
h(π) = (1, sgn π,%(π)), kde % je dvoudimenzionální reprezentace určená vztahy
%((12)) =

(
0 1
1 0

)
a %((123)) =

(
0 −1
1 −1

)
.

Podle věty 21 (ii) stačí najít maximální mřížové okruhy v jednotlivých kom-
ponentách. Díky tvrzení 20 vidíme, že jednou z možností je h(Ω) = Z⊕Z⊕M2(Z)
(ostatní vzniknou pomocí konjugace maticemi z M2(Q) ve třetí složce).

27



Prvním nabízejícím se kandidátem je mřížový okruh Z[S3]. Ale například
(1, 0,

(
0 0
0 0

)
) /∈ h(Z[S3]). Hledejme tedy maximální mřížový okruh Ω ) Z[S3]. Ten

nutně musí vydržet konjugaci prvky z u(Z[S3]) ⊇ ±S3. To nás přivádí na myš-
lenku normálních podgrup a k prvkům

a = 1
3(id+(123) + (132)), g = 1

6(id+(12) + (13) + (23) + (123) + (132)).

Navíc vidíme, že pro Ω = Z[S3]+Za+Zg už máme požadovaný obraz. Našli jsme
tedy maximální Z-mřížový okruh v Q[S3].

4

Příklad.P Dalšími zajímavými algebrami jsou grupové algebry cyklotomické grupy
Cn. Ty můžeme zapsat například takto: Q[Cn] = Q[x]/(xn−1). Ukážeme základní
podmínku, kterou musí splňovat prvky každého Z-mřížového okruhu v Q[Cn]
a pro n = 2,3 ukážeme maximální Z-mřížové okruhy.

V Q[Cn] máme zajisté mřížový okruh Z[Cn]. Navíc každý prvek α ∈ Q[Cn]
můžeme vyjádřit ve tvaru α = a/q = 1/q ·∑n−1

i=0 aix
i, kde ai ∈ Z, a přitom q ∈ N

je nejmenší možné.
Aby mohl být prvek α ∈ Q[Cn] v nějakém mřížovém okruhu, tak musí být

celistvý, musí mít tedy celistvou stopu. Stejně na tom musí být také prvky yxi.
Snadno spočteme Tr(yxi) = n/q ·ai. Protože q bylo minimální, tak q je nesoudělné
s nsd(a1, . . . , an). Proto platí q|n.

Podobně jako u předchozích příkladů získáváme následující Z-mřížový okruh
v Q[Cn]

Λn = { 1
n
·
n−1∑
i=0

aix
i | ai ∈ Z, ai ≡ aj (mod n)}.

V případě n = 2 využijeme opět vyjádření pomocí charakterů. Vezmeme
izomorfismus h2 : Q[C2] ∼= Q ⊕ Q, daný pomocí h2(xk) = (1,(−1)k). Vidíme,
že pro maximální Z-mřížový okruh musí platit h2(Ω) = Z ⊕ Z. Náš okruh Λ2 =
Z[C2] + Z(1/2(1 + x)) toto zjevně splňuje.

V případě n = 3 máme izomorfismus h3 : Q[C3] ∼= Q⊕Q(ω), kde ω = e2πi/3,
daný předpisem h3(xk) = (1,ωk). Opět vidíme, že pro maximální Z-mřížový okruh
musí platit h3(Ω) = Z ⊕ Z[ω]. Což pro Ω = Λ3 = Z[C3] + Z(1/3(1 + x + x2))
zjevně platí.

Mohlo by se zdát, že jsme našli obecný popis maximálních Z-mřížových okruhů
v algebrách Q[Cn]. Tak tomu ovšem není. V případě, že n není prvočíslo, tak
má vlastní podgrupy a Λn můžeme rozšířit o prvky, které jim jistým způsobem
odpovídají. Například pro n = 4 máme Λ4 ( Λ4 +Z(1/2(1+x2))+Z(1/2(x+x3)).
Proto Λn není obecně maximální.

4
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Kapitola 5

Ideály

V této kapitole budeme zkoumat vlastnosti různých nových druhů ideálů
v mřížových okruzích a také v algebrách.

Nejprve připomeňme, že ideálům Dedekindova oboru R se říká také celistvé
ideály, aby byly jasně odlišeny od takzvaných ideálů lomených. Lomený ideál
je každý nenulový konečně generovaný R-modul, který je zároveň podmodulem
podílového tělesa okruhu R.

V této kapitole bude R značit noetherovský obor s podílovým tělesem K a A
bude konečně dimenzionální K-algebra.

Pojďme nyní definovat některé ideály v A.

Definice 16. Úplnou R-mříž M v algebře A nazveme normálním ideálem v A,
pokud Or(M) a Ol(M) jsou maximální mřížové okruhy. Normální ideál je obou-
stranný, pokud Or(M) = Ol(M).

Poznámka. Podle věty 34 víme, že je-li R diskrétní valuační okruh nebo Dedekin-
dův obor, tak platí: Or(M) je maximální právě tehdy, když Ol(M) je maximální.

Definice 17. Normální ideál M v A nazveme celistvým ideálem, pokud platí
M ⊆ Ol(M). Maximálním celistvým ideálem v A je celistvý ideál M , který je
maximálním levým ideálem okruhu Ol(M).

Definice 18. Pro mřížový okruh Λ v K-algebře A definujeme levý Λ-ideál v A
jako úplnou levou Λ-mříž M v A, tj. takovou, že KM = A.

Poznámka. Je-li M normální ideál, pro který platí Ol(M) = Or(M) = Λ, tak ho
budeme též nazývat oboustranným Λ-ideálem v A.
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5.1 Diskrétní valuační okruhy
V této části Λ značí maximální R-mřížový okruh v centrální jednoduché

K-algebře A, kde R je diskrétní valuační okruh a K jeho podílové těleso.

Tvrzení 42. Pro normální ideál M v A platí: M ⊂ Ol(M)⇔M ⊂ Or(M).

Důkaz. Položme Λ = Ol(M) ⊇ M . Potom M je levý ideál okruhu Λ a existuje
x ∈ u(A), pro které M = Λx. Platí

Or(M) = Or(Λx) = x−1Λx.

Navíc x ∈ Λ, a tak dostáváme

M = x−1 · xΛ · x ⊂ x−1Λx = Or(M).

Opačná implikace se dokáže zcela analogicky (opět M = y · Or(M) pro nějaký
prvek y ∈ u(A)).

f

Věta 43. Množina oboustranných Λ-ideálů v A je nekonečná cyklická grupa. Je-
jím generátorem je radΛ a jednotkovým prvkem je Λ (vzhledem ke standardnímu
násobení mříží).

Důkaz. Položme X = radΛ. Potom je podle věty 35 každý nenulový oboustranný
ideál okruhu Λ mocninouX; speciálně πΛ = Xm pro nějakém. Definujeme-liX−1

předpisem X−1 = π−1Xm−1, pak se jedná o oboustranný Λ-ideál v A s vlastností
X · X−1 = X−1 · X = Λ. Dále vezměme M libovolný oboustranný Λ-ideál v A.
Pak existuje takové s, že πsM je oboustranný ideál v Λ, a proto M = π−sXk

pro nějaké k. Tudíž M je mocninou X a M−1 = πs(X−1)k.
f

Věta 44. Pokud normální ideál M je maximálním levým ideálem Ol(M), potom
M je i maximálním pravým ideálem Or(M) a naopak.

Důkaz. Položme Λ = Ol(M). Nechť M = Λx je maximální levý ideál okruhu
Λ. Jak jsme viděli v důkazu tvrzení 42 Or(M) = x−1Λx = Λ′. Podle věty 36
je xΛ maximálním pravým ideálem okruhu Λ, proto x−1 · xΛx je maximální
pravý ideál v x−1Λx. Z toho již plyne, že M je maximální pravý ideál okruhu Λ′.

f

Poznámka. Na základě předchozí věty můžeme dovodit, že všechny maximální
celistvé ideály v A jsou vzájemně konjugované.

Na závěr této části přidáme ještě jednu větu o možnosti speciálního rozkladu
ideálů maximálního mřížového okruhu. Pro tento rozklad však musíme nejdříve
pojmenovat zvláštní typ součinu.

Definice 19. Nechť M1, . . . ,Mn jsou úplné R-mříže v A. Řekneme, že jejich
součin M1 · · ·Mn je řádný, pokud Or(Mi) = Ol(Mi+1), kde i ∈ {1, . . . , k − 1}.

30



Věta 45. Nechť M je vlastní ideál maximálního mřížového okruhu Λ takový,
že Λ/M má konečnou kompoziční řadu délky k. Potom lze M vyjádřit jako řádný
součin maximálních celistvých ideálů M = M1 · · ·Mk, kde navíc

(?) Ol(M) = Ol(M1), Or(M) = Or(Mk).

Důkaz. Větu dokážeme indukcí podle k. Pro k = 1 je tvrzení triviální, přistupme
tedy k případu k > 1. Můžeme vybrat x ∈ u(A) takové, že Λx je maximální levý
ideál okruhu Λ s vlastností M ⊆ Λx ⊂ Λ. Pak Λx/M má kompoziční řadu délky
(k − 1).

Položme Λ′ = x−1Λx, což je také maximální mřížový okruh. Oba jsou dědičné
podle věty 29. Proto vzájemně jednoznačné zobrazení mezi jejich ideály, které
ideálu I okruhu Λ přiřadí ideál x−1I okruhu Λ′, indukuje bijekci mezi levými
Λ-moduly W a levými Λ′-moduly x−1W .

Z toho plyne, že x−1M je levý ideál okruhu Λ′ a (x−1Λx/x−1M) má jako levý
Λ′-modul kompoziční řadu délky (k − 1). Podle indukčního předpokladu máme
řádný součin maximálních celistvých ideálů

x−1M = M2 · · ·Mk a Ol(M2) = Ol(x−1M) = x−1Λx = Λ′.
Položíme-li M1 = Λx, potom se jedná o maximální celistvý ideál, pro který je
Or(M1) = Λ′. Proto je vyjádření M jako M = Λx · x−1M = M1 · · ·Mk skutečně
řádným součinem. V důsledku předchozí úvahy o faktorech můžeme též vyvodit

Ol(M) ⊇ Ol(M1), Or(M) ⊇ Or(Mk).
Nutně musí platit rovnost, protože dané mřížové okruhy byly maximální.

f

Příklad.P Vyjádření celistvého ideálu jako řádného součinu maximálních ideálů
uvedeného v předchozí větě není vždy jednoznačné. Tuto skutečnost ukážeme
na následujícím příkladu.

Nechť A = M2(K). Λ = M2(R) je podle tvrzení 20 maximální R-mřížový
okruh v A. Položme

x1 =
(

1 0
0 π

)
, x2 =

(
π 0
0 1

)
,

kde π je nějaký prvočinitel v R. Vidíme, že x1 a x2 spolu komutují. Dále Λx1
a Λx2 jsou maximální levé ideály okruhu Λ. Stejně tak s nimi konjugované ideály
x−1
i · Λxj · xi jsou maximální v okruhu x−1

i Λxi. Pro celistvý ideál πΛ tak máme
dvě různá vyjádření:

πΛ = (Λx1) · (x−1
1 (Λx2)x1) = (Λx2) · (x−1

2 (Λx1)x2).
Zbývá ověřit, že tento součin odpovídá podmínkám věty 45. Podmínky (?) ověříme
snadno, díky maximalitě Λ platí:

Ol(πΛ) = Ol(Λπ) = Λ = Ol(Λxi),
Or(πΛ) = Λ = Or(x−1

i πΛ) = Or(x−1
i Λπ) = Or(x−1

i (Λxj)xi).
Nyní zbývá ověřit, že se skutečně jedná o řádný součin. Opět díky maximalitě Λ
vidíme

Or(Λxi) = x−1
i Λxi = Ol(x−1

i Λ) = Ol(x−1
i (Λxj)xi).

4
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5.2 Dedekindovy obory
V této části bude R značit Dedekindův obor s podílovým tělesem K.

5.2.1 Prvoideály
Definice 20. Nechť Λ je R-mřížový okruh v separabilní K-algebře A. Pak pr-
voideál B tohoto mřížového okruhu definujeme jako vlastní oboustranný ideál Λ
s vlastností KB = A, který splňuje podmínku, že pro každé dva oboustranné ideály
I, J okruhu Λ platí

I · J ⊆ B ⇒ (I ⊆ B nebo J ⊆ B).

Věta 46. Nechť je Λ maximální R-mřížový okruh v centrální jednoduché K-algebře
A. Existuje vzájemně jednoznačné zobrazení mezi množinou prvoideálů B v Λ
a množinou nenulových prvoideálů P v R dané následovně

P = R ∩B, B = Λ ∩ radΛP .

Dále B · ΛP = radΛP je jediný prvoideál ΛP a pro každý prvoideál Q v R různý
od P platí BQ = ΛQ.

Důkaz. Nejprve si vezměme B prvoideál mřížového okruhu Λ a položme Λ̄ = Λ/B
a P = R∩B. Zjevně platí annR Λ̄ = P . Protože všechny prvky z (R−P ) působí
na Λ̄ bijektivně, tak platí [viz 7, str. 33, (3.5), (3.6)]

Λ̄ ∼= RP ⊗R Λ̄ ∼= ΛP/BΛP .

A vzhledem tomu, že Λ̄ je jednoduchý, tak BΛP je maximální oboustranný ideál
ΛP . Ovšem z věty 35 již víme, že všechny oboustranné ideály okruhu ΛP jsou
mocninami radΛP a dostáváme vztah

BP = B · ΛP = radΛP ,

z něhož již (díky beztorznosti Λ̄ vůči (R− P )) plyne požadovaná rovnost

B = Λ ∩BP = Λ ∩ radΛP .

Nyní si vezměmě prvoideál Q 6= P . Platí RQ ⊗R (Λ/B) = 0, a proto BQ = ΛQ.
Naopak pro každý nenulový prvoideál P okruhu R můžeme vytvořit obou-

stranný ideál PΛ okruhu Λ, který leží v nějakém maximálním oboustranném
ideálu B a nutně musí platit P = R ∩B. Jak jsme ukázali v předchozí části, tak
B = Λ ∩ radΛP , tudíž je B určen prvoideálem P jednoznačně.

f

5.2.2 Λ-ideály
V minulé části jsme popsali strukturu Λ-ideálů v případě, kdy R byl diskrétní

valuační okruh. Nyní budeme směřovat k jejich popisu v případě, kdy R je De-
dekindův obor.
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Definice 21. Nechť L je úplná R-mříž v separabilní K-algebře A. Definujeme

L−1 = {x ∈ A |L · x · L ⊆ L}.

Poznámka. Platí L−1 = {x ∈ A |L · x ⊆ Ol(L)} = {x ∈ A |x · L ⊆ Or(L)}.
Věta 47. Nechť Λ je maximální mřížový okruh v separabilní K-algebře A a je L
úplná levá Λ-mříž v A. Pak

L · L−1 = Λ, L−1 · L = Ol(L), (L−1)−1 = L.

Důkaz. První rovnost stačí dokázat lokálně, tj. stačí dokázat LP · (LP )−1 = ΛP

pro každý nenulový prvoideál P v R. Podle věty 37 můžeme LP vyjádřit ve tvaru
ΛPy pro vhodné y ∈ A. Potom zajisté platí A = Ay, z čehož vyplývá, že y ∈ u(A).
Pro (LP )−1 tak dostáváme

(LP )−1 = {x ∈ A |ΛPy · x ⊆ ΛP} = y−1ΛP

a okamžitě dostáváme požadovanou rovnost LP · L−1
P = ΛPy · y−1ΛP = ΛP .

Použitím stejného postupu dostáváme též pro každé P

(LP )−1 · LP = y−1ΛPy = Or(LP ),

a proto L−1 · L = Or(L).
Taktéž pro třetí rovnost plyne z tohoto postupu, protože zřejmě

LP = ΛPy = ΛP (y−1)−1 = (L−1
P )−1.

f

Důsledek. Ol(L−1) = Or(L), Or(L−1) = Ol(L).
Tvrzení 48. Pro normální ideál M platí: M ⊂ Ol(M)⇔M ⊂ Or(M).
Poznámka. Toto tvrzení stačí stejně jako předchozí větu rozebrat pouze v lokál-
ním případě, což jsme už udělali v předchozí kapitole (viz věta 42).
Věta 49. Nechť Λ je maximální R-mřížový okruh v nějaké centrální jednoduché
K-algebře A. Potom Λ-ideály v A tvoří volnou abelovskou grupu generovanou
prvoideály okruhu Λ. Grupovou operací je myšleno násobení mříží, Λ je jednotkový
prvek a inverzní prvky jsou jako v definici 21.

Důkaz. Nechť B1, B2 jsou dva různé prvoideály okruhu Λ a označme Pi = Bi∩R.
Podle věty 46 je P1 6= P2 a navíc platí

(?) (Bi)Q =
{

ΛQ Q 6= Pi
(Bi)Q Q = Pi

.

Vidíme tedy, že B1 a B2 komutují, protože je to pravda lokálně pro každé Q.
Nyní si vezměme nějaký oboustranný Λ-ideálM v A. Pak pro každý prvoideál

Q je MQ oboustranný ΛQ-ideál v A. Podle věty 43 je tedy tvaru MQ = C
mQ

Q

pro nějaké mQ ∈ Z, kde C je prvoideál okruhu Λ odpovídající Q (viz věta 46).
Dále nerovnost MQ 6= ΛQ nastává jen pro konečně mnoho případů neboli až na
konečně mnoho případů je mQ = 0. V lokálním případě proto můžeme díky (?)
napsat MP = BmP

P = ∏
QC

mQ . A globálně dostáváme M = ∏
QC

mQ .
Vidíme, žeM jednoznačně určuje mocniny generátorů a tak se skutečně jedná

o volnou abelovskou grupu.
f
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Věta 50. Nechť Λ1, Λ2 jsou maximální R-mřížové okruhy v separabilní K-algebře
A. Pak existuje normální ideál M , pro který platí

Λ1 = Or(M), Λ2 = Ol(M).

Tvrzení 51. Nechť M je úplná R-mříž v A taková, že Ol(M) je maximální mří-
žový okruh. Pak M ·M−1 = Ol(M).
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5.3 Normy ideálů
V této části bude R opět značit Dedekindův obor s podílovým tělesem K a A

bude separabilní K-algebra.

Definice 22. Nechť J je normální ideál v A. Potom definujeme jeho normu
NA/K(J) jako lomený ideál okruhu R generovaný {NA/K(x) |x ∈ J}.

Lemma 52. Nechť Λ je maximální R-mřížový okruh v A. Pak pro každý prvek
a ∈ Λ ∩ u(A) platí

NA/K(Λa) = R · NA/K(a) = NA/K(aΛ).

Poznámka. Vidíme tedy, že pro maximální mřížový okruh Λ je N(Λ) = R. Pro ce-
listvé ideály v A platí také opak neboli celistvý ideál M v A je zároveň maxi-
málním mřížovým okruhem právě tehdy, když N(M) = R [více viz 7, str. 49,
210].

Tvrzení 53. Nechť S je Dedekindův obor s podílovým tělesem T . Nechť dále R
je jeho celistvý uzávěr v K, separabilním rozšíření T . Potom pro každý normální
ideál J v A platí NK/T (NA/K J) = NA/T J .

Důkaz. Vezměme nějaký normální ideál J v A a položme Λ = Ol(J). Potom Λ
je maximální S-mřížový i maximální R-mřížový okruh v A.

Rovnost stačí dokázat pouze lokálně. Předpokládejme proto, že S je diskrétní
valuační okruh. Potom J = Λx pro nějaké x ∈ A. Tudíž platí

NA/E(J) = S · NA/E(x), NA/K(J) = R · NA/K(x).

A dle předchozího lemmatu 52 máme pro každé nenulové r ∈ R

NK/T (Rr) = S · NK/T (r).

Položíme-li r = NA/K(x), dostaneme

NK/T (NA/K(J)) = S · NK/E(NA/K(x)) = S · NA/E(x),

čímž je důkaz dokončen.
f

Omezme se nyní na případ, kdyA je centrální jednoducháK-algebra. Označme
dimK A = n2 (viz důsledek věty 10).

Definice 23. Pro normální ideál J v A definujeme jeho redukovanou normu nr J
jako lomený ideál okruhu R generovaný {nrx |x ∈ J}.

Poznámka. Díky důsledku věty 12 je ideál NA/K J = (nr J)n.

Věta 54. Nechť M je maximální celistvý ideál centrální jednoduché K-algebry A.
Dále nechť P = M ∩R a R̄ = R/P . Je-li R̄ konečné těleso, potom

nrM = P, N(M) = P n.
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Příklad.P Prvek a ∈ u(A) nazveme R-jednotkou, pokud jak a, tak a−1 jsou celistvé
nad R. Dokážeme, že pokud a je celistvý nad R, potom a je R-jednotka právě
tehdy, když NA/K a ∈ u(R).

Je-li a−1 celistvý nad R, pak závěr NA/K a ∈ u(R) plyne z multiplikativnosti
normy.

Naopak předpokládejme NA/K(a) ∈ u(R). Okruh R[a] je obsažen v nějakém
maximálním R-mřížovém okruhu Λ v A. Dále vezměme Λa, což je celistvý ideál
v A (Ol(Λa) = Λ). Podle lemmatu 52 platí NA/K(Λa) = R ·NA/K(a) = R a podle
návazující poznámky je nutně Λa = Λ. Tudíž existuje x ∈ Λ takový, že xa = 1
a nutně x = a−1.

4
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Kapitola 6

Strukturní teorie

6.1 Jordan-Zassenhausova věta
O struktuře mřížových okruhů v Dedekindových oborech nám může něco na-

povědět například složitost a rozmanitost mříží, které nad nimi můžeme zkonstru-
ovat (tedy mříží mřížových okruhů). V této kapitole budeme zjišťovat za jakých
podmínek je jejich počet omezený a stěžejním výsledkem této sekce je, jak již
název napovídá, Jordan-Zassenhausova věta.

V této části R značí Dedekindův obor, K jeho podílové těleso. Tentokrát bu-
deme uvažovat jen takové obory, pro které je K tzv. globálním tělesem. Globální
těleso je buď těleso číselné (Q ≤ K ≤ Q̄, [K : Q] < ∞), nebo globální funkční
těleso (K = k(x1, . . . , xn), k konečné, [K : k]tr = 1). Globální těleso má navíc tu
vlastnost, že pro každé nenulové a ∈ R je faktor R/aR konečný.

Na Λ-mřížích zavedeme ekvivalenci ∼ takovou, že M ∼ N , pokud jsou izo-
morfní jako Λ-moduly.

Definice 24. Pro každý R-mřížový okruh Λ definujeme množinu ekvivalenčních
tříd izomorfních levých Λ-mříží

h(Λ) = {[M ]∼ |M je Λ-mříž}.

Dále pak její podmnožinu

ht(Λ) = {[M ]∼ ∈ h(Λ) | rankRM ≤ t},

kde se omezíme pouze na mříže R-ranku nejvýše t. V případě, že bude nutné
upřesnit okruh, vůči kterému se rank počítá, budeme též psát ht(Λ)|R. Nakonec
definujeme množinu tříd odpovídajících levým Λ-ideálům

hI(Λ) = {[M ]∼ ∈ h(Λ) |KM = A}.

Poznámka. Zde je vhodno poznamenat, že homomorfismy těchto mříží indukují
homomorfismy algeber. Neboli ke každému ϕ ∈ HomΛ(M,N) máme jeho rozšíření
ϕ̄ ∈ HomA(KM,KN) zadané pomocí předpisu ϕ̄(km) = kϕ(m), kde k ∈ K
a m ∈M . Navíc platí ϕ̄(M) ⊆ N , tj. ϕ je restrikcí ϕ̄.

Definice 25. Řekneme, že R-mřížový okruh Λ splňuje Jordan-Zassenhausovu
podmínku (neboli platí JZ(Λ)), pokud pro každé přirozené číslo t je ht(Λ) konečná.
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Tvrzení 55. Nechť A je polojednoduchá K-algebra. Pokud JZ(Λ) platí pro nějaký
R-mřížový okruh Λ v A, tak platí pro všechny R-mřížové okruhy v A.

Důkaz. Nejprve rozebereme případ dvou R-mřížových okruhů Γ ⊆ ∆. Každé dvě
∆-mříže M , N jsou zároveň Γ-mřížemi a jak bylo poznamenáno výše, každý
ϕ ∈ HomΓ(M,N) a každý ψ ∈ Hom∆(M,N) korespondují s homomorfismy
ϕ̄, ψ̄ ∈ HomA(KM,KN). Tedy M a N jsou izomorfní jako mříže právě tehdy,
když existuje A-izomorfismus f : KM → KN takový, že f(M) = N , což je
podmínka nezávisející na výběru konkrétního mřížového okruhu.

Z toho vidíme, že h(∆) ⊆ h(Γ). Vzhledem k tomu, že R-rank na konkrétní
volbě mřížového okruhu rovněž nezávisí, tak platí také ht(∆) ⊆ ht(Γ). Neboli
pokud platí JZ(Γ), pak platí JZ(∆).

Nechť naopak platí JZ(∆), pak pro dané t máme {Li | 1 ≤ i ≤ nt} nějakou
množinu reprezentantů tříd z ht(∆). Pro každou Γ-mříž M R-ranku nejvýše t
vytvoříme ∆-mříž ∆M , jejížR-rank je stejný jakoM . Pro nějaké i tedy dostáváme
∆M ∼= Li a bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že platí rovnost. Z
lemmatu 1 víme, že existuje nenulové a ∈ R takové, že a∆ ⊂ Γ. Z toho dostáváme

aLi = a ·∆M ⊂M ⊂ Li.

Protože faktor R/aR je konečný a Li je konečně generovaný R-modul, tak také
Li/aLi je konečná grupa. Fakt, že M/aLi je R-podmodul Li/aLi, nám dává
pro volbu M jen konečně `i možností. Tudíž

ht(Γ) ≤
nt∑
i=1

`i

a podmínky JZ(∆), JZ(Γ) jsou skutečně ekvivalentní.
Na závěr zbývá konstatovat, že v případě dvou obecných R-mřížových okruhů

Λ, ∆ je také jejich průnik (Λ ∩ ∆) R-mřížovým okruhem v A. Tudíž platnost
podmínek JZ(Λ) a JZ(∆) je ekvivalentní, neboť jsou obě ekvivalentní podmínce
JZ(Λ ∩∆).

f

Lemma 56. Nechť Λ je R-mřížovým okruhem v polojednoduché algebře A s kom-
ponentami Ai = Mni

(Di), i = 1, . . . ,m. Nechť dále ∆i je R-mřížový okruh v tělese
Di. Pokud pro každé i platí JZ(∆i), pak JZ(Λ) platí také.

Důkaz. Podle předchozího tvrzení 55, stačí lemma dokázat pouze pro jeden
konkrétní R-mřížový okruh Λ. Vezměme tedy nějaké R-mřížové okruhy ∆i. Pak
Λi = Mni

(∆i) jsou R-mřížové okruhy v Ai. Položme nyní Λ = ⊕Λi. Stejně tak
rozložíme každou levou Λ-mříž M = ⊕

Mi, kde Mi je levá Λi-mříž. Zjevně platí
rankRM = ∑m

i=1 rankRMi. Proto platí-li JZ(Λi), tak JZ(Λ) plyne z následující
nerovnosti:

|ht(Λ)| ≤ |
m∏
i=1

ht(Λi)|.

Fakt, že platnost JZ(∆i) implikuje platnost JZ(Λi) plyne z toho, že levé Λi-moduly
a ∆i-moduly jsou moritovsky ekvivalentní (viz důkaz věty 28).

f

38



Lemma 57. Nechť Λ je R-mřížový okruh v tělese U , které je separabilním rozší-
řením K. Pak JZ(Λ) platí právě tehdy, když je množina hI(Λ) konečná.

Důkaz. Platí-li JZ(Λ), tak hI(Λ) je zřejmě konečná, neboť pro libovolný levý
Λ-ideál M je rankRM = [U : K], tedy hI(Λ) ⊆ h[U :K](Λ).

Naopak předpokládejme, že hI(Λ) je konečná. Díky lemmatu 55 víme, že důkaz
stačí provést pro jeden libovolný R-mřížový okruh v U . Předpokládejme proto,
že Λ je maximální. Potom je Λ dědičný (podle tvrzení 41), tedy každá levá Λ-mříž
je jako modul izomorfní direktní sumě levých ideálů mřížového okruhu Λ. Je-li
rankRM konečný, musí být konečný i počet sčítanců. Díky tomu, že U je těleso,
tak pro každý nenulový levý ideál I okruhu Λ platí KI = KΛI = UI = U , tudíž
I je také Λ-ideálem, což nám dává pro každého sčítance v rozkladu M pouze
|hI(Λ)| možností. Tudíž platí JZ(Λ).

f

Lemma 58. Nechť R je buď Z, nebo okruh polynomů k[X] nad konečným tělesem
k. Nechť dále U je tělesem nad podílovým tělesem K okruhu R. Potom JZ(∆) platí
pro každý R-mřížový okruh ∆ v U .

Lemma 59.P Nechť L je konečné separabilní rozšíření K a R′ celistvý uzávěr R
v L. Když JZ(Λ) platí pro R-mřížové okruhy Λ v polojednoduchých K-algebrách,
pak JZ(Λ′) platí pro všechny R′-mřížové okruhy v polojednoduchých L-algebrách.

Důkaz. Libovolná L-algebra A je zároveň K-algebrou a mezi dimenzemi platí
vztah platí dimK A = [L : K] · dimLA. Protože R′ je konečně generovaný jako
R-modul, tak kterýkoli R′-mřížový okruh Λ′ je také R-mřížovým okruhem (v A
jako L-algebře). Vezmeme-li nějakou levou Λ′-mříž M , tak porovnáním ranků
dostáváme vztah

rankRM = [L : K] · rankR′ M.

Z něj dostáváme inkluzi

ht(Λ′) |R′ ⊆ ht·[L:K](Λ′) |R .

A z předpokladu, že platí JZ(Λ) pro R-mřížové okruhy tudíž plyne platnost pro
R′-mřížové okruhy.

f

Věta 60 (Jordan-Zassenhaus). Nechť R je Dedekindův obor s globálním podílo-
vým tělesem K. Potom všechny R-mřížové okruhy v polojednoduché K-algebře A
splňují Jordan-Zassenhausovu podmínku.

Důkaz. Rozborem případů ukážeme, že existuje vhodný Dedekindův obor R0 ⊆ R
takový, že pro R0-mřížový okruh JZ(Λ) platí a zároveň z něj lze odvodit platnost
pro R-mřížové okruhy.

(i) K je číselné těleso. Pak R0 = ZK . A je polojednoduchá, tudíž ji můžeme
rozložit A = ⊕

Mni
(Ki) a podle lemmatu 56 se stačí dívat na mřížové

okruhy v tělesech Ki. Protože Ki jsou nadtělesa K, tak víme, že JZ platí
pro Z-mřížové okruhy vKi (viz lemma 58). Platnost pro ZK-mřížové okruhy
pak plyne z lemmatu 59

39



(ii) K je funkční těleso, tedy K = k(x1, . . . , xn), kde [K : k]tr = 1 a k je
konečné (a tudíž perfektní) těleso. Můžeme tedy předpokládat, že existuje
prvek x ∈ R takový, že k(x) je čistě transcendentní rozšíření k a zároveň
K je separabilní rozšíření k(x) (podle [5, str. 32, II.2.8], [10, str. 105, Thm.
31]). R0 bude tentokráte celistvý uzávěr k[x] v K. Opět pomocí lemmat 56
a 58 platí JZ pro k[x]-mřížové okruhy. Znovu použijeme též lemma 59, čímž
získáme platnost JZ pro R0-mřížové okruhy.

Konečně nechť Λ je nějaký R mřížový okruh v A. Podle věty 7 existuje ně-
jaký R0-mřížový okruh Λ0 v A s vlastností Λ = RΛ0. Dále pak každou levou
Λ-mříž lze vyjářit ve tvaru M = RM0, kde M0 je vhodná levá Λ0-mříž. Zřejmě
rankRRM0 = rankR0 M0. A protože podle předchozích bodů platí JZ(Λ0), tak lze
vyvodit požadovaný závěr, že platí JZ(Λ).

f

Poznámka. Nechť R je Dedekindův obor s podílovým tělesem K (již ne nutně
globálním) a IK jsou lomené ideály a PK jsou hlavní lomené ideály v K. Podle
věty 49 tvoří IK abelovskou grupu a PK je zjevně její podgrupa. Jejich faktoru
C`K = IK/PK se říká třídová grupa tělesa K. Pro ekvivalenci definovanou na za-
čátku kapitoly platí (J1 ∼ J2)⇔ (J1 =

(
p
q

)
J2), kde Ji ∈ IK a 0 6= p,q ∈ R [viz 5,

str. 56]. Proto |hI| = |C`K |. Díky lemmatu 57 vidíme, že Jordan-Zassenhausova
věta tedy zobecňuje tvrzení, že třídová grupa číselného tělesa je konečná [5, str.
68, IV.2.10].

Zatím jsme se v této kapitole věnovali výhradně polojednoduchým algebrám.
Nyní uvedeme jeden příklad s algebrou, která polojednoduchá není.
Příklad.P Nechť A = Q ⊕ Qv, kde v2 = 0, a ∆ = Z ⊕ Zv je Z-mřížový okruh
v Q-algebře A. Pro každé r ∈ N definujme ∆-mříž Mr = Z ⊕ Z, kde prvek v
působí v(a,b) = (rb,0). Ukážeme, že JZ(∆) v tomto případě neplatí.

Všechny výše definované mřížeMr mají Z-rank roven dvěma. Pokud by platilo
JZ(∆), tak h2(∆) je konečná čili by existovalo jen konečně mnoho navzájem ne-
izomorfních mřížíMr1 , . . . ,Mrn . To ovšem není pravda, pro r 6= s by izomorfismus
ϕ : Mr

∼= Ms indukoval izomorfismus faktorůMr/vMr
∼= Ms/ϕ(vMs) = Ms/vMs.

Prvky vMr jsou tvaru (rb,0), proto Mr/vMr
∼= Zr ⊕ Z a existence izomorfismu

Mr
∼= Ms je ve sporu s předpokladem r 6= s.

4

Tvrzení 61.P Nechť R je celistvě uzavřený okruh s globálním podílovým tělesem
K. Nechť dále Λ je R-mřížový okruh v separabilní K-algebrě A. Pak okruh Λ má
pouze konečně mnoho oboustranných idempotentních ideálů, tj. takových, pro které
platí I2 = I.

Důkaz. Pro každý ideál I okruhu Λ platí

rankR I = dimK KI = dimK KΛI = dimK AI ≤ dimK A = n.

Proto [I]∼ ∈ hn(Λ). Podle Jordan-Zassenhausovy věty (60), tak existuje jen ko-
nečně mnoho neizomorfních ideálů Λ.

Nechť nyní I, J jsou dva idempotentní ideály, které jsou izomorfní jako levé
Λ-mříže. Díky idempotenci můžeme každý prvek a ∈ I napsat ve tvaru součinu
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a = xy, x, y ∈ I. Pro izomorfismus ϕ : I ∼= J dostáváme ϕ(xy) = xϕ(y) a z toho
plyne J = ϕ(I) = Iϕ(I) = IJ . Protože I, J jsou oboustranné, tak IJ ⊆ (I ∩ J).
Vidíme tedy, že J ⊆ I. Použití stejného postupu na ϕ−1 nám dá opačnou inkluzi
a můžeme konstatovat I = J .

f

Příklad.P Nechť L = Q(
√

2), R = Z[
√

2], S = Z[2
√

2]. Podle příkladu na konci
sekce 4.2 víme, že R je maximální Z-mřížový okruh v L. Ukážeme, že S je také
Z-mřížový okruh v L. Dále také ukážeme, že |hI(S)| > |hI(R)| = 1.

S je zjevně podokruhem L a také Z-mříž. Musíme ještě ukázat, že je to mříž
úplná, tedy QS = L. Každý prvek x ∈ L můžeme vyjádřit pomocí zlomků ve
tvaru x = a/p+ b/q

√
2, což jako součin prvku z Q a z S vyjádříme takto:

x = (2pq)−1 · (2aq + 2bp
√

2),

což je přesně to, co jsme potřebovali.
Jak bylo poznamenáno v důkazu lemmatu 57, tak ideály okruhu R jsou také

R-ideály, což jsou v tomto případě právě všechny lomené ideály okruhu R. Naopak
je-li M R-ideál s generátory m1, . . . ,mn ∈ L, které můžeme opět zapsat pomocí
zlomků mi = ai/pi + bi/qi

√
2, pak zobrazení ϕ : M → R, mi 7→ (∏i piqi)mi

je zřejmě izomorfismus, tedy R-ideály jsou v tomto případě izomorfní ideálům
okruhu R. Protože R je obor integrity hlavních ideálů, tak jsou všechny jeho
ideály jako R-mříže izomorfní a |hI(R)| = 1.

Oproti tomu v S máme kromě hlavních ideálů ještě ideál I = 2S+2
√

2S, který
hlavní není. To můžeme ukázat sporem. Zjevně I = 2Z+Z(2

√
2). Předpokládejme

I = aS, a ∈ S, potom existuje prvek x ∈ S, pro který platí ax = 2 neboli a|2.
Pro a máme 3 možnosti (až na přenásobení prvkem u ∈ u(R)): 1 nepřipadá
v úvahu, protože I 6= S. Dále

√
2, což rovněž není možné, protože a ∈ S. Kdyby

totiž pro nějaké u = u1 + u2
√

2 ∈ u(R) platilo, že u
√

2 ∈ S, tak nutně musí u1
být sudé. Potom je ovšem sudá i norma nr(u) = u2

1 − 2u2
2, což je ve sporu s tím,

že u ∈ u(R). Zbývá tedy poslední možnost a = 2u. Navíc ale existuje také y ∈ S
takové, že ay = 2

√
2 neboli a|2

√
2, pak by ovšem muselo platit y = u−1√2 /∈ S,

což je spor. Proto |hI(S)| ≥ 2.
4

Posledním příkladem již směřujeme k populárnímu výsledku z teorie čísel.
Příklad. Vraťme se zpět k algebře racionálních kvaternionů A a maximálnímu
Z-mřížovému okruhu Hurwitzových kvaternionů Ω = Z ⊕ Zi ⊕ Zj ⊕ Za, kde
a = (1 + i+ j + k)/2. Podle příkladu na konci sekce 5.3 má u(Ω) 24 prvků:

±1,±i,±j,±k, (±1± i± j ± k)/2.

Z toho plyne, že pro každý prvek x ∈ Ω existuje taková jednotka u ∈ u(Ω),
že platí ux ∈ Z⊕ Zi⊕ Zj ⊕ Zk.

Nyní ukážeme, že |hI| = 1 a že Ω je eukleidovský obor (i když nekomutativní).
Nechť x, y ∈ Ω, y 6= 0 a položme

xy−1 = q + r, q = α0 + α1i+ α2j + α3k, r = β0 + β1i+ β2j + β3k,

kde αn ∈ Z, βn ∈ Q. Můžeme zvolit takové q, aby |βn| ≤ 1/2. Ukáže-li se, že
každé |βn| = 1/2, můžeme změnit výběr q a r tak, že q ∈ Ω a r = 0. Tedy vždy
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lze vybrat q ∈ Ω, r ∈ A, aby

nr r = β2
0 + β2

1 + β2
2 + β2

3 < 1.

Protože můžeme napsat x = qy+ t, kde q, t ∈ Ω a 0 ≤ nr t < nr y. Z toho vidíme,
že Ω má Eukleidův algoritmus a v důsledku také, že každý levý ideál okruhu Ω
je hlavní a generovaný prvkem s nejmenší redukovanou normou (stejně je tomu
i u pravých ideálů). Proto je |hI| = 1.

4

Věta 62. Každé přirozené číslo je součtem čtyř čtverců.

Důkaz. Nechť značení je stejné jako v předchozím příkladu a nechť p je prvočíslo.
Potom ideál pΩ má normu nr pΩ = p2Z a platí pΩ∩Z = pZ. Podle věty 46 existuje
prvoideál pΩ ⊂M ⊂ Ω, pro který M ∩Z = pZ, a protože pZ je maximální, tak je
maximální i M . Podle předchozího příkladu je M tvaru Ωm a kombinací s větou
54 dostáváme

(nrm)Z = nrM = pZ.

Tudíž p = nrm, protože nrm > 0. Nyní položme m = α0 +α1i+α2j+α3k, kde m
lze nahradit m′ = um, u ∈ u(Ω). Můžeme předpokládat, že všechny koeficienty
αn ∈ Z. Potom dostáváme součet čtyř čtverců

p = α2
0 + α2

1 + α2
2 + α2

3.

Nakonec nechť x = ∏
p`nn je přirozené číslo a jeho prvočíselný rozklad. Podle

předchozí části máme

pn = nrmn, mn ∈ Z⊕ Zi⊕ Zj ⊕ Zk.

Potom
x =

∏
p`nn =

∏
nr(m`n

n ) = nr
∏

(m`n
n ),

což dokazuje, že x je skutečně součtem čtyř druhých mocnin celých čísel.
f
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6.2 Rod
V minulé části byly zkoumány případy, kdyM ∼= N . Poslední sekce této práce

se bude zabývat obdobnou situací v lokalizacích. R stále značí Dedekindův obor
s podílovým tělesem K.

Definice 26. Nechť Λ je R-mřížový okruh v nějaké K-algebře. Dvě levé Λ-mříže
M a N jsou stejného rodu (značíme M ∨ N), pokud pro každý prvoideál P v R
existuje ΛP -izomorfismus MP

∼= NP .

V některých Dedekindových oborech nám díky speciální konstrukci globální
a lokální případ splývají.

Tvrzení 63.P Nechť R je pololokální Dedekindův obor neboli Dedekindův obor
s konečným množstvím maximálních ideálů {P1, . . . , Pn}. Nechť Λ je R-mřížový
okruh v separabilní K-algebře A a M , N levé Λ-mříže. Platí, že M ∼= N právě
tehdy, když MPi

∼= NPi
pro každé i = 1,2, . . . , n.

Důkaz. Máme izomorfismy fi : MPi
∼= NPi

. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat fi(M) ⊆ N . (Není-li tomu tak, převedeme fi do požadovaného
tvaru pomocí přenásobení vhodným α ∈ (R − Pi).) Vezměme β1, . . . , βn ∈ R
taková, že βi ≡ 1 (mod Pi), βi ≡ 0 (mod Pj), i 6= j. Položme f = ∑n

i=1 βifi.
Ukážeme, že f : M → N je hledaný izomorfismus.

Rozšiřme f na fPi
: MPi

→ NPi
. Tyto homomorfismy vyjádřeme ve tvaru

fPi
= βifi + ϕi. Když je vyfaktorizujeme podle Pi, dostaneme homomorfismy

ψi : MPi
/PiMPi

→ NPi
/PiNPi

, které je podle předchozího rovno ψi = 1 · f̃i + 0,
kde f̃i vzniklo faktorizací fi. Protože fi je izomorfismus mezi MPi

a NPi
, tak také

ψi je izomorfismus, speciálně je na. Proto fPi
je na a stejně tak i f .

Protože M a N jsou projektivní R-moduly (R je Dedekindův), tak existuje
R-modulový homomorfismus g : N → M takové, že fg = idN . Pomocí něj
dostáváme rozklad M = g(N)⊕ ker f . Pro jádro f platí

ker f =
⋂

(ker f)Pi
=
⋂

ker fPi
⊆
⋂
PiMPi

.

M tudíž můžeme vyjádřit následovně

M = g(N) +
⋂
PiMPi

= g(N) + rad(R)M.

A podle Nakayamova lemmatu (viz [6, str. 36, 4.18], [4]) M = g(N), proto je f
izomorfismus.

f

Tvrzení 64. Nechť M a N jsou levé Λ-mříže. Pak M ∨ N právě tehdy, když
pro každý nenulový ideál I v R existuje Λ-modul T , který tvoří s mřížemi M a N
Λ-exaktní posloupnost.

(?) I + annR T = R, 0→M → N → T → 0.

Důkaz. Je-li splněna podmínka (?), pak položíme I = P prvoideál. Lokalizací
získáme TP = 0 a ΛP -exaktní posloupnost

0→MP → NP → TP → 0.
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Z čehož plyne MP
∼= NP pro každý prvoideál v R.

Předpokládejme naopak M ∨N . Nechť I je libovolný nenulový ideál. Protože
R je Dedekindův, tak můžeme I rozložit na součin prvoideálů I = P1 · · ·Pn.
Stejně jako v předchozím tvrzení využijeme toho, že existuje ϕ ∈ HomΛ(M,N)
s vlastností ϕPi

: MPi
∼= NPi

pro všechna i. Protože (kerϕ)Pi
= kerϕPi

= 0
a zároveň kerϕ je R-beztorzní, tak dostáváme, že kerϕ = 0. Nyní sestrojíme
krátkou Λ-exaktní posloupnost

0→M
ϕ−→ N → T → 0,

kde T je kojádrem ϕ. Pro všechna i platí TPi
= 0 a také Pi + annR T = R, tudíž

také I + annR T = R, jak jsme požadovali.
f

Důsledek. (Reiner [7, str. 233, (27.3)]) Nechť L,M , N jsou levé Λ-mříže stejného
rodu. Potom existuje levá Λ-mříž L′ téhož rodu taková, že

M ⊕N ∼= L⊕ L′.

Důsledek. Nechť N je ideál mřížového okruhu Λ v separabilníK-algebře A. Potom
každá třída M ∈ hI obsahuje celistvý ideál M ∈ M takový, že M a N jsou
komaximální, tj. M +N = Λ.

Důkaz. Zvolme nenulové α ∈ R ∩ N a položme M ′ levý ideál okruhu Λ. Fakt,
že M ′ ∨ Λ, nám dává krátkou exaktní posloupnost

0→M ′ ϕ−→ Λ→ T → 0

a vztah αR+annR T = R. Tedy existují koeficienty r ∈ R, β ∈ annR T , pro které
αr+β = 1. Potom βΛ ⊂ ϕ(M ′) a αr ∈ N , z čehož plyne ϕ(M ′)+N = Λ. Ale pro-
tože ϕ(M ′) = M ′x, pro nějakou jednotku x ∈ u(A), tak ϕ(M ′) leží ve stejné třídě
jako M ′, což jsme potřebovali.

f
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