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Kapitola 1
Uvod

Schopnost predpovedat vyvoj budtcich hodndt pozorovaného javu na zaklade
hodn6t stcasnych alebo minulych je bezpochyby doélezitym faktorom pri nasom
stcasnom rozhodovani. Jednym z nastrojov pre modelovanie vyvoja v cCase a
konstrukciu predpovedi je matematické disciplina znama ako analyza casovych
rad.

V tejto préaci sa najskér budeme dokladnejsie venovat matematickej tedrii
autokorelacnych a dekompozi¢nych metdéd, ktora tvori pevny zéklad pre prak-
ticka ¢innost. Spomenieme dolezité definicie, tvrdenia a vety, ktoré ndm pomozu
pochopit suvislosti, ktorymi sa budeme zaoberat v praktickej casti, kde ziskane
poznatky aplikujeme na finan¢né data vo vybranych softwaroch. Uvedieme za-
kladné vyhody a silné stranky, ale aj nevyhody a slabiny zvoleného postupu a
porovname ziskané vysledky z jednotlivych metod a softwarov pri predpovedani
budiceho vyvoja nami pozorovanych dat.



Kapitola 2

Autokorelaé¢né metody

Definicia 1 (Nahodny proces). [5] Nech (2,A,P) je pravdepodobnostny priestor,
nech T C R. Rodina redlnych nahodnyjch premennych {x;,t € T} definovand na
(Q,A,P) sa nazgva ndhodny proces.

Pozndmka. V pripade, z2e T = Z = {.., — 1,0,1,..} alebo T = Ny = {0, 1,2,..},
hovorime o procese s diskrétnym casom alebo o casovej rade.

Definicia 2 (Biely Sum). [5] Biely Sum definujeme ako postupnost {e;} neko-
relovanych ndahodnych premenngch s nulovou strednou hodnotou a konstantnym
konecnym rozptylom.

E(e)=0; war(e)=02>0; cov(e,es) =0 pre s #t.

V nasledujtcej kapitole popiseme zakladné metdédy skiimania ¢asovych rad,
tzv. autokorelacné metédy zndme aj ako Box - Jenkinsova (B-J) metodoldgia.
Najskor ale uvedme niektoré hlavné vyhody a nevyhody podla zdroja [3], ktoré
dana metodolégia prinasa.

(+) flexibilita - pouzitelnost pre rady s velmi obecnym priebehom,
(+) doposial neexistuje lepSia rutinnd metéda pre analyzu,
(+) softwarova podoba je dostupné vo vicsine matematickych softwarov,

(—) vyzaduje dlhsie ¢asové rady, potrebujeme mnozZstvo udajov,
(—) tazko realizovatelna bez pocitac¢a vybaveného prislusnym softwarom,
(—) obtiazna prakticka interpretacia modelov.

2.1 Stacionarita

Definicia 3 (Striktna stacionarita ¢asovej rady ). [3] Casovd rada x;,t € T sa
nazyva striktne staciondrna, ak pre lubovolné n € N, pre lubovolné x1,..,x, a pre
lubovolné ty,..,t,, a h také, zZet, € T, t, +h €T, 1 <k <n plati

Ftlw,tn (xlv”7xn) = E1+h,~.,tn+h<x17~7xN)7 (21>

kde Fy, . 1, (x1,..,2,) je systém distribucnych funkcii.



Rozlisujeme striktnu a slabt stacionaritu. Striktna stacionarita predpoklada,
ze spravanie sa prislusného nahodného procesu je invariantné voci posunu v case.
Pravdepodobnostné rozdelenie ndhodného vektoru (zy,, .., 2, ) je z definicie rov-
naké ako rozdelenie ndhodného vektoru (z s, .., %y, +n) pre Iubovolné h a Iu-
bovolné Casy ti,..,t; . Slaba stacionarita na rozdiel od striktnej pozaduje aby
mal prislusny nédhodny proces konstantnt stredni hodnotu (E(z;) = p), ko-
nstantny rozptyl (var(z;) = 0?) a pre kovarianciu platnost vztahu cov(x;,x) =
cov(Zyyn,Tsin) pre kazdé casové okamihy t, s a pre kazdé h.

Pozndamka. Ak méa dany ndhodny proces momenty do druhého radu, potom
striktné stacionarita implikuje slabt stacionaritu. V dalsom vyklade budeme pra-
covat so slabou stacionaritou, ktort budeme nadalej nazyvat len stacionarita.

2.2 Linearny proces

Modelovanim stacionarnych casovych rad sa zaobera B-J metodoldgia. Jej
zakladné modely st AR, MA a ARMA.

Definicia 4 (Linearny proces). [3] Linedrny proces je definovany ako nekonecnd
rada

Ty = € =+ 1#1615,1 + wQEt,Q +...= (1 + wlﬁ + wQBQ —+ ...)Et = w(ﬁ)q, (22)

kde 1; si parametre , €; biely sum , ¥(B) = Z;io VB g =1 a B je operdgtor
casového posunu, pre ktory plati 87 (x) = xe—j ;5 =1, 2, ...

Naviac predpokladdme, ze mocninova rada ¢ (z) konverguje pre |z| < 1 (tj. vo
vnutri jednotkového kruhu v komplexnej rovine). Toto je postacujica podmienka
stacionarity, lebo za tohto predpokladu mozno ukazat, Ze pre proces x; definovany
predpisom (2.2) plati

E(x; — Z¢jet_j)2 —0 pre n — 0o (2.3)
=0

a x; je slabo stacionarna (vid napr. [5], kapitola 2.6 alebo [2], kapitola 3.1).

Z praktického hladiska je dolezité aby sa sucasnd hodnota z; dala vyjadrit
pomocou predchadzajtcich hodnét x; 1, .. a sii¢asnej hodnoty bieleho Sumu.

Ty = MXy 1 + Moy o+ ..+ €, 1).6, = Xy — MTy_q — Moy o — .. = 7(L)xy (2.4)

Definicia 5 (Invertibilita). [3] Linedrny proces, ktory mozno zapisat vztahom
(2.4), sa nazgva invertibilny.

Postacujicou podmienkou invertibility je predpoklad m(z) konverguje pre
|z] < 1 (vid v [2] kapitola 3.1).

Poznamka. Z platnosti vztahu e(t) = w(8)z, = 7(8)¥(B)e(t) dostavame vztah
medzi parametrami : 7(3)y(5) = 1.



2.3 Autokovarianéné a autokorelac¢né funkcie

Casové rady sa obvykle vyznacuju silnou korelovanostou. Tento jav kvanti-
tativne popisuju autokorelacné funkcie (z angli¢tiny ACF), respektive parcidlne
autokorelacné funkcie (PACF). Predpokladajme stacionarny proces ;.

Definicia 6 (Autokovariancné funkcia). [3] Autokovariancnd funkcia pre one-
skorenie k sa definuje ako

Yo = cov(zy, i) = By — p) (@ — p1) (2.5)
pre k = ..,-1,0,1,..

Definicia 7 (Autokorela¢na funkcia). [3] Autokorelacnd funkcia pre oneskorenie
k sa definuje ako

e _ Ok cov(xy,xy_y)

Y o2 Vovar(zy)\/var (@)

Pk (2.6)

pre k = ..,-1,0,1,..

Je zrejmé, ze funkcie py a 7 s parne (plynie z vlastnosti kovariancie), preto
sa sta¢l obmedzit na indexy k > 0. Naviac pg = 1 a |py| < 1.

2.4 Odhad autokovariancnej funkcie a ACF

Autokovarianéna a autokorela¢na funkcia pouzivaju odhad strednej hodnoty

cez vyberovy priemer
1
r=— Xy, 2.7
-2 (2.7)

odhad autokovariancnej funkcie

n

1
== (z,—2)(r—7), k=01.n-1 (2.8)

n
t=k+1
a odhad autokorela¢nej funkcie

= k=010 1. (2.9)
Co

Pozndamka. Podla [3] je pre praktické pouzitie potrebnych aspon 50 pozorovani a

k <n/4.

Spravanie autokorelacnej funkcie je pre praktickt analyzu ¢asovych rad velmi
dolezitym ukazovatelom, nakolko napoveda, aky typ modelu pouzif. Klucova je
predovSetkym identifikidcia hodnoty k& = kg, za ktorou zacina byt autokorelac¢na
funkcia nulova. Bod ko nazyvame bodom useknutia.

Pre konkrétnu analyzovant radu ale teoreticka funkciu p, nepozname, preto
je dolezité vediet ako blizko k nule musi byt hodnota 7, aby sme mohli s uréitou
spolahlivostou tvrdit, Ze p, = 0. Casto vyuzivame Barlettovu aprozimdciu [2] :



Ak je pp = 0 pre k > ko, potom za predpokladu asymptotickej normality rady x;
plati

ko
1
T~ N(O,E(l + 227“]2-)), pre k > k. (2.10)
j=1

Hypotézu nulovosti autokorelacie py, k > ko na hladnie o = 5% zamietame,
ak je

ko
1
el > 2| —(1 +2) ). (2.11)
j=1

(2.11) dostaneme s vyuzitim 97.5% kvantilu rozdelenia N(0,1), ktory je rovny
1.96, ¢o zaokruhlujeme na 2.

2.5 PACF a jej odhah

Definicia 8 (Parcidlna autokorela¢nd funkcia). [3] Parcidlnu autokorelacni fun-
kciu pri definujeme ako parcialny korelacny koeficient medzi x; a x,_y pri pevnych
hodnotdch x;_gi1,...,x4—1. Zrejme plati poo =1 a p11 = p1.

Pozndmka. Podrobni tedriu parcidlnej korelacie je mozné najst v [1].

Mozno ukézat, ze odhadom 7y, funkcie py. je odhadnuty parameter ¢, v mo-
dele
Ty =0+ Pr1Ti-1 + PraTi2 + . + OrETiok + & (2.12)

V praxi sa ale casto vyuziva rekurentny spésob

k—1
Tk = D i1 Th—1j " Th—j
Tin =T, Tkk = —1 (2.13)

1=2 i k1575

pre k > 1, kde
Tkj = Tk—1,5 — Tkk * Th—1,k—j (2-14)
pre 7 = 1,.., k-1.
Podobne ako ACF mdéze mat aj PACF bod useknutia, takze aj ona byva do-
lezitym identifika¢nym nastrojom. Na rozdiel od ACF pouzivame Quenouilleovu

aprozimaciul3] : Ak je pgr = 0 pre k > ko potom za predpokladu asymptoticke;j
normality rady x; plati

1
Trk ~ N(O7E>’ pre k > kq. (2.15)

Hypotézu nulovosti parcidlnej autokorelacie pg na hladine o« = 5% zamie-

tame, ak je || > 24/1.



2.6 Proces klzavych stiétov MA(q)

Definicia 9. [3] Proces klzavijch sictov rdadu q, znacime MA (z angl. moving ave-
rage), md tvar
Ty = € + 016,5,1 + ..+ qut,q = 6(5)675, (216)

kde 01,..,0, si parametre, a 0(B8) = 1+ 6,8+ ..+ 0,87 je operdtor klzavych sictov.

MA(q) zrejme vznikd useknutim linedrneho procesu (2.2) v bode, ktory od-
poveda oneskoreniu q.

Tvrdenie 1. [3] Proces MA(q) je vidy staciondrny s nulovou strednou hodnotou
a rozptylom o) = (1 + 67 + .. + 67)0.

Dokaz. Stacionarita plynie priamo zo stacionarity bieleho Sumu. Pre strednua
hodnotu a rozptyl dostavame s vyuzitim definicie 2 :

E(xy) = E(et + 0161 + .. + 0464—y) = E(er) + 1 E(e1-1) + .. + 0,E(e1—y) = 0.
var(z;) = var(e; + 0161+ ..+ bg61_q) = var(e) + ivar(e,_1) + ..+ Oovar(e_q) =
o (1+67 + ..+ 062).

L

Tvrdenie 2. [3] Autokorelacnd funkcia procesu MA(q) md tvar

. - ; 3 4 p € k 7"7q7
ﬁk‘

1467 +..+62
0 pre k > q.

COU(.Z’t 7xt—1€)

\/'uar(a:t)\/var(mt—k)

Menovatel je podla tvrdenia 1 rovny o*(1 + 67 + .. 4 67).

Polozme 6, = 1. Citatel je podla definicie 2 :

cov(zy,x—k) = cov(d 1, 0ier—, Z?:o i€i—r—j) = 02(000k + 01011 + .. + O,—10,).
Z toho plynie dokazované. .

Dokaz. py = podla definicie 7.

Proces MA(q) je invertibilny, ak vSetky korene z1,..,z, polynému 6(z) lezia
mimo jednotkového kruhu v komplexnej rovine, lebo potom je splneny analogicky
predpoklad konvergencie mocninovej rady (6(z) = % z definicii 5, 9).

2.7 Autoregresny proces AR(p)

Definicia 10. [2] Autoregresny proces radu p, znacime ako AR (z angl. autoreg-
ression), md tvar

Ty = Q11+ PpTip €, L Ti— 181 — .. — pTi_py = (BT = €, (2.17)

kde ¢1,..,0, st parametre a () = 1— @18 —.. — @, P je autoregresny operd-
tor, ktory vznikd useknutim invertovaného linedrneho procesu (2.4) v bode, ktory
odpovedd oneskoreniu p.



Proces AR(p) je staciondrny, ak vSetky korene z1,..,z, polynému ¢(z) lezia
mimo jednotkového kruhu v komplexnej rovine (Opit analogicky 1(z) =
z definicii 4 a 10).

v(2)

Tvrdenie 3. [3] Proces AR(p) md za splnenia podmienky stacionarity nulovi
stredni hodnotu a rozptyl

2
2 O-

=01 — - — OpPp

o (2.18)

T

Dokaz. E(xt)—p1E(vi-1)—..—ppE(xi—,) = E(€;). Zo stacionarity mame E(z;) =
p pre kazdé t a z vlastnosti bieleho Sumu je E(e;) = 0. Teda plati (1 — ¢ — .. —
©p) = 0. Zrejme je 1 — 1 — .. — ¢, # 0, inak by mal polyném ¢(z) koreii 1, ¢o
ale odporuje predpokladu stacionarity. Z toho plynie p = 0.
Rzptyl mozno pisat v tvare var(z,) = 02 = Ea? = E(x, (>0 @ixii + €)) =

i pi B ) + E(ree) =30 pivi + B Zgvje—je =

i pio2+1hyo®. V predposlednej rovnosti sme vyuzili moznost pisat proces
AR(p) ako linedrny proces (2.2). 1o sa teda rovna 1, odkial dostavame

2

(e
O- = —=p .
z 1->70 1 pipi

3

Tvrdenie 4. [3] Za podmienky stacionarity AR (p) procesu spliia autokorelacnd
funkcia diferencénid rovnicu.

Pk = P1Pk—1 T P2pPr—2 T - T PpPr—p pre k > 0. (2.19)

Doékaz. Pre odvodenie ACF vynasobime autoregresny proces (2.17) hodnotou

L5k aplikujeme stredni hodnotu, pricom vzhladom k moznosti vyjadrenia AR(p)

ako linedrneho procesu (2.2) plati F(z;_r€;) = 0 pre k > 0. Dostdvame teda
B(25E) = p(Stoytion) § | (Tt — it gy

2 2 2
(o~ O [op

. ’ z ’ ./ 7’ . z . v Id 7 ’
kde py je zavedené v definicii 7. Z tedrie diferencnych rovnic potom dostavame
riesenie v tvare

Pr = alsz + agz;k + ..+ apz;k, (2.20)
kde z,..,2, st navzajom roézne korene polynému ¢(z) a aq,..,o, si pevné koefi-
cienty.

d

Pozndmka. Ak zapiSeme autokorela¢ni funkciu (2.19) pre k = 1,..,p, tak dosté-
vame tzv. Yule- Walkerove rovnice, ktoré je mozné pouZit k vyjadreniu parametrov
pomocou autokorelacii

P1=P1+ 201+ .. + ©ppPp-1,
P2 = p1p1 + Y2+ .. + ©ppp_2,

Pp = P1Pp—1 T P2pPp—2 + .. + Pp.



Specialne v modele AR(1) mame p; = @1, kde —1 < p; < 1. V modele AR(2)
dostaneme zo stacionarity a Yule - Walkerovych rovnic
901+Q02<1; 902—()01<1, —1<(,02<1. (221)

Proces AR(p) je vzdy invertibilny, nakolko zapis (2.15) je priamo zapis tohto
modelu v invertovanom tvare (2.4).

Pozndamka. Parcidlna autokorelatnd funkcia pgr ma podla [3] bod useknutia kg
rovny radu modelu p, ¢o robi z tejto funkcie doélezity nastroj pre identifikdciu
autoregresnych modelov. Tato vlastnost plynie priamo z definicie PACF.

2.8 ARMA proces

Definicia 11. [2] ARMA proces rddu (p,q) je proces spliiajici rovnost
Ty = Q1041 + Qoo+ ... + Qplip + €+ 0161 + baero + ...+ 0461y, (2.22)

.
PP = 0(B)er, (2.23)
kde p(5) a 6(5) boli definované v procesoch AR(p) a MA(q).

Vsimnime si, Ze procesy AR(p) a MA(q) st Specidlnymi pripadmi ARMA
procesu. Stacionarita tohto procesu teda zavisi len na autoregresnej casti a in-
vertibilita na MA casti. Preto je proces ARMA staciondrny, ak korene ¢(z) lezia
mimo jednotkového kruhu a invertibilny, ak korene 0(z) lezia mimo jednotkového
kruhu. Stacionarny ARMA proces ma zrejme nulovi stredni hodnotu a jeho au-
tokorela¢na funkcia spliia diferenénii rovnicu

Pk = P11+ P2pr—2+ .+ Qppr—p  Prek >q. (2.24)
Priklad (ARMA(1,1) proces).
Ty = 1041+ € + 01641, (2.25)
Dany proces je stacionarny pre |p1]| < 1 a invertibilny pre |6;] < 1.
Tvrdenie 5. [3] Rozptyl procesu ARMA(1,1) je

(1 + ‘9% -+ 2@1‘91)0’2

2 — 2.26
a pre autokorelacni funkciu plati
1 0 0
= WOt h) L ek (2.27)

Yo 1 + 9% + 290161

Dokaz. Autokovarian¢énd funkcia procesu ARMA(1,1) ma tvar

Ve = E(wi_g) = pr E(x—awi—k) + Eleri—g) + 01 E(e—12—) =

2.28
= p1V—1 + E(exi—k) + 1 E(ei—121—k). ( )
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Pre £ = 0 dostavame
Y =1+ Ele(prz—1 + e +0re-1)) + O E(e—1(pr-1 + € +b1e-1)), (2.29)

kde E(ei(¢1mi 1+ €+ 016:-1)) = 0% a
E(ei_1(p1(p17i-9 + €1 + 016i0) + € + O16,-1)) = (o1 + 01)0?, teda

Yo =M1 + 0 + 01(¢1 + 61)0” (2.30)
Pre k = 1 mame
N =170 + O E(e1 (o171 + -1 + 016,-2)) = Y01 + 010°. (2.31)
Pre k > 2
Ve = $17Vk—1- (2.32)

Dostéavame teda rekurentny zapis pre autokovarian¢ni funkciu. Rovnice (2.30)
a (2.31) st ststavou 2 rovnic s dvomi nezndmymi 7y a ;. Po vyrieSeni dostdvame
vztahy

1+ 6% +2¢10;)0”
’YOZ( +01 + 321 1)o _ o2 (2.33)
1 —¢q
1 0 6,)0?
yy = AF @b £ )o” (2.34)
1=

Z toho uz lahko dostéavame predpis pre autokorela¢ni funkciu

Y1 (T4 @101) (1 + 01)
i , — e prek > 1. 2.35
o Yo 14 0% + 2010, Pk = 1P k-1 P ( )

3

2.9 Konstrukcia modelov

Pri konstrukcii modelov B-J metodoldgie sa podla [3] zvy¢ajne postupuje na-
sledovne : Najskor sa identifikuje vhodngy model pre nami pozorované data. Potom
sa dany model odhadne a nasledne diagnostikuje, o znamena, ze sa spatne overi
jeho vhodnost pre dané data. Ak vysledky, ktoré ziskame po diagnostike modelu,
nie st uspokojivé, je nutné zopakovat vSetky tri kroky pre iny model, ktorého
podobu nam c¢asto napovie prave diagnostika.

Identifikdcia modelu predstavuje jednu z najtaz$ich tloh pri vystavbe mo-
delov, ktord spociva v rozhodnuti, aky typ modelu pouzif. NajcastejSie sa mo-
del identifikuje pomocou ACF a PACF. Postup, ktory aplikujeme, spociva v
prehliadke grafického zaznamu odhadnutych korelogramov a v néaslednom pri-
radeni najvhodnejsieho modelu pomocou nasledujtcej tabulky prevzatej z [3],
ktora zhrnuje obecné poznatky o tvare autokorelacnej a parcialnej autokorelacne;j
funkcie stacionarnych a invertibilnych procesov.
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|| AR(p) | MA(q)| ARMA(p,g) |

neexistuje ko; ko =q neexistuje ko;

Pr| pr ma tvar krivky U pr ma tvar krivky U
po prvych ¢ - p hodnotach

ko =1p neexistuje ko; neexistuje ko;

Pkk Prr je ohrani¢end | pgr je ohranic¢end krivkou U
krivkou U po prvych p - ¢ hodnotach

ko je bod useknutia a U oznacuje krivku v tvare linearnej kombinacie klesajucich
geometrickych postupnosti a sinusoid s geometricky klesajicimi amplitadami.

Nevyhodou tejto identifikacie je ale fakt, Ze je v mnoha pripadoch zavisla na
cite a skusenostiach analytika. Preto sa v praxi niekedy pouziva identifikacia po-
mocou informacnyjch kritérii, ktoré vyluéuji subjektivny zésah analytika. Uloha,
ktora tu rieSime, je zalozend na odhade rddov p a ¢ v ARMA(p,q) procese na
zéklade optimalizacie

(p,4) = argmin C(k,1) (2.36)

kde symbolom "~ znac¢ime odhad a C(k,!) je vhodné kritérium, ktoré vieme sko-
nstruovat pri odhade modelu ARMA(k,l) pre dané data. Minimalizaciu potom
prevedieme cez pevne zvolent siet k& = 0,1,..,K a [ = 0,1,..,L. Odhadneme teda
vSetky modely, z ktorych chceme vybraf ten najlepsi, a pre kazdy z tychto mo-
delov spo¢itame vhodné kritérium. Uvedme 2 priklady kritérii :

2(k + 1)

AIC =log 6}, + (2.37)

(k+1)logn

SBIC =logdp, + (2.38)

kde AIC znaci Akaikeovo informacné kritérium, SBIC je Schwarz-Bayesovo infor-
macné kritérium , O';%J je odhadnuty rozptyl bieleho Sumu procesu ARMA(k,1), n
je dlzka ¢asovej rady. Za vhodny model teda vyberieme ten, u ktorého je hodnota
nami vybraného kritéria najmensia.

Poznamka. SBIC poskytuje podla [3] silne konzistentné odhady p a ¢, ale s velkym
rozptylom. U AIC je tomu presne naopak - odhad je nekonzistentny, ale s malym
rozptylom. Zalezi len na nés, ktorému ddme prednost.

Tieto kritéria su zaloZené na penalizacii zbytoc¢ne velkych hodnot & a I Na
prvy pohlad je zrejmé, Ze kritérium je tym mensie, ¢im je mensSia smerodajna
chyba a,%’l a ¢im je nizsi pocet vysvetlujicich premennych, a teda aj parametrov
modelu.

Co sa tyka odhadovania, dané modely mozno odhadnit momentovo a to tak,
Ze sa vyuziju vztahy medzi parametrami daného modelu a jeho autokorelaciami.
Pri praktickej analyze st ale odhadované procediry zélezitostou prislusného po-
uzivaného softwaru. Momentové odhady st obvykle brané ako pociatocné apro-
ximacie pre iteracné procedury.
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Tvrdenie 6. [3] Odhadom parametru o, v procese AR (1) je odhad autokorelacnej
funkcie r1 pocitany podla (2.9). Odhad rozptylu bieleho Sumu je potom

6% = 62(1 — 7). (2.39)
kde 62 = 0 zo vzorca (2.7).

Dokaz. V dokaze vyuzijem Yule-Walkerove rovnice, ktoré mozno pouzit obecne
pre odhady vSetkych parametrov v AR(p) procese. Z napozorovanych dat uréime
postupne odhady autokorela¢nych funkcii 7, ktoré potom dosadime do tychto
rovnic a vyrieSenim linearnych stistav dostaneme odhady parametrov. V pripade
AR(1) dostavame priamo ¢ = 7. Dosadenim tohto odhadu do (2.18) pre dany
AR(1) proces dostavame (2.39).

d

Tvrdenie 7. [3] Odhad parametru 6, v procese MA(1) je
~ 1—+/1—4r?
N i (2.40)
27’1
Odhad rozptylu bieleho sumu je potom
52
5=
14 62

(2.41)

Dokaz. V dokaze vyuzijem tvrdenie 2. Pre ¢ = 1 a k = 1 dostavame kvadraticka
rovnicu

02 — 0, +r, =0 (2.42)

(namiesto autokorela¢nej funkcie berieme jej odhad), ktord ma vzhladom na pod-
mienku invertibility (v tomto konkrétnom pripade |6;| < 1) jedno pripustné rie-

. 142 . P
Senie 0; = %. Dosadenim tohto odhadu do tvrdenia 1 pre prislusny MA(1)
proces plynie (2.41).
J

Tvrdenie 8. [3] Odhady parametrov ¢, a 0; v procese ARMA(1,1) su

o b2 —4 A
1

kde b = =22tet
r1—p1

Doékaz. Odhad ¢, plynie priamo z tvrdenia 5 pre k = 2 (Opéf namiesto auto-
korela¢nych funkcii berieme ich odhady). Dosadenim tohto odhadu do (2.35) pre
k = 1 dostavame algebraickymi tipravami nasledne aj odhady pre él, z ktorych
vyberieme ten, ktory je v absoliitnej hodnote mensi ako 1 z dévodu splnenia pod-
mienky invertibility.

d
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Diagnostika modelu spociva podla [3] v overovani, ¢ je nami zvoleny model
spravny z hladiska splnenia teoretickych predpokladov. PredovSetkym sa kon-
troluje, ¢i dany model spliia podmienku stacionarity, t.j. ¢i korene jeho auto-
regresného polynému leZia mimo jednotkového kruhu. Iny pohlad moZzno ziskat
analyzou impulzov, ktoré nastant v jedinom ¢asovom okamihu(a) alebo opako-
vane od daného okamihu(b) a teda ovplyvnia hodnoty procesu. Ak je analyzovana
Casova rada stacionarna, mala by s rasticou vzdialenostou od okamihu impulzu
v pripade (a) jeho odozva postupne utichnut (odozva v pripade (b) stabilizovat
na urcitej nenulovej Grovni).

Pozndmka. Biely sum je velmi dolezity diagnosticky nastroj. Preto je dolezité
pozrief sa na hodnoty odhadnutého bieleho Sumu ako st napr. graficky zaznam,
odhadnuty korelogram alebo histogram, ktoré moézu naznacit pripadné problémy
nami vybraného modelu.

Takisto sa ale zvykne kontrolovat samotné strukttira ARMA procesu, ktorou
rozumieme zhodu korelacnej struktiry odhadnutej z dat s korela¢nou struktirou
spoc¢itanou z odhadnutého modelu. Na tato kontrolu ale takisto mozeme pouzit
testy nekorelovanosti pre biely Sum. Spomenme test zalozeny na Barlettovej ap-
roximécii (2.10) a tzv. Q testy. Pracujeme s odhadnutymi autokoreléciami bieleho
sumu 7 (€;).

Pre proces ARMA (p,q) berieme za testova Statistiku bud Box - Piercovu
statistiku

K
Q=n-Y (r(&)) (2.44)
k=1
alebo Ljung-Boxovu statistiku
K
2) )? 2.45
Q =n-(n+ ; —(r (2.45)

kde K je dopredu zvolené pevné ¢islo. Doporucend hodnota K je podla [3] priblizne
Vv/n. Pri pouziti Barlettovej aproximdcie podla (2.10) je za platnosti hypotézy
nekorelovanosti bieleho Sumu kriticky obor na hladine vyznamnosti 5%

1
|m(ﬂ>2¢; pre k=1.2,. (2.46)

Kriticky obor plynie z nekorelovanosti bieleho Sumu ( v (2.10) st r; = 0 )
a zaokruhlenia 97,5 percentného kvantilu normovaného norméalneho rozdelenia :
1,96 ~ 2.

V pripade Q testov testujeme sithrnne vyznamnosti prvych K autokorelacii.
Obe &tatistiky maji asymptoticky x? rozdelenie s K —p—q stuptiami volnosti. Kri-
ticky obor na hladine a je teda Q > x%_, ,(1—a), respektive Q* > x% __ (1—a),
kde X%(_p_q(l — ) je kvantil prislusného x? rozdelenia.
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2.10 Predpovedanie

V pripade, Ze uz mame skonstruovany model, ktory sme riadne diagnosti-
kovali, moézeme prejst priamo k predpovedaniu podla postupu uvedenom v [2].
Uvazujme stacionarny a invertibilny proces ARMA(p,q) s nulovou strednou hod-
notou v tvare :

Ty = P11 + ..+ Cpli—p + € + 01615,1 + ..+ eqﬁtfq- (247)

Ozna¢me ;. (t) predpoved hodnoty x4 v Case t o k krokov dopredu. Pre
jednoduchost sa obmedzime na linedrnu predpoved a budeme pozadovat, aby tato
predpoved mala v skupine vSetkych predpovedi najmensiu Stvorcovi chybu

MSE = E(xyyp, — 201 (1))*. (2.48)
Hladajme teda predpovede v tvare
Toyi(l) = Vi€ + Vi €m0 + Vipyo€i—a + ..o (2.49)
pricom

Tk = €1k -+ V1€trk—1 + .+ ve + . (250)

Dosadenim (2.49) a (2.50) do (2.48) s vyuzitim nekorelovanosti bieleho Sumu ¢,
s rozpytlom o, dostdvame tilohu najst koeficienty v}, v} 41, - -, ktoré minimalizujt
vyraz

M+ +vi+ . i+ Z(V, —vi)Ho?. (2.51)
i=k

Co st zrejme hodnoty v} = v; pre i =k, k+1,...
Obecne teda plati vztah

it—i—k(t) = V€ + Ve+1€t—1 + ... (252)

Definujme chybu predpovede ako e;,x(t) = x4 — T1x(t), ktord je rovna

€t+k(t) = €1k + V1€t1k—1 + ...+ Ve—1€¢41 (253)

Zrejme E ey 1 (t) = 0 a var(eq(t)) = (1 + v + ..+ v2 )02
Speciélne pre k = 0 plati

et —1)=a — T4(t — 1) = €, (2.54)

teda vidime, ze biely Sum predstavuje jednokrokové chyby predpovede.
Skuto¢nd konstrucia prebieha nasledovne : predpoved hodnoty
Ttk = P1Tt4Ek—1 + ...+ CpTit+k—p -+ €tk + 61€t+k71 + ...+ 0q€t+qu (255)

napiseme vzhladom k linearite predpovedi ako
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Toii(t) = P1Zqh—1(t) + . + OpZighp(t) + Eeqn(t) + Or1épn—1(t) + ... + Ogéipn—q(2).
(2.56)

Je potreba si uvedomit, ze

Tpyi(t) = x4 pre i <0, (2.57)

(D) 0, pre ¢ > 0,
€tti = A . .
" €rri = Tyri — Tyt +1—1), prei <O0.

Prakticky vypocet sa potom riadi tymito pravidlami : Postupuje sa rekuren-
tne. Polozi sa €; = €3 = .. = ¢, = 0. SkonStruuju sa postupne predpovede

Zg41(q), Ty+2(g+1), ... o jeden krok dopredu, pomocou nich néasledovne pred-
povede Z,12(q), T4+3(q + 1), ... o dva kroky dopredu, az dosiahneme pozadovany
predpovedny horizont. Vychadzame zo vzorca (2.56), do ktorého dosadzujeme
vztahy (2.57).

Priklad. Ukézme si priebeh na ARMA(1,1) procese. Polozme ¢; = 0. Z (2.56) pre
t=1ak=1mame

T2(1) = 121 (1) + &(1) + O1é1(1). (2.58)
Podla (2.57) dostavame

Z9(1) = p1x1 + 0+ b1y = P19, (2.59)
¢o uz sme schopny vy¢islif. Rovnako dostavame z (2.56) pre t =2 a k =1
T3(2) = @129 + 01 (x2 — T2(1)). (2.60)
Obecne mozno zapisat pre t = 2,..,n
Tip1(t) = o1y + 01 (zy — 24(t — 1)). (2.61)

Hodnotu (2.59) potom vyuzijeme pri konstrukeii predpovede Z3(1), pretoZe z
(2.56) pre t =1 a k = 2 mame

T3(1) = p1@2(1) + €3(1) + bréx(1) (2.62)

a opét podla (2.57) dostavame

T3(1) = p122(1). (2.63)
Rovnako hodnotu (2.60) vyuZijeme pri vypocte

24(2) = ¢123(2). (2.64)

Obecne dostavame

Ton(t) = @r@pa(t) = Py pre k>2t=1,.n. (2.65)

Tento postup opakujeme az do ¢asu, v ktorom nés este predpoved zaujima.
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2.11 Aplikacia na skutoc¢né data

Poktsime sa aplikovat popisany pristup na skuto¢nych datach v software Wolf-
ram Mathematica. Vytvoreny program sa nachadza na prilozenom CD. Stiahnime
si denné ceny akcii spolocnosti General Electronics (GE) od 1.1.2012 pre nasle-
dujtcich 318 pracovnych dni funkciou FinancialData.

cenaakcie
2}

2

18F

50 100 150 200 250 300

Obr. 2.1: Ceny akcii

Vidime Ze ceny akcii maju stipajuci trend.V praktickej analyze sa casto stre-
tavame s datami, u ktorych nemdme zarucent stacionaritu ani nulovost stred-
nej hodnoty. Preto je za potreba zvolit vhodnt transforméciu vstupnych udajov.
Nulovost strednej hodnoty mozno dosiahnut odpocitanim priemeru od vsetkych
hodno6t, tato transforméacia nam ale nezaruci stacionaritu. Naopak stacionaritu
mozno obvykle dosiahnut diferenciou (x; — x;_1) pre pozorované okamihy ¢ alebo
logaritmickou diferenciou In(x;)—In(x;_1), ktora ale opit nemusi zarucit nulovost
strednej hodnoty. Ukézme si najprv druhtt moznost pomocou diferencii logarit-
mov. Po aplikacii tejto transformécii dostavame data, ktoré maju nasledujuci
priebeh

rozdiel dvoch susednych cien
003

0.02F

“Hi)
w MY

-002F

-003F

Obr. 2.2: Ceny akcii po transformaécii logaritmickou diferenciou
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Na urcenie vhodného modelu pouzijeme ACF a PACF - funkcia Correlati-
onFunction a PartialCorrelationFunction. Do grafov spolu s nimi zakreslime aj
medze vyznamnosti, teda kritické obory testov nulovosti korelacii pomocou Bar-
lettovej (2.10), resp. Quenouilleovej aproximécie (2.15). Pri pohlade na oba grafy
je zrejmé, Ze sa jedné o postupnost nekorelovanych nahodnych veli¢in, teda upra-
vené data nemé zmysel predpovedat linedrnymi modelmi ARMA. Upravit data
do pozadovaného tvaru vhodnou transforméciou moze byt narocéné a k tplnemu
uspokojeniu nemusime prist. Podrobnosti vid v praci [4] a [6].

pik)
101

o8f

06

04f

02

* lagk

—04F

Obr. 2.3: ACF pre logaritmickt transformaciu

pkk)
031

02

01r

L lagk

—01f

-02-

Obr. 2.4: PACF pre logaritmicki transforméaciu

Pozrime sa teraz na prvi navrhovanu transforméaciu a sice odpocitanie prie-
meru od vSetkych hodnot. Ukazeme si vzorovy postup, ktory pri modelovani zvo-
lit. Identifikdciu modelu mozno spravit opiit subjektivne pomocou ACF a PACF
alebo pomocou informac¢nych kritérii.
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Obr. 2.5: ACF po odpocitani priemeru.

Pozndmka. Linerany pokles u ACF je zvycajne znakom, ze na pozorované data
je dobré aplikovat diferencie, aby sme zarucili stacionaritu.
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Obr. 2.6: PACF po odpocitani priemeru.

Vidime, ze ako vhodny kandidat pripadd proces AR(1), nakolko PACF je
zrejme useknutd v bode 1. To podporuje aj Akaikeovo informac¢né kritérium
(AIC). Hodnoty st napoc¢itavané podla (2.37)

AR(p) | AR(1) | AR(2) | AR(3) | AR(4) | AR(5) | AR(6) | AR(7)
AIC 5.164 | 5.189 | 5.196 | 5.206 | 5.212 | 5.219 | 5.232

Ked uz méame zvoleny model, je potreba odhadnut jeho parametre. Vyuzijeme
funkciu EstimatedProcess, ktora pre data a zvoleny proces odhadne jeho para-
metre zvolenou metédou ( maximéalna vierohodnost alebo momentova metdda )
a spocita rozptyl odhadnutého bieleho Sumu. Tato funkcia je velmi silnd a dokaze
pracovat aj s nie tplne staciondrnymi datami. V nasom pripade bol parameter
1 odhadnuty hodnotou 0.981671 a odhadnuty rozptyl bieleho Sumu 0.103206.
Vidime, Zze hodnota 0.981671 je blizka 1, ¢o je v stlade s pomaly klesajicou ACF.

Prejdime k diagnostike modelu. Skontrolujeme stacionaritu a invertibilitu pro-
cesu pomocou funkcii WeakStationary a TimeSeriesInvertibility. Proces oboma
kontrolami presiel. Nasledne overime zhodu korelacnej struktary dat a odhadnu-
tého AR(1) procesu pomocou ACF a pozrieme sa na histogram bieleho Sumu.

1,00+ 1

098} |
096
094
092
090F

0881 -

086 m

Obr. 2.7: Zhoda korelacnej struktury dat a odhadnutého procesu.

o

0F
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Obr. 2.8: Histogram bieleho Sumu.
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Vidime ze tu dochadza k uspokojivej zhode korelac¢nej struktiry medzi datami
a odhadnutym procesom a ze histogram nevykazuje vyrazné odlisenie od normal-
neho rozdelenia, ktoré moZzeme otestovat pomocou funkcie DistributionFitTest
(t&4 hypotézu o normélnom rozdeleni na standartnej hladine o« = 5% nezamietla).

Zostéva otestovat nekorelovanost bieleho sumu. KedZe pracujeme s datami
o velkosti n = 318, kritickd hodnota pri pouZiti testu zaloZenom na Barlettove;j
aproximdcie je podla (2.46) 2(y/n)~! = 0.112154. Pouzitim CorrelationFunction
na odhadnuty biely Sum dostavame postupne odhadnuté autokorelacie

{-0.00483573, -0.0284535, 0.106817, -0.0163526, -0.0192458, 0.0428375,
-0.0787487, -0.0262518, 0.00370756, 0.0316673, 0.0294429, 0.103354,
0.033867, 0.0335092, 0.0100669 }.

Vsetky hodnoty st1 v absoltitnej hodnote mensie ako 0.112154 ¢o znamena zZe
hypotézu o nekorelovanosti bieleho Sumu nemozno zamietnut. Pri pouziti Box-
Piercovej a Ljung-Boxovej statistiky dospejeme k rovnakému zaveru. Hodnoty
Statistik Q, resp. Q* st

{ 0.26489, 3.89322, 3.97825, 4.09604, 4.67958, 6.65162, 6.87077,
6.87514, 7.19404, 7.46971, 10.8666, 11.2313, 11.5884, 11.6206 },

{ 0.268219, 3.95414, 4.0408, 4.16122, 4.75973, 6.78883, 7.01505,
7.01958, 7.3509, 7.63824, 11.1905, 11.5732, 11.9491, 11.9831 }.

Hodnoty st pocitané podla (2.44) a (2.45) pre K = 2,..,15. Hodnotu pre
konkrétne K potom porovnivame s kvantilom y? rozdelenia o K — 1 stupiioch
volnosti. Posun o jeden index je sposobeny préave volbou AR(1) modelu. Prislacha-
juce kritické obory dostaneme pouzitim funkcii Quantile a ChiSquareDistribution.
Hodnoty pre nas priklad na hladine o = 5% st

{3.84146, 5.99146, 7.81473, 9.48773, 11.0705, 12.5916, 14.0671,15.5073, 16.919,
18.307, 19.6751, 21.0261, 22.362, 23.6848, 24.9958, 26.2962 },

teda nulovil hypotézu o nulovosti prvych K autokorelacii bieleho Sumu neza-
mietame.

Prejdime k predpovedaniu. Vyuzijeme funkciu TimeSeriesForecast, ktora pre
dané data a odhadnuty proces spocita predpovede az do nami zvoleného ¢asového
okamihu.

Stale ale pracujeme s upravenymi datami, preto je eSte treba pripocitat k
predpovediam priemer aby sme dostali skuto¢né hodnoty akcii. Model zachytil
klesajuci trend, ktory sprevadzal vyvoj cien akcii za posledné obdobie (konkrétne
¢asové okamihy 300 - 315) s vynimkou poslednych dni. Dana predpoved ale moze
podéavat skresleny pohlad, nakolko sme nezarudili stacionaritu, preto sa pokusime
v nasledujtcej kapitole predpovedat budici vyvoj sledovanej ¢asovej rady inymi
metédami.
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Obr. 2.9: Predpoved vyvoja ceny akcii General Electronics na dalsich 20 dni.

Pozndmka. Velmi ¢asto sa v ucebniciach stretavame s datami, na ktorych je vzo-
rovo ukazané riesenie. V praxi vSak byva realita casto ind a udaje, ktoré mode-
lujeme, nemajua vzdy vzorovy tvar. Autor sa preto zamerne vydal touto cestou
a zvolil si data, na ktorych sa snazil ukazat jednak postup, ktory pri modelo-
vani pomocou B-J zvolit v prostredi Wolfram Mathematica, ale predovSetkym
prekazky, na ktoré moze Citatel narazit.
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Kapitola 3
Dekompozicné metody

Volba metddy pre analyzu zavisi na mnoha faktoroch, ako st napr. Gcel ana-
Iyzy, typ ¢asovych dat alebo sktisenosti analytika. Pri spracovani ¢asovych rad je
¢asto vyhodné rozlozit dant radu na niekolko zloZiek, ktorymi st trend, sezénna
zlozka, cyklicka zlozka a rezidualna zlozka.

Trend odraza dlhodobé zmeny v chovani ¢asovej rady, napr. jej rast alebo
pokles. Sezénna zlozka popisuje periodické zmeny v case, ktoré sa pravidelne
odohravaju v urcitt dobu kalendarneho roku. Cyklickd zlozka hovori o nepra-
videlnych fluktuaciach okolo trendu, v ktorych sa strieda faza rastu a poklesu.
Reziduélna zlozka je tvorend ndhodnymi pohybmi, ktoré nemaji rozpoznatelny
(blizsie $pecifikovany) charakter a pokryva rozlicné chyby, ¢i uz pri merani dat
alebo chyby, ktorych sa dopusta analytik, napr. zaokrihlovanie. Rezidudlna zlo-
zka je casto modelovana procesom bieleho sumu.

V tejto kapitole sa, ako uz z nazvu vyplyva, budeme venovat niektorym me-
tédam dekompozicie ¢asovej rady. Eliminacia jednotlivych zloziek casovej rady
moZe vyraznym sposobom pomoct pri nasej praci, nakolko je mozné touto analy-
zou ziskat niektoré inak navonok nepozorované zakonitosti, rozpoznat vonkajsie
vplyvy posobiace na dani radu, previest zrovnanie priebehov jednotlivych ¢aso-
vych rad alebo rozpoznat chovanie ¢asovej rady ocistené od niektorych jej zloziek.
Dekompozicia sa pouziva rovnako efektivne aj pri skiimani budtcich vyvojov jed-
notlivych zloziek a ich naslednom predpovedani.

Metéd na elimindciu jednotlivych zloziek je vela. LiSia sa réznym stupriom
presnosti, vypocetnej zlozitosti alebo objektivity, pricom vyber tej najvhodnejsej
zavisi na cieli dekompozicie a type casovej rady. Najcastejsie pouzivané su metody
zalozené na regresnej analyze, ktora ale vyzaduje predpoklad, Ze rezidualna zlozka
je v Case nekorelovand a ma charakter bieleho Sumu, ktory ma pripadne naviac
normalne rozdelenie.

V nasledujtcich odstavcoch si ukdzeme, ako z ¢asovej rady eliminovat tren-
dovt zlozku a predpovedat jej budiici vyvoj. V stvislosti s touto problematikou
sa Casto pouziva oznacenie vyrovndvanie alebo vyhladzovanie (smoothing) Gasovej
rady, nakolko potlac¢ujeme sezénne a ndhodné fluktuécie.
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3.1 Metody zaloZené na popise matematickymi
krivkami

Cielom nasSej analyzy je popisat trend pomocou niektorych analyticky jedno-
duchych kriviek, ¢o nam ulac¢i budtce predpovedanie. Predpokladajme, Ze ¢asova
rada ma tvar

Ty = TTt + e (31)

pricom rezidualna zlozka ma vlastnosti bieleho sSumu. To nam umozni pouzit re-
gresné metddy a ztotoznit tak predpovede budiceho vyvoja trendu Tr; s predpo-
vedami budticeho chovania rady z;. Na zaciatok si na zéklade typu ¢asovej rady
alebo vlastnosti, ktoré od trendu ocakdvame urc¢ime typ najvhodnejsej krivky.
Medzi v praxi najpouzivanesie krivky patria krivky konstantné, linearne, kvad-
ratické, logistické a mnohé dalSie. Napr. v pripade kvadratickej krivky sa pred-
poklad4 nasledujtca zavislost hodnét Tr, = By + Bit + Baot?. V tejto praci sa
vSak zameriame na iné metddy, ktoré sa v praxi pouzivaju najcastejsie, podrobné
informacie ale mozno najst v [3].

3.2 Exponencialne vyrovnavanie

Exponencidlne vyrovnavanie popisané v knihe [3] patri medzi tzv. adaptivne
modely, ktorych hlavnym znakom je, Ze najnovsie pozorovania ¢asovej rady pova-
zujeme za najdolezitejsie pri konstrukcii predpovedi. V praxi sa vyuziva najmé na
kratkodobé predpovedanie. Vyhodou tejto metdédy je jej nenaroc¢nost. Zohladnuje
minuly vyvoj sledovanej veli¢iny pomocou jej vazenych priemerov. Vyrovnana
rada Z; potom minimalizuje vyraz

(ZCt - it)2 + (.thl — Zi't,1>2ﬁ -+ (l’t,Q — i’t,2)2ﬁ2 + ... (32)

kde 0 < B < 1 je dopredu zvolend vyrovnavacia konstanta. Vidime, ze tu do-
chédza k exponencidlnemu poklesu velkosti vdh smerom do minulosti. V dalSom
vyklade budeme predpokladaft, Ze pracujeme s ¢asovou radou typu (3.1).

3.2.1 Jednoduché exponencialne vyrovnavanie

Jednoduché exponencidlne vyrovnavanie sa vyuziva vtedy, ak v uré¢itych ¢aso-
vych tsekoch je trend ¢asovej rady konStantny, ¢o znamenad, Zze ho moZeme opisat
vzorcom

TTt = ﬁo. (33>

Potrebujeme néjst vhodny odhad parametru (,. KedZe pracujeme s adaptiv-
nym modelom, bude tento odhad zévisiet na ¢ase, v ktorom bol poé¢itany. Odhad
bo(t) predstavuje jednak odhadnuti hodnotu trendu v Case ¢ a zaroven aj vy-
rovnana hodnotu z; (vyrovnana hodnota je synonymum pre vypocitani hodnotu
na zaklade odhadnutych parametrov). Metédou najmensich Stvorcov dostdvame
z (3.2) minimalizaciu vyrazu
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o0

Z(xt—j — Bo)?A. (3.4)

J=0

Vzorec mé sice tvar nekone¢ného stétu, ale toto predizenie do minulosti nam zjed-
noduchsi dalsie Gpravy, pretoze odpovedd limitnému prechodu. Ak zderivujeme
rovnost (3.4) podla 3y a polozime ju rovni nule méme

—2) Ba 428 B =0 (3.5)
j=0 =0

S vyuzitim Z;io Bl = ﬁ dostavame odhad by(t) parametru 5y v Case t ako

b= (1=5)) Foy, (36)
j=0

teda vidime, Ze vyrovnana hodnota v Case t je vazenym priemerom hodndt tejto
rady do ¢asu ¢ s exponenciélne klesajucimi vahami. Vyraz (3.6) je ale prakticky
nepouzitelny. Preto sa upravuje na rekurentny tvar nasledovne

(1-5) i 5j$t—j =(1—=p)x+B(1—-p) i 5%11}7;‘- (3.7)

Polozenim o = 1 — 3, kde « je vyrovnavacia konstanta, dostavame

Ty =ax+ (1 —a) . (3.8)

Jednoduchou upravou mozno dostat dalsi vztah

i’t = (’IAﬁt,1 + Ck(fEt — ii'tfl) = i'tfl + - €t, (39)

teda vidime, Ze nova progndza v case t sa urci ako sucet progndzy so zaciatkom
v Case t-1 a a nasobku chyby prognézy. Predpovedané hodnoty do budicnosti s
konstantné, rovné z,,, kde n je cas posledného zaznamu.

Rekurentna formula (3.8) sa v praxi pouziva najcastejsie. Vyzaduje volbu
pociatoc¢nej hodnoty Z, a vyrovnavacej konstanty «. Za o sa obvykle berie arit-
meticky priemer niektorého kratkeho pociato¢ného tiseku rady alebo pevne po-
zorovand hodnota x;. Volba vyrovnavacej konstanty je dolezitd. Obecne plati,
¢im je hodnota vyssia (blizsia k 1), tym je predpoved citlivejSia na sicasné pod-
mienky. Ak je hodnota konstanty blizka jednej, tak vyrovnany rad je podobny
povodnému. Cim je hodnota blizsia k nule, tym je vyrovnanie radu silnejsie a rad
je hladsi. Preto sa obvykle obmedzujeme na interval 0 < o < 0.3. Existuje viacero
sposobov ako konstantu zvolit. Rada softwarov pouziva odhad «, kde sa zo zvole-
nej siete vyberie ta a, ktora poskytuje najpresnejsie predpovede Z1,..,2, hodnot
x1,..T, v zmysle minimalizacie suc¢tu stvorcov chyb, pripadne strednej stvorcovej
chyby

n 1
- \2
SSE = g (xy — 34)*, MSE = nSSE (3.10)

t=1
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Aplikujme jednoduché exponencialne vyrovnavanie na nami zvolené hodnoty
akcii GE v prostredi NCSS. Neznamy parameter budeme hladat metédou najme-
nsich stvorcov. Software poskytne nasledujtci vystupny protokol :

Forecast Summary Section

Variable Hodnoty akcii GE
Number of Rows 318
Mean 19.64525
Mean Square Error 5.007163E-02
Alpha Search Mean Square Error
Alpha 0.9775841
Forecast 22.81882

V obrazku 3.1 je znazornené pozorovana rada z; (body), ktord je preloZena vy-
rovnanou radov Z; vratane konstantnej predpovede na 20 dni do budtcna (¢iara).

Jednoduche e ponendaine vyrovnanie

B3
I
|

Cena akcie
H

E.‘.

o

== 170 e e

Obr. 3.1: Jednoduché exponencialne vyrovnavanie

V nasledujtcej sekcii ukadzeme niektoré pozorované hodnoty rady a ich vy-
rovnanie (software poskytne vystup pre vSetky hodnoty, ktoré ale z kapacitnych
dovodov nebudeme uvadzat).
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Forecast Section
Row Forecast Actual Residuals

1 16.99426  16.99 -4.255072E-03
2 16.9901 17.18 0.1899046

3 1717574  17.17 -5.743104E-03
4 1717013  17.26 8.987126E-02
5 17.25799  17.46 0.2020146
316 22,20311 22,38 0,1768933

317 22,37604 22,33 -4,60E-02

318 22,33103 22,83 0,4989681

319 22,81882

320 22,81882

321 22,81882

Vidime, Ze jednoduché exponencidlne vyrovnavanie v NCSS predpoveda na
rozdiel od postupu z [3] do budicna konstantou prvej do budiicna predpovedane;
hodnoty x319. Pociato¢na vyrovnana hodnota &y sa v NCSS na rozdiel od [3] ur¢i
ako a - zg + (1 — a)xy. Vyrovnané hodnoty pre ¢t = 1,2,... st potom pocitané na
zaklade rekurentného vztahu

th =ar;_1+ (]. — Oé).i%t_l, (311)

Pozorujeme opéf miernu odlisnost od vzorca (3.8) z [3].

3.2.2 Dvojité exponencialne vyrovnavanie

Tento model sa podla [3] vyuziva vtedy, ak ¢asovii radu mozno na rovnako
dlhych ¢asovych tsekoch vyrovnat linedrnou funkciou ¢asu. Opét predpokladdme
model (3.1) kde

Tri_j = Bo+ b1 (—J), (3.12)

Vidime, Ze tentokrat potrebujeme néjst odhady parametrov 8y a (1 v Case t,
ktoré ozna¢ime analogicky by(t) a by(t). Ziskame ich minimalizaciou vyrazu

o0

S ey — (Bo+ Bu(—)IP, (3.13)

j=0
kde 0 < 8 < 1 je opit dopredu zvolenéd konstanta. RieSime rovnako ako u jedno-

duchého exponencidlneho vyrovnavania polozenim parcidlnych derivécii podla S;
a [y rovnym 0. Dostavame stistavu normalnych rovnic
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N Bm =B > BB JF =0,

j=0 Jj=0 Jj=0
Y i =B Y i+ B B =0. (3.14)
§=0 J=0 7=0

S pouZitim vztahov

J . — 0. BOA+S
Zﬁ ——ﬂ > if 6)2’ > _—(1(_5)3 (3.15)

j=0 7=0
dostavame
[ j
0 —5 b= Zﬂ Tt—j,
R R Dy (3.16)
=0

Oznacme S; jednoduchi vyrovnavaciu statistiku a Stm dvojitt vyrovnavaciu
statistiku, ktoré definujeme predpismi

- 8)Y Py, (3.17)
§=0

s =(1-p) iﬁjstj. (3.18)
j=0

(3.17) presne odpoveda hodnote uvazovanej rady vyrovnanej v ¢ase ¢ podla jed-
noduchého exponencialneho vyrovnévania (3.6). Podla (3.8) a pre a = 1 — 3 teda
plati

St = Tt + (]_ — O[)St_l. (319)

Dalej zrejme plati

S = a8+ (1—a)s?,. (3.20)

So zavedenym znacenim mdzeme prepisat stustavu (3.16) ako

o= 1256 =S,
8o g~ - (1- s, (3.21)
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Odvodme druhti rovnost. S — (1—)S; je vlastne S bez s¢itanca pre j = 0.
Vyjadrime S; v zavislosti na S;_; z (3.19) postupnym dosadenim (o =1 — f3)

00 j—1
Si=(1=8)> Bai=1-8)) zif + S (3.22)
=0 =0

Vyjadrenim S;_; z (3.22) a dosadenim do (3.18) bez nultého s¢itanca dosta-
vame

St[Q] =(1-8) Zﬁj(l —A)- % =(1-pB)? ZZﬂixt,i, (3.23)
j=1

=1 i=j
¢o je ekvivalentne zapisand pravé strana druhej rovnice (3.16).

Zo sustavy (3.21) potom dostavame odhady parametrov 5, a (; prevedené
v Case t ako
_ 2 _1-5 2]
bo(t) = 25, — S;7, bi(t) = T(St - S, (3.24)
Hladané predpoved hodnoty x; skons$truovand v c¢ase t o 7 krokov dopredu
ma potom pre o = 1 — (3 tvar
- T Q- T 2]

Tprr = bo(t) +01(t) - 7= (2+ )S: — (1 + )S;

(3.25)

l—« l—«

Pre vipodet Statisttk S, a S° vyuzivame rekurentné vztahy (3.19) a (3.20).
Tato realizacia vyzaduje volbu pociatoénych hodnét Sy a S([f} a vyrovnavacej
konstanty a.

Pociato¢né hodnoty Sy a S([)Q] uréime rieSenim sistavy rovnic (3.24) pre t = 0,
pri¢om za by(0) a by (0) uvazujeme odhady parametrov 3 a 31 skonstruované tak,
ze prelozime priamku kratkym pociatoénym tsekom rady a pouzijeme metédu

. 1 L . 2 .
najmensich stvorcov. Explicitné vyjadrenie Sy a S;  ma teda tvar

l—« 2(1 — )

So = bo(0) — bi(0),  SE=1bo(0) —

b1 (0). (3.26)

Volba vyrovnévacej konstanty bola popisand v podkapitole 3.2.1

Poznamka. Jednoduché a dvojité exponencidlne vyrovnavanie mozno obecne ro-
z8irit az na exponencidlneho vyrovnévania r-tého rddu. Rad r = 3 vSak byva
najvyssi, ktory sa v praxi pouziva.

Aplikujme teraz dvojité exponencidlne vyrovnavanie na rovnaké data, ¢o do-
posial, aby sme mohli ziskané vysledky porovnat. NCSS poskytne tento vystupny
protokol :
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Forecast Summary Section

Variable Hodnoty akcii GE
Number of Rows 318
Mean 19.64525
Mean Square Error 5.908951E-02
Forecast Method Double Smooth
Search Criterion Mean Square Error
Alpha 0.4977288
Intercept (A) -16.60013
Slope (B) 0.1235963

Parameter a bol odhadnuty minimalizaciou MSE, ako bolo popisané v kapitole
3.2.1. Veli¢iny Intercept (A) a Slope (B) sluzia k vypoctu predpovedi. Lahko sa
presvedéime, Ze napr. 319 hodnota v nasej rade sa spocita ako Intercept (A) +
319 - Slope (B) (vid nizsie).

Rovnako ako pri jednoduchom exponencidlnom vyrovnani je na obrazku 3.2 za-
znamenany celkovy priebeh povodnej rady z; (body) a tej vyrovnanej z; spolu s
predpovedami na 20 dni dopredu (¢iara). Vidime, Ze dvojité exponencialne vyrov-
navanie zachytilo trend narastu ceny akcii. Ten bol v poslednom obdobi vyraznejsi
nez pocas celého priebehu, takze pouzitd metoda predpoveda relativne vyrazny
narast do budtcna. Predpovede zrejme nemé zmysel konstruovat pre dlhsi casovy
horizont. Pod obrazkom op#f najdeme struény nahlad na vystupné hodnoty.

Dvojité exponencialne vyrovnavanie

R
=

s
()]

]
-
=
I Y v

Cena akcie

..
&
T

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
09 854 169.9 2544 3389

Obr. 3.2: Dvojité exponencialne vyrovnavanie
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Forecast Section
Row Forecast Actual Residuals

1 17,02071 16,99 -3,07E-02
2 16,90582 17,18 0,2741745
3 17,10801 17,17 6,20E-02
4 17,16689 17,26 9,31E-02
5 17,27211 17,46 0,1878901
316 22.1748 22.38 0.2051969
317 22.32682  22.33 3.177172E-03
318 22.32858  22.83 0.5014253
319 22.8271

320 22.9507

321 23.07429

Poznamka. Dvojité exponencidlne vyrovnavanie je implementované do softwaru
NCSS skor z historickych dévodov ako prakticky pouzivanych. Samotny software
o tom informuje vo svojom navode, v ktorom odporica na rady s po cCastiach
linedrnym trendom pouzit Holtovu metédu, ktoru si teraz ukazeme.

3.2.3 Holtova metoda

Na Holtovu metédu mozme pozerat ako na zobecnenie dvojitého exponencial-
neho vyrovnavania. Tato metéda, ako je popisané v [2], pouziva dve vyrovnavacie
konstanty : « pre vyrovnanie tirovne L; danej rady a 7y pre vyrovnavanie odhadu
trendu (0 < a7y < 1). Pozostava z troch rovnic :

Lt = ar; + (1 — a)(Lt_l + E—l)a (327)
ﬂ = ’}/(Lt — Ltfl) + (1 — ’y)ﬂ,l, (328)
jt+7—(t> = Lt -+ 7_;5 T T Z O, (329)

Rozborom rovnice (3.27) zistime, Ze vyrovnani hodnotu L; dostaneme line-
arnou kombinaciou skutoc¢nej hodnoty v prislusnom obdobi x; a predchadzajucej
vyrovnanej hodnoty zvéacsenej o trendovi zlozku z minulého obdobia. Vidime , ze
konstanta ~ v rovnici (3.28) urcuje odhad trendu, ktory koncipujeme ako vazeny
priemer dvoch trendovych zloziek. Prvou zlozkou je zmena v tirovni vyrovnanych
hodn6t z obdobia sticasného a predchadzajiceho a druhi zlozkou potom urcuje
hodnota predchddzajiceho trendu. Rovnica (3.29) uz popisuje predpovedanie o
7 obdobi dopredu. Za pociatocné hodnoty sa doporucuja Ly = z1 a Ty = x5 — 7.
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Pozndamka. Je dokézané, ze pre dvojité exponencialne vyrovnavanie s vyrovnava-
ciou konstantou a a Holtovu metédu s vyrovnavacimi konstantami oo & Yo

plati vztah
o

2 —a’

Qpoit = (2 — @), Vholt = (3.30)

Vystupny protokol Holtovej metédy pre ceny akcii GE v NCSS:

Forecast Summary Section

Variable Hodnoty akcii GE
Number of Rows 318
Mean 19.64525
Mean Square Error 5.022235E-02
Forecast Method Holt’s Linear Trend
Search Iterations 70
Search Criterion Mean Square Error
Alpha 0.9707171
Beta 1.018674E-02
Intercept (A) 15.71954
Slope (B) 2.231569E-02

Search iterations hovori, kolko iteracii bolo treba na najdenie najlepsej hod-
noty pre vyrovnavaciu konstantu «. Alpha a Beta st hodnoty parametrov o a v v
(3.27) a (3.28). Intercept (A) a Slope (B) sluzia k predpovedaniu. Napr. hodnotu
v ¢asovom okamihu 319 dostaneme ako Intercept (A) + 319 Slope (B), vid nizsie.
Vypocet koresponduje s tym, ktory uvadza zdroj [3].

Hottova mettda
240

Cena akoie

Obr. 3.3: Holtova metdda

Obréazok 3.3 zachytéva pozorovanu casovi radu (body), jej vyrovnanie a né-
sledné predpovedanie pre obdobie 20 pracovnych dni pomocou Holtovej metody
(¢iara).
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Ukézme opit cast vystupnych hodnot z NCSS

Forecast Section
Row Forecast Actual Residuals

1 16,99452 16,99  -4,52E-03
2 17,02662 17,18  0,1533758
3 17,21247 17,17 -4,25E-02
4 17,20778 17,26 5,22E-02
5 17,20553 17,46  0,1644737
316 22.22122 22.38  0.1587826
317 22.39354 22.33  -6.354226E-02
318 22.34942  22.83  0.4805758
319 22.83824

320 22.86056

321 22.88287

Vidime, ze Holtova metdda zachytila dlhodoby trend narastu akcii, ktory po-
tom vyuziva pri konstrukcii predpovedi.

Kvalitu vyrovnanej rady Z; z hladiska zhody s pozorovanou radou z;, t =
1,..,318 moZno posuditt pomocou strednej Stvorcovej chyby.

318

1 ~\2

t=1

ktort ndjdeme v sekcii Forecast Summary vystupnych protokolov. Pripomenme
hodnoty MSE :

jednoduché exp. vyr. : 5.007 -10~2.
dvojité exp. vyr. : 5.909 -10~2.
Holtova metdda : 5.022 -107 2.

Vidime, ze MSE je zrovnatelne malé u vSetkych troch postupoch. Jednoduché
exp. vyrovhavanie ale vykazuje najlepsiu zhodu s pozorovanou radou.
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Kapitola 4

Zaver a interpretacia vysledkov

V predchadzajucich kapitolach sme ukézali teoreticky podklad a praktické ap-
likdcie ARMA modelov a dekompozi¢nych metéd v softwaroch Wolfram Mathe-
matica a NCSS. Tieto dva softwary sa od seba pomerne vyrazne odlisuji. Wolfram
Mathematica je velmi prepracovany, stale sa rozvijajici a vysoko perspektivny
program, ktory mé velké ambicie. Praca v tomto softwari ale vyzaduje ur¢itt zna-
lost zakladnych funkcii a syntaxe, ktoré mozno v nasom pripade najst vo Wolfram
Mathematica Documentation Center - Time Series. Pracovat s ARMA modelmi
by potom nemal byt problém pre uzivatela s teoretickymi znalostami. Na druhej
strane ale boli dekompozi¢né metédy v case pisania prace v Mathematice spra-
cované pomerne malo, preto sme sa obréatili na NCSS. Tento software je velmi
jednoduchy, nevyzaduje v podstate ziadne programatorske schopnosti a praca v
nom je pohodlné. S rozsahom funkcii sa Mathematice nemdze rovnat, ale de-
kompozi¢né metddy si tu spracované jednoducho a prehladne. Implementované
vypocetné algoritmy sa mozu lisit od tych teoretickych uvedenych v literatire,
¢o sme dokumentovali pri zrovnani so zdrojom [3].

Kazdé z uvedenych metdd mé svoje vyhody a nevyhody, ktoré by mali ovplyv-
nit rozhodnutie pre analyzu. Vyhodou ARMA modelov je uréite ich velké univer-
zalnost, softwarova dostupnost a modelovanie ndhodnosti. Ako sme sa ale mohli
sami presved¢it, nie vzdy sme schopni splnit predpoklady, ktoré vyzaduju. Preto
je dobré poznat alternativy, ku ktorym sa mozeme obréatif, a jednou z nich st
dekompozi¢né metddy. V pripade, Ze nas zaujima len urcita zlozka casovej rady,
napr. trend alebo sezénne rasty ¢i poklesy, je ich pouzitie vyhodné. Po mate-
matickej stranke st jedoduchsie napriklad v tom, Ze s jednd o deterministické
modely.

V nasom konkrétnom pripade cien akcii General Electronics sme postupne
predpovedali ich vyvoj pomocou AR(1) modelu, dvojitého exponencidlneho vy-
rovnavania a Holtovej metédy. Vysledky, ktoré sme dostali z AR(1) modelu, mozu
byt skreslené prave nestacionaritou dat, u dvojitého exponencialneho vyrovnava-
nia je narast predpovedanych cien prekvapivo velky, ¢o mohlo byt sposobené
zvySenym narastom cien za posledné obdobie. Holtova metdda vykazuje mierny
rast, ktory sa zdéa z logického hladiska najpravdepodobnejsi. Bolo tomu tak aj
v skutoc¢nosti. K postdeniu kvality predpovedi do budiicnosti sme pozorovani
Casovi radu skratili o 20 poslednych hodnot, ktorymi teraz otestujeme presnost
jednotlivych predpovedi v obrazku 4.1.
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Obr. 4.1: Porovnanie pouzitych metdd so skuto¢nostou

Holtova metdda teda poskytla v nasom pripade najpresnej$iu predpoved. Na za-
ver teda mozeme dodat, Ze priebeh vyvoja cien akcii GE za skiimané obdobie
je ovplyvneny rastiicim trendom, ktory sa najlepsie podarilo zachytif pouzitim
Holtovej metody.

Poznamka. V pripade stochastického AR(1) je mozné pracovat s predpovednymi
intervalmi, ktoré na rozdiel od nepresnych bodovych predpovedi dokdzu urcit

rozmedzie, v ktorom sa budici vyvoj ¢asovej rady so zadanou pravdepodobnostou
odohraje.
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