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1 Uvod

Podle obecné teorie relativity neni trajektorie télesa v centralnim gravita¢nim
poli ,keplerovska“ elipsa, ale elipsa, jejiz osa se staci. Tento jev se nazyva posun
perihelial.

Ziejmé nejznamejsim prikladem posunu perihelia je staceni perihelia Merkuru,
jev znamy jiz od poloviny 19. stoleti, ktery se vsak podatilo uspokojivé vysvétlit
az na pocatku stoleti dvacatého v ramci obecné teorie relativity. Pro pochopeni
vyznamu této skutecnosti je tieba tento védecky vysledek zasadit do historického
ramce; to bude alespon v naznacich provedeno v nasledujicich podkapitolach.

1.1 Prvni nazory na pohyb nebeskych téles v evropské kul-
ture

Pfi uvazeni vyznamu, ktery astronomie (a astrologie) v archaické spolecnosti
hrala, je zfejmé, ze se lidé pokouseli pohyb nebeskych téles popsat. Jeho objas-
néni se ovsem zakladalo na predstavach, které jsou cizi modernim pfirodnim védam
(mytologicka a teologicka vysvétleni apod.).

V antickém Recku se v souvislosti s tzv. pifrodnimi filozofy zacalo k proble-
matice pristupovat vice empiricky. Zacala se detailné studovat geometrie drah riz-
nych objekttl, ziskané vysledky se staly pfedmétem nejriznéjsich spekulaci, mimo
jiné i heliocentrismu, nakonec vSak prevladl Ptolemaitiv geocentricky vyklad, ktery
,ovladl pole® az do 17. stoleti. Dochazelo jen k zpiesiiovani empirickych dat, v di-
sledku ¢ehoz dochazelo ke stalému zeslozifovani modelu trajektorii (vkladani dalsich
epicyklu).

1.2 Newtonova teorie gravitace

Zcela novy pohled vnesla Newtonova teorie gravitace, ktera objasnuje priciny po-
hybu planet. Jeji predikce, formulované ve tfech Keplerovych zakonech, dokonale od-
povidaly tehdejsim empirickym poznatkim. Gravitacni teorie obsahuje nékolik zcela
zasadnich a prevratnych moment: pohyb nebeskych téles je popsatelny s pomoci
pouze vzajemného silového ptisobeni; dochazi tak k sjednoceni zakladnich principi
zikalnich teoriich viibec, jistou dobu slouzila dokonce jako modelovy priklad védecké
teorie. Se zdokonalovanim méf¥ici techniky se vSak objevily drobné nesrovnalosti —
anomalni staceni perihelia Merkuru. Prvni pokus o vysvétleni tohoto jevu lze pripsat
Le Verrierovi - roku 1859 se pokusil staceni vysvétlit piitomnosti dosud neobjevené
planety nebo prstence mezi Sluncem a Merkurem, koncem 19. stol. se vsak podafilo

Iperihelium (p¥isluni) je bod, kdy je planeta nejblize Slunci



prokazat, ze téleso, které by zptisobilo pozorované chovani drahy planety, neexistuje.
Uvazovalo se téZz o nepozorovaném meésici Merkuru nebo korekci hmotnosti Venuse.
Dalsi pokusy vysvétlit staceni perihelia byly prvnim zpochybnénim platnosti New-
tonova gravita¢niho zakona po vice nez dvou stech letech. Regeni, které je v souladu
s empirickymi daty, pfinasi az obecna teorie relativity.

1.3 Specialni a obecna teorie relativity

Newtonova mechanika se ukazuje jako nekonzistentni s elektromagnetismem po-
psanym Maxwellovymi rovnicemi. Vychodisko podava specialni teorie relativity po-
stuldtem konstantni rychlosti svétla. Ustiednim momentem specidlni teorie relati-
vity je neexistence nehybné vztazné soustavy a nezavisle plynouciho ¢asu. Z invari-
ance rychlosti svétla plyne zavislost hmotnosti télesa, délky a ¢asového intervalu na
vztazné soustaveé pozorovatele. Specialni teorie relativity vsak nepopisuje gravitacni
pusobeni téles.

Gravitac¢ni interakci popisuje obecna teorie relativity: gravitacni pole vysvétluje
jako zménu metriky okolniho prostoru indukovanou hmotnymi télesy. Svétocara té-
lesa je pak extremélni draha v tomto neeuklidovském prostoru (geodetika).

2 Staceni perihelia Merkuru

Merkur obihé kolem Slunce po elipse, jejiz poloosa se staci (,,predchézi“) o asi
1150 thlovych vtefin za stoleti. Toto staceni perihelia planety lze témer beze zbytku
vysvétlit v ramci nerelativistické fyziky - po odecteni vlivi, jako je gravitacni pole
velkych planet, zbyva nevysvétlenych pouhych 43 thlovych vtefin za stoleti.

Pokusy vysvétlit staceni perihelia v rdmci Newtonovy mechaniky selhaly; dnes
obecné prijimané vysvétleni tohoto jevu podal roku 1915 Albert Einstein — pred-
povéd obecné teorie relativity se v ramci chyby shoduje s pozorovanou hodnotou
staceni perihelia Merkuru. To se tak stalo jednim z test® platnosti obecné teorie
relativity.

2.1 Staceni perihelia jako pohyb v potencialu tvaru
U=-2+2 resp. U=-2+73

Nasledujici vypocet ilustruje vliv malé korekce Newtonova gravitacniho zakona:
korekce potencidlu fadu r~2 vede na presné fesitelny piipad staceni perihelia — fyzi-
kaln{ interpretace tohoto ¢lenu je uvedena ve tieti kapitole; korekce fadu r—3 (ktera
odpovida kvadrupélovému ¢lenu v multipdlovém rozvoji) dava staceni perihelia ekvi-
valentni predpovédi obecné teorie relativity.



Lagrangeova funkce pro pohyb planety v poli centralni sily je:
m .o 2.2
Ez;(r +7r29°) = U(r) (2.1)

Zachovavajici se veli¢iny jsou tedy moment hybnosti

J:g—g:mr%b (2.2)
a energie
E—T('2+2'2)+U()—m—7ﬂ+ S +U(r) (2.3)
=S+ )= 52 r .
Odsud pro d¢ plyne
1
dp = szt: J2 dr (2.4)

Pro pohyb planety, neopusti-li mezikruzi omezené néjakymi poloméry . a Tmaz,
tedy plati

_2d7a a Tmax 2
Ap=2 - = —25 2m(E —U) — —dr (2.5)
Tmin \/2m(E o U) o i_22 Tmin :
Keplerovské feseni problému ma tvar:
J? P

= ~ p(1 + ecos 2.6
ma(l +ecos(p —w)) 1+ ecos(p —w) a4 ?) (2.6)
Taylortiv rozvoj je proveden pro € < 1; fazové posunuti w lze bez ijmy na obecnosti
polozit rovno nule.

Vyfesme nyni integréal (??) pro potencialni energii U = —2 + 60U, kde druhy clen
je maly v porovnani s prvnim. Taylorovym rozvojem v druhém clenu ziskame:

™

Tmax 2 2
dp = —26% / moUdr = % Tm/r26Udg0 : (2.7)
V2m(E+2) -4 /

od prvniho ke druhému integralu lze prejit dosazenim keplerovského pohybu planety
(vztah (?7?) pro U = —9).

T

Tmin

Pro korekci potencidlu tvaru 60U = —T% ziskdme vysledek triviadlni integraci
2w m 2m3
dp=——7—=—— 2.8



kde p je parametr keplerovské elipsy definovany ze vztahu (??). Tento ¢len se v
obecné relativistickém vztahu nevyskytuje: problém je symetricky viici ,,preklopeni
podél rovnikové roviny.

Pro korekci potencidlu 6U = —-% je tieba vyuzit vztahu r = %, ktery plyne z
newtonovského feseni (??): € je malé, nebot trajektorie planety je blizka kruznici,
proto staci uvazovat pouze prvni ¢len rozvoje. Ziskdme tak stoceni

6maym? 67y

= = 2.
o i o (2.9)

které je ekvivalentni s predpovédi obecné relativity, jak bude ukazano v nasledujici
podkapitole.

Stejnym zpusobem je problematika zpracovana v [?, strana 55].

2.2 Obecné relativisticky vypocet staceni perihelia Mer-
kuru
Odvodme nyni vztah pro stdceni perihelia v centralnim gravitaénim poli za po-

moci aparatu obecné teorie relativity; uvidime, ze vysledek bude totozny se vztahem
dosazenym pro kvadrupédlovy cklen multipélového rozvoje.

Z dtivodu piehlednosti je vypocet proveden v geometrisovanych jednotkach?.
Pro pohyb planet v centralnim gravitaénim poli (planety lze povazovat za hmotné
body) miizeme psat obecné relativistickou rovnivi geodetiky:

d?z° LT dat dx”
ds? " ds ds

Interval ds ve Schwartzschildovych soufadnicich r, ¢ a 9 mé tvar

—0 (2.10)

ds? = —erdr? — r2dv? — r?sin? 9dy® 4 e”dt?, (2.11)
kde A\ a v jsou funkcemi r:
2
e =er=1-2" (2.12)
r

parametr m ma vyznam hmotnosti télesa budiciho gravitacni pole. Jediné nenulové
slozky metrického tensoru tedy jsou slozky diagonalni:

goo = €” gi1 = e Go2 = 2 g3z = r?sin? 9 (2.13)

2Z4kladni konstanty « (klasicka gravita¢ni konstanta) a ¢ (rychlost svétla) jsou polozeny rovny
jedné, potfebné veli¢iny (hmotnost a ¢as) tak ziskaji rozmér délky. Z¥ejmé plati pfevodni poméry
2
T= %s a M = <-mkg, kde velkym pismem jsou znaceny veli¢iny v piivodnich jednotkach.
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Hodnoty Christoffelovych indexti I', = 197 (guny + Gurn — Gunr) jsou®
1dv _ 1
F%l = F010 = 2dr F122 = —re F212 = I1221 = -
v—A
—re’" " dv ) _ 1
Ity = 5 dr I, = —rsin®de™ M, =T% = .
1dA
r, = ST '3, = —sind cos? I, =T%, = cotd

(2.14)

Dosazenim hodnot Christoffelovych indext (??) do vztahu pro geodetiku (?7?) zis-

kédme rovnice:

@ 1) (4P an\t
ds?  2dr \ds re ds

de e Ay [dt)?
a2 9. [ 4 av-fdary o
rsin® e (ds) + 5 dr (ds) 0

d29  2drdv de\”

[ — — — — 1 /l9 /19 — p—
ds? + rds ds S V€08 (ds> 0
d?p  2drde de dv

— 4+ —— LT 4+ 2cotd L+ — =
ds? + rds ds +aco ds ds 0
d?t dvdrdt _ 0

a2 T drdsds

(2.15)

Planety se pohybuji v roviné, 1ze tedy bez Gjmy na obecnosti otocit souradny

systém tak, ze ¥ = m/2; pfedchozi vztahy potom pfejdou na:

d2r 1dA (dr\®  _, [de\® e Mdv [(dt)’
— Ttz |5 ) —re — | + — =] =0
ds? = 2dr \ds ds 2 dr \ds

d?p  2drde
a2 Trasas =Y
d_%_F%ﬁ — 0
ds2  dsds
po integraci:
dr\? de\? de\?
A _ 2 . _pV - 1 —
‘ (d) o (d> ‘ (d) =0
dp _ H
ds 2
dt
2 Ke
ds €

0gas

3symbol gag,, oznacuje parcialni derivaci -

9
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kde H a K jsou integracni konstanty. Po dosazeni hodnot A\ a p z (?7?) ziskdme
relativistické rovnice pohybu planet v polarnich souradnicich:

dr\? o ((de > om ,d%p 9
rZi—f = H. (2.18)

Vyznam integracnich konstant H a K je zfejmy z porovnani s newtonovskym
fesenim pohybu hmotného bodu v centralnim gravita¢nim poli:

dr 2+ o [(de 2_2m_2E
dt "\ rom

dy J
2
—_ = —. 2.19
" dt m ( )
V rovnici (??) pro pohyb planety v centralnim poli substituujme:
1
r = —
U
1 du
= ———( 2.20
= g (2.20)
ziskdme tak obecné relativistickou obdobu klasického Binetova vzorce?
d?u m 9
d—902+u:m+3mu , (2.21)

v ni% je oproti Newtonové mechanice ,navic* posledni ¢len 3mu? = ?;—T Tento pripad

jsme Tesili v minulé podkapitole, mohli bychom tedy pouzit piredchozi vysledek; pro
nazornost vsak vyfesime tuto diferencialni rovnici iterac¢ni metodou.

Clen 3mu? je zfejmé (z rovnice (??)) podstatné mensi nez 2%, rozdil proti new-
tonovskému vypoctu bude tedy pomérné maly. Jako prvni aproximaci vysledku mi-
Zzeme proto pouzit feSeni newtonovského Binetova vzorce:

m
= m(l + ecos(p —w)) (2.22)
kde w je fazové posunuti, které lze bez ijmy na obecnosti poloZit rovno nule. Regeni
rovnice budeme hledat ve tvaru u = ug + u; Dosazenim FeSeni (?7) za funkei v do

7z . 7 ’ 7’ Ve /7 Vv 3 .
ptvodni rovnice (??) ziskdme po zanedbani malého ¢lenu® 27-¢* cos® ¢ pro funkci

u; vztah:

Ug

d? 3m3
d:; +uy = % (1 —2ecosy) (2.23)
4Binetiv vzorec m4 tvar (’%’5 +u = 4 (viz napt. [?])

Stento ¢len miizeme zanedbat, nebot dridha planety je blizka kruznici a tedy € < 1
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jehoz partikularni feseni je

3m? ,
u = (1 — pesinp) (2.24)
Pro feSeni rovnice (?7) tedy ziskdvame vztah
m 3m? am? .
UZUO—Ful:ﬁ(1+F+€COS¢+F¢681H¢) (2.25)

v v 4 O Vv v
v némz konstantu 3’]{&4 Ize zanedbat vici konstanté %

Pro malé ¢ miizeme dosadit Taylorovy rozvoje goniometrickych funkci — ziskame
tak feseni

m 3m? , . ([ 3m?
U T <1+ecosgocos (?go) + €esin @ sin <F¢)> (2.26)
Aplikaci souctového vzorce pro kosinus ziskame vysledny tvar druhé aproximace
feSeni relativistického Binetova vzorce

m 3m?
u:ﬁ(l—l—ecos <¢—Fgo>) (2.27)

Tato funkce je odvozena jen pro mala ¢, pocatek sourad-
nic je vsak volitelny parametr, ktery odpovida konstanté
w, jiz jsme polozili rovnu nule v ptvodnim feseni (?77).
Pro vhodnou hodnotu w bychom ziskali totozné teseni
pro libovolné ¢. Vztah (??) proto opravdu mtZeme s do-
statecnou presnosti povazovat za rovnici pro pohyb pla-
nety. Oproti Newtonowskému feSeni ,prebytecny“ clen
3}{”—22@ lze interpretovat jako stoceni perihelia na jeden
obéh o

6rm?

jak znazornuje obrazek 1.

Stejny postup vypoctu je uveden i v [?, strana 208].

Provedme konkrétni vycisleni hodnoty staceni perihe-
lia Merkuru. Hmotnost Slunce je m = 1,99-103° kg; Mer-
kur obiha po draze o poloméru 0,3871 AU, jeho obéZné  obr.1 (stéceni perihelia pro
doba je 0,24085y (viz [?]). V geometrisovanych jednot- H = 10m)
kich vychzi m = 1,474 -10°m, H = r?p = 9,050 - 105 m.

Po dosazeni téchto hodnot do vztahu (??) vychazi hodnota stoceni perihelia na
jeden ob&h dp = 5,004 - 107" rad, to je asi 42,8” za stoleti (415 ob&hii Merkuru).
Skute¢né pozorovand hodnota ,predchézeni® perihelia je 43,117 za stoleti (viz [?,
strana 234]).
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3 Sommerfeldova teorie jemné struktury

Arnold Sommerfeld se pokusil objasnit jemnou strukturu spekter atomu (né-
které spektralni ¢ary jsou ve skutefnosti skupinami blizkych ¢ar, tzv. multiplety)
predstavou obéhu elektront po eliptickych drahach. Konkrétni vypocet pro atom
vodiku bez uvazeni efektt teorie relativity vedl k energetickému spektru, které bylo
shodné se spektrem ziskanym v rdmci Bohrova modelu. Relativisticky vypocet jem-
nou strukturu spekter castecné objasnuje. Trajektorie elektronu v atomu pfitom je
stacejici se elipsa.

Pro jednoduchost je nasledujici vypocet proveden pro vodikovy atom. Pro vodi-

;. . Yot ¥ Y v % .. 2
kupodobny ion je zfejmé tfeba uvazovat potencialni energii —ZTE.

Energie elektronu v coulombickém poli protonu (specidlné relativisticky) je:

F=—rnrr— —, (3.1)
v)2 r
1= (2)
kde rychlost v polarnich souradnicich r, ¢ je:
v=@r? + 72 (3.2)

Moment hybnosti tohoto elektronu je:

2 .
J= LSOZ (3.3)
1=(2)
7 obou rovnic plyne pro tangencialni a dostfedivou rychlost:
= 2= —C4 (mic*r® + J?)
(Er+ 62)2 0
472
.9 C J
= ——Q 3.4
7 r2(e? + Er)?’ (3.4)
coz po substituci
1
r= -
u
1 du
= ———( 3.5
= g (3.5)
prejde na binetovsky vzorec
d*u e \2 )
a7 te= (5) (E + e2u) (3.6)

12



Tento problém jsme opét Tesili v prvni kapitole; pro nadzornost mizeme vytesit i tuto
diferencialni rovnici. Resenfm (pfesnym) rovnice (??) je funkce

Ee?
U= g —l—KlsmU 2J2g0—|—KgcosV nggo (3.7)

kde K; a K, jsou integracni konstanty. Polozime-li ,perihelium“ do ¢ = 0, je
(j—; = 0, konstanta K je proto rovna nule. Resenim vztahu (??) je tedy funkce
»=0
Ee? et
U:m <1+€COS 1-— 62J2(,0> (38)

Podle vztahu (?7) se pericentrum elektronu , predchézi“
na jeden obéh o

C2J2 _ 64

Draha takovéhoto elektronu je znazornéna na obr. 2.

Sommerfeld pouzil zobecnéni Bohrovy kvantovaci pod-
minky. Pokud lze separovat promenné v Hamiltonoveé-
Jacobiho rovnici tak, ze akce S ziskd tvar S = S,(J,r) +
Se(J,¢) (moment hybnosti J je konstanta), je dobfe defi-  obr.2 (Sommerfeldova

novan obecny vztah pro kvantovaci podminky: dréha elektronu)
S
9 j{ pidg (3.10)

kde integrace je po uzaviené kiivce ve fazovém prostoru.
Momentu hybnosti J = p, = mr?¢ je skutecné zavisly jen na ¢, mizeme tedy
aplikovat kvantovaci podminku N. Bohra pro kruhové drahy elektronii:

2
/Jdgp = nyh
0

J = nyh (3.11)

Pro zobecnéni pohybu elektronu na elipsu plati dodatecna podminka pro hyb-
nost p, = mr (p, je opét funkei pouze 7); autorem této podminky je Wilson, prvni
aplikaci vSak provedl Sommerfeld (viz [?, strana 103 a 227]). Pokud uzijeme vyjad-
feni 7 pro nerelativisticky pohyb, vyjde energetické spektrum shodné s Bohrovym (i
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Schrodingerovym) modelem atomu vodiku. Relativisticky vypocet vede k rozstépeni
degenerovanych hladin energie. S vyuzZitim (??) ziskdme:

E? ez 1 et 1
_ 2
%prdT = f \/g —mgc? + ZEE; + (g — JQ) ﬁdT
4 2E
=27 | 4/ 6—2 —nZh? — 6—2 =n.h  (3.12)
c c/ E? — mct

kde integrace je provedena residuovou vétou. Vyrazy pod odmocninami jsou zaporné,
proto celkovy vysledek bude realny.
7 ptedchozi rovnice je energie kvantovana podle vztahu

n.h

m002 m002

E = = - (3.13)
1+ — 1+ . :
\/ (nTCQ thC TL%C2FL27€4)2 \/ (n'r+nw \/17 %)

7

kde a = % = # je konstanta jemné struktury.

Taylorovym rozvojem energie v « ziskame

la lo* (n 3
E=my?|l-—c——z—=|——=>)+... 3.14
0 ( 2n%  2nt (n@ 4) )’ (3:-14)
kde n = n, +n, je hlavni kvantové ¢islo. Clen %%2 odpovida frekvencim ¢ar Balme-
rovy série vodiku® — nerelativisticky vypocet vede k degenerovanému energetickému
spektru, kdy energie zavisi pouze na hlavnim kvantovém éisle n. Clen %Z—i (ni — %)
©

je relativisticka oprava. Tu si prepisme jako

moctat no 3\ _ moctat N moctat noy (3.15)
2n4 n, 4 8nt 2n4 N

Prvni ¢len uddva opravu k balmerovské vlnové délce v fddu 1076. Druhy &len

moc2at

2n4
zfejmé nulovy pro n = n,,.
Pron =1 je n, = 1 a k rozstépeni nedochézi.
Pro n = 2 je n, = 1 nebo n, = 2; vznikd dublet, vzdalenost spektralnich car je
(s vyuzitim (??)) rovna

<n£ — 1) charakterizuje pravé rozstépeni spektralnich car. Tento ¢len je
@

SE  myctat

V== o

(3.16)

6Rozdil frekvence spektralnich ¢ar Balmerovy série spliiuje vztah v = R(n—l2 - #), kde R =

mcza2

‘7 je Rydbergova konstanta
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Bohriv model atomu s kruhovymi drahami dava stejné hodnoty energie jako
nerelativisticky kvantové mechanicky vypocet. Jeho zobecnéni — Sommerfeldiv re-
lativisticky model atomu s eliptickymi drahami elektronti, vysvétluje rozstépeni de-
generovanych energetickych hladin; vysledky odpovidaji relativistickému kvantove
mechanickému modelu.

Sommerfeldova teorie jemné struktury ve své dobé uspokojivé vysvétlila pozoro-
vané jemné rozstépeni spektralnich car, dnes je ovSem prekondna kvantové mecha-
nickou teorii, v niz pojem trajektorie ztraci smysl.

4 Zavér

Podle obecné teorie relativity se télesa v centralnim gravita¢nim poli pohybuji
po elipsach, jejichz osy se stac¢i. Tento jev je ve Slunecni soustavé pozorovatelny u
Merkuru (planeta je velmi blizko Slunci a pohybuje se po ,protdhlé“ elipse). Pro
porovnéani: pro Zemi ¢ini staceni perihelia spoctené podle vzorce (??) asi 3,8” za
stoleti, tedy desetkrat méné nez pro Merkur.

Staceni perihelia Merkuru je jednim z klasickych ovéfeni platnosti obecné teorie
relativity; alternativni vysvétleni vyzadovala nepozorovany disk hmoty mezi Slun-
cem a Merkurem nebo ,zplosténi“ Slunce, které neodpovida rychlosti jeho rotace.
Jev lze vysvétlit téz korekci Newtonova gravitaéniho zadkona na tvar F' =~ ,«T_fs, proto
predpovéd staceni perihelia nebyla povazovana za tak klicovy diikaz platnosti obecné
relativity jako pozdé€ji pozorovani polohy hvézd pfi zatméni Slunce. Dnes je ovsem
jednim ze zakladnich testi1, které dovedou uprednostnit obecnou relativitu pred al-
ternativnimi teoriemi gravitace.

Roku 1974 byl objeven Hulsetiv-Taylortiv podvojny pulsar 1913416 — dvé ne-
zde silné projevuji (perihelium se staci o 4,23° za rok, tedy o nékolik Fadu vice
nez u Merkuru). I zde je pfedpovéd obecné relativity ve vyborné shodé s pozorovéa-
nim. Od té doby byla obecna teorie relativity potvrzena i v mnoha dalSich obdobné
extrémnich situacich.
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