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Úvod

Medzi dôleºité charakteristiky náhodných veli£ín bezpochyby patria ich momenty.
V teórii pravdepodobnosti sa naj£astej²ie po£ítajú momenty prvého a druhého
rádu, a dos´ £asto e²te momenty tretieho a ²tvrtého rádu. Vy²²ie momenty sa
pouºívajú len málokedy. Sú v²ak prípady, ke¤ momenty prvého, prípadne druhého
rádu neexistujú. To je charakteristické hlavne pre rozdelenia s ´aºkými chvostmi.
Cie©om tejto práce je preh©adne ukáza´ výpo£ty necelo£íselných momentov vy-
braných diskrétnych a spojitých rozdelení. Budeme sa ich snaºi´ spo£íta´ predov-
²etkým analyticky a v prípade, ke¤ nebude existova´ jednoduchý tvar, pouºijeme
vhodný softvér.
Tieº sa budeme zaobera´ otázkou pouºitia necelo£íselných momentov v momen-
tovej metóde a budeme sledova´ presnos´ odhadov za pouºitia celo£iselných i
necelo£íselných momentov.
Práca je £lenená do ²tyroch kapitol. V prvej kapitole sú uvedené základné de�nície
z oblasti teórie pravdepodobnosti, ktoré slúºia ako teoretický základ pre prácu s
náhodnými veli£inami a ich momentmi.
Druhá kapitola obsahuje ²tyri diskrétne rozdelenia � alternatívne, binomické,
Poissonovo a rovnomerné a opisuje ich základné vlastnosti a momenty.
Tretia kapitola nadväzuje na druhú so spojitými rozdeleniami a takisto opisuje
ich základné charakteristiky a momenty.
Vo ²tvrtej kapitole rozoberáme princíp momentovej metódy ako metódy pre od-
had parametrov vybraných rozdelení. Zárove¬ skúmame vyuºitie necelo£íselných
momentov a porovnávame ich efektivitu v súvislosti s klasickými celo£íselnými
momentmi v zmysle strednej ²tvorcovej chyby odhadov.
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1. Základné pojmy a de�nície

Táto kapitola obsahuje zopár základných de�nícií, ktorých znalos´ je potrebná
k pochopeniu po£ítania momentov náhodných veli£ín. De�nície vychádzajú z kni-
ºiek [1] a [6], ktoré okrem iného obsahujú aj ¤al²ie de�nície a tvrdenia týkajúce
sa tejto problematiky. My si v²ak spomenieme iba tie najnevyhnutnej²ie.

De�nícia 1.1. Dvojica (Ω,A), kde A je nejaká σ-algebra podmnoºín mnoºiny Ω,

sa nazýva merate©ný priestor.

De�nícia 1.2. Nech (Ω,A) a (X ,B) sú merate©né priestory. Zobrazenie

X : Ω → X sa nazýva (A-) merate©né zobrazenie práve vtedy, ke¤ platí

B ∈ B ⇒ X−1(B) ∈ A.

Zapisujeme X : (Ω,A)→ (X ,B).

De�nícia 1.3. Pravdepodobnos´ P je de�novaná ako miera na A s vlastnos´ou

P (Ω) = 1, tj. P je mnoºinová funkcia na A s vlastnos´ami:

1. P (A) ≥ 0, A ∈ A;

2. P (Ω) = 1, P (∅) = 0;

3. P (
⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 P (An), ak je {An} postupnos´ po dvoch disjunktných

javov.

Trojica (Ω,A, P ) sa nazýva pravdepodobnostný priestor.

Pre nasledujúce tvrdenia bude plati´:
Nech pravdepodobnostný priestor (Ω,A, P ) je pevne daný.
Nech R je mnoºina reálnych £ísel a B je borelovská σ-algebra jej podmoºín.

De�nícia 1.4. Merate©né zobrazenie X : (Ω,A) → (R,B) sa nazýva náhodná

veli£ina.

De�nícia 1.5. Nech (Ω,A, P ) je pravdepodobnostný priestor a X : (Ω,A) →
(R,B) je náhodná veli£ina.

1. Nech existuje postupnos´ reálnych £ísel x1, x2, . . . taká, ºe platí

∞∑
i=1

P [X = xi] = 1.

Zoznam hodnôt {xn}, ktoré náhodná veli£ina nadobúda a zoznam pravdepo-

dobností {pn}, s ktorými tieto hodnoty nadobúda, udáva diskrétne rozde-

lenie pravdepodobnosti.
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2. Nech f : Ω → R je lebesgueovsky merate©ná nezáporná funkcia taká, ºe∫
Ω
f(ω) dω = 1 a P [X ∈ B] =

∫
B
f(x) dx, potom funkciu f nazývame hus-

tota pravdepodobnosti a udáva spojité rozdelenie pravdepodobnosti.

De�nícia 1.6. Nech X je náhodná veli£ina de�novaná na pravdepodobnostnom

priestore (Ω,A, P ); jej stredná hodnota EX je de�novaná ako integrál z X
vzh©adom na mieru P , tj.

EX =

∫
Ω

X dP =

∫
Ω

X(ω) dP (ω).

Tvrdenie 1.1. Nech X je náhodná veli£ina a nech φ : R→ R.

1. Ak má náhodná veli£ina X diskrétne rozdelenie {xn, pn}n∈N0, potom

E φ(X) =
∑
n∈N0

φ(xn)pn,

pokia© jedna zo strán rovnosti existuje.

2. Ak má náhodná veli£ina X absolutne spojité rozdelenie s hustotou f, potom

E φ(X) =

∫ ∞
−∞

φ(x)f(x) dx,

pokia© integrál existuje.

De�nícia 1.7. Nech n je prirodzené £íslo. Potom

• n-ty moment náhodnej veli£iny X je de�novaný predpisom EXn;

• n-ty absolútny moment náhodnej veli£iny X je de�novaný predpisom

E|X|n;

• n-ty centrálny moment náhodnej veli£iny X je de�novaný predpisom

E (X − E X)n;

• n-ty absolútny centrálny moment náhodnej veli£iny X je de�novaný

predpisom E|X − EX|n.

Nás budú zaujíma´ hlavne necelo£íselné momenty. Budeme po£íta´ necelo£íselné
momenty náhodnej veli£inyX rádu r a pod©a de�nície 1.7. zna£i´ ako EXr, E|X|r,
E|X − a|r, kde r ≥ 0 a a ∈ R.
V kapitole 2 prieberieme základné diskrétne rozdelenia a kapitola 3 bude venovaná
spojitým rozdeleniam.
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2. Diskrétne rozdelenia

2.1 Alternatívne rozdelenie

Alternatívne rozdelenie, tieº nazývané Bernoulliovo alebo nula-jedni£kové rozde-
lenie, je rozdelenie náhodnej veli£iny X, ktorá nadobúda iba hodnoty 0 a 1 s
pravdepodobnos´ami 1− p a p. �íslo p ozna£uje parameter alternatívneho rozde-
lenia, 0 < p < 1.
Z pravdepodobnostného rozdelenia náhodnej veli£iny X ∼ Alt(p), ktoré je dané
nasledovne:

P [X = j] = pj(1− p)1−p, j ∈ {0, 1},

©ahko vypo£ítame strednú hodnotu EX = 0 ·(1−p)+1 ·p = p a rozptyl zo vz´ahu
varX = EX2 − (EX)2 = 02 · (1− p) + 12 · p− p2 = p(1− p).
Pozrieme sa, ako bude vyzera´ absolútny moment rádu r veli£iny X ∼ Alt(p):

E|X|r = EXr = 0r · (1− p) + 1r · p = p, ∀r > 0.

Absolútny necelo£íselný moment rádu r náhodnej veli£iny X, E|X|r, teda závisí
iba na parametri p a rovná sa tomuto parametru pre kaºdé r > 0.

2.2 Binomické rozdelenie

Nech Yi ∼ Alt(p) sú nezávislé náhodné veli£iny pre i = 1, . . . , n. Sú£et týchto
nezávislých alternatívnych veli£ín, teda po£et úspechov medzi n pokusmi, má
binomické rozdelenie:

∑n
i=1 Yi ∼ Bi(n, p).

Binomické rozdelenie je teda rozdelenie náhodnej veli£iny X, ktorá nadobúda
hodnoty k = 0, 1, . . . , n s pravdepodobnos´ami P [X = k] =

(
n
k

)
pk(1−p)n−k. Toto

rozdelenie má dva parametre : n ∈ N a 0 < p < 1.
Strednú hodnotu a rozptyl náhodnej veli£iny X ∼ Bi(n, p) vypo£ítame nasledov-
ne:

EX =
n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= np
n∑
k=1

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
pk−1(1− p)n−k

= np
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
pj(1− p)n−1−j = np(p+ (1− p))n−1

= np.

Pomôºeme si tvrdením, ºe EX2 = EX(X − 1) + EX, a preto sta£í vypo£íta´:
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EX(X − 1) =
n∑
k=2

k(k − 1)

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= n(n− 1)p2

n∑
k=2

(n− 2)!

(k − 2)!(n− k)!
pk−2(1− p)n−k

= n(n− 1)p2

n−2∑
j=0

(
n− 2

j

)
pj(1− p)n−2−j

= n(n− 1)p2.

Odtia© dostaneme

varX = EX2 − (EX)2 = n(n− 1)p2 + np− n2p2 = np(1− p).

Necelo£íselné momenty

V tejto £asti po£ítame r-ty moment náhodnej veli£iny X ∼ Bi(n, p), kde r > 0.
Pod©a tvrdenia 1.1. je

E|X|r = EXr =
n∑
k=0

kr
(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

Pri po£ítaní momentov náhodnej veli£iny X ∼ Bi(n, p) sme volili konkrétne
parametre n a p, aby sme mohli závislos´ E|X|r na vo©be momentu r znázorni´
gra�cky, pretoºe tieto momenty sa v²eobecne nedajú vyjadri´ v jednoduchom
tvare.
Za parameter n sme volili n = 20 a v kone£nom dôsledku sme numericky po£ítali

E|X|r = EXr =
20∑
k=0

kr
(

20

k

)
pk(1− p)20−k

pre tri rôzne hodnoty parametra p, konkrétne p1 = 1
4
, p2 = 1

2
a p3 = 3

4
.

Hodnota EXr so vzrastajúcim parametrom r rástla pomerne rýchlo, a preto sme
ju v gra�ckom znázornení na obr. 2.1 normovali hodnotou (EX)r.

Pre r = 0 sme dode�novali EXr = 1, a tak je v grafe na obr. 2.1 EXr

(EX)r
= 1

pre r = 0 a r = 1. V²etky funkcie majú minimum pribliºne v rovnakom mieste,
no pozorujeme, ºe s rastúcou pravdepodobnos´ou p sa funkcie £oraz viac pribli-
ºujú ku kon²tantnej funkcii EXr

(EX)r
= 1. Môºeme poveda´, ºe so zvä£²ujúcou sa

pravdepodobnos´ou p klesá závislos´ EXr

(EX)r
na r.

Pri binomickom rozdelení sme e²te skúmali závislos´ necelo£íselného momentu
E|X − a|r, a ∈ R, pre ²tyri rôzne hodnoty parametra r, konkrétne pre r1 = 1

2
,

r2 = 1, r3 = 3
2
a r4 = 2. Výpo£ty vychádzajú z troch rôznych hodnôt paramatra p,

podobne ako v predchádzajúcom prípade, teda p1 = 1
4
, p2 = 1

2
a p3 = 3

4
. Výsledné

grafy sú znázornené na obr. 2.2.
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Obr. 2.1: Graf zobrazujúci priebeh EXr

(EX)r
v závislosti na r pre binomické rozdelenie

s parametrami n = 20 a p ∈ {1
4
, 1

2
, 3

4
}.

Pre a ∈ R sa dá vyjadri´

E(X − a)2 = E(X − EX)2 + (EX − a)2

= varX + (EX − a)2

= np(1− p) + (np− a)2

z £oho jasne vidno, ºe pre a = EX a r = 2 dostaneme druhý centrálny moment
náhodnej veli£iny X ∼ Bi(n, p).
Na obr. 2.2(d) vidíme spomínaný ²peciálny prípad, ke¤ r = 2. Funkcie majú tvar
paraboly a dosahujú minimum v bode a = np s funk£nou hodnotou varX =
np(1− p).
Graf na obr. 2.2(c) má podobný priebeh ale iný tvar, a teda uº nemôºeme hovori´
o parabole. Graf zobrazujúci prvý absolútny moment E|X − a| na obr. 2.2(b)
pripomína graf absolútnej hodnoty s minimom v bodoch a = np a graf na obr.
2.2(a) má tieº minimum v bodoch a = np, av²ak tieto funkcie uº nie sú konvexné.
Grafy pre p1 = 1

4
a p3 = 3

4
sú osovo súmerné.
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(a) r = 1
2 (b) r = 1

(c) r = 3
2 (d) r = 2

Obr. 2.2: Graf zobrazujúci priebeh E|X − a|r v závislosti na a pre binomické
rozdelenie s parametrami n = 20 a p ∈ {1

4
, 1

2
, 3

4
}.

2.3 Poissonovo rozdelenie

Poissonovo rozdelenie dostaneme limitným prechodom z binomického rozdelenia
pre n→∞ a np→ λ <∞⇒ Bi(n, p) konverguje k Po(λ).
Poissonovo rozdelenie je rozdelenie náhodnej veli£iny X, ktorá nadobúda hodnoty
k = 0, 1, . . . s pravdepodobnos´ami P [X = k] = e−λ λk

k!
. �íslo λ > 0 je parameter.

Stredná hodnota a rozptyl náhodnej veli£iny X ∼ Po(λ) sa vypo£ítajú nasledov-
ne:

EX =
∞∑
k=0

ke−λ
λk

k!

= λ

∞∑
k=1

e−λ
λk−1

(k − 1)!
= λe−λ

∞∑
j=0

λj

j!

= λ.

Rozptyl vypo£ítame rovnakým spôsobom ako pri binomickom rozdelení:
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EX(X − 1) =
∞∑
k=2

k(k − 1)e−λ
λk

k!

= λ2

∞∑
k=2

e−λ
λk−2

(k − 2)!

= λ2e−λ
∞∑
j=0

λj

j!

= λ2.

A odtia© varX = EX2 − (EX)2 = λ2 + λ− λ2 = λ.

Necelo£íselné momenty

Opä´ po£ítame r-ty moment náhodnej veli£iny X, tentokrát X ∼ Po(λ) a r > 0
ostáva. Pod©a tvrdenia 1.1.

E|X|r = EXr =
∞∑
k=0

kre−λ
λk

k!
.

Výpo£et vyºadoval dosadenie jedného parametra, a to parametra λ. Pre zná-
zornenie sme volili hodnoty λ1 = 1, λ2 = 3 a λ3 = 10. Parameter r sa pohybuje
v rozmedzí 0 aº 2 s krokom 0,05 rovnako ako v predchádzajúcom prípade.

Výsledné hodnoty E|X|r boli opä´ pre rýchle stúpanie s rastúcim parametrom
r normované hodnotou (EX)r.

Obr. 2.3: Graf zobrazujúci priebeh EXr

(EX)r
v závislosti na r pre Poissonovo rozde-

lenie s hodnotami parametrov λ1 = 1, λ2 = 3, λ3 = 10.

V bode r = 0 sme opä´ dode�novali EXr = 1. Funkcia EXr

(EX)r
tieº nadobúda

hodnotu 1 pre r = 1 pri v²etkých hodnotách parametra λ. Z grafu na obr. 2.3
vidíme, ºe funkcia najskôr klesá (rapídnej²ie pre men²ie λ) a od istého r ∈ (0, 1)
má funkcia rastúci charakter. S rastúcim parametrom λ má krivka tendenciu
konvergova´ k priamke rovnobeºnej s osou r. Môºeme teda poznamena´, ºe pre
zvä£²ujúci sa parameter sa zmen²uje závislos´ na hodnote r.
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2.4 Rovnomerné rozdelenie

Diskrétne rovnomerné rozdelenie R(T ), kde T = {1, . . . , n} je neprázdna kone£ná
mnoºina, je rozdelenie náhodnej veli£iny X, ktoré sa dá popísa´ takto:

P [X = x] =

{
1
n
, x ∈ T,

0, x /∈ T ;

tj. náhodná veli£ina nadobúda v²etky hodnty z T s rovnakou pravdepodobnos´ou.
Stredná hodnota a rozptyl náhodnej veli£iny X ∼ R(T ) sú:

EX =
1

n

n∑
k=1

k =
n+ 1

2
,

varX =
1

n

n∑
k=1

(k − EX)2 =
n(n+ 1)

12
.

Necelo£íselné momenty

Pre necelo²íselný moment rádu r náhodnej veli£iny X, ktorá má rovnomerné
rozdelenie na mnoºine T = {1, . . . , n}, platí

E|X|r = EXr =
1

n

n∑
k=1

kr =
1

n
(1 + 2r + 3r + · · ·+ nr) ≈ nr

r + 1
.

Aproximácia nr

r+1
plynie z nasledujúceho horného a dolného odhadu:

nr

r + 1
=

1

n

∫ n

0

xr dx ≤ EXr ≤ 1

n

∫ n+1

1

xr dx =
(n+ 1)(r+1) − 1

n(r + 1)
.

Horným a dolným odhadom, ktorý je napísaný vy²²ie, vlastne porovnávame plo-
chu pod grafom a gra�cké zobrazenie vidíme na obr. 2.4.

Obr. 2.4: Ohrani£enie EXr zhora a zdola.
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3. Spojité rozdelenia

3.1 Normované normálne rozdelenie

Náhodná veli£ina X má normované normálne rozdelenie práve vtedy, ke¤ je de-
�novaná hustotou

f(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , −∞ < x <∞.

Skuto£nos´, ºe náhodná veli£ina má práve normované normálne rozdelenie zna£í-
me X ∼ N(0, 1).
Stredná hodnota a rozptyl náhodnej veli£inyX ∼ N(0, 1) sú EX = 0 a varX = 1.

Nulovos´ strednej hodnoty plynie z toho, ºe funkcia 1√
2π
x e−

x2

2 je nepárna a in-
tegrovate©ná v R. Táto vlastnos´ by sa dala roz²íri´ na v²etky nepárne momenty,
tj. EX = EX2k−1 = 0 ∀k = 1, 2, . . . , pretoºe funkcia 1√

2π
x2k−1 e−

x2

2 je nepárna a
integrovate©ná v R.
Vzh©adom na to, ºe stredná hodnota EX náhodnej veli£iny X ∼ N(0, 1) sa rov-
ná 0, rozptyl varX sa bude rovna´ druhému momentu EX2. Ten vypo£ítame
nasledovne:

varX = EX2 =
1√
2π

∫ ∞
−∞

x2e−
x2

2 dx

=
2√
2π

∫ ∞
0

x2e−
x2

2 dx

=
2√
π

∫ ∞
0

√
ye−y dy

=
2√
π

Γ

(
3

2

)
=

1√
π

Γ

(
1

2

)
= 1,

kde sme v druhom riadku vyuºili fakt, ºe 2√
2π
x2 e−

x2

2 je párna funkcia a následne

sme pomocou substitúcie y = x2

2
dostali úlohu do tvaru gamma funkcie.

Necelo£íselné momenty

Aj tu máme za úlohu vypo£íta´ r-ty absolútny necelo£íselný moment náhodnej
veli£iny X ∼ N(0, 1), pre r ≥ 0. Postupujeme nasledovne:
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E|X|r =

∫ ∞
−∞
|x|r 1√

2π
e−

x2

2 dx

= 2

∫ ∞
0

xr
1√
2π

e−
x2

2 dx

= 2

∫ ∞
0

(
√

2y)r−1 1√
2π

e−y dy

=
(
√

2)r√
π

∫ ∞
0

y
1
2

(r+1)−1e−y dy

=
(
√

2)r√
π

Γ

(
r + 1

2

)
.

Opätovným vyuºitím substitúcie y = x2

2
sme výpo£et previedli do tvaru pre

gamma funkciu.

Pre toto rozdelenie si môºeme ukáza´, rovnako ako pri binomickom rozdelení, aj
správanie sa necelo£íselného momentu E|X − a|r v závislosti na parametri a ∈ R
pre rôzne r. Vo výpo£toch a gra�ckom znázornení volíme parameter a z intervalu
[0, 2]. Hodnota E|X − a|r bola normovaná hodnotou (E|X − a|)r. Výsledný graf
vidíme na obr. 3.1.

Obr. 3.1: Graf zobrazujúci priebeh E|X−a|r
(E|X−a|)r v závislosti na a pre normálne rozde-

lenie a rôzne momenty r1 = 1
2
, r2 = 3

2
, r3 = 2.

Na obr.3.1 vidíme dôsledok Jensenovej nerovnosti:

E|X − a|r ≥ (E|X − a|)r pre r ≥ 1,

E|X − a|r ≤ (E|X − a|)r pre r ≤ 1.

Z nasledujúceho naviac vyplýva, ºe pre a→∞ ide E|X−a|r
(E|X−a|)r k 1 :

lim
a→∞

E|X − a|r

(E|X − a|)r
= lim

a→∞

E|X
a
− 1|r

(E|X
a
− 1|)r

= 1, kde
X

a
∼ N

(
0,

1

a2

)
.
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3.2 Normálne rozdelenie

Náhodná veli£ina X má normálne rozdelenie s parametrami µ, σ2, X ∼ N(µ, σ2),
práve vtedy, ke¤ je de�novaná hustotou

f(x) =
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R, µ ∈ R, σ2 > 0.

Stredná hodnota a rozptyl náhodnej veli£iny X ∼ N(µ, σ2) sa rovnako ako pri
normovanom normálnom rozdelení rovnajú parametrom normálneho rozdelenia,
teda EX = µ a varX = σ2. Ukáºe sa to nasledujúcim výpo£tom:

EX =
1√

2πσ2

∫ ∞
−∞

xe−
(x−µ)2

2σ2 dx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

(µ+ σy)e−
y2

2 dy

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

µe−
y2

2 dy +
1√
2π

∫ ∞
−∞

σye−
y2

2 dy

= µ.

V druhom kroku sme vyuºili substitúciu y = x−µ
σ
, £ím sme dostali hustoty normo-

vaného normálneho rozdelenia a tým pádom sme v poslednom kroku mohli vyuºi´
fakt, ºe 1√

2π

∫∞
−∞ ye−

y2

2 dy = 0. Okrem toho sme vyuºili rovnos´
∫∞
−∞ e−

y2

2 dy =√
2π. K vyjadreniu rozptylu vypo£ítame druhý moment náhodnej veli£iny X ako

EX2 =
1√

2πσ2

∫ ∞
−∞

x2e−
(x−µ)2

2σ2 dx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

(µ+ σy)2e−
y2

2 dy

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

µ2e−
y2

2 dy +
1√
2π

∫ ∞
−∞

2σye−
y2

2 dy +
1√
2π

∫ ∞
−∞

σ2y2e−
y2

2 dy

= σ2 + µ2.

Odtia© varX = EX2 − (EX)2 = σ2.

Necelo£íselné momenty

Necelo£íselné momenty náhodnej veli£iny X z rozdelenia N(µ, σ2) sú ²peciálnym
prípadom momentov normovaného normálneho rozdelenia. Nech Y ∼ N(0, 1).
Potom X = σY + µ ∼ N(µ, σ2) a E|X|r = E|σY + µ|r = σrE|Y + µ

σ
|r.

3.3 Gamma rozdelenie

Nech X je náhodná veli£ina a nech α > 0 a β > 0. Potom hovoríme, ºe náhodná
veli£ina X má gamma rozdelenie, X ∼ Γ(α, β), práve vtedy, ke¤ je de�novaná
hustotou

f(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βxI(0,∞)(x), x ∈ R.
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�peciálnym prípadom gamma rozdelenia je exponenciálne rozdelenie. To dosta-
neme pri vo©be parametra α = 1, a teda je de�nované hustotou

f(x) = βe−βxI(0,∞)(x), x ∈ R.

Stredná hodnota náhodnej veli£iny X ∼ Γ(α, β) je rovná α
β
a rozptyl je rovný α

β2 .
Kontrolu prevedieme nasledujúcim výpo£tom:

EX =
βα

Γ(α)

∫ ∞
0

xαe−βx dx

=
βα

βα+1Γ(α)

∫ ∞
0

yαe−y dy

=
1

βΓ(α)
Γ(α + 1)

=
α

β
.

Rovnakým postupom sa dopracujeme k výsledku EX2 = α(α+1)
β2 . Odtia© potom

dostaneme:

varX = EX2 − (EX)2 =
α(α + 1)

β2
−
(
α

β

)2

=
α

β2
.

Necelo£íselné momenty

Výpo£et E|X|r, r ≥ 0 je podobný výpo£tom EX a EX2:

E|X|r = EXr =
βα

Γ(α)

∫ ∞
0

xr+α−1e−βx dx

=
βα

βr+αΓ(α)

∫ ∞
0

yr+α−1 e−y dx

=
1

βrΓ(α)
Γ(r + α).

Z grafu na obr. 3.2(a) a 3.2(b) môºeme vidie´ nárast funk£nej hodnoty E|X − a|r
pri zvy²ovaní momentu r, na grafe na obr. 3.2(c) to uº neplatí. Pre r = 2 má
funkcia tvar paraboly s vrcholom v EX = α

β
= 1 a funk£nou hodnotou v tomto

bode rovnou varX = α
β2 .

3.4 Paretovo rozdelenie

Náhodná veli£ina X má Paretovo rozdelenie práve vtedy, ke¤ je de�novaná hus-
totou

f(x) =
αλα

(λ+ x)α+1
, x ≥ 0, α > 0, λ > 0.
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(a) α = β = 1 (b) α = β = 1
2

(c) α = β = 2

Obr. 3.2: Graf zobrazujúci priebeh E|X − a|r v závislosti na a pre gamma rozde-
lenie a momenty r1 = 1

2
, r2 = 3

2
, r3 = 2.

Na výpo£et strednej hodnoty EX, druhého momentu EX2, aj necelo£íselných
momentov E|X|r vyuºijeme substitúciu y = x

λ
a beta funkciu de�novanú predpi-

som

B(p, q) =

∫ ∞
0

xp−1

(1 + x)p+q
dx =

Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

nasledovne

EX = αλα
∫ ∞

0

x

(λ+ x)α+1
dx = αλ

∫ ∞
0

y

(1 + y)α+1
dy =

λ

α− 1

EX2 = αλα
∫ ∞

0

x2

(λ+ x)α+1
dx = αλ2

∫ ∞
0

y2

(1 + y)α+1
dy =

2λ2

(α− 1)(α− 2)
.

Odtia© dopo£ítame varX podobne ako v predchádzajúcich prípadoch.

varX = EX2 − (EX)2 =
λ3

(λ− 1)2(λ− 2)
.

Necelo£íselné momenty

Výpo£et E|X|r, 0 ≤ r < α je podobný výpo£tom EX a EX2:
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E|X|r = αλα
∫ ∞

0

xr

(λ+ x)α+1
dx

= αλr
∫ ∞

0

yr

(1 + y)α+1
dy

= αλr B(r + 1, α− r).

3.5 Rovnomerné rozdelenie

Spojité rovnomerné rozdelenie na intervale [0, b] je de�nované hustotou

f(x) =

{
0, x /∈ [0, b]
1
b
, x ∈ [0, b].

Stredná hodnota a rozptyl náhodnej veli£iny X ∼ R(0, b) sú EX = b
2
a var X =

b2

12
. Výpo£ty boli prevedné nasledovne:

EX =
1

b

∫ b

0

x dx =
1

b
· b

2

2
=
b

2
,

EX2 =
1

b

∫ b

0

x2 dx =
1

b
· b

3

3
=
b2

3
,

varX = EX2 − (EX)2 =
b2

12
.

Necelo£íselné momenty

Necentrálny absolútny moment náhodnej veli£iny X ∼ R(0, b) rádu r vypo£ítame
jednoduchou integráciou

E|X|r =
1

b

∫ b

0

xr dx =
1

b
· b

r+1

r + 1
=

br

r + 1
.

Absolútny r-ty moment E|X − a|r sa dá tieº vypo£íta´ analogicky:

E|X − a|r =
1

b

∫ b

0

|x− a|r dx =
1

b

(∫ a

0

(a− x)r dx+

∫ b

a

(x− a)r dx

)

=
1

b

(∫ a

0

yr dy +

∫ b−a

0

yr dy

)
=

1

b

(
ar

r + 1
+

(b− a)r

r + 1

)
.
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4. Momentová metóda

4.1 Motivácia

Motiváciou pre pouºitie momentovej metódy v súvislosti s po£ítaním pomocou
necelo£íselných momentov náhodných veli£ín nám boli £lánky [3] a [2]. V oboch
£lánkoch sa rozoberá problematika odhadov parametrov zo zmesi rozdelení práve
pomocou necelo£íselných momentov.
V £lánku [3] je rozoberaný prístup k po£ítaniu odhadov troch parametrov v zmie-
²anom exponenciálnom rozdelení (jeden z odhadovaných parametrov de�nuje vá-
hu dvoch exponenciálnych rozdelení, ostatné dva parametre sú parametrami tých-
to rozdelení) pomocou momentovej metódy. Spomína sa aj teória maximálnej
vierohodnosti, ktorú v práci nebudeme potrebova´. V £lánku sa uvádza, ºe pouºi-
tie momentovej metódy vedie k men²iemu mnoºstvu výpo£tov ako pri pouºívaní
teórie maximálnej vierohodnosti. Momentová metóda v praxi poskytne mnoºstvo
odhadov parametrov a naviac aj tam, kde ostatné metódy zlyhajú alebo vedú
£asto ku komplikovaným výpo£tom. V £lánku je zmienený prístup, ktorý vyuºí-
va necelo£íselné ako aj absolútne necelo£íselné momenty, ktorý by mohol zvý²i´
presnos´ odhadov. Pomocou výpo£tov je ukázaný vhodný výber necelo£íselných
momentov pri snahe o odhad parametrov rozdelenia. Zárove¬ sú porovnané odha-
dy parametrov pomocou momentovej metódy a metódy maximálnej vierohodnos-
ti. Autori £lánku uvádzajú aj najvhodnej²ie kombinácie momentov pri rôznych
hodnotách uvedených parametrov.
V £lánku [2] sa diskutuje o odhadoch parametrov θ1, θ2 pre náhodný výber z pa-
rametrickej rodiny L = {F (x; θ) : θ ∈ Θ}, kde je vo vopred známom pomere daný
po£et m náhodných veli£ín z rozdelenia s parametrom θ1 a n náhodných veli£ín
z rozdelenia s parametrom θ2. Ale nevieme rozozna´, ktoré veli£iny sú rozdelené
pod©a rozdelenia F (x; θ1) a ktoré pod©a F (x; θ2). �lánok opä´ rozoberá vyuºitie
necelo£íselných momentov pri odhadoch parametrov θ1, θ2, av²ak pri predpoklade
parametrickej rodiny rozdelení. V závere sa uvádza, ºe pouºitie necelo£íselných
momentov zvý²i efektívnos´ momentovej metódy odhadovania parametrov, ak sú
odhadované parametre z dvoch nezávislých a zmie²aných rozdelení. Autori sa opä´
zamerali na procedúru pre odhad parametrov v exponenciálnej triede rozdelení,
kde vhodnou lineárnou kombináciou necelo£íselných odhadov dospeli k efektívnej
momentovej metóde.

V na²om prípade sme nevolili zmes exponenciálnych rozdelení. Namiesto toho
sme zvolili náhodný výber z Gamma a Paretovho rozdelenia, ktoré sú de�nované
dvoma parametrami. Obe rozdelenia sú spojité, av²ak nie sú úplne totoºné, na-
ko©ko Gamma rozdelenie sa radí medzi rozdelenia s ©ahkými chvostmi, zatia© £o
Pareto rozdelenie patrí medzi tie s ´aºkými chvostmi.

4.2 Princíp momentovej metódy

Momentová metóda je zaloºená výhradne na silnom zákone ve©kých £ísel (SZV�),
ktorý znie nasledovne:
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Tvrdenie 4.1. Nech X1, X2, . . . je postupnos´ nezávislých, rovnako rozdelených

náhodných veli£ín s kone£nou strednou hodnotou µX = EX1. Potom

Xn −−−→
n→∞

µX s.i.,

kde Xn = 1
n

∑n
i=1Xi.

Princíp odhadovania parametrov pomocou momentovej metódy si ukáºeme naj-
skôr za predpokladu rozdelenia s jedným parametrom. Majme nezavislý náhod-
ný výber X1, X2, . . . , Xn získaný pod©a parametrickej hustoty pravdepodobnosti
fX(x|θ), kde parameter θ je neznámy.
Nech Xi sú spojité náhodné veli£iny a µX ich stredná hodnota. Potom ozna£me

µX =

∫ ∞
−∞

x fX(x|θ) dx = k(θ).

Zo zákona ve©kých £ísel plynie

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi → µX s.i. pre n→∞.

Z toho vyplýva, ºe pre dostato£ne ve©ké n môºeme aproximova´ Xn ≈ k(θ) a zo
vz´ahu Xn = k(θ̂) vypo£íta´ odhad θ̂.
Ak odhadujeme d-rozmerný vektor parametrov, musíme postupova´ v²eobecnej-
²ie. Nech máme postupnos´ X1, X2, . . . , Xn nezávislých náhodných veli£ín z roz-
delenia s hustotou fX1(x|θ1, . . . , θd), ktorá závisí na vektore parametrov θ =
(θ1, . . . , θd).
Ozna£me

µi = EX i
1 =

∫ ∞
−∞

xi fX1(x|θ) dx

ako i-ty necentrálny moment náhodnej veli£iny X1. Predpokladáme, ºe µ1, . . . , µd
sú kone£né.
Tento moment vyjadríme pomocou vektora parametrov ako µi = ki(θ1, . . . , θd),
i = 1, . . . , d :

µ1 = k1(θ1, θ1, . . . , θd),

µ2 = k2(θ1, θ1, . . . , θd),

...
µd = kd(θ1, θ1, . . . , θd).

Na základe dát X = (x1, . . . , xn) vypo£ítame prvých d výberových momentov:

x1 =
1

n

n∑
i=1

xi, . . . , xd =
1

n

n∑
i=1

xdi .
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Zo zákona ve©kých £ísel dostávame µi ≈ xi, ∀i = 1, . . . , d. Rie²ime sústavu

x1 = k1(θ1, θ1, . . . , θd),

x2 = k2(θ1, θ1, . . . , θd),

...

xd = kd(θ1, θ1, . . . , θd).

Odhad vektora parametrov θ = (θ1, . . . , θd) ozna£íme ako θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂d).
My budeme odhadova´ d-rozmerný vektor parametrov pomocou necelo£íselných
momentov. Musíme teda tento postup zov²eobecni´. Ozna£me postupnos´ £ísel
r = (r1, . . . , rd), ri ≥ 0, ∀i = 1, . . . , d. Nech

µri = EXri
1 =

∫ ∞
−∞

xri fX1(x|θ1, θ1, . . . , θd) dx <∞

je ri-ty necentrálny a necelo£íselný moment náhodnej veli£iny X.
Tento moment vyjadríme pomocou vektora parametrov ako µri = ki(θ1, . . . , θd).
Na základe dát X = (x1, . . . , xn) vypo£ítame d výberových momentov s mocni-
nami (r1, . . . , rd):

xr1 =
1

n

n∑
i=1

xr1i , . . . , x
rd =

1

n

n∑
i=1

xrdi .

Zo zákona ve©kých £ísel dostávame µri ≈ xri , ∀i = 1, . . . , d. Rie²ime sústavu

xr1 = k1(θ1, θ1, . . . , θd),

xr2 = k2(θ1, θ1, . . . , θd),

...
xrd = kd(θ1, θ1, . . . , θd).

Odhad vektora parametrov θ = (θ1, . . . , θd) opä´ ozna£íme ako θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂d).

4.3 Simula£ný experiment

Ako uº bolo na za£iatku spomenuté, budeme odhadova´ parametre rozdelení
Gamma a Pareto. V²etky numerické výpo£ty prebiehali v programe Wolfram
Mathematica [5].

• Pre kaºdé rozdelenie sme si na za£iatku vygenerovali náhodný výber s roz-
sahom 500 zo známeho rozdelenia so známymi parametrami.

• Z vygenerovaného náhodného výberu sme vytvorili 5 podvýberov nasledov-
ne: 1. náhodný podvýber obsahuje prvých 100 prvkov, 2. náhodný podvý-
ber obsahuje prvých 200 prvkov pôvodného výberu aº posledný náhodný
podvýber je totoºný s výberom vygenerovaným na za£iatku. (Tento krok
robíme preto, aby sme ukázali, ºe stredná ²tvorcová chyba (MSE) klesá so
vzrastajúcim po£tom pozorovaní.)
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• Pre v²etkých 5 podvýberov sme napo£ítali výberové momenty xr1 a xr2 . Tie
sme porovnali s teoretickými momentmi µr1 a µr2 daných rozdelení a rie²ili
ako sústavu dvoch rovníc o dvoch neznámych parametroch.

• Ke¤ºe sme mali podmienku reálnych parametrov a niektoré sústavy boli
pre necelo£íselné momenty rie²ite©né iba v mnoºine komplexných £ísel, pre-
transformovali sme úlohu rie²enia sústav na minimaliza£nú úlohu, ktorá je
numericky lep²ia.

• Minimalizovali sme funkciu

(xr1 − µr1)2 + (xr2 − µr2)2,

kde r1, r2 ≥ 0 sú necelo£íselné momenty. V prípade, ºe pôvodná úloha má
reálne rie²enie, jej minimalizáciou dostaneme to isté rie²enie a funkcia na-
dobudne hodnotu 0. V opa£nom prípade minimalizáciou h©adáme najbliº²ie
korene v zmysle £o najmen²ej strednej ²tvorcovej chyby. Navy²e, minimali-
za£ná úloha nám poskytla priestor pre prípadné obmedzenia parametrov.

Celý simula£ný experiment sme zopakovali 1000krát a spo£ítali strednú ²tvorcovú
chybu odhadu θ̂ parametra θ pre v²etkých 5 podvýberov zo vzorca

MSE =
1

1000

1000∑
i=1

(θ̂ij − θj)2,

kde θj je j-ta zloºka θ a θ̂ij je odhad θj v i-tom experimente.

(a) Parameter α (b) Parameter β

Obr. 4.1: Stredná ²tvorcová chyba odhadov parametrov α, β Gamma rozdelenia.

Náhodné výbery boli generované z Gamma rozdelenia s parametrami α = 2 a
β = 1. V grafe na obr. 4.1(a) a 4.1(b) je znázornená stredná ²tvorcová chy-
ba odhadov parametrov pre Gamma rozdelenie. Z grafu tieº môºeme vidie´, ºe
vzh©adom na hodnoty strednej ²tvorcovej chyby sú odhady parametrov Gamma
rozdelenia aproximované s chybou men²ou ako 0, 2 pre parameter α = 2, 5 a 0, 035
pre parameter β = 1. So zvä£²ujúcim sa po£tom pozorovaní chyby klesajú. Môºe-
me teda poveda´, ºe sme aplikovaným postupom dobre aproximovali parametre
Gamma rozdelenia.
Náhodné výbery boli generované z Paretovho rozdelenia s parametrami α = 2
a λ = 1. V grafe na obr. 4.2(a) a 4.2(b) je znázornená stredná ²tvorcová chyba
odhadov parametrov pre Paretovo rozdelenie. Z tohto grafu môºeme vidie´, ºe
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(a) Parameter α (b) Parameter λ

Obr. 4.2: Stredná ²tvorcová chyba odhadov parametrov α, λ Paretovho rozdelenia.

vzh©adom na hodnoty strednej ²tvorcovej chyby sú odhady parametrov Pareto
rozdelenia aproximované s chybou men²ou ako 3,5 pre parameter α = 2 a 2,5
pre parameter λ = 1. Tieto chyby sú pomerne vä£²ie ako u Gamma rozdelenia.
Môºeme argumentova´ tým, ºe Pareto rozdelenie je rozdelenie s ´aºkými chvostmi
a ©ah²ie nadobudne extrémne hodnoty, £o má ve©ký vplyv na kvalitu odhadu.
So zvä£²ujúcim sa po£tom pozorovaní podobne ako u Gamma rozdelenia chyby
klesajú.

Aby bol r-ty moment Paretovho rozdelenia kone£ný, poºadujeme r < α. V jednom
prípade sme v²ak pri vo©be α = 2 skúmali moment r = 2. Výberový moment je
vºdy kone£ný, ale teoretický moment v tomto zadaní nedosahuje kone£né hodnoty.
Odhad momentovou metódou sme museli h©ada´ v mnoºine α ∈ (2,∞), a teda
vºdy do²lo k nadhodnoteniu skuto£ného parametra α = 2. V malom mnoºstve
prípadov sa dokonca stalo, ºe numerická optimalizácia dala extrémne ve©ký odhad
parametrov, ktorý sa pohyboval rádovo aº v 1010. Aby touto ve©kou chybou nebola
ovplyvnená stredná ²tvorcová chyba, pri výpo£te MSE sme nebrali do úvahy
klasický priemer, ale useknutý o 1% extrémnych hodnôt.

V kone£nom dôsledku vidíme, ºe v obidvoch rozdeleniach a pre obidva parametre
dosahovali necelo£íselné momenty lep²ie výsledky v zmysle men²ej strednej kvad-
ratickej chyby. Ich odhady boli teda najpresnej²ie. Za nimi nasledovali zmie²ané
momenty, kde bol jeden z momentov necelo£íselný a druhý celo£íselný a najva£-
²iu MSE pozorujeme pri po£ítaní £isto s celo£íselnými momentmi. Necelo£íselné
momenty sa navy²e ukázali ve©mi vhodné pri Pareto rozdelení, kde teoreticky
nemôºeme pouºi´ druhý moment.
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Záver

Pri práci s necelo£íselnými momentmi náhodných veli£ín vybraných diskrétnych a
spojitých rozdelení sme pri²li k záveru, ºe nie vºdy existuje jednoduché analytické
vyjadrenie a výpo£ty je nutné robi´ numericky. V prípadoch, ke¤ sme museli
po£íta´ numericky, sme hodnoty momentov pre jednotlivé parametry zobrazili do
grafov, ktoré boli bliº²ie opísané v príslu²ných kapitolách.
V poslednej kapitole, zaoberajúcej sa momentovou metódou, sme zistili, ºe ne-
celo£íselné momenty sú pouºite©né namiesto celo£íselných momentov a dokonca
dávajú lep²ie odhady v zmysle strednej ²tvorcovej chyby. Pri rozdeleniach s ´aºký-
mi chvostmi sú teda výbornou alternatívou, pretoºe celo£íselné momenty týchto
rozdelení nemusia by´ kone£né dokonca ani pre r = 1. V na²om prípade sme sa o
tom presved£ili pri Paretovom rozdelení.
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