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Abstrakt: Cilem této prace je rozsifeni znalosti o moznostech ptehledného
zobrazeni smérovych dat pomoci riznych druhi krabicového grafu (boxplot).
V préaci je popsan klasicky boxplot, mimo jiné je detailné rozebran vztah
mezi vybérovymi a teoretickymi kvantily. V teoretické ¢asti je popsan samotny
krabicovy graf pro teoretickda a vybérova data, zejména pak jednotlivé soucasti
tohoto grafu, coz tvoii zaklad pro nasledujici ¢asti prace. Pak bude nasledovat
konstrukce smeérového boxplotu pro dvourozmeérna smérova data a odvozeni
jeho vlastnosti pomoci von Misesova rozdéleni. Posledni kapitola této bakalarské
prace obsahuje kratky popis zptsobu konstrukce vicerozmérného boxplotu neboli
bagplotu pro tfirozmérné Fisherovo rozdéleni.
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Abstract: This work is focused on the improvement of knowledge about the
graphical directional data visualizing using different kinds of boxplot. The method
and restrictions of the boxplot construction are depicted in this work, especially
the need of knowledge of the relationship of sample a—quantiles to the theoretical
quantiles. The first part is focused on the most importat information of the
theoretical background, boxplot and its parts description. In the second part
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Uvod

Krabicovy graf neboli boxplot je jeden ze zpusobil grafického zobrazeni
numerickych dat, ktery obsahuje informace o maximélni a minimélni hodnoté
souboru zkoumanych dat, medianu, hornim a dolnim kvartilu tohoto souboru
a nékteré dalsi informace. Krabicovy graf poprvé pouzil John Tukey v roce
1970 [Tukey, [1978]. V soucasné dobé je jednim z nejrychlejsich zptisobi zkouméani
jednoho nebo vice soubort dat. Boxplot je jednodusi nez histogram, ale ma své
vyhody: kompaktnost, jednoduchost a ptehlednost. Zobrazeni tohoto grafu
nevyzaduje velké mnozstvi mista a umoznuje jednoduse porovnavat cetnost dat
v riznych souborech. Tento typ grafu je nazorny a jednoduchy k interpretaci,
a praveé proto se Casto pouziva v publikacich k zobrazeni dat.

Krabicové grafy zobrazuji rozdily mezi datovymi soubory bez jakychkoli
predpokladii norméalniho rozdéleni dat, jsou neparametrické. Graf se sestava
z krabicky a ,,vousii“. Je orientovan vertikalné, resp. horizontalné, pottebné tidaje
zjistujeme na vertikdlni ose y, resp. horizontéalni ose x. Minimalni a maximalni
hodnoty jsou dané zacatkem dolniho a koncem horniho vousu, pokud neexistuji
néjaké extrémni nebo odlehlé hodnoty, které budou zobrazeny samostatné. Dolni
a horni kvartily jsou zaznamenany pomoci spodniho a horniho okraje krabicky
a medidn je reprezentovan tuseckou uvnitt krabicky. V intervalu daném dolnim
a hornim kvartilem se nachdzi 50% hodnot, z ostatnich 50% hodnot, pokud
neexistuji odlehlé hodnoty, 25% pfipada na interval mezi za¢atkem dolniho vousu
a spodni hranou krabicky a taky na interval mezi horni hranou krabicky a koncem
horniho vousu.

Prace neni zaméfena pouze na teoretické vysvétleni pojmu boxplot
a na reprezentaci nékterych jednorozmeérnych rozdéleni nezavislych nahodnych
veli¢cin pomoci tohoto grafu, ale také na zobrazeni dvourozmérnych
a tfirozmérnych smérovych dat. Konkrétni vlastnosti krabicového grafu pro
vicerozmérna smeérova data budou odvozeny pro dvourozmérné von Misesovo
rozdéleni a také bude nasledovat kratky popis zpiisobu konstrukce boxplotu pro
tfirozmérné Fisherovo rozdéleni.



Kapitola 1

Kvantily a boxplot

Kvantilova funkce

Necht ndhodnd veli¢ina X je definovdna na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) a ma distribu¢ni funkci Fx(z).

Definice 1. Méjme nahodnou wvelicinu X a distribucni funkci Fx. Pak
kvantilovou funkci nazveme funkci

Fy'(a) =inf{z € R: Fx(z) > a, pro0 < a < 1}. (1.1)

Poznamka 1. Distribucni funkce plné charakterizuje rozdéleni pravdépodobnosti
nahodné veli¢iny. Casto je tfeba najit takovy bod z spliujici P(X < z,) > «a
a P(X <z, < a,proa € (0,1). Problém je s body, kde funkce Fx ma skok,
a také s body, kde F'x neroste ¢ili inverzni funkce by nebyla jednoznacna.

Kvantil

s

Definice 2. Hodnota kvantilové funkce v bodé o, tj. F;l(a), je a-kvantil a znac
se xo. Pro kvantil spojitého rozdélent plati:

Fy(zy) = 7fx(x)dx = a.

Jinak feCeno, pro spojitou ndhodnou veli¢inu X, ktera ma distribu¢ni funkci
Fx, je a-kvantil z, takova hodnota, pro niz plati, Zze vyskyt hodnot mensich
nez x, nastane pouze s pravdépodobnosti «, tj. pro kterou je distribu¢ni funkce
Fx(z,) rovna pravdépodobnosti «

P(X <x4) = Fx(z,) = .
Pozndmka 2. Kvantil z,, standardizované normalni veli¢iny U ~ N (0, 1) se znaci

Ug-

Existuje nékolik vyzna¢nych hodnot kvantild, které maji svd jména, viz
tabulka [1.11



Kvantil Nazev

050 median
025 dolni kvartil
075 horni kvartil
20.10 1. decil
20.90 9. decil
To.01 1. percentil
T0.99 99. percentil

Tabulka 1.1: Teoretické kvantily

Teoretické boxploty

Pomoci teoretickych kvantili mutZzeme pro zvolené rozdéleni spocitat
a nakreslit teoreticky boxplot. Nasledujici obrazky a ukazuji, jak
vypada graf boxplotu pro konkrétni rozdéleni.

Kvantil LogNormalni(0,1) rozdéleni se poc¢itd pomoci kvantilu rozdéleni
N(0,1). Obecné je a—kvantil LogNormalni(u,c?) z, = exp{u + u,o}, kde
i+ uqo je a-kvantil normélniho rozdéleni.

P[X<dolni mez] —-0.674 0. 0.674 P[X>horni mez]
T

Obrazek 1.1: Krabicovy graf pro N(0, 1) rozdéleni.

P[X<dolni mez] 0.509 1. 1.963 P[X>horni mez]
‘ T

4.144
0.078
L]

|

Obréazek 1.2: Krabicovy graf pro LogNormalni(0,1) rozdéleni.

Priklad 1. Najdeme dolni a horni kvartil normalniho rozdéleni s parametry p = 0
act=1.

.25 = b+ Ugos0 = 0+ ugos = —0.674
To75 = U+ up750 = 0+ ug75 = 0.674
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Dolni a horni kvartil lognorméalniho rozdéleni s parametry y = 0 a 02 = 1
se rovna

To.25 = exp{u + ug250} = exp{—0.674} = 0.509
xor5 = exp{p + up 50} = exp{0.674} = 1.963.

Graf|[l.3|exponenciélniho rozdéleni Exp()\) ukazuje, Ze hodnota kvantilu zavisi
na hodnoté parametru rozdéleni. Pokud se zméni parametry rozdéleni, stejné
se budou ménit i hodnoty kvantili.

0287682 0.693147 138629
P[X<dolni mez] by by Py P[X>horni mez]
T T
|
|
|
|
|
|

1.36024 3.03421

P

|
| |
| |

Obrazek 1.3: Krabicovy graf pro Exp(\) rozdéleni.

Ptesto, ze exponencialni a lognormalni rozdéleni je definované pro hodnoty
x > 0, jejich teoretickd dolni mez je zadpornd, a to kvilli tomu, Ze dolni mez je

To.95 < 1.5(z0.75 — To.25).

Navic pro lognormalni a exponencialni rozdéleni se dolni mez rovna 0, protoze
tato rozdéleni nejsou definovana pro x < 0 a A > 0. Ale pravdépodobnost toho,
ze se mezi nezavislymi nahodnymi velicinami se stejnym rozdélenim vyskytne
takovd hodnota z, kterd je vétsi nez horni mez, je mald. Pro N(0,1) rozdéleni
je 0.004, viz obrazek pro LogNormalni(0,1) je 0.08, viz obrazek a pro
Exp()\) pravdépodobnost je 0.05, viz obrazek [1.3]



Kapitola 2

Krabicovy graf. Vybérovy kvantil

2.1 Vybérovy kvantil

Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér, tj. n-tice nezévislych nahodnych
veli¢in, které maji stejné rozdéleni, tj. maji stejnou distribuc¢ni funkci F'x. Datovy
soubor ziskany nadhodnym vybérem lze popsat pomoci ¢iselnych charakteristik,
které nazyvame vybérové charakteristiky. Délime je na miry polohy a miry
variability.

Vybérovy kvantil z,, patii k miram polohy a je obecné definovan jako hodnota
rozdélujici vybérovy soubor na dvé ¢asti. Prvni ¢ast obsahuje na hodnot mensich
nez kvantil a druhd ¢ast n(1—«) hodnot, které jsou rovny nebo vétsi nez hodnota
kvantilu.

Podobné rozeznavame vybérové percentily (Zgo1,...,T099), Vybérové
decily (Zg1,...,T09) a kvantily: dolni kvartil Z,,5, medidn 5, horni
kvartil z 5.

P1i urcovani vybérovych kvantili nejprve usporadame hodnoty souboru dat
podle velikosti z(;y < zp) < ... < (). Hledany kvantil bude bud konkrétni
hodnota ze souboru, nebo vazeny primeér dvou urcitych hodnot. Poradové ¢islo
pozorovani, jejiz hodnota je hledanym kvantilem znacené jako z,, se pocita
pomoci vzorce:

no < z, <na—+1.

Pozndmka 3. (Medidn) Median Zg 5 souboru hodnot z1, zs, . .., x, je prostiedni
hodnota ze vSech hodnot souboru sefazenych podle velikosti.

Mira variability.

Definice 3. Mezikvartilové rozpéti se nazyvd rozdil hornitho a dolniho
vybérového kvartilu, tj. rozdil 75% a 25% kvartilu:

Rq = To.75 — L0.25

nebo decilovée rozpéti
Rq = To.90 — Zo.10,

u rozsahlejsich soubori jesté analogické percentilove rozpéti.



2.2 (Odlehlé a extrémni hodnoty

Pii konstrukci boxplotu rozlisSujeme odlehlé a extrémni hodnoty. Odlehla
méfeni silné zkresluji odhady polohy, takze velmi ztézuji provedeni dalsi
statistické analyzy. Tyto hodnoty se co do velikosti znac¢né lisi od ostatnich dat
a lze je rozpoznat v diagnostickém grafu jako boxplot.

Odlehlé hodnoty lezi bud v intervalu od Zgo5 — 3]:2(1 do Tgos — 1.5]?11, nebo
v intervalu od Zg75 + 1.5Rq do Zg75 + SRq, a extrémni jsou hodnoty mensi nez
.25 — 3Rq nebo vetsi nez Tg 75 + SRq.

Rozhodujicimi pro vypocet jsou tedy 1.5 nasobek a trojnasobek Rq. Muizeme
tyto K-nasobky mezikvartilového rozpéti ménit, ale tak, aby pravdépodobnost,
ze zadny prvek z daného rozdéleni nebude vétsi nez hodnota Zg 75+ K(Zo.75 — To.25)
nebo mensi nez hodnota Zg 95 — K(Zo.75 — Zo.25), byla dostateéné velka.

2.3 Konvergence

Pro posloupnost Xji,..., X, nezavislych nahodnych veli¢in se stejnou
distribuc¢ni funkci F'y je jeji vybérovy a-kvantil definovan jako a-kvantil empirické
distribu¢ni funkce F,, resp. F,,'(a). Déle vybérovy kvantil budeme znadit T,
nebo z,,.

Véta 1. Necht 0 < o < 1, pak za predpokladu, Ze x, je jediné teseni
Fx(z_) < a < Fx(x), potom Fay - .

Diikaz. Podrobny dikaz je popsan v [Serfling, (1980, véta 2.3.1].
d

Véta (1] fika, ze vybérovy kvantil z, je konsistentnim odhadem teoretického
kvantilu x,, pokud Fx(z,) = o a Fx existuje v levém okoli z,,.

Véta 2. Necht 0 < o < 1 a za predpokladu, Ze Fx je spojitd v x,, pak plati
1.

lim P (Vn(Zan — o) <0) = 0(0) = = (2.1)

n—ao0 2

2. Pokud existuje derivace zleva Fis(xo_) > 0 prot < 0 a zprava Fy(ze.) > 0

prot > 0, pak:
. \/ﬁ(i‘an - xa)
lim P <t)] =®(t). 2.2
oo (va(l —a)/Fy(Taz) ) W 22

Diikaz. Podrobny dikaz je popsan v [Serfling, (1980, véta 2.3.3].

3

Dusledek 1. Necht 0 < a < 1 a Fx je diferencovatelnd v x, a zdroven
F)'((xa) > 0, potom T, md priblizné normdlni rozdéleni

¥ (o )



Dusledek 2. Necht 0 < o < 1 a Fx md hustotu f v okoli kvantilu x, a f
je kladnd a spojitd v x., potom T, md priblizne normdlni rozdéleni

1—
N (2, CL=))
fH(za)n
Ditsledky [1] a [2| popisuji pripady, ve kterych #, je asymptoticky normélni

odhad kvantilu. Jinak fteceno, Z, pfi vhodném normalizovaném tvaru bude
konvergovat v distribuci k normélnimu normovanému rozdéleni N(0,1).

Priklad 2. Pro normalni normované rozdéleni ukazme praktické realizace
vlastnosti vybérovych kvantili, viz tabulka [2.I konkrétné, s rostoucim
n se hodnota vybérového kvantilu blizi k hodnoté teoretického kvantilu.

Kvantil | teoreticky n=20 n=50 n=100 n=200

a = 0.50 0 0.041 | —0.021 0.013 | —0.093
a=0.25 —0.674 —0.652 | —0.789 | —0.647 | —0.679
a=0.75 0.674 0.644 0.622 0.649 0.679
R, 1.349 1.296 1.411 1.295 1.357

Toas — L.OR, —2.698 —2.596 | —2.905 | —2.589 | —2.715
Tors + 1.5R, 2.698 2.587 2.738 2.592 2.715

Tabulka 2.1: Porovnéani teoretickych kvantili s vybérovymi kvantily N(0,1)
rozdéleni

Na vybérovy kvantil se mizeme divat jako na odhad teoretického kvantilu.
Miizeme najit interval, konkrétné predpovédni interval, ve kterém by se mohla
s velkou pravdépodobnosti vybérova hodnota vyskytnout.

Pozndamka 4. V praxi obvykle konstruujeme spis interval spolehlivosti,
t.j. interval, ktery se znamou pravdépodobnosti prekryje teoretickou hodnotu.

Na rozdil od intervalu spolehlivosti, pfedpovédni interval se pocita pro znamé
rozdéleni se znamymi parametry a pro pfedem danou pravdépodobnost toho,
ze nahodnd hodnota, t.j. vybérovy kvantil, padne do tohoto intervalu.

Diky tomu, ze vybérovy kvantil je asymptotickou normalni veli¢inou, pak pro
vicerozmérnou variantu dusledku [2| plati nasledujici véta.

Véta 3. Necht 0 < o < -+ < a3 < 1 a Fx md hustotu f v okoli kvantili
Toy, - Ta, 0 f je vEtST nez nula a spojitd v Toy, -+ . Ta,. Pak (Toy, -+ - Tay)
md asymptotické normdini rozdéleni s vektorem strednich hodnot (o, -+ . Ta,)

. , Oij
a kovarianci —2, kde
n

a;(1 — o)

% = Flaa) flaay) POTSY (23)

a oy =05 proi > j.



Diikaz. Jedna moznost ditkazu je popséna v [Serfling, 1980, véta 2.3.4] nebo jina
v [Serfling), 1980, véta 2.5.1] .
4

7, disledku véty [2| zname rozdéleni nahodnych velicin

- N 0.25 % 0.75 N N 0.25 % 0.75
To.05 ~ 025, 57— | @ To75 ~ X075, 75— | -
0.25 0.25, P2 (zoa)n 0.75 0.75 P2 (zom)n

Pti konstruovani predpovédniho intervalu nas budou zajimat takové meze, pro
které by platilo

P <50.25 € <I0.25 F u1_p/2 %)) =1-p, (2.4)
a

P (%.75 S (%.75 T Ur—p/2 %)) =1-p, (2.5)
kde 0 <p <1.

Konstruovani predpovédniho intervalu pro zg o5 — 1.5}?(1 a X5+ 1.5}?(] nebude
tak jednoduché, ale s vyuzitim Vétysi 1ze horni (resp. dolni) mez predstavit jako
linearni kombinace nahodnych vektori, tzn.

(2.5, — 1.5) ( 1025 )
L0.75

a rozdéleni téchto veli¢in uz je

~ T
0.2 Zo.2 a a

a ~0 5 ~ N [a 0.25 : Z :
Z0.75 X0.75 n

kde a je fadkovy vektor konstantnich koeficientt, (.25, zo.75) teoretické kvantily,
> je kovarian¢éni matice (2.3)), n rozsah hodnot.

Na zavér této kapitoly ukdZeme nejen praktické odvozeni konvergence
vybérovych hodnot k teoretickym kvantilim pro N(0,1) rozdéleni, viz tabulka
[2.1] ale také pfedpovédni intervaly pro rozdéleni z piikladu [1], kapitoly I.

Priklad 3. Najdeme 95% predpovédni interval horni meze pro ndhodny vybér
z N(0,1) rozdéleni a n = 200. Podle dtisledku véty [2 a véty |3| spocitame parametr

p=(2.5,—15) ( 075 ) = 2.698

X0.25

T 2.5,—1.5 2.5, —1.5)7
2_aya (25719225215 00
n 200
Asymptoticky predpovédni interval stfedni hodnoty se znamym rozptylem

normalniho rozdéleni je

g



M — Ug.9750 = 2.698 — Up.975 * 0.017 = 2.443
1% + Ug 9750 = 2.698 + Up.975 * V 0.017 = 2.953.

dolni mez X025 X5 X075 horni mez
T T T T T
—2.b98 —0.b74 : 0.@74 2.698
| | | | |
-2.807 ' -2.589 ! ‘ ‘ 2443 ' 2953

| | | | |
| ~0.863 0486 0486 0.863 |
| |

Obrézek 2.1: Krabicovy graf pro N(0, 1) rozdéleni s vyznacenymi predpovédnimi
intervaly pro kvartily, dolni a horni meze, pro n = 200.

Predpovédni interval pro ‘ Zo.o5 — 1.5}?(1 Toos Towrs Tors + 1.5Rq

Teoretickd hodnota —1.361 0.288 | 1.386 3.034
Horni hranice —1.298 0.368 | 1.626 3.063
Dolni hranice —1.422 0.208 | 1.146 3.005

Tabulka 2.2: Pfedpovédni interval pro Ezp(1) rozdéleni a n = 200

Pf'edpovédni interval pro j’o_25 - 15Rq 570.25 ZZ‘0.75 570_75 + 15Rq

Teoretickd hodnota —1.671 0.509 | 1.963 4.143
Horni hranice —1.529 0.606 | 2.334 4.183
Dolni hranice —1.813 0.413 | 1.592 4.104

Tabulka 2.3: Pfedpovédni interval pro LN(0, 1) rozdéleni a n = 200

Tabulky a obsahuji jednotlivé pfedpovédni intervaly pro konkrétni
hodnoty kvantila Exp(1) a LN(0,1) rozdéleni. Vybérovy hodnoty a-kvantila
s 95% pravdépodobnosti budou lezet uvnitt odhadnutych intervali.

Dostali jsme se k zavéru této kapitoly a praveé k tomu, co nam tika teoreticka,
praktickd a grafickd c¢ast. Vsechny vybérové a—kvantily z néjakého dostatecné
velkého vybéru nezavislych nahodnych veli¢in se stejnym rozdélenim, které dale
budeme pouzivat pii praci s vicerozmérnymi daty, konverguji k teoretickym
a—kvantilim a navic maji asymptotické normalni rozdéleni s prislusnymi

parametry.
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Kapitola 3

Smeérovy krabicovy graf

Ve dvoudimenzionalnim prostoru pii konstruovani smeérového krabicového
grafu se pouzivaji smérova data, tj. data v thlovych stupnich nebo radianech.
|[Fisher, |1996] fikal, ze smérovy graf existuje od roku 1858 a je vice znamy
jako rizicovy diagram nebo vétrna rizice. Obycejné standardni krabicovy graf
neni jednoznacné definovan pro smérova data, proto se v praxi pouziva smérovy
krabicovy graf, resp. smérovy boxplot, ktery slouzi k nalezeni odlehlych hodnot
vybérovych smérovych veli¢in.

3.1 Smérova data

Obvykle jsou pfi vypoctu smérova data vyjadfovanad pomoci smérového thlu
0, pro ktery je tfeba zvolit pocatecni bod a smér otaceni ve sméru hodinovych
ruticek nebo proti nému, pricemz vSechny vysledky musi byt ekvivalentni,
nezavislé na vybéru. Kazdy smeér je reprezentovan jako jednotkovy vektor v
v roviné, ktery odpovida jedinému uhlu 6, 0 < 6 < 27. Vektor v lze popsat
nékolika riznymi zpisoby:

1. Pomoci kartézské soustavy souradnic.

Necht S!:= {x € R?: ||x|]| = 1} je jednotkova kruznice v roviné s centrem
v nule, pak kazdy bod na této kruznici lze zapsat ve tvaru x = (21, xz)/,
kde

x1 = cosf a x9 = sind, pro 6 € (0,27),
r1 a T jsou hodnoty kartézské soustavy souradnic.

2. Pomoci polarni soustavy soutadnic.
Kazdy bod v rovin€ lze zapsat v polarni soustavé souradnic (r,gp);, pricemz
r udavéa vzdalenost bodu od pocatku soufadnic a ¢, € (0,27), je thel
spojnice tohoto bodu a pocatku od zvolené osy lezici v roviné. Navic
libovolny bod ve tvaru soutadnic kartézské soustavy lze prevést na tvar
poléarni soustavy (T,QO);, kde r = 1 a stejné i opacné z polarni na kartézskou.

3. Pomoci komplexni roviny.

Necht C' := {z € C: ||z|| = 1} je jednotkova kruznice v komplexni roviné,
pak kazdy bod na této kruznici lze zapsat pomoci komplexnich cisel z € C.
Protoze ||z|| = 1, pak vSechna z € C lze zapsat ve tvaru:
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z = e = cos +isinf, pro 6 € (0,27).

Cirkularni teorie pravdépodobnosti se lisi od linearni teorie pravdépodobnosti,
se kterou jsme zvykli pracovat, rozdily se vyskytuji ve vétsiné zakladnich pojmt.
Dokonce i definice nahodné proménné musi byt pfizptsobena struktufe kruhu.

Definice 4. Dvoudimenziondini ndhodny vektor X majici kruhové rozdéleni v R
nazyvame jednotkovy ndhodny vektor, jestlize nabyva hodnot pouze na oblouku
jednotkového kruhu v roviné se stredem v pocatku.

Jiné definice a nékteré vlastnosti smérovych dat viz [Mald, 2012, definice
2.1.1.-2.2.1].

3.2 Von Misesovo rozdéleni

Vv

Ms(p, k) se stfedni hodnotou g a mirou koncentrace k. Von Misesovo
rozdéleni poprvé pouzil Richard von Mises v roce 1918. Nékdy se v cirkularni
statistice von Misesovo rozdéleni nazyvé cirkularni (kruhové) normélni rozdéleni
CN(p, k) [Jammalamadaka a Senguptal, 2001, 2.2.4] a je analogem Gaussova
normalniho rozdéleni v linearni statistice.

g8, m, k)

0.6 —

k=1
k=2
k=4

6

Obrazek 3.1: Hustoty von Misesova rozdéleni M (u, k) pro p =7 a k = {1,2,4}.

Von Misesovo rozdéleni pochazi z p-dimenzionalniho von Mises-Fisherova
rozdéleni M, (p, k) s hustotou

fx k) = cp(k) exp{k p'x}, x €SP, (3.1)
kde

1
(277')79/211)/2_1(]{3) ’

k >0 a I,2_1(k) je modifikovana Besselova funkce proménné k& prvniho druhu
a fadu p/2 — 1 [Abramowitz a Stegun, 1965, 9.6.19].

cp(k) = kP/?71 (3.2)

Pro p = 2 von Mises-Fisherovo rozdéleni bude mit tvar klasického
von Misesova rozdéleni Ms(u, k) s hustotou
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f(x k) exp{kp'x} x €S

~ 2nly(k)
Poznamka 5. Modifikovanou Besselovu funkci prvniho druhu v zavislosti na p 1ze
vyjadrit v integralnim tvaru

L(k) = % Zfrcos(pe) exp{k cos(0)}db,

viz [Jammalamadaka a Senguptal, 2001, 2.2.4].

Von Misesovo rozdéleni je vétsinou definovano pro nezavislé nahodné thly 6,
0<6<2m.

Obréazek 3.2: Hustoty von Misesova rozdéleni M (u, k) proup =7 ak ={0,1,2,4}
na kruhu.

Definice 5. Necht’ 0 je ndhodny thel, rikdime Ze md von Misesovo rozdeleni
s hustotou

q(0, 1, k) =

k cos(0 — 0<2 :
27_‘_10(1{:> eXp{ COS( M)}? 0 < — 7T7 (3 3)

kde 0 < p < 21 a k > 0 jsou parametry.
Déle musime rozliSovat yu thel a g vektor. Pro p = 2 je pu = (cos p,sin p)’ .
Navic dame pfednost polarnim soufadnicim pied kartézskymi pro reprezentaci x

a u, tj.

p'x = (cos p, sin ) (cos 6 sin ) = cos(6 — p).

Parametry

ProtoZe kosinus dosahuje svého maxima v bodé nula, hustota (3.3))
von Misesova rozdéleni bude mit maximum v ¢ = p, jinak feceno p je modus
s hodnotou

. (3.4)
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Naopak, kdyz cosm = —1, pak kosinus dosahuje svého minima a minimalni
hodnota hustoty von Misesova rozdéleni je

ek

Ty (3.5)

flu£m) =

Z podilu (3.4) a (3.5) dojdeme k

f () — o2k
fluxm) 7 (36)

Rovnost (3.6) ukazuje, Ze ¢im vétsi je hodnota k, tim vétsi bude podil f(u)
a f(u =+ 7), proto parametr k méti koncentraci vici sttedni hodnoté .

3.3 Teoretické kvantily smérovych dat

Teoreticky smérovy median

Median pozorovani 01, . .. ,0,, predstavuje bod 6, 59, pro ktery plati, ze polovina
v8ech dat lezi v intervalu arc [0y 50, 050 + 7|, pricemz f(6o50) > f(6o50 + 7).

Definice 6. Smérovy medidn 6y 59 je jednim z resent rovnice

0o.50+m
fluydu =, 3.7

00.50
kde u je nahodny thel s hustotou f(u) .

Priklad 4. Ovéfime (3.7) pro M5(0,1). Median von Misesova rozdéleni s parametry
i a k se rovna stfedni hodnoté tohoto rozdéleni, tj. parametru p. V pfipadé
M5(0,1) median je p = 650 = 0. Podle (3.7) dostdvame rovnici

0:'?+7rf(u) du = u}ﬂ o) exp{k cos (u — pu)}du = f 27 To(1) exp{cos (u) }du =
.50 . 1
5 -70 Ofexp{cos u)}du = 27 Io(D) wh(1) = 3

kde Ih(1) je podle poznamky [5| modifikovand Besselova funkce prvniho druhu
=0ak=1

Dolni a horni smérové kvartily

Dolni 625 a horni y 75 kvartily lze definovat stejné jako median z definice [6]
tj. Bp.25 a 075 pro soubor smérovych dat je FeSenim rovnic

00.50 ] 00.50+00.75 ]
f(u)du = 78 / f(u)du = T (3.8)
00.50—00.25 00.50
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Priklad 5. Stejné jako v prikladé |4] ovéfime (3.8)) pro M(0,1). V piipadé M5(0,1)
dolni kvartil je —0.809 a horni kvartil je 0.809. Protoze M5(0,1) je symetrické
rozdéleni kolem parametru p = 0, sta¢i odvodit platnost (3.8) jenom pro horni
kvartil.

90.50+90.75f( ) u+}0.75 1 { ( )}

u)du = expikcos(u— p)}du =

00.50 iz 271—]0(]{)

bo.75 1 1 Bo.75 1 710(1) 1
du = du = = -.

L o exp{cos (u) } du TR b[ exp{cos (u) }du @) 2 1

Obecné pro von Misesovo rozdéleni M, (0, k) plati

00.50+00.75 00.75 1 1 Wfo(k‘) 1
u)du = expl{kcos (u)ldu = = -,
o b=y eptkeos (kdu =500 T =

kde Ip(k) je modifikovand Besselova funkce prvniho druhu s p = 0 podle
poznamky [}

Velikost hodnoty kvantilu je ovlivnénd parametrem miry koncentrace.
Konkrétné pro tento piiklad, vztah horniho kvartilu 075 a parametru k lze
zobrazit pomoci grafu, viz obrazek

Horni kvartil 6 75
1.6

Obréazek 3.3: Horni kvartil 6y 75 z M5 (0, k) rozdéleni, pro k € {0,10}.

3.4 (R, a K-nasobek pro smérovy boxplot

vvvvvv

hodnota smérového mezikvartilového rozpéti C'R, a jeji vztah k mife koncentrace
k, plus odhad konstanty K-nasobku. Protoze smérovy boxplot lezi na kruznici,
muze vzniknout problém ptekryti dolni a horni meze. Z tohoto diivodu lze obtizné
posoudit existenci odlehlych hodnot a smérovy boxplot nebude poskytovat
prehledny obraz grafu.

Vztah C'R, a miry koncentrace k

Mezikvartilové rozpéti CR, lze odhadnout pomoci distribu¢ni funkce
libovolného rozdéleni a definovany odhad bude vztah CR, = w75 — x¢.25, kde
Zo.75 & To.o5 jsou kvartily tohoto rozdéleni. Ale v piipadé, kdy nezname distribuc¢ni

15



funkce nebo béhem vysetrovani dat, neparametrické metody budou uzitec¢né pro
vypocet medidnu a smérového mezikvartilového rozpéti. Presto je tézké najit
podobnou funkci pro C'R,, protoze neexistuje takové normované von Misesovo
rozdéleni, které by bylo analogické k normovanému normalnimu rozdéleni. Vztah
mezi CR, a k lze odvodit s pomoci odhadu z von Misesova rozdéleni pro velkou
hodnotu miry koncentrace k.

Véta 4. Necht k — oo,

B=Vk(O—pn) = N(©1),
kde 0 <0 <2m a0 < p<2m.

Diikaz. Podrobny dtikaz je popsan v |[Jammalamadaka a Senguptal [2001}, véta

2.2].
d

Dusledek 3. Pro dost velké k muzZeme 0 aproximovat normdlnim rozdélenim
se stfedni hodnotou p a rozptylem 1/k.

Podle [Fox, [1997] pro ndhodny vybér z N(u,0?) rozdéleni mezikvartilové
rozpéti R, lze odhadnout pomoci hodnoty 1.3490. To znamend, Ze pro velkou
hodnotu k plati

CR, = 1.349/Vk, (3.9)

viz [Dempster a kol., [2011] .

Za predpokladu, Ze 6 je ndhodné veli¢ina z Ms(u, k) rozdéleni, pak podle
véty W] ji lze odhadnout z N(u,1/k) rozdéleni a CR, = R,. Protoze smérové
mezikvartilové rozpéti se pfiblizné rovna linearnimu mezikvartilovému rozpéti,
lze odvodit nasledujici vztahy

CRy = Ry =075 — To25 = L+ Uo75 0 — fL+ Ug25 0 = 0(Ug75 + Upgos) = 1.349 0,
tj.
CR, = 1.3490. (3.10)

Pro dost velké k plati z véty 4| 0> = 1/k, po tpravé o = 1/v/k. Pokud dosadime
o =1/Vk do , dostaneme .

7, odvozeni je jasné, ze parametr normalniho rozdéleni o zavisi na mire
koncentrace k. Navic je zfejmy vztah von Misesova a normalniho rozdéleni, jejich
parametri, kvantilt a mezikvartilového rozpéti. Z tohoto diivodu se vztah mezi
témito rozdélenimi projevi i v zobrazeni boxplotu.

K-nasobek CR,

Pti konstruovani boxplotu pro jednorozmérny nahodny vybér se obycejné
pouziva K-nasobek rovny 1.5 nebo 3. Ale pro vicerozmérnéd data neni rozumné
pouzivat stejny nasobek, protoze kvili omezenosti rozsahu kruhu existuje
moznost prekryti dolni a horni meze. Tato situace vetSinou nastava pii praci
s velkou hodnotou K-nasobku a malou hodnotou miry koncentrace k. Existuji
ruzné moznosti odhadu parametru K, nékteré jsou popsané v [Hoaglin a kol.,
1986].
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Véta 5. Pro velkou hodnotu miry koncentrace k a ndhodny vybér z Ms(u, k)
rozdelent, velikostin > 10 plati, Ze dolni a horni mez smérového boxplotu se budou
prekryvat, pokud

K > 7Vk/1.349 — 0.5, (3.11)

kde K je K-ndsobek smerového mezikvartilového rozpéti.
Dikaz. K problému prekryvani pro velky vybér n a velké k dochéazi v momenté,

kdyz 9~0_25—|—K*C’Rq > 7. Pro symetricky vybér & median je 0, fpo5 = CR,/2.
Proto

(0.54K) « CR, > .
Podle CR, = 1.349/\k, pak
1.349(0.5+K) /Vk > .
Po tpravé dostaneme, ze prekryti dolni a horni meze nastane prave, kdyz
K> mvk/1.349 — 0.5.
d

Priklad 6. Ukazme na piikladé teoretického smérového krabicového grafu pro
Ms(7/2,5), jak velikost konstanty K ovliviiuje hodnotu dolni a horni meze, ¢imz
evokuje moznost jejich prekryti, viz obrazek

Spocitame hodnotu K-nasobku podle véty

K < 7/5/1.359 — 0.5 = 4.7,

tj. Kjae = 4.7, kde K4 je nejvétsi mozna dosazitelna hodnota.

S rostoucim K se zvysuje pravdépodobnost prekryti. Pricemz k prekryti mezi
dochazi dost casto bez ohledu na to, Ze jsou to teoretické hodnoty von Misesova
rozdélent.

thso
s s
/k?”:y\ -
AT T .

/ \
// \\
\‘/ \\
{ \

| K:
lxﬂ"*”””””””’} ””””””” 0
\\ |
\\\ //

\ — /
R LSRR J/
\\\ //
~ _ e
K

Obrazek 3.4: Teoreticky smérovy boxplot pro Ms(7/2,5) rozdéleni pro rtzné
konstanty K-nasobky K= {1.5,3,4,5}

Volba konstanty K podle doporuceni [Abuzaid a kol., [2012] se dél4 ne jenom
z odhadu K, ale jesté podle velikosti miry koncentrace k.

Pozndmka 6. Pro velky parametr k, resp. £ > 3, von Misesova rozdéleni
se pouziva konstanta K z intervalu 2.0 < K < 2.7, promalé k£ 1.0 < K < 2.0.
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3.5 Vybérové kvantily smérovych dat

Vybérové kvantily

Median smérovych dat je hodnota, ktera déli pozorovany soubor dat na dvé
stejné skupiny a je brana jako pozorovani, které se znaci 6y 50 a je to hodnota
minimalizujici soucet obloukovych vzdalenosti, t;j.

fo.50 = argmin d(x) = argmin | m — Z |m —|0; — || (3.12)
z€(0,27) x€(0,2m) i—1

kde 6; jsou jednotliva pozorovani pro i = 1,... ,n [Fisher, [1996].

Priklad 7. Vypocet smérového medianu podle ukazme pomoci obrazku
pro simulovand data z M,(0, 1.8) rozdéleni a n = 1000, kde median smérovych dat
je pozorovani 0o 50, které je zobrazeno jako Cervena prerusovaci ¢ara minimalizujici
hodnotu funkce d(zx), konkrétné pro tento obrazek pro z € (0,0.1). Smérovy
median se rovna 50,50 = 0.037.

dx)
—2418.5
—2419.0

—2419.5 -

200 \
I . . h .

—2421.0

Obrazek 3.5: Graf funkce d(x) pro x € (0,0.1) data simulovand z rozdéleni
M,(0,1.8),n = 1000, kde medidn smérovych dat je Cervend prerusovaci ¢ara.

Pozndmka 7. Jednou z dilezitych vlastnosti smérového medianu je to, ze pokud
zvétsime (resp. zmensime) hodnotu ze zakladniho souboru dat o libovolnou
konstantu ¢, pak se hodnota medidnu také zvétsi (resp. zmensi) o tuto konstantu.

Odvozeni obsahu poznamky [7] podle [Abuzaid a kol.,[2012] bude vypadat takto

d (90_50 + C) = F—Z |7T— |92‘+C—90.50—C|| = W—Z |7T— |(9,~—00.50|| = d <90.50> .
=1 =1

Hodnoty dolniho a horniho kvartilu je mozné odhadnout pomoci rozdéleni
zékladniho souboru smérovych dat s pomoci vybérového smérového medianu
do dvou skupin, pfi¢emz dolni kvartil 6.5 bude povazovan za vybérovy medidn
prvni skupiny a horni kvartil 0075 za vibérovy medidn druhé skupiny. Pokud
0p.25 bude v&étsi nez §0,75, jednoduse je vyménime nebo pouzijeme ekvivalenci
smérovych hodnot vici rotaci. Pro vypocet hodnot 50.25 a §0,75 budeme nadale
predpokladat platnost vztahu g5 — G50 € [, 2] a g5 — G50 € [0, 7).

Rozdil mezi smérovym a obyc¢ejnym medidnem je dobfe vidét na obrazku
pro simulovana data z rozdéleni M,(0,1.8), a pro n = 100. Smérovy median
0050 je skoro 0dpov1da teoretickému medianu p, viz obrazek |3 . kdyz obycejny
vybérovy median 90 -o udava uplné Spatny vysledek.
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Obrazek 3.6: Porovnani smérového 650, obycejného 652° vibérovich mediant
a teoretického p pro rozdéleni M(0,1.8),n = 100 .

Smérové mezikvartilové rozpéti

Stejné jako v linearni teorii pravdépodobnosti, tak i v cirkularni existuje
pojem mezikvartilové rozpéti, jinak feceno smérové mezikvartilové rozpéti C'RR,,
které se pouziva pri konstruovani smérového boxplotu. Mezikvartilové rozpéti
C~Rq smérovych vybérovych hodnot se pocita stejné jako rozpéti I:Zq linearnich
vybérovych hodnot . . 3

CRq - 90.75 - ‘9025. (313)

Ale v pripadé rotace vybérovych kvantila 50.25 a 50.75 lze (qu spocitat jako
CR, = 360° — 0y.75 + 0o 25- (3.14)

Navic, dolni mez se rovna 50 25—K>1<C~R a horni mez 9~0 75—|—K*C~Rq, kde K
je nasobek smérového mezikvartilového rozpéti, které zavisi na koncentraci dat
v souboru. V piipadé, kdy dojde k rotaci 90 25 & 00 75, dolni mez je 90 25—|—K*C’R
a horni mez je 90 75—K*C’R Pri velké koncentraci smérové kvantily a stiedni
hodnota mohou lezet ve stejném bodé a to kvili tomu, ze CR = 0.

Priklad 8. Sestrojime kruhovy krabicovy graf pro nahodny vybér z Von Misesova
rozdéleni s parametry = m/4 a k = 4 o rozsahu n = 20, viz obrazek 3.7 -

Vybérovy median 6’0 50 pro tento vybér se rovna 90 50 = 53.5°, dolni kvartil
je (90 o5 = 26.7° a horni kvartil je 90 75 = 72.8°. Podle (3 vypomtame cirkularni
mezikvantilové rozpéti

CR, = Oyrs — Oyo5 = T2.8° — 26.7° = 46.1°.

Dopocitame dolni a horni mez pro klasickou variantu, kde K= 1.5, tj. dolni
mez= g 05 — 1.5 % C’R = 317.5° a horn{ mez= 6y 5 + 1.5 x CR = 142°.

Na zaveér této kapitoly na zakladé dat otviracich dob jednadvaceti burz
cennych papiri, sestrojime ¢asovy smérovy boxplot.
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Obrazek 3.7: Struktura cirkularniho boxplotu pro ndhodny vybér z Ms(m/4,4)
rozdéleni, n = 20.

Priklad 9. Otviraci doby burz cennych papirti podle svétového ¢asu (UTC) jsou

14:30, 14:30, 0:00, 8:00, 8:00, 1:15, 1:30, 14:30, 7:00, 23:50, 3:45,
3:45, 8:00, 13:00, 0:00, 1:30, 8:00, 7:00, 6:00, 1:00, 1:00

Odhadneme rozdéleni dat a pfislusné parametry. Protoze cas si lze
predstavovat jako body na jednotlivé kruznici v casové soustavé soutadnic,
nejlepsi bude pouziti odhadu pro von Misesovo rozdéleni ¢i lze parametry
jednoduse odhadnout pomoci libovolného softwaru, napiiklad MATHEMATICA.
Pro praci se souborem vstupnich dat je z ¢asovych hodnot prevedeme na desetinné
¢isla a pak na radiany, podle vzorct

cas 360° T
— % * :
60 24 180°

Odhadnuté rozdéleni je M(1.19496,0.837109), kde stfedni ¢asové hodnota

= 1.19496, tj. 4:34 a odhad miry koncentrace k = 0.837109. Casovy median
vstupnich dat je Oo.50 = = 6, tj. 6:00 hodin. Dolni kvartil 0.5 se rovna Oy o5 = 1: 30,
tj. 1 hodina a 30 minut a horni kvartil 00.75 se rovna 8 hodin. Mezikvartilové
rozpéti C’~Rq odvodime jako rozdil dolniho a horniho kvartilu

radidn= (

CR, = 0o75 — 0o.95 = 8:00 — 1:30 = 6:30.

7 vypoctenych tdaju jiz lze sestrojit krabici ¢asového boxplotu, ale hlavni
problém se tyka konstanty K, kterad je potfebna pro vypocet dolni a horni meze.
Podle véty [5] odhadneme K-nésobek,

K< 7/CR,— 0.5
K< 14.

Jinak feceno, K,,,, = 1.4 je nejvétsi moznad hodnota, kterou ma smysl volit.
Kvtli tomu, ze konstantu K mizeme volit libovolné tak, aby patrila
do intervalu K € (0,1.4), pomoci tabulky porovname hodnoty dolni a horni
meze pro ruzné nasobky.
Pii konstruovani boxplotu bycllom méli volit K= {0.2,0.5,1.0,1.2,1.3},

protoze pro dany odhad parametru £ a dany rozsah vybéru n nedojde k prekryti
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K

Dolni mez

Horni mez

Pocet odlehlych hodnot

0.2
0.5
1.0
1.2
1.3
Kma:c
2.0

0:12
22:15
19:00
17:42
17:03
16:45
12:30

9:18
11:15
14:30
15:48
16:27
16:45
21:00

7

O O O OO

Tabulka 3.1: Dolni a horni meze pro rtzné K-nasobky pro otviraci casy burz

cennych papirt

meze. Avsak ¢im mensi nasobek zvolime, tim vice bude odlehlych hodnot. Proto

podle poznamky @

parametr ¥ mneni velkéd hodnota a nejlepsi volba K-nasobku

je K= {1.0,1.2,1.3}. Pravé v téchto pfipadech nedojde k prekryti a pocet
odlehlych hodnot je nulovy.

V bodé K,,,, dolni a horni mez maji stejny cas a to je kviili tomu, ze pravé
v tomto bodé dochéazi k ¢aste¢nému prekryti.

Pro casovy boxplot z dat otviraci doby jednadvaceti burz cennych papirt
pouzijeme dvou riznych nasobkt K; = 1.0 a Ky = 1.3, viz obrazek [3.8

Obrazek 3.8:

00.50
6:00

i e H
== N

N\

\\\

' 04

/

S/

/'/\ | -
1627 1705 ™

Casovy boxplot z dat otviraci doby burz cennych papirt pro
K1 =1.0a KQ =1.3
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Kapitola 4

Vicerozmérny smeérovy krabicovy
graf

Pro vicerozmérnd smérova data se krabicovy graf zméni. P praci
s mnohorozmérnymi daty se pouzivd misto kvantili (které jsou definovany
pouze pro jednorozmérné ndhodné veli¢iny) pojem hloubky. Klicovym pojmem
bude poloprostorova hloubka, na které se vzhledem k vicerozmérnému datovému
souboru nachézi body.

Na zakladé tohoto pojeti lze odvodit dvoudimenzionalni boxplot, znamy
jako bagplot. Pro praci s vicerozmérnymi smérovymi daty popisSme tiirozmérné
Fisherovo rozdéleni, které je specialnim pripadem von Mises-Fisherova rozdéleni.

4.1 Bagplot

Vicerozmérny smérovy krabicovy graf neboli bagplot na rozdil od boxploti,
které byly popsané v kapitole 1 a kapitole 3, bude mit jiny tvar konstrukce.
Bagplot sestrojime ze tfech c¢asti: bag, fence, loop. Bagplot zobecniuje boxplot
na dvoudimenzionalnim prostoru nésledujicim zpisobem, viz tabulka [4.1]

Boxplot Bagplot
Krabice ‘ Bag
Medidn | Hloubkovy medién
Maximalni ,,vous* Fence
,vousy* ‘ Loop

Odlehlé hodnoty ‘ Odlehlé hodnoty

Tabulka 4.1: Porovnani boxplotu a bagplotu

Polygon bag obsahuje 50 % bodt a na grafu vypada jako tmavy prostor,
fence je mez, ktera oddéluje hodnoty nachézejici se uvniti polygoni od odlehlych
hodnot. Cést loop oznacuje body, které lezi mezi ¢asti bag a fence, na grafu
se znaci jako trochu svétlejsi prostor na rozdil od bag. Kromé téchto casti lze
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v bagplotu vydélit hloubkovy median, coz je bod s nejvyssi poloprostorovou
hloubkou. Median se nachéazi uprostied a obycejné se znaci jako kiizek.
Pro velmi ,ploché* vicerozmérné hodnoty se bagplot stava boxplotem.
Pricemz svétlejsi prostor ¢asti loop odpovida ,vousim® krabicového grafu.
Stejné jako boxplot, bagplot zviditelni vlastnosti dat. Naptiklad hloubkovy
medidn, rozmér bagu, korelaci (orientace bagu), Sikmost (tvar bagu a loopu)
a chvosty (body za hranice loopu a odlehlych hodnot).

4.2 Trirozmérné Fisherovo rozdéleni

Fisherovo rozdéleni stejné jako von Misesovo pochézi z p-dimenzionalniho
von Mises-Fisherovo rozdéleni. Pro p = 3 von Mises-Fisherovo rozdéleni bude
mit tvar Fisherova rozdéleni F'(u, k). Fisherovo rozdéleni bylo poprvé pouzito
v |[Langevin, 1905], ale bylo pojmenované po Ronaldu Fisherovi, ktery podrobné
studoval toto rozdéleni vcetné jeho parametri stfedni hodnoty p a miry
koncentrace k. Fisherovo rozdéleni pro p = 3 a £ > 0 ma hustotu

k /
i k) = ——— k 2, 4.1

Na rozdil od von Misesova rozdéleni je hustota F'(u, k) obycejné definovana
pro nahodné sférické uhly, ne pro ndhodné jednotkové vektory, viz obrazek

Pro sféricky nahodny vektor (©,P) a podle zakladni véty
o transformaci [Klaskal 2006, véta 9.3-9.12] hustota Fisherova rozdéleni bude

mit tvar

9(0,0; 0, B, k) = exp{k (cosf cosa + sin O sin a cos(¢p — /3)) } sin 6,

(4.2)

k
47 sinh k

kde 0 <0 <7mal<p <27 akvili tomu, ze p je vektor, pro p = 3 plati

’

p = (sinacos 3, sin asin 3, cos a)

Obrézek 4.1: Hustota Fisherova rozdéleni pro « = /4, f=m, k=15

Hustota Fisherova rozdéleni je zfejmé symetrickd kolem parametru p,
muzeme tedy prohlésit, ze p je vicerozmérny median. Oblast obsahujici polovinu
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hustoty (4.1)) je oddélena od jinych ¢asti pomoci kvartilové kiivky. Jinak feceno,
kvartilova kfivka je hranice bagu u teoretického bagplotu.

Priklad 10. Jako ilustrace pouzijeme Fisherovo rozdéleni F'(u,k) pro k = 1
a spocitame jeho kvartilovou kiivku. S pomoci véty o transformaci [Klaskal 2006,
véta 9.3-9.12] pfivedeme hustotu ([4.1) na tvar hustoty ([.2), kde o = 0,8 = 0.
Pti dosazeni parametrii do hustoty dostaneme

9(0,¢;0,0,1) = exp{1 (cos @ cos0 + sinfsin 0 cos(¢p — 0))} sin 6

47 sinh 1

1
= —— 0} sinf,
Trsinh(1) expq{cos 6} sin
kde 0 <O <mal<p< 27
Problém vypoctu sférické kvartilové krivky prevadime na vypocet kvantilu
marginalniho rozdéleni 6, tj.
t

2w t
[ |[ 9(6.:0,0,1)do| db = [ 2mgy(6:0,0,1)d8 = .
0 Lo 0
kde t je konstanta, ktera urcuje kvartilovou kiivku.

Hlavni problém vypoctu kvartil se tyka odvozeni konstanty ¢, kterd zavisi
na mire koncentrace k. Konkrétné pro tento pripad je kvartilova kfivka urcena
t=1.122.

Grafy a zobrazuji hustotu Fisherova rozdéleni s parametry
a = 0,8 = 0 a mirou koncentrace k = 1, kde ¢erna oblast je kvartilova kiivka
(resp. hranice bagu), modra barva odpovidd mezikvartilovému rozpéti, tj. bagu
a Cervend je zbytek.

(0] o

Obrazek 4.2: Hustota Fisherova rozdéleni proa =0, 3 =0, k=1

Konstrukce bagplotu

Existuji rtiizné zptsoby konstrukce bagplotu a algoritmy vypoctu hloubkového
medidnu, viz [Rousseeuw a kol., [1999).

Definice 7. Hloubkové umisténi ldepth(0, Z) v poloprostoru nékterych bodi
0 € R? z vicerozmérnyjch ndhodnijch dat Z = {21, 2, ..., 2.} je nejmensi pocet
z;, ktery je obsaZen v libovolném uzavreném poloprostoru s hranicni ¢drou pres 6.
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Obréazek 4.3: Tlustrace hustoty f(x; u, k) Fisherova rozdéleni ve sférické soustavé
soufadnic pro g = (0,0,1) a k = 1.

Pozndmka 8. Hloubkovy median vicerozmérnych dat Z je definovan jako hodnota
0, 0 € R? z nejvyssi Idepth(0,Z), pokud existuje jenom jedna takova 6. Jinak:

je podrobnéji popsan v [Rousseeuw a kol., [1998]

Na rozdil od teoretického zobrazeni nadhodnych velicin pomoci Fisherova
rozdéleni, pro vybérova sférickd data je obtizné zjistit hodnotu hloubkového
medianu a kvartild. Prehledny obraz skutecnych dat lze pfedstavit pomoci
bagplotu, naptiklad v prostfedi R nebo MATLAB. Ale tprava smérovych dat pro
aplikace funkce bagplot() neni jednoduché. Podrobné algoritmy vypoctu medidnu
jsou popsané v [Rousseeuw a kol.| [1998], ale zobecnéni na sféricka data uZ neni
casti teto prace.
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Kapitola 5
Zaver

Jak bylo feceno v tivodu, prace popisuje moznosti zobrazeni teoretickych
a vybérovych hodnot pro jednorozmérné a pro vicerozmérné smeérové rozdeéleni,
konkrétné von Misesovo a Fisherovo rozdéleni, pomoci riznych druhii krabicového
grafu, konkrétné pomoci obyc¢ejného krabicového grafu, smérového a casového
boxplotu a bagplotu.

Na zakladeé kapitoly 1 bylo odvozeno, ze krabicovy graf se podoba grafu hustot
teoretickych rozdéleni a obraz boxplotu je ovlivnén velikosti kvantilti, které zavisi
na parametrech rozdéleni. Pro vybérova data byly popsany dilezité pojmy, jako
vybérové kvantily, mezikvartilové rozpéti, dolni a horni mez. Velmi vazny moment
kapitoly 2 se tykal konvergence vSech vybérovych a—kvantilt z dostate¢né velkého
vybéru nezavislych nadhodnych veli¢in k teoretickym a—kvantilim. Navic bylo
zjisténo, ze vybérové kvantily maji asymptotické normalni rozdéleni s prislusnymi
parametry. V kapitole 3 jsme se seznamili smérovymi daty, jejich vlastnostmi a pro
né typickym rozdélenim, jako von Misesovo. Pritom byl odvozen blizky vztah
von Misesova a normalniho rozdéleni vcetné jejich parametri. Pro konstrukeci
smérového boxplotu jsme nalezli zptisob, jak odhadnout konstantu K tak, aby
nedoslo k prekryti dolni a horni meze, coz by mohlo poskodit obraz grafu.
Sama konstrukce smérového boxplotu od obycejného se lisi tim, ze data lezi
na jednotkovém kruhu a odvodit median, napiiklad i smérové mezikvartilové
rozpéti, téchto dat, neni tak jednoduché. Ale v této praci se nam to podafrilo.
boxplot, pomoci konvertovani casu na radian, a radidnu na cas. V posledni
kapitole jsme se podivali na vicerozmérna data a na nékteré jejich dulezité
vlastnosti, véetné Fisherova rozdéleni, jako reprezentanta tohoto druhu dat. Jako
zpusob zobrazeni vicerozmérnych dat byl zvolen bagplot a struc¢né byl popsan
postup jeho konstrukce.

Tato prace je zaméfena na rozsireni znalosti o moznosti pirehledného zobrazeni
smérovych dat pomoci rtznych druhtt boxplotu a je zakladem k pochopeni
nékterych statistickych pojmi a jejich dalsiho rozvoje. Prace obsahuje hodné
prikladi, coz ji déla srozumitelnou pro libovolného ctenéare.
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