
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikální fakulta

DIPLOMOVÁ PRÁCE

Lucie Mohelníková

Grupová souvislost graf·

Informatický ústav Univerzity Karlovy

Vedoucí diplomové práce: Mgr. Robert �ámal, Ph.D.

Studijní program: Informatika

Studijní obor: Diskrétní modely a algoritmy

Praha 2014





Na tomto míst¥ bych ráda pod¥kovala Mgr. Robertu �ámalovi, Ph.D. za
odborné vedení mé práce, za v¥novaný £as a p°edané cenné zku²enosti. Dále
bych cht¥la pod¥kovat svým nejbliº²ím za podporu p°i studiu a psaní této práce.





Prohla²uji, ºe jsem tuto diplomovou práci vypracovala samostatn¥ a výhradn¥
s pouºitím citovaných pramen·, literatury a dal²ích odborných zdroj·.

Beru na v¥domí, ºe se na moji práci vztahují práva a povinnosti vyplývající ze
zákona £. 121/2000 Sb., autorského zákona v platném zn¥ní, zejména skute£nost,
ºe Univerzita Karlova v Praze má právo na uzav°ení licen£ní smlouvy o uºití této
práce jako ²kolního díla podle �60 odst. 1 autorského zákona.

V Praze dne 14.7.2014





Název práce: Grupová souvislost graf·

Autor: Lucie Mohelníková

Katedra: Informatický ústav Univerzity Karlovy

Vedoucí diplomové práce: Mgr. Robert �ámal,Ph.D., Informatický ústav Univerzi-
ty Karlovy

Abstrakt: Zabývali jsme se grupovou souvislostí graf·, zejména pak Z2
2- a Z4-

souvislostí. Implementovali jsme v jazyce C++ test, zda je graf grupov¥ souvislý
a pomocí n¥ho hledáme grafy, které jsou grupov¥ souvislé v jedné ze zkoumaných
grup a v druhé nikoliv. Zkoumali jsme grafy, které vzniknou podrozd¥lením hran
n¥kolika speciálních graf· nap°. K4 a krychle. Hlavním p°ínosem této práce je
nalezení dvou graf·, které jsou Z4-souvislé a nejsou Z2

2-souvislé. Pomocí druhé
nezávislé implementace testu na grupovou souvislost napsané v jazyce Prolog
s vyuºitím CSP jsme ov¥°ili, ºe tyto grafy jsou Z4-souvislé. Analyticky jsme
dokázali, ºe jeden z nalezených graf· není Z2

2-souvislý.
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1. Úvod

Souvislost grafu pat°í mezi základní pojmy teorie graf·. Tento pojem je úzce
spjatý s problémem tok· v grafech a nikde-nulových tok·. W. Tutte [15] zavedl
kolem roku 1955 pojem nikde-nulový tok (v angli£tin¥ nowhere-zero �ow), který
je populárním tématem mezi kombinatoriky na celém sv¥t¥.

V 90. letech 20. století Jaeger, Linial, Payan a Tarsi [4] zavedli pojem grupová
souvislost grafu, který je zobecn¥ním klasické souvislosti. De�novali tento pojem
s pomocí p°ebytk· ve vrcholech. Motivací pro£ zkoumat grupovou souvislost je její
vztah k nikde-nulovým tok·m, nebo´ platí, ºe pro kaºdý A-souvislý graf existuje
nikde-nulový A-tok.

V £lánku [4] také formulovali otázku, zda Z2
2- a Z4-souvislost jsou ekvivalentní.

Tato otázka se stane pro na²i práci st¥ºejní. Budeme se v¥novat zkoumání grupové
Z2

2- a Z4-souvislosti n¥kolika speciálních t°íd graf·. Cílem práce je implementovat
program na testování grupové souvislosti, pomocí kterého nalezneme dva grafy,
které jsou Z4- a nejsou Z2

2-souvislé. Jejich Z4-souvislost nezávisle ov¥°íme pro-
gramem napsaným v Prologu, Z2

2-souvislost dokáºeme rozborem p°ípad·.
V prvních dvou kapitolách zavedeme pojmy tok, nikde-nulový tok a grupová

souvislost. Podíváme se také na v¥ty týkající se tok· a grupové souvislosti a
shrneme otev°ené problémy, které s danou problematikou souvisí.

Dal²í kapitola je v¥nována algoritmu pro testování grupové souvislosti, který
jsem naprogramovala v jazyce C++. Také se budeme v¥novat druhé nezávislé
implementaci téhoº problému, tentokrát v jazyce Prolog s vyuºitím technik pro-
gramování s omezujícími podmínkami (tzv. CSP).

Abychom mohli efektivn¥ testovat grafy pomocí program·, musíme stanovit
podmínky týkající se struktury takových graf·. Pomocí v¥t a tvrzení v Kapi-
tole 5 vy°adíme grafy, u kterých je z°ejmé, ºe nemohou být souvislé v ºádné ze
zkoumaných grup.

Poté uvedeme, které grafy jsme zkoumali a shrneme výsledky týkající se je-
jich souvislosti. Dokáºeme, ºe jeden z nalezených graf· není grupov¥ Z2

2-souvislý.
Pomocí druhého programu pro kontrolu ov¥°íme, ºe tento graf je Z4-souvislý.

Nakonec porovnáme doby b¥hu dvou nezávislých implementací testu na gru-
povou souvislost. Tyto implementace porovnáme v Kapitole 6.
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2. De�nice pojm· a zna£ení

Graf G = (V,E) je dán uspo°ádanou dvojicí mnoºiny vrchol· V a mnoºiny
hran E. Neup°esníme-li, bereme grafy neorientované, bez smy£ek a multihran.
Most je hrana, po jejímº odebrání se zvý²í po£et komponent grafu.

2.1 Abelovské grupy

Grupa je uspo°ádaná dvojice (G, ∗), kde G je mnoºina prvk· a ∗ binární zobrazení
spl¬ující tyto podmínky:

• ∀a, b, c ∈ G : (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) (asociativita),

• ∃0 ∈ G,∀a ∈ G : a ∗ 0 = 0 ∗ a = a (neutrální prvek vzhledem k operaci ∗),

• ∀a ∈ G,∃b ∈ G : a ∗ b = b ∗ a = 0 (jedná se o inverzní prvek a zna£íme ho
−a).

V abelovské grup¥ navíc platí komutativita: ∀a, b ∈ G : a ∗ b = b ∗ a. �ádem
grupy se nazývá mohutnost |G| její nosné mnoºiny. Cyklická grupa je taková
grupa, která m·ºe být generována jedním jediným prvkem.

V¥ta 1 ([6]). Kaºdá kone£ná abelovská grupa je izomorfní sou£inu cyklických
grup, jejichº °ád je mocnina prvo£ísla.

Z V¥ty 1 plyne, ºe existují práv¥ dv¥ grupy se £ty°mi prvky (Z2
2 a Z4).

2.2 Toky

Nech´ G je orientovaný graf a f je funkce p°i°azující hranám prvky abelovské
grupy A (f : E(G) → A). Pro vrchol v ∈ V (G) ozna£íme E−(v) mnoºinu vstup-
ních hran, podobn¥ E+(v) je mnoºina výstupních hran a de�nujeme:

f+(v) =
∑

e∈E+(v)

f(e),

f−(v) =
∑

e∈E−(v)

f(e).

Tok na orientovaném grafu G je ohodnocení v²ech hran prvky grupy a pro
v²echny vrcholy v ∈ V (G) platí f+(v) = f−(v). Této vlastnosti se °íká Kirch-
ho�·v zákon, podle analogie s prvním Kirchho�ovým zákonem týkajícím se za-
chování elektrického náboje.

P°i°azuje-li funkce f hranám celo£íselné hodnoty, pak se jedná o celo£íselný
tok. Celo£íselný k-tok grafu G je ohodnocení hran grafu funkcí f : E(G) → Z
takové, ºe |f(e)| < k pro kaºdou hranu e grafu G.

De�nice 2. Nech´ G je orientovaný graf a A je abelovská grupa (s 0 jako neu-
trálním prvkem). A-tok na G je zobrazení, kde f : E(G)→ A, které je tok.
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De�nice 3. Nech´ G = (V,E) a A,B ⊆ V a f je tok na G. Pak de�nujeme:

• f(A,B) =
∑

e=(a,b),
a∈A,b∈B

f(e),

• f+(A) = f(A,A),

• f−(A) = f(A,A),

kde A ∈ V (G) \ A.

Pozorování 4. Nech´ f je tok na n¥jaké orientaci grafu G a A ⊆ V . Pro kaºdou
mnoºinu A platí:

f+(A) = f−(A).

D·kaz. Sou£et hodnot vtékajících do vrchol· mnoºiny A:

∑
v∈A

f+(v) =
∑
v∈A,
u ∈V

f(v, u) =
∑
v∈A,
u ∈A

f(v, u) +
∑
v∈A,
u 6∈A

f(v, u) = f(A,A) + f(A,A).

Sou£et hodnot vytékajících z vrchol· mnoºiny A:

∑
v∈A

f−(v) =
∑
v∈A,
u ∈V

f(u, v) =
∑
v∈A,
u ∈A

f(u, v) +
∑
v∈A,
u 6∈A

f(u, v) = f(A,A) + f(A,A).

Z Kirchho�ova zákonu (∀v ∈ V : f+(v) = f−(v)) plyne:

f(A,A) + f(A,A) = f(A,A) + f(A,A).

2.3 Nikde-nulové toky

Nikde-nulový tok je takový tok, který nabývá na v²ech hranách hodnoty r·zné od
nuly. Mezi hlavní d·vody, pro£ zkoumat nikde-nulové toky pat°í, ºe pro rovinné
grafy platí, ºe mají nikde-nulový k-tok práv¥ tehdy, kdyº jejich duální graf má
obarvení pomocí k barev.

U£iníme n¥kolik jednoduchých pozorování. Za£neme d·sledkem Pozorování 4:

D·sledek 5. Nech´ G je graf a f je n¥jaký jeho tok:

(1) Je-li e most, pak f(e) = 0. Z toho plyne, ºe graf G nemá nikde-nulový tok.

(2) Tvo°í-li e a e′ orientovaný 2-°ez (na Obrázku 2.1), pak f(e) + f(e′) = 0.

6
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Obrázek 2.1: Orientovaný 2-°ez.

Pozorování 6. Nech´ G = (V,E) je orientovaný graf, f je tok na p°íslu²né
orientaci G a E0 je podmnoºina E(G). Vyrobíme novou orientaci grafu G tak,
ºe kaºdé hran¥ z E0 zm¥níme její orientaci. Nech´ f ′ je ohodnocení E(G) dané
p°edpisem:

f ′(e) =

{
f(e) pokud e 6∈ E0,
−f(e) pokud e ∈ E0.

Pak f ′ je tok na grafu G.

Z Pozorování 6 plyne následující lemma:

Lemma 7. Nech´ G je graf s n¥jakou orientací hran E(G). Pak graf G má nikde-
nulový k-tok na n¥jaké orientaci práv¥ tehdy, kdyº G má nikde-nulový k-tok pro
kaºdou orientaci hran E(G).

2.3.1 Vztahy mezi k-toky, Zk-toky a A-toky

Vztahy mezi nikde-nulovými k-toky, Zk-toky a A-toky na daném grafu G charak-
terizují následující v¥ty a pozorování:

V¥ta 8 (Tutte [15], 1950). Graf G má nikde-nulový k-tok ⇔ G má nikde-nulový
Zk-tok.

D·kaz. Implikace zleva doprava plyne z de�nice k-toku a Zk-toku. Je-li g k-tok,
pak g mod k je Zk-tok.

Nech´ f je nikde-nulový Zk-tok. Zade�nujeme pro kaºdý vrchol v:

b(v) =
∑

e∈E+(v)

f(e)−
∑

e∈E−(v)

f(e).

Pov²imn¥me si, ºe b(v) jsou násobky k.
Bez újmy na obecnosti zvolíme f (nikde-nulový Z-tok) takový, ºe

∑
v∈V
|b(v)| je

nejmen²í moºné mezi v²emi toky f a orientacemi G. Dostáváme dva p°ípady:

•
∑
v∈V
|b(v)| = 0, z £ehoº plyne, ºe f je nikde-nulový k-tok.
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• Nech´
∑
v∈V
|b(v)| 6= 0. Vrcholy rozd¥líme do dvou mnoºin podle toho, zda

b(v) je kladné £i záporné:

S = {v : b(v) > 0}, T = {v : b(v) < 0}.

Mnoºiny S a T jsou neprázdné, protoºe
∑
v∈V
|b(v)| > 0 a

∑
v∈V

b(v) = 0 (plyne

z de�nice).

Nech´ U jsou v²echny vrcholy, které jsou spojeny cestou s vrcholy z mnoºiny
S.

1. Pokud U ∩ T = ∅, pak:

0 <
∑
v∈U

b(v) =
∑

e∈E+(U)

f(e)−
∑

e∈E−(U)

f(e).

Ale E+(U) = ∅, coº implikuje:∑
v∈U

b(v) =
∑

e∈E+(U)

f(e)−
∑

e∈E−(U)

f(e) ≤ 0.

Dostáváme spor.

2. U ∩ T 6= ∅. Z toho plyne, ºe existuje cesta P spojující n¥jaké s ∈ S a
t ∈ T . Nyní obrátíme orientaci hran na cest¥ P a vytvo°íme tak Zk-tok
p°edpisem:

f ′(e) =

{
k − f(e) ∀e ∈ P,

f(e) ∀e 6∈ P.

Zobrazení f ′ je Zk-tok (plyne z Pozorování 6). Zade�nujeme pro kaºdé
v ∈ V :

b′(v) =
∑

e∈E+(v)

f ′(e)−
∑

e∈E−(v)

f ′(e).

V²imn¥me si, ºe pro kaºdé v ∈ V \ {s, t} platí b′(v) = b(v), b′(s) =
b(s) − k a b′(t) = b(t) + k. Z toho plyne, ºe

∑
v∈V
|b′(v)| <

∑
v∈V
|b(v)|, a

tudíº dostáváme spor s minimalitou f .

Dostáváme, ºe m·ºe nastat pouze moºnost
∑
v∈V
|b(v)| = 0, pro kterou exis-

tuje nikde-nulový Zk-tok.

Z p°edchozí v¥ty plyne toto pozorování:

Pozorování 9 (Tutte). Pokud graf G má nikde-nulový k-tok, pak G má nikde-
nulový h-tok pro kaºdé h ≥ k.

Z následující v¥ty plyne, ºe po£et nikde-nulových tok· je závislý na mohutnosti
grupy A a je dán tzv. Tutteho tokovým polynomem.

V¥ta 10 (Tutte, 1954). Pro kaºdý graf G existuje tokový polynom PG(x) takový,
ºe pro kaºdou grupu A je po£et nikde-nulových A-tok· na G roven PG(|A|).
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Jednoduchým d·sledkem p°ede²lé v¥ty je existence nikde-nulových tok· pro
grupy se stejnou mohutností:

D·sledek 11 (Tutte, 1954). Nech´ A a A′ jsou dv¥ kone£né abelovské grupy, pro
které platí |A| = |A′|. Pak graf G má nikde-nulový A-tok práv¥ tehdy, kdyº má
nikde-nulový A′-tok.

Z V¥ty 8 a D·sledku 11 plyne obdoba Pozorování 9 pro grupové toky:

D·sledek 12 (Grupová monotonie). Jestliºe G má nikde-nulový A-tok, pak G
má nikde-nulový A′-tok pro kaºdé |A′| ≥ |A|.

Z grupové monotonie plyne následující v¥ta:

V¥ta 13. (Tutte) Nech´ A je abelovská grupa °ádu k. Graf G má nikde-nulový
k-tok práv¥ tehdy, kdyº G má nikde-nulový A-tok.

2.3.2 Domn¥nky týkající se nikde-nulových tok·

Nikde-nulových tok· se týkají následující domn¥nky, které byly zformulovány
Williamem Tuttem v polovin¥ 20. století. U kaºdé domn¥nky uvádíme i její an-
glický název, pod kterým je známá v literatu°e.

Domn¥nka 14 (5-�ow conjecture, 1954). Kaºdý graf bez most· má nikde-nulový
5-tok.

Tato domn¥nka je u rovinných graf· ekvivalentní tomu, ºe v²echny rovinné
grafy jsou 5-obarvitelné, coº je snadné dokázat (viz [2]). Bylo dokázáno, ºe pokud
existuje protip°íklad k této domn¥nce, pak je to cyklicky hranov¥ 5-souvislý snark
(pozn. snark je souvislý, kubický graf bez most· s chromatickým £íslem £ty°i)
s nejkrat²ím cyklem délky alespo¬ 7.

Steinberg [11] dokázal tuto domn¥nku pro grafy vno°ené do projektivní roviny.
Jaeger v [3] dokázal, ºe kaºdý graf bez most· má nikde-nulový 8-tok. S touto

oblastí také souvisí výsledek Paula Seymoura [12], který dokázal, ºe kaºdý graf
bez most· má nikde-nulový 6-tok.

Domn¥nka 15 (4-�ow conjecture, 1966). Kaºdý graf bez most· neobsahující pod-
rozd¥lení Petersenova grafu má nikde-nulový 4-tok.

O£ekává se, ºe d·kaz této domn¥nky bude obtíºný, protoºe je to siln¥j²í tvrzení
neº V¥ta o £ty°ech barvách [1]. Pokud Domn¥nku 15 omezíme jen na kubické
grafy, dostáváme následující slab²í verzi:

Domn¥nka 16 (Edge-3-coloring conjecture, 1966). Kaºdý hranov¥ 2-souvislý ku-
bický graf, který neobsahuje podrozd¥lení Petersenova grafu, je hranov¥ 3-obarvitel-
ný.

Robertson, Seymour a Thomas [10] v roce 1997 dokázali, ºe tuto domn¥nku
sta£í dokázat pro dva speciální druhy kubických graf·, které jsou tém¥° rovinné.
Také oznámili, ºe tuto domn¥nku (Domn¥nka 16) vy°e²ili, ale dosud d·kaz nepub-
likovali.

9



Obrázek 2.2: Petersen·v graf.

Domn¥nka 17 (3-�ow conjecture). Kaºdý hranov¥ 4-souvislý graf má nikde-
nulový 3-tok.

S touto domn¥nkou souvisí v¥ta od Françoise Jaegera:

V¥ta 18. Kaºdý hranov¥ 4-souvislý graf má nikde-nulový 4-tok.

Jaeger také formuloval následující domn¥nku:

Domn¥nka 19 (The weak 3-�ow conjecture). Existuje pevné celé £íslo k takové,
ºe kaºdý hranov¥ k-souvislý graf má nikde-nulový 3-tok.

Tato domn¥nka byla Thomassenem [13] dokázána pro k = 8 a v roce 2012
vylep²ena v [8] dokonce pro k = 6.
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3. Grupová souvislost grafu

Pro graf G = (V,E) s n¥jakou jeho orientací a abelovskou grupu A, zna£í F (G,A)
mnoºinu v²ech funkcí f : E(G) → A. Pro kaºdou funkci f de�nujeme hranici
∂f : V (G)→ A jako

∂f(v) =
∑

e∈E+(v)

f(e)−
∑

e∈E−(v)

f(e),

coº intuitivn¥ znamená, ºe ∂f je velikost p°ebytku v kaºdém vrcholu v. Nech´
A∗ je mnoºina nenulových prvk· grupyA (A∗ = A \{0}), pak F ∗(G,A) ⊆ F (G,A)
obsahuje v²echny funkce f : E(G)→ A∗.

Nikde-nulový A-tok je funkce f ∈ F ∗(G,A), pro kterou platí, ºe ∂f = 0.
Zobrazení b : V (G) → A je funkce s nulovým sou£tem na grafu G, platí-li∑

x∈V
b(x) = 0.

De�nice 20. Nech´ G = (V,E) je neorientovaný graf a A je abelovská grupa.
Graf G je grupov¥ A-souvislý, pokud platí: Pro kaºdou orientaci G′ grafu G
kaºdá funkce s nulovým sou£tem b : V (G) → A je hranicí ∂f n¥jaké funkce
f ∈ F ∗(G′, A).

Z de�nice grupové souvislosti a nikde-nulového toku p°ímo plyne následující
pozorování:

Pozorování 21. Nech´ G je grupov¥ A-souvislý graf. Pak G má nikde-nulový
A-tok.

Z Pozorování 22 plyne, ºe na orientaci grafu nezáleºí.

Pozorování 22. Nech´ G je orientovaný grupov¥ A-souvislý graf a e je libovolná
hrana. Zm¥níme-li orientaci e, graf G bude i nadále grupov¥ A-souvislý.

Následující pozorování, která lze najít v [4], ukazují, ºe grupová souvislost je
siln¥j²í neº �normální� souvislost grafu.

Pozorování 23. Graf G = (V,E) je souvislý práv¥ tehdy, kdyº kaºdá funkce
s nulovým sou£tem b : V (G)→ A je hranicí ∂f n¥jaké funkce f ∈ (F,A).

D·kaz. Implikace zprava doleva plyne z de�nice.
⇒: Tento p°ípad sta£í dokázat pro graf G, který je strom. Budeme postupovat

matematickou indukcí podle po£tu vrchol· stromu:

• Pokud je G jeden vrchol, pak je pozorování triviální.

• Nech´ G′ = G − x je graf, který z G vznikne odtrhnutím vrcholu x, který
je v p·vodním grafu listem. Nech´ e je hrana spojující vrcholy y a x. Na
grafu G je de�nována funkce s nulovým sou£tem b : V (G) → A. Nech´
b′ : V (G′)→ A je funkce, která je rovna b na mnoºin¥ vrchol· V \ {x, y} a
nech´ b′(y) = b(x)+b(y). Z toho plyne, ºe b′ je funkce s nulovým sou£tem na
grafu G′. Indukcí podle velikosti stromu dostáváme, ºe existuje f ′ ∈ (G′, A)
s b′ = ∂f ′.

Za p°edpokladu, ºe e vede z y do x, poloºíme f(e) = b(x) a f(a) = f ′(a)
pro a 6= e.
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Pozorování 24. Nech´ G = (V,E) je graf a A je abelovská grupa. Pak následující
tvrzení jsou ekvivalentní:

(1) G je A-souvislý.

(2) G je souvislý a je dána n¥jaká funkce f ∈ F (G,A) taková, ºe existuje n¥jaký
A-tok daný funkcí f takový, ºe f(e) 6= f(e) pro kaºdé e ∈ E.

(3) Je dána funkce s nulovým sou£tem b : V (G)→ A a f ∈ F (G,A), pak existuje
n¥jaká funkce f ∈ F (G,A), která spl¬uje rovnost ∂f = g a f(e) 6= f(e) pro
kaºdé e ∈ E.

D·kaz. (1) ⇒ (2): Z p°edpoklad· je graf G A-souvislý. Nech´ je dána n¥jaká
funkce f ∈ F (G,A). Pak existuje g ∈ F ∗(G,A) taková, ºe ∂g = −∂f . Zade�n-
ujeme funkci f = f + g. Z toho plyne, ºe f je A-tok a je r·zný od f na v²ech
hranách.

(2)⇒ (3): Z toho, ºe G je souvislý podle Pozorování 23 plyne, ºe pro kaºdou
funkci s nulovým sou£tem b existuje g ∈ (F,A) taková, ºe b = ∂g. Z p°edpoklad·
(2) máme funkci f ∈ (G,A), která zaru£uje existenci toku f ′ ∈ F ∗(G,A) a pro
kaºdou hranu platí, ºe f ′(e) 6= f − g(e). Funkce f = g + f ′ spl¬uje podmínky
z bodu (3).

(3)⇒ (1): Vezmeme f = 0, protoºe podle de�nice A-souvislosti pot°ebujeme
funkci s nulovým sou£tem.

V Pozorování 8 ukazujeme, ºe pokud existuje k-tok, pak existuje i h-tok (∀h ≥
k). V £lánku [4] ukazují, ºe podobná vlastnost u grupové souvislosti neplatí.
Neboli, ºe graf, který je A-souvislý, nemusí být A′-souvislý, kde |A′| > |A|:

Pozorování 25. Nech´ G = (V,E) je neorientovaný graf, který obsahuje £ty°i
paralelní disjunktní cesty délky 3 (na Obrázku 3.1) vedoucí z vrcholu x do vrcholu
y. Pak G je Z5-souvislý a není Z6-souvislý.

x y

f ′ = 1

f ′ = 3

f ′ = 5

Obrázek 3.1: Graf se £ty°mi paralelními cestami.

D·kaz. Zorientujeme paralelní hrany ve sm¥ru z x do y, u ostatních hran grafu
G vybereme libovolnou orientaci. Vrcholy na paralelních disjunktních cestách
budeme nazývat vnit°ními vrcholy.

Za£neme tím, ºe dokáºeme, ºe takový graf není Z6-souvislý. De�nujeme funkci
b : V (G)→ Z6 s nulovým sou£tem:
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• b(x) = 1,

• b(y) = −1,

• b(v) = 0 pro v²ech 8 vnit°ních vrchol· v.

Nech´ f ′ : E(G) → Z6 p°i°adí liché hodnoty (1, 3 a 5) hranám kaºdé cesty mezi
vrcholy x a y. Kaºdá cesta dostane prvky 1, 3 a 5 v n¥jakém po°adí. Nyní musíme
ov¥°it, zda platí podmínka (3) z Porozování 24:

Funkce f ∈ F (G,Z6) spl¬uje podmínku na nulovou hranici na vnit°ních vr-
cholech a hodnoty jsou r·zné od hodnot ur£ených f ′ pro kaºdou hranu. Z toho
plyne, ºe na cestách mezi vrcholy x a y te£ou sudé hodnoty. Hranice b(x) = 1
znamená, ºe sou£et hodnot £ty° hran, které vytékají z x musí být 1, ale po t¥chto
hranách m·ºou téct pouze sudé hodnoty. Sou£et sudých hodnot v Z6 nem·ºe být
liché £íslo, tudíº graf G není grupov¥ Z6-souvislý.

K ov¥°ení, ºe G je Z5-souvislý vyuºijeme druhou £ást Pozorování 24. Funkce
f ′ : E(G)→ Z5 p°i°adí hranám na kaºdé cest¥ nejvý²e 3 zakázané hodnoty, neboli
vºdy alespo¬ 2 hodnoty z·stanou volné. Hodnoty toku na hranách musíme vybrat
tak, aby platilo ∂(f)(x) = ∂(f)(y) = 0. Sou£et £ty° hodnot musí být 0.

Nyní je pot°eba rozmyslet, ºe vezmeme-li libovolné £ty°i dvouprvkové mnoºi-
ny A,B,C,D ⊂ Z5, pak vºdy existují £ty°i prvky a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C a d ∈ D
takové, ºe a+b+c+d = 0. Neboli, ºe kaºdé ze £ty° hran vycházejících z x m·ºeme
p°i°adit n¥jakou hodnotu tak, ºe jejich sou£et dá dohromady nulu. Pom·ºeme si
pozorováním z [4] týkajícím se cyklických grup a sou£tu jejich podmnoºin:

Pozorování 26. Nech´ P je cyklická grupa, jejíº °ád je prvo£íslo. S je vlastní
podmnoºinou P a T je podmnoºina P obsahující alespo¬ dva prvky. Pak |S+T | >
|S|.

Z Pozorování 26 plyne, ºe velikosti mnoºin A, A+B, A+B+C, A+B+C+D
tvo°í ryze rostoucí posloupnost (dokud nedosáhnou mohutnosti 5). Z toho plyne,
ºe A+B + C +D obsahuje v²ech 5 prvk· grupy Z5 a tudíº i hodnotu 0.

3.1 Domn¥nky týkající se grupové souvislosti

Stejn¥ jako v p°ípad¥ nikde-nulových tok·, i u grupové souvislosti existují podob-
né domn¥nky. Jaegerova slabá domn¥nka o 3-toku má sv·j ekvivalent v grupové
souvislosti. V [4] je uveden d·kaz, ºe jsou tyto dv¥ domn¥nky ekvivalentní.

Domn¥nka 27. Existuje pevné celé £íslo l takové, ºe kaºdý hranov¥ l-souvislý
graf je grupov¥ Z3-souvislý.

Tutteho Domn¥nka 17 se týká hranov¥ 4-souvislých graf·. V p°ípad¥ grupové
souvislosti pot°ebujeme 5-souvislost:

Domn¥nka 28. Kaºdý hranov¥ 5-souvislý graf je grupov¥ Z3-souvislý.
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4. Algoritmus na testování grupové
souvislosti grafu

V této kapitole se budeme v¥novat analýze algoritmu, který testuje grupovou
souvislost grafu s pouºitím výpo£etní techniky. Zvolili jsme programovací jazyk
C++ vzhledem k jeho rychlosti, variabilit¥ a multiplatformní podpo°e.

4.1 Generování tok· a zakázaných hodnot

Nyní objasníme, jakým zp·sobem budeme testovat grafy, zda jsou grupov¥ sou-
vislé. Vyuºijeme druhou £ást Pozorování 24:

Graf G je A-souvislý ⇔ G je souvislý a platí: Pro v²echny f ∈ F (G,A)
existuje n¥jaký A-tok daný funkcí f takový, ºe f(e) 6= f(e) pro kaºdé e ∈ E.

Zakázanými hodnotami nazveme hodnoty p°i°azené hranám funkcí f . Vyge-
nerujeme-li v²echny m-tice (m = |V (G)|) zakázaných hodnot nad danou grupou
a ke kaºdé m-tici najdeme tok, který je na v²ech hranách r·zný od zakázaných
hodnot, dokáºeme tím, ºe graf je grupov¥ A-souvislý.

4.1.1 P°íprava grafu

Na£teme graf a uloºíme kaºdou hranu do pole hran v obou jejích orientacích.
Pole hran set°ídíme podle po£áte£ního vrcholu. Do pole vrchol· uloºíme indexy
po£átk· blok· hran pro jednotlivé vrcholy.

Pro jednoduchost budeme uvaºovat pouze souvislé grafy. U grupové souvislosti
nezáleºí na orientaci grafu, ur£íme ji po°adím vrchol· na vstupu.

Pomocí DFS nalezneme libovolnou kostru grafu.

Výroba elementárních tok·

De�nice 29. Elementární kruºnice v grafu (V,E) vzhledem ke kost°e (V,E ′) je
kruºnice v grafu (V,E ′ ∪ {e}), kde e ∈ E \ E ′.

Pro kaºdou nekosterní hranu nalezneme elementární kruºnici. Je z°ejmé, ºe
pro kaºdou nekosterní hranu taková kruºnice vºdy existuje.

Poté vytvo°íme elementární tok.

De�nice 30. Elementární tok v grafu (V,E) je tok, který je ±1 na elementární
kruºnici a 0 jinde.

Elementární tok vyrobíme tak, ºe postupn¥ (po£ínaje nekosterní hranou, která
dostane hodnotu 1) projdeme hrany elementární kruºnice a podle podmínky pro
tok kaºdou z nich odhonotíme 1 nebo −1, ostatní hrany budou mít hodnotu 0.

Aº do tohoto momentu je p°íprava grafu nezávislá na volb¥ grupy.
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4.1.2 Vygenerování tok·

S pomocí elementárních tok· vyrobíme v²echny toky, které mohou na grafu exis-
tovat. Nech´ k = |E| − |V |+ 1 je po£et elementárních tok·, který je roven po£tu
nekosterních hran grafu. Vezmeme n¥jakou posloupnost p délky k, jejíº prvky
jsou prvky grupy A. Hodnotu toku na hran¥ e spo£ítáme jako:

f =
k∑

j=0

hj(e) · pj, (4.1)

kde h je pole elementárních tok·. Násobení není obvykle v grup¥ de�nované, ale
zde násobíme jen £ísly 0, ±1, coº lze vºdy dob°e de�novat: 0 · a = 0, 1 · a = a a
−1 · a = −a.

V Kapitolách z diskrétní matematiky [9] je dokázáno (V¥ta 13.4.3: O prostoru
kruºnic), ºe charakteristické vektory elementárních kruºnic tvo°í bázi vektorového
prostoru. Analogii pro elementární toky jsme v ºádné literatu°e nena²li, tudíº ji
dokáºeme:

V¥ta 31. Kaºdý A-tok na grafu G lze jednozna£n¥ vyjád°it ve tvaru 4.1.

D·kaz. Nech´ e1, . . . , ek jsou nekosterní hrany pro n¥º platí hj(ei) = 1 ⇔ i = j
(jinak hj(ei) = 0).

Pro f ve tvaru 4.1 je pj = f(ej), odsud plyne jednozna£nost vyjád°ení.
Je-li g libovolný A-tok, volme g jako pj = f(ej) a f bu¤ dáno p°edpisem 4.1.

Pak f − g je A-tok, který je roven 0 na e1, . . . , ek, tj. v²ude mimo kostru. Tudíº
f = g.

Z po£tu elementárních tok· triviáln¥ plyne celkový po£et tok· na grafu:

Pozorování 32. Nech´ G = (V,E) je neorientovaný graf a A je abelovská grupa,
pak existuje celkem |A||E|−|V |+1 tok· na grafu G.

4.1.3 Porovnání zakázaných hodnot s hodnotami toku

Postupem popsaným v Kapitole 4.1.2 jsme vyrobili v²echny toky na grafu G
a ty uloºíme do pole. Z £ásti (2) Pozorování 24 plyne, ºe graf je grupov¥ A-
souvislý práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdou m-tici (kde m = |E|) zakázaných hodnot
existuje n¥jaký tok. Vygenerujeme tudíº v²echny m-tice f zakázaných hodnot a
hledáme první tok f , který je na v²ech hranách r·zný od hodnot f (f(e) 6= f(e)).
Nenajde-li se takový tok, který by byl na v²ech hranách r·zný, pak jsme na²li f ,
které poru²uje podmínku grupové souvislosti, a tudíº graf G nem·ºe být grupov¥
A-souvislý.

Vygenerujeme-li a zkontrolujeme v²echny moºné m-tice zakázaných hodnot a
pro kaºdou z nich existuje tok, který je na v²ech p°íslu²ných hranách r·zný, pak
je graf grupov¥ A-souvislý.

Dv¥ r·zné implementace

B¥hem psaní programu na testování grupové souvislosti vznikly dv¥ verze. První
a druhá verze programu se li²í pouze v tom, co udrºujeme v pam¥ti. V první
verzi programu vygenerujeme v²echny m-tice zakázaných hodnot a pro kaºdou
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z nich si pamatujeme, zda uº byl nalezen p°íslu²ný tok. Pak postupn¥ generujeme
toky. Kaºdý vygenerovaný tok porovnáme se v²emi m-ticemi zakázaných hodnot.
Tento p°ístup se ukázal jako nepouºitelný, nebo´ zabírá velké mnoºství pam¥ti.
Jeho pam¥´ovou sloºitost rozebereme v Kapitole 4.3.

V druhé verzi, která se ukázala jako zna£n¥ pouºiteln¥j²í, máme v pam¥ti
uloºeny v²echny vygenerované toky. Postupn¥ generujemem-tice zakázaných hod-
not a pro kaºdou takovoum-tici procházíme toky do té doby, neº najdeme takový,
který je na v²ech p°íslu²ných hranách r·zný.

Sou£ástí programu je také spo£ítání po£tum-tic zakázaných hodnot, pro které
neexistuje tok. Pokud by nás tato hodnota nezajímala, mohl by se program zas-
tavit p°i nalezení první m-tice, pro kterou neexistuje tok. U grupov¥ nesouvislých
graf· by do²lo ke zkrácení doby b¥hu programu, u souvislých by bylo pot°eba
projít v²echny m-tice zakázaných hodnot.

4.1.4 Shrnutí algoritmu

1. Na£teme graf do vhodné reprezentace.

2. Nalezneme libovolnou kostru grafu a elementární kruºnice pro nekosterní
hrany.

3. Vyrobíme elementární toky.

4. Vyrobíme v²echny toky. Pro kaºdou posloupnost prvk· grupy A délky k
s pomocí elementárních tok· vyrobíme tok.

5. Postupn¥ generujeme v²echny moºné m-tice zakázaných hodnot a hledáme
tok, který je na v²ech hranách r·zných.

6. Ur£íme, zda je graf grupov¥ souvislý £i nikoliv.

4.2 �asová sloºitost

Nyní rozepí²eme £asovou sloºitost podle jednotlivých bod· z p°edchozí kapitoly:

1. Na£tení grafu a set°íd¥ní hran: O(m · logm).

2. Nalezení kostry a elementárních kruºnic pro nekosterní hrany: O(m+m2) =
O(m2).

3. Vygenerování elementárních tok·: O(m2).

4. K vyrobení v²ech tok· na grafu je pot°eba vygenerovat v²echny posloup-
nosti délky k, kterých je O(4k) = O(4m−n). Výroba jednoho toku zabere
O(m · k) = O(m2), výroba v²ech tok· trvá O(m2 · 4m−n) = O(4m).

5. Generování v²ech m-tic zakázaných hodnot zabere O(4m). Kontrola, zda e-
xistuje tok pro danou zakázanou hodnotu, zabere nejvý²e: po£et tok· · jejich
délka ⇒ O(4m · 4m−n) = O(42m−n).

6. V pr·b¥hu výpo£tu se udrºuje kolik existuje zakázaných m-tic, pro které
neexistuje tok. Ur£ení, zda je graf A-souvislý, je tedy O(1).
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Z p°edchozího rozboru plyne, ºe £asová sloºitost je O(42m).
O£ekáváme, ºe problém je NP-úplný, ale tuto otázku jsme nezkoumali. Holyer

[5] dokázal, ºe rozpoznávání existence hranového 3-obarvení (a tedy nikde-nulové-
ho 4-toku) pro kubické grafy je NP-úplné. Proto o£ekáváme, ºe testování grupové
souvislosti je také NP-úplné.

4.3 Pam¥´ová sloºitost

V první verzi programu jsme udrºovali v pam¥ti v²echny zakázané hodnoty,
kterých je 4m = 22m. Toto °e²ení sice odpovídá £ásti (2) Pozorování 24, ale není
vhodné, nebo´ je pot°eba 4m/4m−n+1 = O(4n)-krát více pam¥ti neº v p°ípad¥,
kdy v pam¥ti drºíme v²echny toky.

Pro ilustraci: Celkem máme 4m zakázaných m-tic. Pokud bychom si pamato-
vali o kaºdé hran¥ jen 1B informace a kdybychom na kaºdý výpo£et m¥li pam¥´
16GB (16GB = 234B), pak bychom mohli drºet v pam¥ti informace nejvý²e
o 15 hranách (234 = m · 22m ⇒ m

.
= 15).

Budeme tedy drºet v pam¥ti v²echny vygenerované toky, kterých jeO(4m−n+1).
Ostatní £ásti (nap°. reprezentace grafu) jsou polynomiální.

Pro porování spo£ítáme, kolik hran mohou mít kubické grafy, budeme-li si
pamatovat v²echny toky. Tento typ graf· jsme si pro po£ítání pam¥´ové sloºitosti
nevybrali náhodou � v Kapitole 5.2 budeme zkoumat kubické grafy a grafy, které
vzniknou podrozd¥lováním jejich hran.

Kubický graf, který má celkem n vrchol·, má 3
2
n hran⇒ m · 4m−2/3m+1 = 232

⇒ m
.
= 37.

Pro kubické grafy se po£et hran grafu, který m·ºeme v první a druhé verzi
zpracovat, li²í o 22.

P°íklad

Na úplném grafu na 4 vrcholech tzv. K4 a grup¥ Z4, budeme ilustrovat, co se d¥je
v jednotlivých £ástech algoritmu.

Graf je dán tímto popisem:

po£et vrchol·: 4

po£et hran: 6

hrany: (0,1), (1,2), (0,2), (0,3), (1,3), (2,3)

0

1 2

3

0

1 2

3

Obrázek 4.1: Orientace grafu (vlevo) a kostra grafu G.
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Pomocí DFS nelezneme jeho libovolnou kostru, která je na Obrázku 4.1 zvý-
razn¥na tu£n¥.

Pro nekosterní hrany (0, 2), (0, 3) a (1, 3) najdeme elementární kruºnice (Obrá-
zek 4.2) pomocí kterých ur£íme elementární toky na hranách (Obrázek 4.3).

0

1 2

3

0

1 2

3

0

1 2

3

Obrázek 4.2: Elementární kruºnice pro hrany (0, 2), (0, 3) a (1, 3).
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Obrázek 4.3: Elementární toky.

Do tabulky zapí²eme hodnoty elementárních tok·: sloupce budou ur£ovat
hrany, °ádky elementární kruºnice. Pro ilustraci vybereme posloupnost (1, 2, 3)
(jedná se o hodnoty pj z 4.1) a spo£ítáme hodnotu toku na kaºdé hran¥. Tyto
hodnoty jsou zapsány v posledním °ádku tabulky.

(0, 1) (0, 2) (0, 3) (1, 2) (1, 3) (2, 3)
f1 −1 1 0 −1 0 0
f2 −1 0 1 −1 0 −1
f3 0 0 0 −1 1 −1
f 1 1 2 2 3 3

Tabulka 4.1: Hodnoty elementárních tok·.

S pomocí Kirchho�ova zákonu m·ºeme ov¥°it, ºe hodnoty z posledního °ádku
tabulky tvo°í tok na p°íslu²ných hranách.

Nyní vygenerujeme a zapí²eme v²echny moºné Z4-toky na grafu G a poté
vygenerujeme 46 ²estic zakázaných hodnot a zkontrolujeme, zda pro kaºdou ²estici
lze najít n¥jaký tok, který je na kaºdé hran¥ r·zný od zakázané hodnoty na této
hran¥.

4.4 Alternativní p°ístup pomocí CSP

Pro kontrolu výsledk· jsme vyuºili alternativní p°ístup pomocí CSP.
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Constraint Programming (zkrácen¥ CP) neboli programování s omezujícími
podmínkami je nástroj pro efektivní popis vztah· mezi prom¥nnými. Vztahy
jsou zapisovány pomocí podmínek. Jedná se o deklarativní p°ístup, u kterého
nedochází k p°esnému popisu algoritmu, ale k popsání toho, jak má vypadat
°e²ení. Constraint Satisfaction je proces, p°i kterém se hledá °e²ení tak, aby byly
spln¥ny v²echny podmínky. �e²ení dostaneme tehdy, pokud jsou v²echny pod-
mínky spln¥ny.

Problém spl¬ování podmínek (zkrácen¥ CSP) se skládá z kone£né mnoºiny
prom¥nných, jejich domén (kone£ná mnoºina hodnot prom¥nné) a kone£né mnoºi-
ny podmínek. Podmínka je libovolná relace nad mnoºinou prom¥nných (nap°. A 6=
B) a m·ºe být de�nována extenzionáln¥ (jako mnoºina kompatibilních n-tic) nebo
intenzionáln¥ (pomocí formulí). P°ípustné °e²ení CSP je úplné konzistentní ohod-
nocení prom¥nných, coº znamená, ºe kaºdé prom¥nné je p°i°azena hodnota z její
domény a v²echny podmínky jsou spln¥ny. Optimální °e²ení je p°ípustné °e²ení,
které minimalizuje/maximalizuje hodnotu objektivní funkce (funkce z mnoºiny
p°ípustných °e²ení do mnoºiny reálných £ísel).

Absolvování p°edm¥tu Programování s omezujícími podmínkami m¥ p°ivedlo
k my²lence napsat program na testování grupové souvislosti grafu s vyuºitím CSP.
Pomocí tohoto programu nezávisle ov¥°íme, zda zkoumané grafy jsou Z4- (resp.
Z2

2-) souvislé. V Kapitole 6 porovnáme doby b¥hu programu v C++ a v Prologu
(s vyuºitím CSP).

V této kapitole popí²eme, jak bude vypadat problém a model pro jeho °e²ení.
Jako programovací jazyk pouºijeme jazyk Prolog s knihovnou clpfd, která je
sou£ástí interpretru Sicstus Prolog. Více informací o projektu Sicstus Prolog lze
najít na http://sicstus.sics.se/.

Vyuºijeme toho, ºe úloha testování grupové souvislosti grafu, je totéº, co
hledání uspo°ádané m-tice zakázaných hodnot na hranách grafu, pro kterou ne-
existuje tok. Graf je grupov¥ A-souvislý, pokud neexistuje ºádná taková m-tice.

4.4.1 Model

Modelem rozumíme zp·sob, jak pomocí prom¥nných a vztah· mezi nimi zapsat
reálný problém.

Popí²eme model pro testování grupové Z4-souvislosti. Program lze jednodu-
²e modi�kovat pro testování Z2

2-souvislosti tím, ºe prvky této grupy zakódujeme
pomocí £ísel od 0 do 3 (nap°. bijekcí (0, 0)→ 0, (0, 1)→ 1, (1, 0)→ 2 a (1, 1)→ 3)
a na t¥ch zavedeme vlastní aritmetiku (p°. (0, 1)+ (0, 1) = (0, 0) resp. 1+1 = 0).

Budeme mít dv¥ sady prom¥nných týkajících se hran grafu G: prom¥nné pro
zakázané hodnoty a prom¥nné pro tok. Na kaºdé hran¥ musí být hodnota toku
r·zná od zakázané hodnoty. Jedná se o program testující grupovou Z4-souvislost,
proto ob¥ sady hodnot mají doménu obsahující prvky 0, 1, 2, 3.

Dále stanovíme tokovou podmínku: pro kaºdý vrchol grafu musí platit, ºe
sou£et vstupních hran je roven sou£tu hran výstupních.

Zpo£átku jsme rozd¥lili úlohu na dv¥ £ásti: v první z nich jsme generovali
v²echny m-tice zakázaných hodnot a v druhé poté testovali, zda pro kaºdou
z nich existuje tok (pomocí CSP). Tato metoda, které se °íká Generate and test,
byla funk£ní nicmén¥ velmi pomalá. Po konzultaci s profesorem Bartákem jsem
vytvo°ila proceduru search, ve které dochází k vlastnímu °e²ení vyuºívajícímu,
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jak prom¥nné a podmínky mezi nimi, tak strukturu problému.
Tato procedura je zaloºena na postupném generování zakázaných hodnot a

ov¥°ování, zda existuje tok. Na rozdíl od metody Generate and test dochází
k testování na existenci toku jiº b¥hem generování m-tice zakázaných hodnot
a ne aº po vygenerování celé m-tice.

V procedu°e search dojde k za�xování hodnoty prom¥nné pro zakázanou hod-
notu na n¥jaké hran¥ a poté se zkoumá, zda ostatní prom¥nné pro zakázané hod-
noty mají kompletní doménu. Stane-li se, ºe n¥jaké prom¥nné zmizela hodnota
z domény, pak jsme na²li kon�guraci, pro kterou nem·ºe existovat tok. Pokud
se nikdy nestane, ºe by zmizela n¥jaká hodnota z domény, potom po za�xování
v²ech hodnot otestujeme, zda existuje tok.

Pseudokód

V následujícím pseudokódu jsou vyjmenovány jednotlivé £ásti, které rozebereme.
Nejedná se o klasický pseudokód, na který jsme zvyklí, ale o popsání prologov-
ských procedur.

vykonej

{

pridej_promennouZH,

prirad_zakazanouH,

pridej_promennouTH,

seznam_vrcholu,

prirad_domenu,

projdi_vrcholy,

search,

}

Procedura pridej_promennouZH vyrobí pro kaºdou hranu zakázanou hod-
notu. V procedu°e prirad_zakazanouH dostane kaºdá zakázaná hodnota doménu.
Prvky domény jsou £ísla 0, 1, 2 nebo 3.

Po nachystání prom¥nných pro zakázané hodnoty dojde k p°íprav¥ prom¥n-
ných pro tok. V rámci procedury pridej_promennouTH (TH znamená toková hod-
nota) dojde k vytvo°ení prom¥nných pro hrany, které ur£ují hodnoty toku t¥chto
na hranách. Dále pot°ebujeme vytvo°it vrcholy a rozd¥lit hrany na tzv. vstupní
a výstupní. Hranu ve tvaru edge(V1,V2) zapo£teme pro vrchol V1 jako výstupní,
pro vrchol V2 jako vstupní. Kaºdý vrchol má dva seznamy: jeden se vstupními
hranami, druhý s výstupními. Ob¥ popsané procedury (pridej_promennouPH a
seznam_vrcholu) jsou sou£ástí procedury udelej_graf.

Procedura prirad_domenu ur£í kaºdé prom¥nné pro tok její doménu (0, 1, 2
nebo 3) a to, ºe je r·zná od zakázané hodnoty pro p°íslu²nou hranu.

V rámci projdi_vrcholy dojde k vytvo°ení vztah· mezi prom¥nnými pro hrany
a vrcholy. Pro kaºdý vrchol se se£tou prom¥nné jeho vstupních hran a prom¥nné
jeho výstupních hran. Tyto dva sou£ty se musí rovnat, aby byla zachována toková
podmínka. Zatím jsme pouze ur£ili vztahy mezi t¥mito prom¥nnými, nikoliv jejich
hodnoty. K jejich p°i°azení dojde v procedu°e search. V této procedu°e postupn¥
�xujeme hodnoty na hranách a díváme se, zda se nám nezmen²ila doména n¥k-
teré z prom¥nných. Dojde-li k tomu, ºe n¥která hodnota zmizí, pak pro tuto
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kon�guraci nem·ºe existovat tok. Funkce search vrací jako seznam jednu m-tici
zakázaných hodnot.

Abychom zjistili, zda je graf grupov¥ A-souvislý, je pot°eba v²echny výsledky
slou£it. Ke slou£ení vyuºijeme vestav¥nou funkci �ndall. Dostaneme-li po slou£ení
0 m-tic, pro které neexistuje tok, pak je graf A-souvislý. Pokud dostaneme kladné
celé £íslo, pak graf není grupov¥ A-souvislý. U tohoto programu nedostaneme
p°esný po£et pro kolik m-tic neexistuje tok, protoºe heuristiky pouºité v CSP
postupn¥ o°ezávají prostor °e²ení.

Délku b¥hu programu zm¥°íme pomocí vestav¥né funkce statistics.
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5. Grupová Z4- a Z2
2-souvislost

Cílem na²í práce je popsat vztahy mezi grupovovou Z2
2- a Z4-souvislostí z £ásti

za pomocí program· popsaných v Kapitole 4, z £ásti analyticky.
V této kapitole popí²eme jakým zp·sobem jsme postupovali p°i hledání graf·,

které budou v jedné grup¥ souvislé a v druhé nikoliv.
Podle Tutteho v¥ty (V¥ta 11) jsou z pohledu nikde-nulových tok· tyto grupy

ekvivalentní. O tom, jak to vypadá s jejich grupovou souvislostí, se dosud mnoho
nev¥d¥lo. Linial se v [4] zeptal, zda Z4-souvislost a Z2

2-souvislost jsou ekvivalentní.

 

? ?

?

Z4 Z-souvislé -souvislé

4-tok = Z4 - tok
         2

2= Z

2
2

- tok

Obrázek 5.1: Diagram vztah· Z2
2- a Z4-nikde-nulových tok· a grupové souvislosti.

Diagram na Obrázku 5.1 znázor¬uje v²echny nikde-nulové Z2
2- (resp. Z4-) toky.

Vnit°ek diagramu obsahuje mnoºinu Z2
2-souvislých graf· a mnoºinu Z4-souvislých

graf·. Tyto dv¥ mnoºiny mají neprázdný pr·nik. V rámci této práce budeme
zkoumat, zda existují souvislé grafy, pro které platí:

(1) jsou jak Z2
2-, tak Z4-souvislé,

(2) jsou pouze Z4-souvislé,

(3) jsou pouze Z2
2-souvislé,

(4) nejsou ani Z2
2-, ani Z4-souvislé, ale mají nikde-nulový Z4-tok.

Z Pozorování 21 plyne, ºe Z2
2- a Z4-souvislé grafy jsou podmnoºinou v²ech

graf·, které mají Z4-tok.
Z vý²e uvedených bod· jsme nevy°e²ili otázku £íslo (3). Primárn¥ se v¥nujeme

otázce (2), nebo´ zbývající dv¥ jsou snadné.

5.1 Podmínky pro grupovou souvislost

Na po£átku jsme stanovili n¥kolik podmínek, které musí platit, aby graf mohl být
souvislý alespo¬ v jedné ze dvou daných grup. Tyto podmínky nám m¥ly vylou£it
grafy, které nemohou být grupov¥ souvislé ani v jedné z grup. V²e nyní shrneme
za pomoci n¥kolika tvrzení. N¥která z t¥chto tvrzení platí nejen pro grupy Z2

2 a
Z4, ale pro libovolnou grupu.
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Tvrzení 33. Graf není grupov¥ A-souvislý (pro libovolné A), pokud obsahuje
most.

D·kaz. P°edstavíme si grupovou souvislost v °e£i p°i°azování zakázaných hodnot
na hranách a následném hledání tok·. Kv·li zachování tokových podmínek, musí
na mostu téct hodnota 0. Zakáºeme-li na most¥ tuto hodnotu (na volb¥ ostatních
zakázaných hodnot nezáleºí), pak nem·ºe existovat tok. Na²li jsme tudíº takovou
kon�guraci zakázaných hodnot, pro kterou neexistuje tok a graf tedy není grupov¥
A-souvislý pro libovolnou grupu.

Následující v¥ta nám °íká, ºe graf, který je hranov¥ 4-souvislý, bude souvislý
v obou grupách a mezi t¥mito grafy z°ejm¥ nenajdeme takový, který by souvislý
nebyl.

Jaeger [3] dokázal, ºe kaºdý hranov¥ 4-souvislý graf má nikde-nulový 4-tok.
V £lánku [4] tento d·kaz modi�kovali pro grupovou souvislost grafu:

V¥ta 34. Kaºdý hranov¥ 4-souvislý graf je grupov¥ A-souvislý pro kaºdou abe-
lovskou grupu A °ádu |A| ≤ 4.

V d·kazu V¥ty 34 se pouºije Nash-Williamsova [2] v¥ta. Vyuºije se toho, ºe
kaºdý hranov¥ 4-souvislý graf má dv¥ hranov¥ disjunktní kostry.

D·kaz Pozorování 25 nás inspiroval k tomu, abychom stanovili podmínku na
délky cest v grafu:

Pozorování 35. Obsahuje-li graf indukovanou cestu délky alespo¬ |A|, pak tento
graf není A-souvislý.

D·kaz. Nech´ G = (V,E) je graf obsahující cestu P délky alespo¬ |A|. Zvolíme
v²em hranám stejnou orientaci. Vybereme |A| hran cesty P a p°i°adíme jim r·zné
prvky grupy A. Zbývajícím hranám p°i°adíme libovolné prvky grupy A. Zakázali
jsme |A| prvk· na cest¥ délky alespo¬ |A|. Nezáleºí na tom, jaké zakázané hodnoty
zvolíme na ostatních hranách grafu. Na hranách cesty P pote£e stejná hodnota.
Z volby zakázaných hodnot plyne, ºe nemáme volnou hodnotu z grupy A, která
by mohla po této cest¥ téct, tudíº graf G není grupov¥ A-souvislý.

Z Pozorování 35 plyne, ºe existuje nekone£n¥ mnoho graf·, které mají nikde-
nulový Z4-tok (tedy i nikde-nulový Z2

2-tok), ale nejsou souvislé ani v jedné ze
zkoumaných grup. Tyto grafy sestrojíme tak, ºe vezmeme libovolný graf se Z4-
tokem (nap°. bipartitní kubické grafy) a vybereme hranu (p°ípadn¥ hrany), kterou
podrozd¥líme alespo¬ t°emi vrcholy.

Následující tvrzení jsme objevili aº b¥hem zkoumání graf·, ale pro p°ehlednost
jej uvádíme zde. Jeho zobecn¥ní bude uvedeno pozd¥ji.

Tvrzení 36. Existuje-li v grafu vrchol stupn¥ 3, u kterého platí, ºe hrany (na
Obrázku 5.2) s ním incidentní jsou kaºdá sou£ástí cesty délky alespo¬ 2, pak tento
graf není souvislý ani v grup¥ Z2

2, ani v grup¥ Z4.

Jinými slovy: Graf není grupov¥ A-souvislý, pokud obsahuje 3 podrozd¥lené
hrany potkávající se ve vrcholu stupn¥ 3. Kaºdá z t¥chto t°í hran je podrozd¥lená
alespo¬ jedním vrcholem.
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v0

v1

v2v3

Obrázek 5.2: Zakázaná kon�gurace.

D·kaz. Op¥t pouºijeme zakazování hodnot na hranách a hledání toku. Podíváme
se na to, jak to bude vypadat pro grupu Z4. Na cestách v0v1 a v0v2 zakáºeme
liché hodnoty (1 a 3), na cest¥ v0v3 zakáºeme sudé hodnoty (0 a 2). Po cestách
v1v0 a v2v0 tudíº p°ite£e do vrcholu v0 dvakrát sudá hodnota, kdeºto v p°ípad¥
cesty v3v0 to bude lichá hodnota. P°i jakékoliv orientaci hran dojde k tomu, ºe
u vrcholu v0 bude parita toho, co do n¥ho vtéká, r·zná od parity toho, co z n¥j
vytéká. Tudíº s danou kon�gurací zakázaných hodnot nelze vytvo°it tok, a proto
graf obsahující 3 podrozd¥lené hrany incidentní se stejným vrcholem stupn¥ 3
nem·ºe být Z4-souvislý.

Pro grupu Z2
2 je to obdobné. Na cestách v0v1 a v0v2 zakáºeme hodnoty (0, 1)

a (1, 1), na cest¥ v0v3 zakáºeme (0, 0) a (1, 0). Do vrcholu v0 po cestách v0v1, v0v2
mohou p°itéct v sou£tu pouze tyto hodnoty: (0, 0) a (1, 0). O£ekává se proto, ºe
p°íslu²ná hodnota p°ite£e do v0 i z v3, ale ob¥ tyto hodnoty jsou zakázané. Z toho
plyne, ºe takový graf nem·ºe být ani Z2

2-souvislý.

5.2 Zkoumání graf·

Na po£átku jsme stanovili, ºe chceme najít graf, který bude souvislý v jedné
z grup a nesouvislý v té zbývající. Z Tvrzení 33 a V¥ty 34 plyne, ºe má smysl
zkoumat grafy, které jsou hranov¥ 2- nebo 3-souvislé. Dále takový graf nesmí mít
indukovanou cestu délky 4 a del²í (plyne z Pozorování 35).

Za£ali jsme zkoumáním graf· pomocí programu napsaném v jazyce C++.
Program v Prologu vyuºívající CSP byl napsán aº posléze pro kontrolu výsledk·
týkajících se graf· vzniklých podrozd¥leným grafu Cube.

Vrcholy, které podrozd¥lují hranu, budeme nazývat podrozd¥lítky.

5.2.1 Podrozd¥lený graf K4

Jako první graf jsme pouºili graf K4. Vygenerujeme v²echny moºné K4 s ºádným,
jedním nebo dv¥ma podrozd¥lítky na hranách. Grafy budeme kódovat posloup-
ností ²esti £ísel, kde kaºdé £íslo znamená, kolik podrozd¥lení (ºádné, jedno nebo
dv¥) obsahuje p°íslu²ná hrana. Posloupnost podrozd¥lení na hranách nazveme P .
Na Obrázku 5.3 jsou hrany K4 a jim odpovídající indexy v posloupnosti P .
Nap°íklad K4 zakódujeme jako 000000.

Celkem existuje 36 = 729 r·zných posloupností. Abychom zbyte£n¥ neopako-
vali výpo£ty na izomorfních grafech, pouºijeme následující úvahu pro zredukování
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Obrázek 5.3: Graf K4 s indexy posloupnosti P .

mnoºství graf·, které budeme zkoumat:
Na po£átku jsou v²echny vrcholy a hrany K4 ekvivalentní. Bez újmy na obec-

nosti bude mít hrana (0, 1) nejmen²í hodnotu (ozna£me ji h(1)), její hodnoty
tudíº budou od 0 do 2. V²ichni její sousedé (hrany (1, 2), (0, 2), (0, 3) a (1, 3))
jsou ekvivalentní, tudíº vybereme jednoho z nich, který bude minimální. Nech´
je tímto sousedem hrana (1, 2), její hodnota (ozna£me ji h(2)) bude nabývat hod-
not od h(1) do 2. Kdybychom vybrali jiného souseda, m·ºeme vrcholy a hrany
grafu zpermutovat tak, aby odpovídaly grafu s minimální hranou (1, 2). Nedostali
bychom tudíº ºádné nové grafy, pouze grafy izomorfní s t¥mi, které jsme jiº vy-
generovali.

Ostatní sousedé hrany (0, 1) budou nabývat hodnot od h(2) do 2. Hrana (2, 3)
bude mít hodnoty od h(1) do 2.

Stanovili jsme podmínky pro hodnoty posloupnosti P : h(1) ≤ h(2), h(2) ≤
h(3), h(2) ≤ h(4), h(1) ≤ h(6), h(2) ≤ h(5).

Pomocí programu napsaného v jazyce Perl jsme vygenerovali 127 posloupností
(resp. graf·), pro které jsme nechali spo£ítat, zda jsou grupov¥ Z4- a Z2

2-souvislé.
V²echny tyto grafy jsou bu¤ souvislé v obou grupách nebo v obou nesouvislé.

B¥hem zkoumání K4 a graf· vzniklých vý²e popsaným zp·sobem jsme sta-
novili podmínku, ºe nesmí existovat vrchol stupn¥ 3, do kterého vedou t°i hrany
a kaºdá z nich je podrozd¥lena alespo¬ jedním vrcholem. Tuto podmínku jsme
formulovali jako Tvrzení 36, které je uvedeno na konci Kapitoly 5.1.

Také jsme formulovali následující tvrzení:

Tvrzení 37. Graf, jehoº vrcholy v1, v2 jsou stupn¥ 3 a hrana v1v2 je nepo-
drozd¥lená, není grupov¥ Z4- a Z2

2-souvislý, pokud obsahuje kon�guraci podroz-
d¥lítek jako na Obrázku 5.4.

D·kaz. D·kaz je podobný d·kazu Tvrzení 36. Podrozd¥leným hranám jdoucím
do vrcholu v1 zakáºeme vºdy sudé hodnoty, musí po nich tedy téct liché hodnoty.
Na hran¥ v1v2 tudíº pote£e sudá hodnota. Jedné z podrozd¥lených hran jdoucích
z vrcholu v2 zakáºeme liché hodnoty, druhé podrozd¥lené hran¥ zakáºeme sudé
hodnoty. Nyní máme ve vrcholu v2 dvakrát sudou a jednou lichou hodnotu. Z toho
je z°ejmé, ºe takový tok nem·ºe existovat, nebo´ je r·zná parita (nezávisle na
volb¥ orientace grafu) toho, co vtéká a co vytéká z vrcholu v2.
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Obrázek 5.4: Kon�gurace kv·li které nem·ºe být graf Z4- ani Z2
2-souvislý.

Toto tvrzení jsme pouºili u zkoumání grupové souvislosti grafu ve tvaru krych-
le. Jako jeho zobecn¥ní vzniklo posléze Tvrzení 38.

5.2.2 Podrozd¥lený graf Cube

Dal²ím grafem, který jsme zkoumali, je krychle. Tento graf budeme nazývat Cube.
Op¥t jsme vyuºili jiº popsané kódování hran. Posloupnost P má délku 12, protoºe
Cube má 12 hran. Na Obrázku 5.5 je u kaºdé hrany napsán její index v posloup-
nosti P .
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Obrázek 5.5: Cube s indexy hran v posloupnosti P .

Tentokrát jsme se z d·vodu velikosti graf· omezili pouze na ºádné nebo jedno
podrozd¥lítko na hran¥. V²ech moºných posloupností délky 12 obsahujících £ísla 0
a 1 je celkem 212 = 4096. Pomocí programu napsaném v jazyce Python s vyuºitím
matematického roz²í°ení Sage jsme dostali z kaºdé skupiny izormorfních graf·
pouze jediného zástupce. Z·stalo nám celkem 144 graf·, ze kterých jsme pomocí
programu v Perlu odstranili ty, které podle Tvrzení 36 a 37 nemohou být souvislé
ani v jedné ze zkoumaných grup.

Po provedení této selekce nám zbylo pouhých 49 graf·, které jsme nechali
otestovat programem v C++.

Mezi t¥mito grafy jsme na²li dva, které jsou Z4-souvislé a nejsou Z2
2-souvislé.

Jedná se o grafy na Obrázku 5.6 s posloupností podrozd¥lítek 000000011100 a
000000111000.
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Obrázek 5.6: Z4-souvislé a Z2
2-nesouvislé grafy.

V Kapitole 7 dokáºeme, ºe Cube s posloupností 000000011100 není grupov¥
Z2

2-souvislý.
Kv·li ov¥°ení grupové Z4-souvislosti jsem napsala program v Prologu vyuºíva-

jící CSP. Tímto programem jsme ov¥°ili, ºe graf Cube s posloupností 000000011100
(resp. 000000111000) je grupov¥ Z4- a není Z2

2-souvislý. V Kapitole 6 se podíváme
na rozdíly v rychlosti obou implementací.

5.2.3 Dal²í podmínky

Vzhledem k výsledk·m testování podrozd¥lených graf· K4 a Cube jsme objevili
dal²í podmínky týkající se vlastností graf·, které zobec¬ují Tvrzení 36.

Tvrzení 38. Vrcholy grafu G jsou rozd¥leny na disjunktní mnoºiny A, B a C
(Obrázek 5.7). Kaºdý vrchol mnoºiny C má stupe¬ 2 a jednoho souseda v A a
druhého v B. Pak tento graf není grupov¥ Z2

2- ani Z4-souvislý.

Obrázek 5.7: �ez rozd¥lující graf na dv¥ £ásti.

D·kaz. Pro spor p°edpokládejme, ºe G je grupov¥ souvislý. Z toho plyne, ºe
existuje tok pro libovolnou m-tici zakázaných hodnot na hranách grafu G.
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�ez je tvo°en k podrozd¥lenými cestami. M·ºeme p°edpokládat (Pozorování
22), ºe v²echny hrany jsou orientovány z A do C a z C do B. Prvním k − 1
cestám zakáºeme vºdy ob¥ liché hodnoty. Vynutíme tudíº, ºe na t¥chto cestách
pote£e sudá hodnota. Na k-té cest¥ zakáºeme sudé hodnoty, musí tudy téct lichá
hodnota. Zde dostáváme spor s Pozorováním 4, nebo´ f−(A) = 0 a f+(A) je liché.

V¥ta 39 (Tutte [15]). Kubický graf G má nikde-nulový 4-tok (resp. Z4-tok, resp.
Z2

2-tok) práv¥ tehdy, kdyº G je hranov¥ 3 obarvitelný.

Z Tutteho v¥ty plyne:

D·sledek 40. Nech´ G je kubický graf, který nemá nikde-nulový 4-tok, pak G
není hranov¥ 3-obarvitelný.

Z následujícího tvrzení plyne, ºe oproti mnoha jiným problém·m v této oblasti
teorie graf· nemá smysl zkoumat snarky, ani jejich podrozd¥lení:

Tvrzení 41. Snarky nejsou grupov¥ Z2
2- ani Z4-souvislé.

D·kaz. Nech´ v²echny zakázané hodnoty jsou rovny 0 (resp. (0, 0)). Z neexis-
tence nikde-nulového Z4-toku (resp. Z2

2-toku) plyne, ºe pro takovou kon�guraci
zakázaných hodnot neexistuje tok. A tudíº tento graf nem·ºe být Z2

2- ani Z4-
souvislý.

5.2.4 Dal²í zkoumané grafy

Zam¥°ili jsme se na kubické hranov¥ 3-obarvitelné grafy. Graf Cube jsou vlastn¥
dva £tverce, jehoº odpovídající vrcholy jsou spojené hranou. Vzali jsme tudíº
dva trojúhelníky a p°íslu²né vrcholy spojili hranou (tento graf budeme nazývat
Dvojtrojúhelník). Totéº jsme ud¥lali u p¥tiúhelníku (budeme jej nazývat Dvoj-
p¥tiúhelník). Oba tyto grafy jsou na Obrázku 5.8 a jejich hrany jsou barevn¥, aby
bylo z°ejmé, ºe jsou hranov¥ 3-obarvitelné.

Dal²ím zkoumaným grafem bude K3,3.

Obrázek 5.8: Dvojtrojuhelník a Dvojp¥tiúhelník.

V²echny t°i uvedené grafy (Dvojtrojúhelník, Dvojp¥tiúhelník a K3,3) jsou gru-
pov¥ Z4- i Z2

2-souvislé.
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Podrozd¥lení dvojtrojúhelníku

Kaºdou z hran Dvojtrojúhelníku jsme op¥t ozna£ili indexem v posloupnosti (viz
Obrázek 5.9), která má nyní d¥lku 9. Zpo£átku jsme zkusili nejvý²e jedno pod-
rozd¥lítko na kaºdé hran¥.
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Obrázek 5.9: Dvojtrojúhelník s indexy posloupnosti P .

Pomocí programu napsaného v C++ jsme vygenerovali v²echny takové pos-
loupnosti, kterých je celkem 29 = 512. Poté jsme kaºdý graf vzniklý aplikováním
podrozd¥lítek na p·vodní graf otestovali, zda po odebrání podrozd¥lených hran
z·stane souvislý. Díky Tvrzení 38 víme, ºe nesouvislé grafy nemohou být grupov¥
Z4- ani Z2

2-souvislé.
Po otestování souvislosti nám z 512 graf· zbylo 198, které jsme pomocí pro-

gramu v Prologu s vyuºitím CSP otestovali na grupovou Z4-souvislost. Celkem
98 graf· nebylo Z4-souvislých. Tyto grafy jsme op¥t pomocí CSP otestovali na
Z2

2-souvislost. Zjistili jsme, ºe ºádný z t¥chto graf· není Z2
2-souvislý, tudíº mezi

grafy, které vznikly maximáln¥ jedním podrozd¥lením kaºdé hrany Dvojtrojúhel-
níku, není ºádný takový, který by nebyl Z4-souvislý a byl Z2

2-souvislý.
Mezi grafy s jedním podrozd¥lítkem jsme nena²li graf, který by v jedné grup¥

byl souvislý a v druhé nikoliv. Proto jsme zkusili dogenerovat v²echny grafy,
které obsahují alespo¬ jedenkrát dv¥ podrozd¥lítka. Graf·, které obsahují 0, 1
nebo 2 podrozd¥lení, je 39 = 19 683, ale do t¥chto graf· jsou zahrnuty i grafy
s maximáln¥ jedním podrozd¥lením, kterých je 512. Proto graf·, které obsahují
na alespo¬ jedné hran¥ 2 podrozd¥lení, je celkem 39−29 = 19 171. Tyto grafy jsme
op¥t otestovali programem v C++, který nám vy°adil grafy, které podle Tvrzení
38 nebudou souvislé ani v jedné grup¥. Dostali jsme celkem 1 781 graf·, které jsme
nechali otestovat programem na testování grupové souvislosti napsaným v jazyce
C++. Program jsme modi�kovali tak, aby po£ítal grupovou Z4-souvislost a ve
chvíli, kdy najde Z4-nesouvislý graf, otestuje ho na Z2

2-souvislost.
Po otestování v²ech 1 781 graf· jsme zjistili, ºe mezi nimi není ºádný, který

by nebyl Z4- a byl Z2
2-souvislý.
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6. Srovnání CSP a C++

Na n¥kolika typech graf· porovnáme dobu b¥hu program· v C++ a v Prologu
s vyuºitím CSP. M¥°ení byla provád¥na na po£íta£i s názvem Tikam (Intel(R)
Core(TM) i7− 3770 CPU @ 3.40GHz, 8 jader, RAM: 16GB).

Pro kompilaci programu v jazyce C++ pouºíváme GNU g++ s �agem −O3
(http://gcc.gnu.org/) a pro interpretaci programu v jazyce Prolog vyuºíváme
Sicstus Prolog 4 (http://sicstus.sics.se/).

6.1 Podrozd¥lené K4

Z graf· (popsaných v Kapitole 5.2.1) vzniklých podrozd¥lením K4, jsme vybrali
náhodn¥ 24. Pro tyto grafy jsme nechali otestovat, zda jsou grupov¥ souvislé
v obou grupách. Záleºí nám pouze na dob¥ b¥hu, nikoliv na tom, zda jsou souvislé
£i nikoliv.

Z graf· na Obrázku 6.1 a 6.2 je viditelné, ºe doba b¥hu záleºí na po£tu pod-
rozd¥lení grafu K4.

Na Obrázku 6.3 a 6.4 je graf pom¥ru rychlostí obou implementací, ze kterého
je vid¥t, ºe program napsaný v jazyce C++ je tém¥° vºdy alespo¬ stokrát rychlej²í
neº program napsaný v Prologu s vyuºitím CSP.

6.2 Podrozd¥lený graf Cube

Z graf· vzniklých podrozd¥lením grafu Cube v Kapitole 5.2.2 jsme náhodn¥ vy-
brali 7. Tyto grafy jsme nechali otestovat ob¥ma programy. Z graf· na Obrázku
6.5 a 6.6 je z°ejmé, ºe op¥t závisí na mnoºství podrozd¥lítek. Tentokrát jsme
dostali, ºe program v C++ je alespo¬ t°icetkrát rychlej²í neº program napsaný
v jazyce Prolog (viz Obrázek 6.7 a 6.8).
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Obrázek 6.1: Graf závislosti doby b¥hu program· na volb¥ grafu v grup¥ Z4.
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Obrázek 6.2: Graf závislosti doby b¥hu program· na volb¥ grafu v grup¥ Z2
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Obrázek 6.3: Graf závislosti pom¥ru doby b¥hu program· v Prologu a C++ na
volb¥ grafu v grup¥ Z4.
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Obrázek 6.5: Graf závislosti doby b¥hu program· na volb¥ grafu v grup¥ Z4.
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Obrázek 6.6: Graf závislosti doby b¥hu program· na volb¥ grafu v grup¥ Z2
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Obrázek 6.7: Graf závislosti pom¥ru doby b¥hu program· v Prologu a C++ na
volb¥ grafu v grup¥ Z4.
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Obrázek 6.8: Graf závislosti pom¥ru doby b¥hu program· v Prologu a C++ na
volb¥ grafu v grup¥ Z2
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7. Cube3 není grupov¥ Z2
2-souvislý

Pomocí programu v C++ jsme na²li dva grafy (000000011100 a 000000111000),
které jsou Z4-souvislé a nejsou Z2

2-souvislé. Vybereme jeden (000000011100) z nich
a rozborem p°ípad· dokáºeme, ºe není Z2

2-souvislý. O druhém grafu by se to
dokazovalo obdobn¥.

Jedná se o graf (na Obrázku 7.1), ve tvaru krychle se t°emi podrozd¥lenými
hranami. Vrcholy ozna£íme v0 aº v10. Tento graf budeme nazývat Cube3.
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Obrázek 7.1: Graf krychle s podrozd¥lenými hranami.

Lemma 42. Graf Cube3 není grupov¥ Z2
2-souvislý.

D·kaz. Graf není grupov¥ souvislý, pokud existuje alespo¬ jedna kon�gurace za-
kázaných hodnot na hranách, pro kterou nem·ºe existovat tok. Nechali jsme
programem napsaným v C++ vypsat m-tice, pro které neexistovaly tok a z nich
jsme si jednu vybrali. Na Obrázku 7.1 vpravo je znázorn¥na jedna taková m-tice
zakázaných hodnot.

Tvrzení 43. Pro graf Cube3 s danými zakázanými hodnotami (na Obrázku 7.1)
neexistuje tok.

D·kaz. Uv¥domíme si, ºe kdyº hranu podrozd¥líme vrcholem, dostaneme cestu
se dv¥ma zakázanými hodnotami. Tudíº se zmen²í po£et moºností, jaká hodnota
toku m·ºe na této cest¥ téct.

Na po£átku si uv¥domíme, ºe na cestách v4v5 a v5v6 jsou zakázány vºdy dv¥
r·zné hodnoty. To znamená, ºe existují pouze £ty°i moºnosti, jak m·ºe na t¥chto
cestách vypadat tok. Víme-li, jak budou vypadat hodnoty toku na t¥chto dvou
cestách, pak rovnou m·ºeme ur£it, jak bude vypadat hodnota toku na hran¥
v1v5. Tuto hodnotu ur£íme tak, aby ve vrcholu v5 byl sou£et hodnot roven (0, 0).
Tabulka 7.1 ukazuje, jak mohou vypadat hodnoty na v²ech t°ech hranách. Je-li
u hrany v1v5 napsáno nelze, znamená to, ºe hodnota, která tudy m¥la téct, byla
rovna zakázané hodnot¥.

Z Tabulky 7.1 je vid¥t, ºe existují pouze dv¥ moºnosti. Kaºdou moºnost roze-
bereme zvlá²´:
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v4v5 (1, 0) (1, 0) (0, 1) (0, 1)
v5v6 (1, 1) (0, 0) (1, 1) (0, 0)
v1v5 nelze (1, 0) (1, 0) nelze

Tabulka 7.1: Moºné hodnoty pro hrany v4v5, v5v6 a v1v5.

1. Cesty v4v5 a v5v6 mají hodnoty (1, 0) a (0, 0), po hran¥ v1v5 te£e hodnota
(1, 0). Nyní ur£íme hodnotu hrany v7v6. Pro tuto hranu je zakázaná hodnota
(1, 0). Tudíº tudy m·ºou téct hodnoty (0, 1), (0, 0) a (1, 1). Víme, ºe na cest¥
v5v6 pote£e hodnota (0, 0), tudíº na hran¥ v6v2 pote£e stejná hodnota jako
na hran¥ v7v6. Proto musíme vylou£it hodnotu (1, 1), nebo´ tato hodnota
je na hran¥ v6v2 zakázaná. Tudíº existují práv¥ dv¥ moºnosti, které jsou
zachyceny na Obrázku 7.2.
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Obrázek 7.2: Grafy s 5 za�xovanými hodnotami.

Nyní rozebereme první p°ípad, kdy na hranách v6v7 a v6v2 pote£e hodnota
(0, 1):

(a) Na cest¥ v3v7 jsou zakázané hodnoty (0, 0) a (0, 1), proto tam mohou
téci pouze hodnoty (1, 0) a (1, 1). To, ºe na cest¥ v3v7 pote£e (1, 0)
znamená, ºe by na hran¥ v4v7 musela téct hodnota (1, 1), coº nelze,
nebo´ tato hodnota je tam zakázaná. Z toho plyne, ºe tam tato hodnota
nem·ºe téct.
Pote£e-li na cest¥ v3v7 hodnota (1, 1), pak po hran¥ v4v7 te£e (1, 0).
Se£teme-li hodnoty na hran¥ v4v7 a cest¥ v4v5, pak do vrcholu v4 musí
po hran¥ v0v4 p°itéct hodnota (0, 0), coº není moºné, nebo´ je tam tato
hodnota zakázaná.
Z tohoto rozboru plyne, ºe na hranách v7v6 a v6v2 nem·ºe téct hodnota
(0, 1).

(b) V tomto bod¥ rozebereme, jak to bude vypadat, kdyº na hran¥ v7v6
(resp. v6v2) pote£e hodnota (0, 0): na hran¥ v4v7 a cest¥ v7v3 dohro-
mady te£e (0, 0). Uváºíme-li zakázané hodnoty na cest¥ v7v3, pak dosp¥-
jeme k tomu, ºe tam m·ºe téct hodnota (1, 1) nebo (1, 0). V prvním
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p°ípad¥ dostaneme, ºe na hran¥ v4v7 by musela téct hodnota (1, 1),
coº nelze protoºe tato hodnota je zde zakázaná.
Bude-li hodnota toku na ceste v7v3 rovna (1, 0), pak dopo£ítáme hod-
notu na hran¥ v4v7 (bude rovna (1, 0)). Z toho, ºe hran¥ v0v4 a cest¥
v4v5 jsou p°i°azeny stejné hodnoty, plyne, ºe na hran¥ v0v4 by musela
téct hodnota (0, 0), coº není moºné, protoºe tato hodnota je zde za-
kázaná.

Z tohoto rozboru je vid¥t, ºe na hranách v6v7 a v6v2 nem·ºe téct hodnota
(0, 1) ani (0, 0).

2. Rozebereme, jak to bude vypadat, kdyº na cest¥ v4v5 pote£e (0, 1) a na
cest¥ v5v6 hodnota (1, 1). V Tabulce 7.2 jsou uvedeny ob¥ moºnosti, jak
mohou vypadat hodnoty na hranách v7v6 a v6v2. Na hran¥ v6v2 by mohla
téct je²t¥ hodnota (0, 1), ale to by vynutilo na hran¥ v6v7 hodnotu (1, 0),
která je tam zakázaná a nep°ipadá tedy v úvahu.

v6v7 (1, 1) (0, 1)
v6v2 (0, 0) (1, 0)

Tabulka 7.2: Moºné hodnoty pro hrany v6v7 a v6v2.

Na Obrázku 7.3 jsou dv¥ moºnosti, jak mohou vypadat hodnoty toku na
dosud ohodnocených p¥ti hranách.

v0

v1 v2

v3

v4

v5 v6

v7

v8

v9
v10

(0, 1)

(1, 1)
(1, 0) (0, 0)

(1, 1)

v0

v1 v2

v3

v4

v5 v6

v7

v8

v9
v10

(0, 1)

(1, 1)
(1, 0) (1, 0)

(0, 1)

Obrázek 7.3: Grafy s 5 za�xovanými hodnotami.

(a) Podíváme se na první p°ípad: hranou v6v7 (resp. v6v2) te£e hodnota
(1, 1) (resp. (0, 0)). Zam¥°íme se na cestu v7v3. Na této cest¥ mohou
téct pouze dv¥ r·zné hodnoty: (1, 0) nebo (1, 1). První z nich ((1, 0))
ur£í hodnotu hrany v4v7 jako (0, 1) a tudíº i hranu v0v4, která by
musela být (0, 0), coº nelze, nebo´ tato hodnota je tam zakázaná.
Nyní p°edpokládejme, ºe na cest¥ v7v3 pote£e hodnota (1, 1). Díky této
informaci víme, ºe na hran¥ v4v7 pote£e (0, 0) a hranou v0v4 hodnota
(0, 1).
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Vybereme hranu v0v3 a postupn¥ jí p°i°adíme tyto hodnoty: (0, 1),
(1, 0) a (1, 1). V prvním p°ípad¥ dostaneme, ºe na hran¥ v0v1 m·ºe téct
hodnota (0, 0), coº není moºné, nebo´ je tam tato hodnota zakázaná.
P°i°adíme-li hran¥ v0v3 hodnotu (1, 0), pak vynutíme na hran¥ v2v3
hodnotu (0, 1), která je tam zakázaná. Poslední moºností je hodnota
(1, 1). Nyní sice dopo£ítáme hodnotu toku na hran¥ v2v3 na hodnotu
(0, 0), která je povolená. Ale pro hranu v1v2 dostáváme hodnotu (0, 0),
která je na této hran¥ zakázaná.
Z toho plyne, ºe pro hodnotu toku (1, 1) (resp. (0, 0)) na hran¥ v6v7
(resp. v6v2) neexistuje tok na zkoumaném grafu.

(b) Na hran¥ v7v6 (resp. v6v2) m·ºe téct také hodnota (0, 1) (resp. (1, 0)).
Na cest¥ v3v7 jsou zakázané hodnoty (0, 0) a (0, 1), a proto tam m·ºe
téct hodnota (1, 0) nebo (1, 1). Se£teme-li hodnotu (1, 0) (pro cestu
v3v7) s hodnotou (0, 1) na hran¥ v6v7, pak dostaneme, ºe na hran¥
v4v7 by musela téct hodnota (1, 1), ale to nelze, nebo´ je pro tuto
hranu zakázaná.
Pokud by na cest¥ v3v7 tekla hodnota (1, 1), pak jsme schopni dopo£í-
tat hodnotu na hran¥ v4v7 (resp. v0v4): (1, 0) (resp. (1, 1)). Nyní nám
chybí ur£it pouze zbývající £ty°i hodnoty na hranách v0v1, v1v2, v2v3
a v3v0.
Vezmeme hranu v0v3 a p°i°adíme jí postupn¥ v²echny t°i moºné hod-
noty toku: (1, 0), (0, 1) a (1, 1). Je z°ejmé, ºe na této hran¥ nem·ºe téct
první ani t°etí hodnota, nebo´ u první hodnoty bude muset na hran¥
v2v3 téct hodnota (0, 1) (ale to nelze) a v druhém p°ípad¥ pote£e na
hran¥ v0v1 hodnota (0, 0), která je na této hran¥ zakázaná. Pote£e-li
na hran¥ v0v3 hodnota (0, 1), pak dopo£ítáme, ºe na hran¥ v0v1 pote£e
hodnota (1, 0). Z toho ur£íme, ºe na hran¥ v1v2 by musela téct hodnota
(0, 0), která je zde zakázaná.
Rozebrali jsme v²echny moºnosti, jak m·ºe vypadat tok, kdyº na hran¥
v6v7 (resp. v6v2) pote£e hodnota (0, 1) (resp. (1, 0)).

Rozebrali jsme v²echny moºnosti, jak mohou vypadat hodnoty toku na hra-
nách a zjistili jsme, ºe na grafu Cube3 se zakázanými hodnotami nem·ºe existovat
tok v grup¥ Z2

2.

Z Tvrzení 43 plyne, ºe existuje zakázané ohodnocení zadaného grafu, pro který
neexistuje tok. Graf tudíº není grupov¥ Z2

2-souvislý.
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8. Záv¥r

Napsala jsem program na testování grupové souvislosti graf· v jazyce C++. Po-
mocí tvrzení a v¥t jsme stanovili jednoduché nutné (neexistence mostu, omezení
na délku cesty) a posta£ující (hranová 4-souvislost) podmínky pro grupovou sou-
vislost. Vybrali jsme n¥kolik graf· (K4, Cube, Dvojtrojúhelník a jiné) a vytvo°ili
jejich podrozd¥lení. V²echny tyto grafy jsme nechali otestovat na grupovou Z2

2-
a Z4-souvislost. Mezi grafy, které vznikly podrozd¥lením Cube, jsme na²li dva
(000000011100 a 000000111000), které jsou Z4- a nejsou Z2

2-souvislé. Z4-souvislost
jsme potvrdili druhou nezávislou implementací, tentokrát v jazyce Prolog s vyu-
ºitím technik programování s omezujícími podmínkami. P°i dokazování, ºe tento
graf není Z2

2-souvislý, jsme vyuºili toho, ºe sta£í najít jednu m-tici zakázaných
hodnot a dokázat, ºe pro ni neexistuje tok. Vybrali jsme jednu z m-tic zakázaných
hodnot, pro kterou dle programu v C++ neexistuje tok a pomocí rozboru p°ípad·
dokázali, ºe pro ni ºádný tok opravdu neexistuje.

Rovn¥º jsme porovnali ob¥ nezávislé implementace a dosp¥li k záv¥ru, ºe pro-
gram v jazyce C++ je vºdy n¥kolikrát (u K4 stokrát, u Cube t°icetkrát) rychlej²í
neº program v Prologu.

Na tuto práci by se dalo navázat zkoumáním, zda existují grafy, které jsou Z2
2-

a nejsou Z4-souvislé, p°ípadn¥ dokázat, ºe ºádný takový graf neexistuje, coº by
znamenalo, ºe Z2

2-souvislé grafy jsou podmnoºinou Z4-souvislých. Také by se dalo
bez pouºití výpo£etní techniky ov¥°it, ºe dva nalezené grafy jsou Z4-souvislé.
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9. P°íloha

Na p°iloºeném CD se ve sloºce Programy nalézají programy na testování grupové
souvislosti, které vznikly b¥hem zkoumání tématu. Programy jsou rozd¥leny do
t°í sloºek � C++, Prolog a Pomocné.

9.1 C++

Program na testování grupové souvislosti je napsán v jazyce C++ a je rozd¥len
do dvou soubor· � toky.cpp a hlavi£kového souboru grupy.h.

V hlavi£kovém souboru se nachází de�nice grup (GrupaZ a GrupaN) a funkce
popisující aritmetické operace nad nimi. V rámci programu m·ºeme pouºívat
cyklické grupy Zk (k tomu slouºí t°ída GrupaZ) a jejich mocniny, tj. grupy Zl

k

(t°ída GrupaN).

9.1.1 Vstupy

Program o£ekává na vstupu jako parametr grupu, pro kterou má provést výpo£et.
V p°ípad¥ grupy Z4 je to £íslo 4, u grupy Z2

2 pouºijeme pouze £íslo 2. V p°ípad¥
pot°eby se program dá upravit tak, aby testoval grupovou souvislost pro jakouko-
liv grupu, která se dá vyjád°it jako GrupaZ £i GrupaN.

Na standardním vstupu program o£ekává graf. Na prvním °ádku jsou £ísla
n (po£et vrchol·) a m (po£et hran). Na dal²ích m °ádcích jsou dvojice vrchol·,
které zna£í, ºe mezi nimi vede hrana. Vrcholy jsou pojmenované £ísly od 0 do
n− 1.

P°íklad vstupu

7 9

0 1

1 2

0 4

4 2

0 5

5 3

1 3

2 6

6 3

9.1.2 Výstupy

Na standardním výstupu se vypí²ou dva °ádky � první z nich obsahuje po£et
neuspokojených m-tic a druhý dobu b¥hu v milisekundách. Je-li po£et neuspoko-
jených m-tic roven 0, pak to znamená, ºe graf je grupov¥ souvislý.

P°íklad

lysiii@boruvka:~/programování/diplomka$ ./gr_souv.out 4 < 001101.in
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pocet neuspokojenych m-tic: 768

doba behu: 4090

9.2 Prolog s CSP

Zdrojový kód programu je v souboru s názvem gr_souv.pl. Je interpretovatelný
Sicstus Prologem (http://sicstus.sics.se/). Vyuºívá knihovnu clpfd, která
není sou£ástí jiných interpretr· Prologu.

Program je primárn¥ ur£ený pro grupu Z4. V p°ípad¥, ºe chce uºivatel pro-
gram pouºít pro jinou grupu, musí nade�novat pravidla pro s£ítání na této grup¥
vý£tem v²ech trojic (s£ítanec, s£ítanec, sou£et). Tato pravidla se umístí do pre-
dikátu table v procedu°e secti2hodnoty. Ve zdrojovém kódu jsem uvedla tato
pravidla pro grupu Z2

2.

9.2.1 Vstupy

Na vstupu p°edpokládáme graf tohoto tvaru: [edge(V1,V2), edge(V2,V3),. . .], kde
Vi a Vj jsou koncové vrcholy hrany.

P°íklad vstupu

Vytvo°íme unární predikát pro graf � graph_name(Graph). P°íklad unárního
predikátu pro graf K4:

k_4([edge(0,1),edge(1,2),edge(2,3),edge(3,1),edge(0,2),edge(3,0)]).

Pu²t¥ní programu

Existují dv¥ moºnosti, jak pustit program li²ící se podle toho, co po programu
chceme.

1. graph_name(Graph), run_all_CSP(Graph, Time, Bag, L) � v prom¥nné
Bag na konci budeme mít v²echny m-tice zakázaných hodnot, pro které ne-
existuje tok; L je po£et zakázaných m-tic; Time zna£í dobu b¥hu programu
v milisekundách.

2. graph_name(Graph), run_�rst_CSP(Graph, Time, Sol) � výsledkem volá-
ní tohoto predikátu je první nalezená m-tice zakázaných hodnot; Time zna£í
dobu b¥hu do nalezení ur£itého °e²ení.

Výstup

Krom¥ klasického výpisu v interpretru, pouºíváme vestav¥ný predikát write k for-
mátování výpisu na standardním výstupu. Výstup je stejný jako v p°ípad¥ pro-
gramu v C++. Na prvním °ádku je po£et neuspokojených m-tic, na druhém je
doba b¥hu programu v milisekundách.
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9.3 Pomocné programy

Krom¥ jiº popsaných program· pro testování grupové souvislosti jsme napro-
gramovali dal²í drobné programy, které m¥li za cíl p°ipravit data. Ke kaºdému
z nich uvedeme v n¥kolika slovech k £emu se pouºívají, p°ípadn¥ s jakými parame-
try se pou²tí.

Programy s p°íponou pl jsou napsány v jazyce Perl.

GenK4.pl

Vytvo°í v²echny posloupnosti délky 6 (popsáno v Kapitole 5.2.1), které vyuºije ke
generování v²ech podrozd¥lení grafu K4. Poté pro kaºdou z t¥chto posloupností
vyrobí soubor s názvem obsahujícím posloupnost a .in (nap°. 000000.in). V tomto
souboru bude graf v reprezentaci, kterou jsme popsali v Kapitole 9.1.

Graph_symetries.sage

Program napsaný v jazyce Python s matematickým roz²í°ením Sage. Pro graf
Cube ur£í v²echny jeho symetrie a vypí²e seznam dvanáctic nul a jedni£ek odd¥-
lených £árkami. Kaºdá posloupnost za£íná a kon£í kulatými závorkami (p°. (0, 0,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),), na konci kaºdého °ádku je £árka. Mezi grafy, které
tímto zp·sobem dostaneme, nejsou ºádné dva vzájemn¥ izomorfní.

GenQ3.pl

Na standardním vstupu o£ekává posloupnosti délky 12 (posloupnost podrozd¥lítek
pro graf Cube, popsáno v Kapitole 5.2.2) z nichº vybere ty, které neobsahují pod-
grafy popsané v Kapitole 5.2.2 a vytvo°í z nich grafy v reprezentaci popsané
v Kapitole 9.1. Tyto grafy uloºí po jednom do souboru s názvem posloupnosti a
.in.

Posloupnosti na vstupu jsou o£ekávány jako posloupnost 0 a 1 odd¥lených
£árkami blíºe popsaná u programu Graph_symetries.sage. Na konci kaºdého °ád-
ku je £árka.

ConvertC_prolog.pl

Tento program slouºí ke zm¥n¥ reprezentace grafu z reprezentace pro program
v C++ na seznam hran pro program v jazyce Prolog. Jako parametry program
dostane jméno souboru, ve kterém je uloºený graf v reprezentaci pro C++. Dále
dostane jako parametr název soubor, ve kterém je zdrojový kód napsaný v Pro-
logu. Výsledkem je funk£ní kód v jazyce Prolog, který se dá pustit v interpretru
Sicstus Prologu. Tento kód zajistí na£tení grafu a procedur pro testování grupové
souvislosti do pam¥ti interpretru a spu²t¥ní testu na grupovou souvislost.

Gen.cpp

Program v jazyce C++, který na£te graf v podob¥ popsané v Kapitole 9.1 a
vytvo°í v²echna moºná podrozd¥lítka (0, 1 nebo 2) na hranách. Otestuje souvislost
graf· po odebrání podrozd¥lených hran. V²echny souvislé grafy uloºí do soubor·
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v reprezentaci popsané v Kapitole 9.1. Grafy nazve podle posloupnosti, ze které
byly vytvo°eny (stejn¥ jako v Kapitole 9.3).
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