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Abstrakt: Zabyvali jsme se grupovou souvislosti grafii, zejména pak Z2- a Zy-
souvislosti. Implementovali jsme v jazyce C++ test, zda je graf grupové souvisly
a pomoci ného hledame grafy, které jsou grupové souvislé v jedné ze zkoumanych
grup a v druhé nikoliv. Zkoumali jsme grafy, které vzniknou podrozdélenim hran
nékolika specidlnich grafi nap¥. K, a krychle. Hlavnim pfinosem této prace je
nalezeni dvou grafli, které jsou Zs-souvislé a nejsou Z3-souvislé. Pomoci druhé
nezavislé implementace testu na grupovou souvislost napsané v jazyce Prolog
s vyuzitim CSP jsme ovéfili, Ze tyto grafy jsou Zs-souvislé. Analyticky jsme
dokézali, Ze jeden z nalezenych grafii neni Zz2-souvisly.
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Abstract: The main topic of this thesis is the group connectivity of graphs, espe-
cially Z32- and Z,-connectivity. We implement a program in C-+--, which tests the
group connectivity and we use it to find graphs which are group connected in one
of these groups and aren’t connected in the other. We consider graphs created
by subdividing edges of specific graphs, like K, or cube. The main result of this
work is finding two graphs which are Zs-connected and aren’t Z3-connected. We
also wrote a program in Prolog using CSP to check that these two graphs are
Z4-connected. We proved analytically that one of these graphs isn’t Z3-connected.
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1. Uvod

Souvislost grafu patii mezi zakladni pojmy teorie grafii. Tento pojem je tzce
spjaty s problémem toku v grafech a nikde-nulovych toku. W. Tutte [15] zavedl
kolem roku 1955 pojem nikde-nulovy tok (v angli¢tiné nowhere-zero flow), ktery
je popularnim tématem mezi kombinatoriky na celém svété.

V 90. letech 20. stoleti Jaeger, Linial, Payan a Tarsi [4] zavedli pojem grupova
souvislost grafu, ktery je zobecnénim klasické souvislosti. Definovali tento pojem
s pomoci pfebytki ve vrcholech. Motivaci pro¢ zkoumat grupovou souvislost je jeji
vztah k nikde-nulovym tokum, nebot plati, Ze pro kazdy A-souvisly graf existuje
nikde-nulovy A-tok.

V ¢lanku [4] také formulovali otazku, zda Z32- a Z,-souvislost jsou ekvivalentni.
Tato otazka se stane pro nasi praci stézejni. Budeme se vénovat zkouméani grupové
Z3- a Zs-souvislosti nékolika specialnich t¥id grafii. Cilem prace je implementovat
program na testovani grupové souvislosti, pomoci kterého nalezneme dva grafy,
které jsou Z4- a nejsou Zs-souvislé. Jejich Zg-souvislost nezévisle ovéiime pro-
gramem napsanym v Prologu, Z3-souvislost dokazeme rozborem pifpadii.

V prvnich dvou kapitoldch zavedeme pojmy tok, nikde-nulovy tok a grupova
souvislost. Podivime se také na véty tykajici se tok a grupové souvislosti a
shrneme oteviené problémy, které s danou problematikou souvisi.

Dalsi kapitola je vénovana algoritmu pro testovani grupové souvislosti, ktery
jsem naprogramovala v jazyce C+—+. Také se budeme vénovat druhé nezévislé
implementaci téhoz problému, tentokrat v jazyce Prolog s vyuzitim technik pro-
gramovani s omezujicimi podminkami (tzv. CSP).

Abychom mohli efektivné testovat grafy pomoci programi, musime stanovit
podminky tykajici se struktury takovych grafi. Pomoci vét a tvrzeni v Kapi-
tole 5 vyfadime grafy, u kterych je zifejmé, Ze nemohou byt souvislé v zadné ze
zkoumanych grup.

Poté uvedeme, které grafy jsme zkoumali a shrneme vysledky tykajici se je-
jich souvislosti. DokaZeme, Ze jeden 7 nalezenych grafi neni grupové Z3-souvisly.
Pomoci druhého programu pro kontrolu ovérime, Ze tento graf je Z4-souvisly.

Nakonec porovname doby béhu dvou nezavislych implementaci testu na gru-
povou souvislost. Tyto implementace porovname v Kapitole 6.






2. Definice pojmu a znaceni

Graf G = (V,E) je dan uspofadanou dvojici mnoziny vrcholi V' a mnoZiny
hran E. Neupfesnime-li, bereme grafy neorientované, bez smyc¢ek a multihran.
Most je hrana, po jejimz odebrani se zvysi po¢et komponent grafu.

2.1 Abelovské grupy

Grupa je usporadana dvojice (G, %), kde G je mnozina prvki a * binarni zobrazeni
spliujici tyto podminky:

e Va,b,c € G: (axb)xc=ax(bxc) (asociativita),
e 0 € G,Va € G:ax*x0=0x%a=a (neutralni prvek vzhledem k operaci x),

e Vac G,3be G:axb=>bxa=0 (jedna se o inverzni prvek a znacime ho
—a).

V abelovské grupé navic plati komutativita: Va,b € G : axb = b* a. Rddem
grupy se nazyva mohutnost |G| jeji nosné mnoziny. Cyklickd grupa je takova
grupa, ktera mize byt generovana jednim jedinym prvkem.

Véta 1 ([6]). KaZdd koneénd abelovskd grupa je izomorfni soucinu cyklickijch
grup, jejichZ 7ad je mocnina prvocisla.

Z Véty 1 plyne, Ze existuji pravé dvé grupy se ¢tyimi prvky (Z3 a Zj).

2.2 Toky

Necht G je orientovany graf a f je funkce pfifazujici hrandm prvky abelovské
grupy A (f : E(G) — A). Pro vrchol v € V(G) oznac¢ime E~(v) mnozinu vstup-
nich hran, podobné ET(v) je mnoZina viystupnich hran a definujeme:

Tok na orientovaném grafu G je ohodnoceni vSech hran prvky grupy a pro
vSechny vrcholy v € V(G) plati f*(v) = f~(v). Této vlastnosti se iika Kirch-
hoffiv zakon, podle analogie s prvnim Kirchhoffovym zédkonem tykajicim se za-
chovani elektrického naboje.

Prirazuje-li funkce f hranadm celoc¢iselné hodnoty, pak se jedna o celociselny
tok. Celociselny k-tok grafu G je ohodnoceni hran grafu funkei f : E(G) — Z
takové, ze | f(e)| < k pro kazdou hranu e grafu G.

Definice 2. Necht G je orientovany graf a A je abelovskd grupa (s 0 jako neu-
tralnim prokem). A-tok na G je zobrazeni, kde f : E(G) — A, které je tok.



Definice 3. Necht G = (V,E) a A, B CV a f je tok na G. Pak definujeme:

e f(A,B)= > fle),
oy o

o fH(A) = f(AA),
hd f_(A) = f(z7 A)7
kde A € V(G) \ A.

Pozorovani 4. Necht f je tok na néjaké orientaci grafu G a A CV. Pro kaZdou
mnoZinu A plati:

fHA) =7 (4).

Diikaz. Soucet hodnot vtékajicich do vrcholi mnoziny A:

> )= fou) =D flou)+ D flv,u) = f(AA) + f(AA).
vEA vEA, vEA, VEA,
u €V u €A u €A

Soucet hodnot vytékajicich z vrcholi mnoziny A:
DW= flue) =) fluw)+ Y flu) = f(AA) + f(A,A).

vEA vEA, vEA, vEA,
u €V u €A u ZA

Z Kirchhoffova zakonu (Vo € V : fT(v) = f~(v)) plyne:

f(A7A) +f(A7z) - f(A7A)+f(Z7A>

2.3 Nikde-nulové toky

Nikde-nulovy tok je takovy tok, ktery nabyva na vSech hranach hodnoty rizné od
nuly. Mezi hlavni diivody, pro¢ zkoumat nikde-nulové toky patii, Ze pro rovinné
grafy plati, Ze maji nikde-nulovy k-tok pravé tehdy, kdyz jejich dudlni graf ma
obarveni pomoci k barev.

Uc¢inime nékolik jednoduchych pozorovani. Za¢neme disledkem Pozorovéni 4:

Disledek 5. Necht G je graf a [ je néjaky jeho tok:
(1) Je-li e most, pak f(e) = 0. Z toho plyne, Ze graf G nemd nikde-nulovy tok.

(2) Twvori-li e a € orientovany 2-fez (na Obrdzku 2.1), pak f(e) + f(e') = 0.



Obrézek 2.1: Orientovany 2-fez.

Pozorovani 6. Necht G = (V, E) je orientovany graf, f je tok na prislusné
orientaci G a Ey je podmnozina E(G). Vyrobime novou orientaci grafu G tak,
Ze kaZdé hrané z Ey zménime jeji orientaci. Necht f' je ohodnoceni E(G) dané
prredpisem.:

(e) = {f(e) pokud e & Ej,
—f(e) pokud e € Ey.

Pak f' je tok na grafu G.
Z Pozorovani 6 plyne néasledujici lemma:

Lemma 7. Necht G je graf s néjakou orientaci hran E(G). Pak graf G md nikde-
nulovy k-tok na néjaké orientaci prdve tehdy, kdyZ G md nikde-nulovy k-tok pro
kazdou orientaci hran E(G).

2.3.1 Vztahy mezi k-toky, Z;-toky a A-toky

Vztahy mezi nikde-nulovymi k-toky, Zi-toky a A-toky na daném grafu G charak-
terizuji nasledujici véty a pozorovani:

Véta 8 (Tutte [15], 1950). Graf G md nikde-nulovy k-tok < G md nikde-nulovy
Zk-tOk.

Diikaz. Implikace zleva doprava plyne z definice k-toku a Zg-toku. Je-li g k-tok,
pak g mod k je Zj-tok.
Necht f je nikde-nulovy Z,-tok. Zadefinujeme pro kazdy vrchol v:

bv)y= > fle)— > fle).

ecEt(v) e€E~(v)

Pov§imnéme si, ze b(v) jsou nasobky k.

Bez Gjmy na obecnosti zvolime f (nikde-nulovy Z-tok) takovy, ze > |b(v)| je
veV
nejmensi mozné mezi viemi toky f a orientacemi G. Dostavame dva piipady:

o ZV |b(v)| = 0, z ¢ehoz plyne, Ze f je nikde-nulovy k-tok.
ve



e Necht > |b(v)| # 0. Vrcholy rozdélime do dvou mnozin podle toho, zda
veV
b(v) je kladné ¢i zaporné:

S={v:bv)>0},T={v:bv) <0}

Mnoziny S a T jsou neprazdné, protoze Y [b(v)] > 0a > b(v) =0 (plyne
veV veV

z definice).

Necht U jsou vSechny vrcholy, které jsou spojeny cestou s vrcholy z mnoziny

S.
1. Pokud UNT = (, pak:

0<> bo)= > fle)— DY fle

vel e€E+(U) e€E~(U)

Ale Et(U) = 0, coz implikuje:

PBUOENDS f - > flo<o
velU ecEH(U ecE—(U)

Dostavame spor.

2. UNT # 0. Z toho plyne, ze existuje cesta P spojujici néjaké s € S a
t € T'. Nyni obratime orientaci hran na cesté P a vytvorime tak Zj-tok
predpisem:

k — f(e) Vee P,
f'le) =
f(e) Ve & P.

Zobrazeni f’ je Zj-tok (plyne z Pozorovani 6). Zadefinujeme pro kazdé

veV:
= > fle Z f'(e

e€E+(v) ecE~(v)

Vsimnéme si, Ze pro kazdé v € V' \ {s,t} plati b'(v) = b(v), V/(s) =
b(s) —k at/(t) = b(t) + k. Z toho plyne, ze > [V/(v)] < >_ [b(v)], a

veV veV
tudiz dostavame spor s minimalitou f.

Dostavame, ze muze nastat pouze moznost Y |b(v)| = 0, pro kterou exis-

veV
tuje nikde-nulovy Z-tok.

7, pitedchozi véty plyne toto pozorovani:

Pozorovani 9 (Tutte). Pokud graf G md nikde-nulovy k-tok, pak G md nikde-
nulovy h-tok pro kaZdé h > k.

Z nésledujici véty plyne, Ze pocet nikde-nulovych toki je zavisly na mohutnosti
grupy A a je dan tzv. Tutteho tokovym polynomem.

Véta 10 (Tutte, 1954). Pro kazdy graf G existuje tokovy polynom Pg(x) takovy,
Ze pro kaZdou grupu A je pocet nikde-nulovijch A-toki na G roven Pg(|A|).
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Jednoduchym disledkem predeslé véty je existence nikde-nulovych toki pro
grupy se stejnou mohutnosti:

Disledek 11 (Tutte, 1954). Necht A a A’ jsou dvé koneéné abelovské grupy, pro
které plati |A| = |A'|. Pak graf G md nikde-nulovy A-tok prdvé tehdy, kdyz md
nikde-nulovy A’-tok.

Z Véty 8 a Dusledku 11 plyne obdoba Pozorovani 9 pro grupové toky:

Disledek 12 (Grupova monotonie). Jestlize G md nikde-nulovy A-tok, pak G
md nikde-nulovy A’'-tok pro kazdé |A'| > |A|.

Z grupové monotonie plyne nasledujici véta:

Véta 13. (Tutte) Necht A je abelovskd grupa fidu k. Graf G md nikde-nulovy
k-tok prdvé tehdy, kdyZ G md nikde-nulovy A-tok.

2.3.2 Domnénky tykajici se nikde-nulovych tokiti

Nikde-nulovych toku se tykaji nasledujici domnénky, které byly zformulovany
Williamem Tuttem v poloviné 20. stoleti. U kazdé domnénky uvadime i jeji an-
glicky nazev, pod kterym je znamé v literatufe.

Domnénka 14 (5-flow conjecture, 1954). Kazdy graf bez mosti md nikde-nulovy
5-tok.

Tato domnénka je u rovinnych grafii ekvivalentni tomu, Ze vSechny rovinné
grafy jsou 5-obarvitelné, coZ je snadné dokazat (viz [2|). Bylo dokazano, Ze pokud
existuje protiptiklad k této domnénce, pak je to cyklicky hranové 5-souvisly snark
(pozn. snark je souvisly, kubicky graf bez mosti s chromatickym ¢&islem Etyfi)
s nejkratsim cyklem délky alespon 7.

Steinberg [11] dokézal tuto domnénku pro grafy vnorené do projektivni roviny.

Jaeger v [3] dokazal, Ze kazdy graf bez mosti ma nikde-nulovy 8-tok. S touto
oblasti také souvisi vysledek Paula Seymoura [12|, ktery dokazal, ze kazdy graf
bez mosti mé nikde-nulovy 6-tok.

Domnénka 15 (4-flow conjecture, 1966). KaZdy graf bez mosti neobsahujici pod-
rozdeéleni Petersenova grafu md nikde-nulovy 4-tok.

Ocekava se, ze dikaz této domnénky bude obtiZny, protoze je to silnéjsi tvrzeni
nez Véta o ¢tyfech barvach [1]. Pokud Domnénku 15 omezime jen na kubické
grafy, dostavame nasledujici slabsi verzi:

Domnénka 16 (Edge-3-coloring conjecture, 1966). Kazdy hranové 2-souvisly ku-
bicky graf, ktery neobsahuje podrozdéleni Petersenova grafu, je hranové 3-obarvitel-

ny.

Robertson, Seymour a Thomas [10] v roce 1997 dokazali, ze tuto domnénku
stac¢i dokazat pro dva specidlni druhy kubickych grafi, které jsou téméf rovinné.
Také oznamili, Ze tuto domnénku (Domnénka 16) vyftesili, ale dosud dikaz nepub-
likovali.



Obrazek 2.2: Petersentv graf.
Domnénka 17 (3-flow conjecture). KaZdy hranové 4-souvisly graf md nikde-
nulovy 3-tok.
S touto domnénkou souvisi véta od Francoise Jaegera:
Véta 18. KaZdy hranové 4-souvisly graf md nikde-nulovy 4-tok.
Jaeger také formuloval nasledujici domnénku:

Domnénka 19 (The weak 3-flow conjecture). Eristuje pevné celé ¢islo k takové,
Ze kazdy hranové k-souvisly graf md nikde-nulovy 3-tok.

Tato domnénka byla Thomassenem [13] dokédzana pro k = 8 a v roce 2012
vylepSena v [8] dokonce pro k = 6.
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3. Grupova souvislost grafu

Pro graf G = (V, E) s n&jakou jeho orientaci a abelovskou grupu A, znac¢i F(G, A)
mnozinu v8ech funkei f : E(G) — A. Pro kazdou funkci f definujeme hranici
of : V(G) — A jako

of(w)y=Y_ fley= > fle),

e€cE*(v) ecE~(v)

coZ intuitivné znamend, ze Jf je velikost pirebytku v kazdém vrcholu v. Necht
A* je mnozina nenulovych prvku grupy A (A* = A\{0}), pak F*(G,A) C F(G,A)
obsahuje vSechny funkce f : E(G) — A*.

Nikde-nulovy A-tok je funkce f € F*(G, A), pro kterou plati, ze df = 0.

Zobrazeni b : V(G) — A je funkce s nulovym souctem na grafu G, plati-li
> b(z) =0.
zeV
Definice 20. Necht G = (V, E) je neorientovany graf a A je abelovskd grupa.
Graf G je grupové A-souvisly, pokud plati: Pro kaZdou orientaci G' grafu G
kazdd funkce s nulovym souctem b : V(G) — A je hranici Of néjaké funkce
f e F*GA).

Z definice grupové souvislosti a nikde-nulového toku piimo plyne nésledujici
pozorovani:

Pozorovani 21. Necht G je grupoveé A-souvisly graf. Pak G md nikde-nulovy
A-tok.

7 Pozorovani 22 plyne, 7Ze na orientaci grafu nezalezi.

Pozorovani 22. Necht G je orientovany grupoveé A-souvisly graf a e je libovolnd
hrana. Zmeénime-li orientaci e, graf G bude i naddle grupovée A-souvisly.

Nésledujici pozorovani, ktera lze najit v [4], ukazuji, Ze grupova souvislost je
silnéjsi nez “normélni” souvislost grafu.

Pozorovani 23. Graf G = (V, E) je souvisly prdvé tehdy, kdyz kaZdd funkce
s nulovgm soucétem b : V(G) — A je hranici Of néjaké funkce f € (F, A).

Diikaz. Implikace zprava doleva plyne z definice.
=: Tento ptipad stac¢i dokazat pro graf G, ktery je strom. Budeme postupovat
matematickou indukei podle poc¢tu vrchola stromu:

e Pokud je GG jeden vrchol, pak je pozorovani trivialni.

e Necht G' = G — x je graf, ktery z G vznikne odtrhnutim vrcholu z, ktery
je v puvodnim grafu listem. Necht e je hrana spojujici vrcholy y a z. Na
grafu G je definovana funkce s nulovym souc¢tem b : V(G) — A. Necht
b V(G') — A je funkce, ktera je rovna b na mnoziné vrcholia V' \ {z,y} a
necht O'(y) = b(x)+0b(y). Z toho plyne, Ze I je funkce s nulovym sou¢tem na
grafu G'. Indukei podle velikosti stromu dostavame, ze existuje [ € (G', A)
st =0f.

Za predpokladu, 7ze e vede z y do x, polozime f(e) = b(z) a f(a) = f'(a)
pro a # e.

11



]

Pozorovani 24. Necht G = (V, E) je graf a A je abelovskd grupa. Pak ndsledujici
turzent jsou ekvivalentni:

(1) G je A-souvisly.

(2) G je souvisly a je dina néjakd funkce f_e F(G, A) takovd, Ze existuje néjaky
A-tok dany funkci f takovy, Ze f(e) # f(e) pro kazdé e € E.

(8) Je ddna funkce s nulovgim souctem b: V(G) — A a f € F(G, A), pak existuje
néjakd funkce f € F(G, A), kterd spliuje rovnost Of = g a f(e) # f(e) pro
kaZdé e € E.

Diikaz. (1) = (2): Z predpokladi je graf G A-souvisly. Necht je dana néjaka
funkce f € F(G,A). Pak existuje g € F*(G, A) takova, ze g = —0f. Zadefin-
ujeme funkci f = f 4+ ¢. Z toho plyne, ze f je A-tok a je rizny od f na vsech
hranéch.

(2) = (3): Z toho, 7e G je souvisly podle Pozorovani 23 plyne, Ze pro kazdou
funkei s nulovym souctem b existuje g € (F, A) takova, Ze b = dg. Z piedpokladu
(2) mame funkci f € (G, A), kterd zarucuje existenci toku f € F*(G, A) a pro
kazdou hranu plati, ze f'(e) # f — g(e). Funkce f = g + f’ spliiuje podminky

z bodu (3). B
(3) = (1): Vezmeme f = 0, protoze podle definice A-souvislosti potFebujeme
funkci s nulovym souctem. O]

V Pozorovani 8 ukazujeme, ze pokud existuje k-tok, pak existuje i h-tok (Vh >
k). V ¢lanku [4] ukazuji, Ze podobné vlastnost u grupové souvislosti neplati.
Neboli, 7e graf, ktery je A-souvisly, nemusi byt A’-souvisly, kde |A’| > |A]:

Pozorovani 25. Necht G = (V| E) je neorientovany graf, ktery obsahuje ctyii
paralelni disjunktni cesty délky 3 (na Obrdzku 3.1) vedouct z vrcholu x do vrcholu
y. Pak G je Zs-souvisly a neni Zg-souvisly.

=3

Obrézek 3.1: Graf se ¢tyfmi paralelnimi cestami.

Diikaz. Zorientujeme paralelni hrany ve sméru z x do y, u ostatnich hran grafu
G vybereme libovolnou orientaci. Vrcholy na paralelnich disjunktnich cestach
budeme nazyvat vnitrnimi vrcholy.

Zacneme tim, ze dokazeme, ze takovy graf neni Zg-souvisly. Definujeme funkci
b:V(G) — Zg s nulovym souctem:
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o b(z) =1,
d b(y) = _17
e b(v) = 0 pro v8ech 8 vnitinich vrchola v.

Necht f': E(G) — Zg piiradi liché hodnoty (1, 3 a 5) hranam kazdé cesty mezi
vrcholy z a y. Kazda cesta dostane prvky 1, 3 a 5 v néjakém potradi. Nyni musime
ovéfit, zda plati podminka (3) z Porozovani 24:

Funkce f € F(G,Zgs) spliiuje podminku na nulovou hranici na vnitinich vr-
cholech a hodnoty jsou rizné od hodnot uréenych f’ pro kazdou hranu. Z toho
plyne, Ze na cestach mezi vrcholy = a y tecou sudé hodnoty. Hranice b(x) = 1
znamena, ze soucet hodnot ¢ty hran, které vytékaji z  musi byt 1, ale po téchto
hranach mazou téct pouze sudé hodnoty. Soucet sudych hodnot v Zg nemize byt
liché ¢islo, tudiz graf G neni grupové Zg-souvisly.

K ovéfeni, ze G je Zs-souvisly vyuzijeme druhou ¢ast Pozorovani 24. Funkce
f': E(G) — Zs pfitadi hranam na kazdé cesté nejvyse 3 zakdzané hodnoty, neboli
vzdy alespon 2 hodnoty zlistanou volné. Hodnoty toku na hranich musime vybrat
tak, aby platilo O(f)(z) = 9(f)(y) = 0. Soucet ¢tyt hodnot musi byt 0.

Nyni je potieba rozmyslet, ze vezmeme-li libovolné ¢tyti dvouprvkové mnozi-
ny A, B,C, D C Zs, pak vidy existuji ¢tyfi prvky a € A, be B,ce Cade D
takové, ze a+b+c+d = 0. Neboli, Ze kazdé ze ¢tyt hran vychézejicich z z miizeme
pritadit néjakou hodnotu tak, Ze jejich soucet da dohromady nulu. Pomtzeme si
pozorovanim z 4] tykajicim se cyklickych grup a souc¢tu jejich podmnozin:

Pozorovani 26. Necht P je cyklickd grupa, jejiz vdd je prvocislo. S je vlastni
podmnozinou P a T je podmnoZina P obsahujici alespori dva prvky. Pak |S+T| >
|S].

7 Pozorovéani 26 plyne, Ze velikosti mnozin A, A+ B, A+ B4+C, A+ B+C+D
tvoii ryze rostouci posloupnost (dokud nedosahnou mohutnosti 5). Z toho plyne,
ze A+ B+ C + D obsahuje vsech 5 prvku grupy Zs a tudiz i hodnotu 0.

]

3.1 Domnénky tykajici se grupové souvislosti

Stejné jako v piipadé nikde-nulovych toki, i u grupové souvislosti existuji podob-
né domnénky. Jaegerova slabad domnénka o 3-toku méa sviij ekvivalent v grupové
souvislosti. V [4] je uveden diikaz, Ze jsou tyto dvé domnénky ekvivalentni.

Domnénka 27. FExistuje pevné celé cislo | takové, Ze kaZdy hranové [-souvisly
graf je grupové Zs-souvisly.

Tutteho Domnénka 17 se tyka hranové 4-souvislych grafii. V piipadé grupové
souvislosti potiebujeme 5-souvislost:

Domnénka 28. Kazdiy hranové b-souvisly graf je grupové Zsz-souvisly.
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4. Algoritmus na testovani grupové
souvislosti grafu

V této kapitole se budeme vénovat analyze algoritmu, ktery testuje grupovou
souvislost grafu s pouzitim vypocetni techniky. Zvolili jsme programovaci jazyk
C—++ vzhledem k jeho rychlosti, variabilité a multiplatformni podpofte.

4.1 Generovani toki a zakazanych hodnot

Nyni objasnime, jakym zptusobem budeme testovat grafy, zda jsou grupové sou-
vislé. Vyuzijeme druhou ¢ast Pozorovani 24:

Graf G je A-sowvislij < G je sowvislij a plati: Pro viechny f € F(G,A)
existuje néjaky A-tok dangf funkci f takovy, Ze f(e) # f(e) pro kaZdé e € E.

Zakdzangmi hodnotami nazveme hodnoty piifazené hranam funkcei f. Vyge-
nerujeme-li vSechny m-tice (m = |V(G)|) zakazanych hodnot nad danou grupou
a ke kazdé m-tici najdeme tok, ktery je na vSech hranach rizny od zakazanych
hodnot, dokdzeme tim, ze graf je grupové A-souvisly.

4.1.1 Priprava grafu

Nacteme graf a ulozime kazdou hranu do pole hran v obou jejich orientacich.
Pole hran setfidime podle pocatecniho vrcholu. Do pole vrcholu ulozime indexy
pocatku bloki hran pro jednotlivé vrcholy.

Pro jednoduchost budeme uvazovat pouze souvislé grafy. U grupové souvislosti
nezalez{ na orientaci grafu, ur¢ime ji pofadim vrcholi na vstupu.
Pomoci DFS nalezneme libovolnou kostru grafu.

Vyroba elementarnich toki

Definice 29. Elementdrni kruznice v grafu (V, E) vzhledem ke kostie (V, E') je
kruznice v grafu (V, E" U {e}), kdee € E\ F'.

Pro kazdou nekosterni hranu nalezneme elementarni kruznici. Je zfejmé, Ze
pro kazdou nekosterni hranu takova kruznice vzdy existuje.
Poté vytvorime elementarni tok.

Definice 30. Elementdrni tok v grafu (V, E) je tok, ktery je 1 na elementdrni
kruznici a 0 jinde.

Elementarni tok vyrobime tak, Ze postupné (poc¢inaje nekosterni hranou, ktera
dostane hodnotu 1) projdeme hrany elementarni kruznice a podle podminky pro
tok kazdou z nich odhonotime 1 nebo —1, ostatni hrany budou mit hodnotu 0.

A7 do tohoto momentu je piiprava grafu nezavisla na volbé grupy.
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4.1.2 Vygenerovani toku

S pomoci elementarnich toktu vyrobime vSechny toky, které mohou na grafu exis-
tovat. Necht k = |E| — |V| 4+ 1 je pocet elementarnich toki, ktery je roven poctu
nekosternich hran grafu. Vezmeme néjakou posloupnost p délky k, jejiz prvky
jsou prvky grupy A. Hodnotu toku na hrané e spocitame jako:

f=> hie) v (4.1)

Jj=0

kde h je pole elementarnich toki. Nasobeni neni obvykle v grupé definované, ale
zde nasobime jen ¢isly 0, 1, coz lze vidy dobie definovat: 0-a=0,1-a=a a
—1-a=—a.

V Kapitolach z diskrétni matematiky [9] je dokdzano (Véta 13.4.3: O prostoru
kruznic), ze charakteristické vektory elementarnich kruznic tvoii bazi vektorového
prostoru. Analogii pro elementarni toky jsme v 7Zadné literatuie nenasli, tudiz ji
dokazeme:

Véta 31. Kazdy A-tok na grafu G lze jednoznacné vyjdadiit ve tvaru 4.1.

Diikaz. Necht eq, ..., e jsou nekosterni hrany pro néz plati hj(e;) =1 < i = j
(jinak hj(e;) = 0).

Pro f ve tvaru 4.1 je p; = f(e;), odsud plyne jednozna¢nost vyjadieni.

Je-li g libovolny A-tok, volme ¢ jako p; = f(e;) a f bud dano predpisem 4.1.
Pak f — g je A-tok, ktery je roven 0 na ey, ..., e, tj. vSude mimo kostru. Tudiz
f=uy. O

Z poc¢tu elementarnich toki trivialné plyne celkovy pocet toki na grafu:

Pozorovani 32. Necht G = (V, E) je neorientovany graf a A je abelovskd grupa,
pak ezistuje celkem |A|F1=VI+1 toki na grafu G.

4.1.3 Porovnani zakadzanych hodnot s hodnotami toku

Postupem popsanym v Kapitole 4.1.2 jsme vyrobili v8echny toky na grafu G
a ty ulozime do pole. Z ¢asti (2) Pozorovani 24 plyne, Ze graf je grupové A-
souvisly pravé tehdy, kdyz pro kazdou m-tici (kde m = |E|) zakdzanych hodnot
existuje néjaky tok. Vygenerujeme tudiz viechny m-tice f zakazanych hodnot a
hledame prvni tok f, ktery je na viech hranach rizny od hodnot f (f(e) # f(e)).
Nenajde-li se takovy tok, ktery by byl na vsech hranach rizny, pak jsme nagli f,
které porusuje podminku grupové souvislosti, a tudiz grat G nemiize byt grupové
A-souvisly.

Vygenerujeme-li a zkontrolujeme vSechny mozné m-tice zakazanych hodnot a
pro kazdou z nich existuje tok, ktery je na vSech pftislusnych hranach rizny, pak

je graf grupové A-souvisly.

Dvé riizné implementace

Béhem psani programu na testovani grupové souvislosti vznikly dvé verze. Prvni
a druh& verze programu se lisi pouze v tom, co udrzujeme v paméti. V prvni
verzi programu vygenerujeme vSechny m-tice zakazanych hodnot a pro kazdou
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z nich si pamatujeme, zda uz byl nalezen piislusny tok. Pak postupné generujeme
toky. Kazdy vygenerovany tok porovnédme se vSemi m-ticemi zakdzanych hodnot.
Tento pristup se ukézal jako nepouzitelny, nebot zabira velké mnozstvi paméti.
Jeho pamétovou slozitost rozebereme v Kapitole 4.3.

V druhé¢ verzi, kterd se ukazala jako znac¢né pouzitelnéjsi, mame v paméti
uloZeny vSechny vygenerované toky. Postupné generujeme m-tice zakazanych hod-
not a pro kazdou takovou m-tici prochézime toky do té doby, nez najdeme takovy,
ktery je na vSech ptislusnych hranach razny.

Soucasti programu je také spoc¢itani po¢tu m-tic zakdzanych hodnot, pro které
neexistuje tok. Pokud by nas tato hodnota nezajimala, mohl by se program zas-
tavit pii nalezeni prvni m-tice, pro kterou neexistuje tok. U grupové nesouvislych
grafi by doslo ke zkraceni doby béhu programu, u souvislych by bylo potieba
projit vSechny m-tice zakazanych hodnot.

4.1.4 Shrnuti algoritmu

1. Nacteme graf do vhodné reprezentace.

2. Nalezneme libovolnou kostru grafu a elementérni kruznice pro nekosterni
hrany.

3. Vyrobime elementarni toky.

4. Vyrobime v8echny toky. Pro kazdou posloupnost prvku grupy A délky k
s pomoci elementarnich toki vyrobime tok.

5. Postupné generujeme vSechny mozné m-tice zakdzanych hodnot a hledame
tok, ktery je na vSech hranach riznych.

6. Urc¢ime, zda je graf grupové souvisly ¢ nikoliv.

4.2 Casova slozitost

Nyni rozepiSseme c¢asovou slozitost podle jednotlivych bodu z predchozi kapitoly:
1. Nacteni grafu a setfidéni hran: O(m - logm).

2. Nalezenf kostry a elementarnich kruznic pro nekosterni hrany: O(m+m?) =
O(m?).

3. Vygenerovani elementarnich tokii: O(m?).

4. K vyrobeni vSech tokii na grafu je potfeba vygenerovat vSechny posloup-
nosti délky k, kterych je O(4%) = O(4™~"). Vyroba jednoho toku zabere
O(m - k) = O(m?), vyroba vSech tokt trva O(m? - 4™~") = O(4™).

5. Generovani vSech m-tic zakdzanych hodnot zabere O(4™). Kontrola, zda e-
xistuje tok pro danou zakdzanou hodnotu, zabere nejvyse: pocet toki - jejich
délka = O(4™ - 4m=") = O(4*m— ).

6. V prubéhu vypoctu se udrzuje kolik existuje zakédzanych m-tic, pro které
neexistuje tok. Urceni, zda je graf A-souvisly, je tedy O(1).
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Z predchoziho rozboru plyne, Ze ¢asova slozitost je O(4*™).

Ocekavame, ze problém je NP-uplny, ale tuto otazku jsme nezkoumali. Holyer
[5] dokézal, ze rozpoznavani existence hranového 3-obarveni (a tedy nikde-nulové-
ho 4-toku) pro kubické grafy je NP-tiplné. Proto ofekavame, Ze testovani grupové
souvislosti je také NP-tplné.

4.3 Pamétova slozitost

V prvni verzi programu jsme udrzovali v paméti vSechny zakidzané hodnoty,
kterych je 4™ = 22™. Toto Feseni sice odpovida ¢asti (2) Pozorovani 24, ale neni
vhodné, nebot je potieba 4™ /4™l = O(4™)-krat vice paméti nez v piipadé,
kdy v paméti drzime vSechny toky.

Pro ilustraci: Celkem mame 4™ zakazanych m-tic. Pokud bychom si pamato-
vali 0 kazdé hrané jen 1 B informace a kdybychom na kazdy vypocet méli pamét
16 GB (16GB = 23* B), pak bychom mohli drZet v paméti informace nejvyse
o 15 hranach (23* = m - 2™ = m = 15).

Budeme tedy drzet v paméti viechny vygenerované toky, kterych je O (4™~ F1).
Ostatni ¢asti (napf. reprezentace grafu) jsou polynomialni.

Pro porovani spocitame, kolik hran mohou mit kubické grafy, budeme-li si
pamatovat vSechny toky. Tento typ grafti jsme si pro pocitani pamétové slozitosti
nevybrali ndhodou — v Kapitole 5.2 budeme zkoumat kubické grafy a grafy, které
vzniknou podrozdélovanim jejich hran.

Kubicky graf, ktery ma celkem n vrcholii, ma 2n hran = m - 4m=2/3m+1 = 232
= m = 37.

Pro kubické grafy se pocet hran grafu, ktery mizeme v prvni a druhé verzi
zpracovat, lisi o 22.

Priklad

Na tplném grafu na 4 vrcholech tzv. K4 a grupé Z,, budeme ilustrovat, co se déje
v jednotlivych castech algoritmu.
Graf je dan timto popisem:

polet vrchold: 4
polet hran: 6
hrany: (0,1), (1,2), (0,2), (0,3), (1,3), (2,3)

1 2 1 2

Obrazek 4.1: Orientace grafu (vlevo) a kostra grafu G.
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Pomoci DFS nelezneme jeho libovolnou kostru, ktera je na Obrazku 4.1 zvy-
raznéna tucné.

Pro nekosterni hrany (0, 2), (0,3) a (1, 3) najdeme elementarni kruznice (Obra-
zek 4.2) pomoci kterych urc¢ime elementarni toky na hranach (Obréazek 4.3).

0 0

Obréazek 4.2: Elementarni kruznice pro hrany (0, 2), (0,3) a (1, 3).

0 0 0
—lf fl l‘i ‘
1 - 2 1 - 2 1 - 2

Obrazek 4.3: Elementéarni toky.

Do tabulky zapiSeme hodnoty elementarnich toki: sloupce budou urcovat
hrany, fadky elementarni kruznice. Pro ilustraci vybereme posloupnost (1,2,3)
(jedna se o hodnoty p; z 4.1) a spoc¢itame hodnotu toku na kazdé hrané. Tyto
hodnoty jsou zapsany v poslednim radku tabulky.

0.1 (02 (03 (1,2 13 (23)
il -1 1 0 -1 0 0
fol -1 0 1 -1 0 -1
fs| 0 0 o -1 1 -1
fl1 1 2 2 3 3

Tabulka 4.1: Hodnoty elementarnich toku.

S pomoci Kirchhoffova zdkonu miizeme ovéfit, ze hodnoty z posledniho fadku
tabulky tvoii tok na prislusnych hranach.

Nyni vygenerujeme a zapiSeme vSechny mozné Z,-toky na grafu G a poté
vygenerujeme 4° Sestic zakdzanych hodnot a zkontrolujeme, zda pro kazdou Sestici
lze najit néjaky tok, ktery je na kazdé hrané riizny od zakdzané hodnoty na této
hrané.

4.4 Alternativni pristup pomoci CSP

Pro kontrolu vysledku jsme vyuzili alternativni pi¥istup pomoci CSP.
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Constraint Programming (zkracené CP) neboli programovani s omezujicimi
podminkami je nastroj pro efektivni popis vztahi mezi proménnymi. Vztahy
jsou zapisovany pomoci podminek. Jedna se o deklarativni piistup, u kterého
nedochazi k presnému popisu algoritmu, ale k popsani toho, jak ma vypadat
reSeni. Constraint Satisfaction je proces, pii kterém se hleda feSeni tak, aby byly
splnény vsechny podminky. Regeni dostaneme tehdy, pokud jsou vSechny pod-
minky splnény.

Problém spliiovani podminek (zkracené CSP) se sklada z konetné mnoziny
proménnych, jejich domeén (kone¢na mnozina hodnot proménné) a koneéné mnozi-
ny podminek. Podminka je libovolna relace nad mnozinou proménnych (napt. A #
B) a muze byt definovana extenzionalné (jako mnozina kompatibilnich n-tic) nebo
intenzionalné (pomoci formuli). Pripustné Feseni CSP je tiplné konzistentni ohod-
noceni proménnych, coz znamené, Ze kazdé proménné je pfifazena hodnota z jeji
domény a vSechny podminky jsou splnény. Optimdlni resent je pripustné feseni,
které minimalizuje/maximalizuje hodnotu objektivni funkce (funkce z mnoziny
piipustnych Feseni do mnoziny realnych ¢isel).

Absolvovani pfedmétu Programovani s omezujicimi podminkami mé piivedlo
k myslence napsat program na testovani grupové souvislosti grafu s vyuzitim CSP.
Pomoci tohoto programu nezavisle ovéiime, zda zkoumané grafy jsou Z4- (resp.
Z3-) souvislé. V Kapitole 6 porovname doby béhu programu v C++ a v Prologu
(s vyuzitim CSP).

V této kapitole popiseme, jak bude vypadat problém a model pro jeho feseni.
Jako programovaci jazyk pouzijeme jazyk Prolog s knihovnou clpfd, ktera je
souc¢ésti interpretru Sicstus Prolog. Vice informaci o projektu Sicstus Prolog lze
najit na http://sicstus.sics.se/.

Vyuzijeme toho, 7e tloha testovani grupové souvislosti grafu, je totéz, co
hledani uspoiddané m-tice zakdzanych hodnot na hranach grafu, pro kterou ne-
existuje tok. Graf je grupové A-souvisly, pokud neexistuje zadné takova m-tice.

4.4.1 Model

Modelem rozumime zpusob, jak pomoci proménnych a vztahi mezi nimi zapsat
realny problém.

Popiseme model pro testovani grupové Z,-souvislosti. Program lze jednodu-
Se modifikovat pro testovani Zz3-souvislosti tim, Ze prvky této grupy zakodujeme
pomoci ¢isel od 0 do 3 (napf. bijekei (0,0) — 0, (0,1) — 1, (1,0) — 2a (1,1) — 3)
a na téch zavedeme vlastni aritmetiku (pf. (0,1)+ (0,1) = (0,0) resp. 1 +1 = 0).

Budeme mit dvé sady proménnych tykajicich se hran grafu G: proménné pro
zakdzané hodnoty a proménné pro tok. Na kazdé hrané musi byt hodnota toku
rizna od zakdzané hodnoty. Jedna se o program testujici grupovou Z,-souvislost,
proto obé sady hodnot maji doménu obsahujici prvky 0,1, 2, 3.

Déle stanovime tokovou podminku: pro kazdy vrchol grafu musi platit, zZe
soucet vstupnich hran je roven souc¢tu hran vystupnich.

Zpocatku jsme rozdélili ilohu na dvé ¢asti: v prvni z nich jsme generovali
vSechny m-tice zakdzanych hodnot a v druhé poté testovali, zda pro kazdou
z nich existuje tok (pomoci CSP). Tato metoda, které se ¥ika Generate and test,
byla funkéni nicméné velmi pomala. Po konzultaci s profesorem Bartdkem jsem
vytvorila proceduru search, ve které dochéazi k vlastnimu feSeni vyuzivajicimu,
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jak proménné a podminky mezi nimi, tak strukturu problému.

Tato procedura je zalozena na postupném generovani zakazanych hodnot a
ovérovani, zda existuje tok. Na rozdil od metody Generate and test dochazi
k testovani na existenci toku jiz béhem generovani m-tice zakdzanych hodnot
a ne az po vygenerovani celé m-tice.

V procedute search dojde k zafixovani hodnoty proménné pro zakdzanou hod-
notu na néjaké hrané a poté se zkouma, zda ostatni proménné pro zakazané hod-
noty maji kompletni doménu. Stane-li se, Ze néjaké proménné zmizela hodnota
z domény, pak jsme nasli konfiguraci, pro kterou nemuze existovat tok. Pokud
se nikdy nestane, ze by zmizela néjakd hodnota z domény, potom po zafixovani
vSech hodnot otestujeme, zda existuje tok.

Pseudokéd

V néasledujicim pseudokodu jsou vyjmenovany jednotlivé ¢asti, které rozebereme.
Nejedna se o klasicky pseudokdéd, na ktery jsme zvykli, ale o popsani prologov-
skych procedur.

vykonej

{
pridej_promennouZH,
prirad_zakazanouH,
pridej_promennouTH,
seznam_vrcholu,
prirad_domenu,
projdi_vrcholy,
search,

Procedura pridej promennouZH vyrobi pro kazdou hranu zakizanou hod-
notu. V proceduie prirad_ zakazanouH dostane kazdé zakizana hodnota doménu.
Prvky domény jsou ¢isla 0, 1, 2 nebo 3.

Po nachystani proménnych pro zakdzané hodnoty dojde k pfipravé promén-
nych pro tok. V ramci procedury pridej promennouTH ( TH znamen4 tokova hod-
nota) dojde k vytvofeni proménnych pro hrany, které uréuji hodnoty toku téchto
na hranach. Dale potfebujeme vytvofit vrcholy a rozdélit hrany na tzv. vstupni
a vystupni. Hranu ve tvaru edge(V1,V2) zapo¢teme pro vrchol Vi jako vystupni,
pro vrchol V5 jako vstupni. Kazdy vrchol mé dva seznamy: jeden se vstupnimi
hranami, druhy s vystupnimi. Obé popsané procedury (pridej promennouPH a
seznam,__ vrcholu) jsou soucasti procedury udelej graf.

Procedura prirad domenu uréi kazdé proménné pro tok jeji doménu (0, 1, 2
nebo 3) a to, Ze je rizna od zakdzané hodnoty pro piislusnou hranu.

V ramci projdi_vrcholy dojde k vytvofeni vztahti mezi proménnymi pro hrany
a vrcholy. Pro kazdy vrchol se se¢tou proménné jeho vstupnich hran a proménné
jeho vystupnich hran. Tyto dva souc¢ty se musi rovnat, aby byla zachovana tokova
podminka. Zatim jsme pouze urcili vztahy mezi témito proménnymi, nikoliv jejich
hodnoty. K jejich prifazeni dojde v procedute search. V této proceduie postupné
fixujeme hodnoty na hranich a divame se, zda se ndm nezmensila doména nék-
teré z proménnych. Dojde-li k tomu, Ze néktera hodnota zmizi, pak pro tuto
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konfiguraci nemuze existovat tok. Funkce search vraci jako seznam jednu m-tici
zakézanych hodnot.

Abychom zjistili, zda je graf grupové A-souvisly, je potieba vSechny vysledky
sloucit. Ke slouceni vyuzijeme vestavénou funkci findall. Dostaneme-li po slouceni
0 m-tic, pro které neexistuje tok, pak je graf A-souvisly. Pokud dostaneme kladné
celé ¢islo, pak graf neni grupové A-souvisly. U tohoto programu nedostaneme
presny pocet pro kolik m-tic neexistuje tok, protoze heuristiky pouzité v CSP
postupné ofezavaji prostor feSeni.

Délku béhu programu zméfime pomoci vestavéné funkce statistics.
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5. Grupova Z,- a Z%—souvislost

Cilem nasi prace je popsat vztahy mezi grupovovou Z2- a Z,-souvislosti z Casti
za pomoci programi popsanych v Kapitole 4, z ¢asti analyticky.

V této kapitole popiSeme jakym zptsobem jsme postupovali pii hledani grafi,
které budou v jedné grupé souvislé a v druhé nikoliv.

Podle Tutteho véty (Véta 11) jsou z pohledu nikde-nulovych tokt tyto grupy
ekvivalentni. O tom, jak to vypada s jejich grupovou souvislosti, se dosud mnoho
nevédélo. Linial se v [4] zeptal, zda Zs-souvislost a Z2-souvislost jsou ekvivalentni.

4-tok = Z, - tok
Z5 - tok

Z,-souvislé Z5-souvislé
Obrézek 5.1: Diagram vztahti Z2- a Zy-nikde-nulovych toki a grupové souvislosti.

Diagram na Obrazku 5.1 znazoriiuje viechny nikde-nulové Z32- (resp. Zy-) toky.
Vnitiek diagramu obsahuje mnoZinu Z2-souvislych grafii a mnoZinu Zs-souvislych
grafii. Tyto dvé mnoziny maji neprazdny priunik. V ramci této prace budeme
zkoumat, zda existuji souvislé grafy, pro které plati:

(1) jsou jak Z2-, tak Zs-souvisle,

(2) jsou pouze Z,-souvislé,

(3) jsou pouze Z3-souvislé,

(4) nejsou ani Z32-, ani Z,-souvislé, ale maji nikde-nulovy Z,-tok.

7Z Pozorovani 21 plyne, 7e Z3- a Z,-souvislé grafy jsou podmnoZinou vech
grafi, které maji Z,-tok.

Z vyse uvedenych bodu jsme nevyfesili otazku ¢islo (3). Primarné se vénujeme
otazce (2), nebot zbyvajici dvé jsou snadné.

5.1 Podminky pro grupovou souvislost

Na pocatku jsme stanovili nékolik podminek, které musi platit, aby graf mohl byt
souvisly alespon v jedné ze dvou danych grup. Tyto podminky nam mély vyloucit
grafy, které nemohou byt grupové souvislé ani v jedné z grup. VSe nyni shrneme
za pomoci nékolika tvrzeni. Néktera z téchto tvrzeni plati nejen pro grupy Z3 a
Zy4, ale pro libovolnou grupu.
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Tvrzeni 33. Graf neni grupové A-souvisly (pro libovolné A), pokud obsahuje
most.

Diikaz. Ptedstavime si grupovou souvislost v feci prifazovani zakdzanych hodnot
na hranach a nasledném hledani tokia. Kvili zachovani tokovych podminek, musi
na mostu téct hodnota 0. Zakazeme-li na mosté tuto hodnotu (na volbé ostatnich
zakdzanych hodnot nezalezi), pak nemiize existovat tok. Nasli jsme tudiz takovou
konfiguraci zakdzanych hodnot, pro kterou neexistuje tok a graf tedy neni grupové
A-souvisly pro libovolnou grupu. O

Néasledujici véta nam tika, ze graf, ktery je hranové 4-souvisly, bude souvisly
v obou grupach a mezi témito grafy zfejmé nenajdeme takovy, ktery by souvisly
nebyl.

Jaeger [3] dokazal, 7e kazdy hranové 4-souvisly graf ma nikde-nulovy 4-tok.
V ¢lanku [4] tento dikaz modifikovali pro grupovou souvislost grafu:

Véta 34. Kazdy hranovée 4-souvisly graf je grupové A-souvisly pro kaZdou abe-
lovskou grupu A Fadu |A| < 4.

V ditkazu Véty 34 se pouzije Nash-Williamsova [2| véta. Vyuzije se toho, 7Ze
kazdy hranové 4-souvisly graf méa dvé hranové disjunktni kostry.

Diikaz Pozorovani 25 nés inspiroval k tomu, abychom stanovili podminku na
délky cest v grafu:

Pozorovani 35. Obsahuje-li graf indukovanou cestu délky alespoti |A|, pak tento
graf neni A-souwvisly.

Diikaz. Necht G = (V, E) je graf obsahujici cestu P délky alespon |A|. Zvolime
v8em hrandm stejnou orientaci. Vybereme | A| hran cesty P a pfifadime jim rizné
prvky grupy A. Zbyvajicim hrandm pfifadime libovolné prvky grupy A. Zakazali
jsme | A| prvki na cesté délky alespon |A|. NezaleZi na tom, jaké zakdzané hodnoty
zvolime na ostatnich hranach grafu. Na hranach cesty P potece stejna hodnota.
Z volby zakazanych hodnot plyne, Ze nemame volnou hodnotu z grupy A, ktera
by mohla po této cesté téct, tudiz graf G neni grupové A-souvisly. [

7 Pozorovani 35 plyne, ze existuje nekone¢né mnoho grafii, které maji nikde-
nulovy Zs-tok (tedy i nikde-nulovy Z2-tok), ale nejsou souvislé ani v jedné ze
zkoumanych grup. Tyto grafy sestrojime tak, Zze vezmeme libovolny graf se Zy-
tokem (napf. bipartitni kubické grafy) a vybereme hranu (piipadné hrany), kterou
podrozdélime alespon tfemi vrcholy.

Nasledujici tvrzeni jsme objevili az béhem zkouméni grafi, ale pro prehlednost
jej uvadime zde. Jeho zobecnéni bude uvedeno pozdéji.

Tvrzeni 36. FEzistuje-li v grafu vrchol stupné 3, u kterého plati, Ze hrany (na
Obrdzku 5.2) s nim incidentni jsou kaZdd soucdsti cesty délky alespoti 2, pak tento
graf neni souvislyj ani v grupé Z3, ani v grupé Z,.

Jinymi slovy: Graf neni grupové A-souvisly, pokud obsahuje 3 podrozdélené
hrany potkavajici se ve vrcholu stupné 3. Kazda z téchto tii hran je podrozdélena
alesponi jednim vrcholem.
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U3 V2

Vo

U1

Obrazek 5.2: Zakazana konfigurace.

Diikaz. Opét pouzijeme zakazovani hodnot na hranéich a hledani toku. Podivame
se na to, jak to bude vypadat pro grupu Z4. Na cestach vov; a vyve zakdzeme
liché hodnoty (1 a 3), na cesté vovs zakdzeme sudé hodnoty (0 a 2). Po cestach
v1Vg a Vg tudiz pfitece do vrcholu vy dvakrat sud4 hodnota, kdezto v pripadé
cesty vsvp to bude lichd hodnota. P1i jakékoliv orientaci hran dojde k tomu, Ze
u vrcholu vy bude parita toho, co do ného vtéka, riizna od parity toho, co z néj
vytéka. Tudiz s danou konfiguraci zakédzanych hodnot nelze vytvofit tok, a proto
graf obsahujici 3 podrozdélené hrany incidentni se stejnym vrcholem stupné 3
nemuze byt Z,-souvisly.
Pro grupu Z3 je to obdobné. Na cestach vyv; a vyv, zakdZeme hodnoty (0,1)
a (1,1), na cesté vyvs zakazeme (0,0) a (1,0). Do vrcholu vy po cestach vovy, vove
mohou pfitéct v sou¢tu pouze tyto hodnoty: (0,0) a (1,0). Ocekava se proto, 7e
prislusna hodnota pfitece do vy i z v3, ale obé tyto hodnoty jsou zakdzané. Z toho
plyne, Ze takovy graf nemuze byt ani Z3-souvisly.
]

5.2 Zkoumani grafi

Na pocatku jsme stanovili, ze chceme najit graf, ktery bude souvisly v jedné
z grup a nesouvisly v té zbyvajici. Z Tvrzeni 33 a Véty 34 plyne, Ze ma smysl
zkoumat grafy, které jsou hranové 2- nebo 3-souvislé. Dale takovy graf nesmi mit
indukovanou cestu délky 4 a delsi (plyne z Pozorovani 35).

Zacali jsme zkoumdanim grafii pomoci programu napsaném v jazyce CH-+.
Program v Prologu vyuzivajici CSP byl napsan az posléze pro kontrolu vysledku
tykajicich se grafi vzniklych podrozdélenym grafu Cube.

Vrcholy, které podrozdéluji hranu, budeme nazyvat podrozdélitky.

5.2.1 Podrozdéleny graf K,

Jako prvni graf jsme pouzili graf K. Vygenerujeme vSechny mozné K, s zadnym,
jednim nebo dvéma podrozdélitky na hranach. Grafy budeme kédovat posloup-
nosti Sesti ¢isel, kde kazdé ¢islo znamen4, kolik podrozdéleni (zadné, jedno nebo
dvé) obsahuje prislugna hrana. Posloupnost podrozdéleni na hranich nazveme P.
Na Obrazku 5.3 jsou hrany K, a jim odpovidajici indexy v posloupnosti P.
Naptiklad K, zakodujeme jako 000000.

Celkem existuje 3¢ = 729 rtiznych posloupnosti. Abychom zbyte¢né neopako-
vali vypoc¢ty na izomorfnich grafech, pouzijeme néasledujici ivahu pro zredukovani
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Obrézek 5.3: Graf K, s indexy posloupnosti P.

mnozstvi grafi, které budeme zkoumat:

Na pocatku jsou vSechny vrcholy a hrany K, ekvivalentni. Bez Gjmy na obec-
nosti bude mit hrana (0,1) nejmensi hodnotu (ozna¢me ji h(1)), jeji hodnoty
tudiz budou od 0 do 2. V8ichni jeji sousedé (hrany (1,2), (0,2), (0,3) a (1,3))
jsou ekvivalentni, tudiz vybereme jednoho z nich, ktery bude minimélni. Necht
je timto sousedem hrana (1, 2), jeji hodnota (ozna¢me ji h(2)) bude nabyvat hod-
not od h(1) do 2. Kdybychom vybrali jiného souseda, miazeme vrcholy a hrany
grafu zpermutovat tak, aby odpovidaly grafu s minimélni hranou (1, 2). Nedostali
bychom tudiz zadné nové grafy, pouze grafy izomorfni s témi, které jsme jiz vy-
generovali.

Ostatni sousedé hrany (0, 1) budou nabyvat hodnot od ~(2) do 2. Hrana (2, 3)
bude mit hodnoty od h(1) do 2.

Stanovili jsme podminky pro hodnoty posloupnosti P: h(1) < h(2), h(2) <
h(3), h(2) < h(4), h(1) < h(6), h(2) < h(5).

Pomoci programu napsaného v jazyce Perl jsme vygenerovali 127 posloupnosti
(resp. grafii), pro které jsme nechali spocitat, zda jsou grupové Zy- a Z3-souvislé.
Vsechny tyto grafy jsou bud souvislé v obou grupach nebo v obou nesouvislé.

Béhem zkoumani K, a grafi vzniklych vysSe popsanym zptisobem jsme sta-
novili podminku, 7e nesmi existovat vrchol stupné 3, do kterého vedou tii hrany
a kazda z nich je podrozdélena alespon jednim vrcholem. Tuto podminku jsme
formulovali jako Tvrzeni 36, které je uvedeno na konci Kapitoly 5.1.

Také jsme formulovali nasledujici tvrzent:

Tvrzeni 37. Graf, jehoZ vrcholy vy, vy jsou stupné 3 a hrana vivy je nepo-
drozdélend, neni grupove Zs- a Z3-souvisly, pokud obsahuje konfiguraci podroz-

délitek jako na Obrazku 5.4.

Dikaz. Diikaz je podobny dikazu Tvrzeni 36. Podrozdélenym hranam jdoucim
do vrcholu vy zakdzeme vzdy sudé hodnoty, musi po nich tedy téct liché hodnoty.
Na hrané vyv, tudiz potece suda hodnota. Jedné z podrozdélenych hran jdoucich
z vrcholu vy zakdZeme liché hodnoty, druhé podrozdélené hrané zakidzeme sudé
hodnoty. Nyni mame ve vrcholu v, dvakrat sudou a jednou lichou hodnotu. Z toho
je zfejmé, 7e takovy tok nemize existovat, nebot je rtizna parita (nezavisle na
volbé orientace grafu) toho, co vtéka a co vytéka z vrcholu v,. O
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Obrazek 5.4: Konfigurace kviili které nemiize byt graf Z,- ani Z3-souvisly.

Toto tvrzeni jsme pouzili u zkouméani grupové souvislosti grafu ve tvaru krych-
le. Jako jeho zobecnéni vzniklo posléze Tvrzeni 38.

5.2.2 Podrozdéleny graf Cube

Dalsim grafem, ktery jsme zkoumali, je krychle. Tento graf budeme nazyvat Cube.
Opét jsme vyuzili jiz popsané kodovani hran. Posloupnost P ma délku 12, protoze
Cube méa 12 hran. Na Obrazku 5.5 je u kazdé hrany napséan jeji index v posloup-
nosti P.

Vo 4 VU3
5) 8
V4 12 U7
1 9 11 3
(%) Ve
1
6 0 7
V1 2 U2

Obrazek 5.5: Cube s indexy hran v posloupnosti P.

Tentokrat jsme se z diivodu velikosti grafi omezili pouze na zadné nebo jedno
podrozdélitko na hrané. VSech moznych posloupnosti délky 12 obsahujicich ¢isla 0
a 1 je celkem 2'2 = 4096. Pomoci programu napsaném v jazyce Python s vyuZitim
matematického rozsiteni Sage jsme dostali z kazdé skupiny izormorfnich graft
pouze jediného zastupce. Zistalo nam celkem 144 grafu, ze kterych jsme pomoci
programu v Perlu odstranili ty, které podle Tvrzeni 36 a 37 nemohou byt souvislé
ani v jedné ze zkoumanych grup.

Po provedeni této selekce nam zbylo pouhych 49 grafi, které jsme nechali
otestovat programem v C+-+.

Mezi témito grafy jsme nagli dva, které jsou Zy-souvislé a nejsou Z2-souvislé.
Jedna se o grafy na Obrazku 5.6 s posloupnosti podrozdélitek 000000011100 a
000000111000.
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Vo U3 Vo v3

v
8
V4 U7 V4 v7
¢ Vg V1o e
U1

Vs =0 Ve Vs V6

U8
U1 (S U2

Obrazek 5.6: Z,-souvislé a Z3-nesouvislé grafy.

V Kapitole 7 dokdzeme, 7ze Cube s posloupnosti 000000011100 neni grupoveé
Z3-souvisly.

Kv1li ovéfeni grupové Zs-souvislosti jsem napsala program v Prologu vyuziva-
jici CSP. Timto programem jsme ovéfili, ze graf Cube s posloupnosti 000000011100
(resp. 000000111000) je grupové Zs- a neni Zi-souvisly. V Kapitole 6 se podivaime
na rozdily v rychlosti obou implementaci.

5.2.3 Dalsi podminky

Vzhledem k vysledkiim testovani podrozdélenych grafi K4 a Cube jsme objevili
dalsi podminky tykajici se vlastnosti grafii, které zobeciiuji Tvrzeni 36.

Tvrzeni 38. Vrcholy grafu G jsou rozdéleny na disjunktni mnoZiny A, B a C
(Obrdzek 5.7). Kazdy vrchol mnoZiny C md stuperi 2 a jednoho souseda v A a
druhého v B. Pak tento graf neni grupové Zi- ani Zy-souvisly.

\
|
|
|
[

[\

Obrézek 5.7: Rez rozdélujici graf na dvé ¢asti.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze G je grupové souvisly. Z toho plyne, ze
existuje tok pro libovolnou m-tici zakdzanych hodnot na hranach grafu G.
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Rez je tvofen k podrozdélenymi cestami. MuZeme piedpokladat (Pozorovani
22), ze vSechny hrany jsou orientovany z A do C' a z C' do B. Prvnim k — 1
cestam zakazeme vzdy obé liché hodnoty. Vynutime tudiz, Ze na téchto cestach
potece suda hodnota. Na k-té cesté zakdzeme sudé hodnoty, musi tudy téct lich4
hodnota. Zde dostavame spor s Pozorovanim 4, nebot f~(A) = 0a f*(A) je liché.

m

Véta 39 (Tutte [15]). Kubicky graf G md nikde-nulovy 4-tok (resp. Zy-tok, resp.
Z3-tok) prdve tehdy, kdyZ G je hranové 3 obarvitelny.

Z Tutteho véty plyne:

Disledek 40. Necht G je kubicky graf, ktery nemd nikde-nulovy 4-tok, pak G
neni hranové 3-obarvitelny.

Z nésledujiciho tvrzeni plyne, Ze oproti mnoha jinym problémtim v této oblasti
teorie grafii neméa smysl zkoumat snarky, ani jejich podrozdéleni:

Tvrzeni 41. Snarky nejsou grupové Z3- ani Z,-souvislé.

Diikaz. Necht vechny zakazané hodnoty jsou rovny 0 (resp. (0,0)). Z neexis-
tence nikde-nulového Z,-toku (resp. Z3-toku) plyne, Ze pro takovou konfiguraci
zakazanych hodnot neexistuje tok. A tudi? tento graf memiize byt Z2- ani Zy-
souvisly. O]

5.2.4 Dalsi zkoumané grafy

Zaméfili jsme se na kubické hranové 3-obarvitelné grafy. Graf Cube jsou vlastné
dva Ctverce, jehoz odpovidajici vrcholy jsou spojené hranou. Vzali jsme tudiz
dva trojuhelniky a p¥islusné vrcholy spojili hranou (tento graf budeme nazyvat
Duojtrojihelnik). Totéz jsme udélali u pétihelniku (budeme jej nazyvat Duvoj-
pétidhelnik). Oba tyto grafy jsou na Obrazku 5.8 a jejich hrany jsou barevnég, aby
bylo zfejmé, Ze jsou hranové 3-obarvitelné.

Dalsim zkoumanym grafem bude Kj 3.

Obrazek 5.8: Dvojtrojuhelnik a Dvojpétitihelnik.

V8echny t¥i uvedené grafy (Dvojtrojihelnik, Dvojpétiahelnik a K 3) jsou gru-
pové Z,- i Z3-souvislé.
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Podrozdéleni dvojtrojihelniku

Kazdou z hran Dvojtrojiuhelniku jsme opét oznacili indexem v posloupnosti (viz
Obrazek 5.9), ktera ma nyni délku 9. Zpocatku jsme zkusili nejvyse jedno pod-
rozdeélitko na kazdé hrané.

0

14 5 > 2

Obrazek 5.9: Dvojtrojihelnik s indexy posloupnosti P.

Pomoci programu napsaného v C++ jsme vygenerovali vSechny takové pos-
loupnosti, kterych je celkem 2% = 512. Poté jsme kazdy graf vznikly aplikovanim
podrozdélitek na puvodni graf otestovali, zda po odebrani podrozdélenych hran
zustane souvisly. Diky Tvrzeni 38 vime, Ze nesouvislé grafy nemohou byt grupové
Z4- ani Z3-souvislé.

Po otestovani souvislosti ndm z 512 grafii zbylo 198, které jsme pomoci pro-
gramu v Prologu s vyuzitim CSP otestovali na grupovou Z4-souvislost. Celkem
98 grafii nebylo Z4-souvislych. Tyto grafy jsme opét pomoci CSP otestovali na
Z3-souvislost. Zjistili jsme, Ze zadny z téchto grafii neni Z2-souvisly, tudiz mezi
grafy, které vznikly maximélné jednim podrozdélenim kazdé hrany Dvojtrojahel-
niku, nenf Zadny takovy, ktery by nebyl Zs-souvisly a byl Z3-souvisly.

Mezi grafy s jednim podrozdélitkem jsme nenasli graf, ktery by v jedné grupé
byl souvisly a v druhé nikoliv. Proto jsme zkusili dogenerovat vSechny grafy,
které obsahuji alespon jedenkrat dvé podrozdélitka. Grafa, které obsahuji 0, 1
nebo 2 podrozdéleni, je 3° = 19683, ale do téchto grafii jsou zahrnuty i grafy
s maximélné jednim podrozdélenim, kterych je 512. Proto grafii, které obsahuji
na alespoit jedné hrané 2 podrozdéleni, je celkem 3°—29 = 19171. Tyto grafy jsme
opét otestovali programem v C++, ktery nam vytadil grafy, které podle Tvrzeni
38 nebudou souvislé ani v jedné grupé. Dostali jsme celkem 1 781 grafu, které jsme
nechali otestovat programem na testovani grupové souvislosti napsanym v jazyce
C++. Program jsme modifikovali tak, aby pocital grupovou Z,-souvislost a ve
chvili, kdy najde Zy-nesouvisly graf, otestuje ho na Z3-souvislost.

Po otestovani v8ech 1781 grafii jsme zjistili, Ze mezi nimi neni zadny, ktery
by nebyl Z4- a byl Z3-souvisly.
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6. Srovnani CSP a C1++

Na nékolika typech grafii porovndme dobu béhu programu v C++ a v Prologu
s vyuzitim CSP. Méfeni byla provadéna na pocitaci s ndzvem Tikam (Intel(R)
Core(TM) i7 — 3770 CPU @ 3.40 GHz, 8 jader, RAM: 16 GB).

Pro kompilaci programu v jazyce C++ pouzivame GNU g+—+ s flagem —0O3
(http://gcc.gnu.org/) a pro interpretaci programu v jazyce Prolog vyuzivame
Sicstus Prolog 4 (http://sicstus.sics.se/).

6.1 Podrozdélené K,

Z grafu (popsanych v Kapitole 5.2.1) vzniklych podrozdélenim Ky, jsme vybrali
nadhodné 24. Pro tyto grafy jsme nechali otestovat, zda jsou grupové souvislé
v obou grupéch. Zalezi nadm pouze na dobé béhu, nikoliv na tom, zda jsou souvislé
¢i nikoliv.

Z grafi na Obrazku 6.1 a 6.2 je viditelné, ze doba béhu zalezi na poctu pod-
rozdéleni grafu K.

Na Obréazku 6.3 a 6.4 je graf poméru rychlosti obou implementaci, ze kterého
je vidét, Ze program napsany v jazyce C-+-+ je témér vzdy alespoi stokrat rychlejsi
nez program napsany v Prologu s vyuzitim CSP.

6.2 Podrozdéleny graf Cube

Z grafi vzniklych podrozdélenim grafu Cube v Kapitole 5.2.2 jsme ndhodné vy-
brali 7. Tyto grafy jsme nechali otestovat obéma programy. Z grafi na Obrazku
6.5 a 6.6 je ziejmé, 7e opét zavisi na mnozstvi podrozdélitek. Tentokrat jsme
dostali, ze program v C++ je alespon tiicetkrat rychlejsi nez program napsany
v jazyce Prolog (viz Obréazek 6.7 a 6.8).
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Grupa Z,

UL LB LI UL LR UL L
m+ X + x 7
5 3 + 3
Mt PR T
5 & 8 8 8 8 & -
+ + o o (@] -

& 8 g § 7

[sw] nygq eqoq

012211
012121
011122
012210
012120
012111
011121
001122
012110
011120
001121
001112
001120
001111
001102
001012
001110
001101
001011
001002
001100
001010
001001
001000

Grafy

Obrazek 6.1: Graf zévislosti doby béhu programiu na volbé grafu v grupé Z,.

Grupa Z,x Z,

AL L UYL UL UL UL
4+ X + X
—5 + + 3
00

v by o by b by By iy

s 8 8 8 8 8 & -

+ + o o (@} -

4 4 8 2~
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012120
012111
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001122
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011120
001121
001112
001120
001111
001102
001012
001110
001101
001011
001002
001100
001010
001001
001000

Grafy

Obrazek 6.2: Graf zavislosti doby béhu programt na volbé grafu v grupé Z2.
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Grupa Z,

+ —
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011122
012210
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012111
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001102
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001011
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001100
001010
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001000

++0 e bojoid aaAzel A nwreiboid nyaq Aqop Jgwod

Grafy

Obrézek 6.3: Graf zavislosti poméru doby béhu programu v Prologu a C++ na

volbé grafu v grupé Zj.

Grupa Z,x Z,

1000
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001012
001110
001101
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001100
001010
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001000

++0 e bojoid @9Azel A nwreiboid nyaq Aqop Jgwod

Grafy

Obrazek 6.4: Graf zavislosti poméru doby béhu programi v Prologu a C++ na

volbé grafu v grupé Z2.
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Obrazek 6.5: Graf zévislosti doby béhu programiu na volbé grafu v grupé Z,.

Grupa Z,x Z,, grafy vzniklé podrozdélenim Cube
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Obrazek 6.6: Graf zavislosti doby béhu programt na volbé grafu v grupé Z2.
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Obrézek 6.7: Graf zavislosti poméru doby béhu programu v Prologu a C++ na

volbé grafu v grupé Zj.
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Obrazek 6.8: Graf zavislosti poméru doby béhu programi v Prologu a C++ na

volbé grafu v grupé Z3.
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7. Cube3 neni grupoveé Z%—Souvisly

Pomoci programu v C++ jsme nasli dva grafy (000000011100 a 000000111000),
které jsou Zy-souvislé a nejsou Z3-souvislé. Vybereme jeden (000000011100) z nich
a rozborem piipadi dokdZeme, Ze neni Z3-souvisly. O druhém grafu by se to
dokazovalo obdobné.

Jedna se o graf (na Obrazku 7.1), ve tvaru krychle se tfemi podrozdélenymi
hranami. Vrcholy oznacéime vy az vyy. Tento graf budeme nazyvat Cubes.

() U3 Vg (0, 0) V3
(0,0) (0,1)
8
(N (O 2 @1 U7(0’ 0
(1,1)
¢ Vg (0,0) ? (170) (071)
V10 (O’g) v
Vs . Vg 5(1’ O)'(O’ 1) 6
(0,1) (1,1)
U1 V2 v (0,0) 2

Obrézek 7.1: Graf krychle s podrozdélenymi hranami.

Lemma 42. Graf Cube3 neni grupove Z3-souvisly.

Diikaz. Graf neni grupové souvisly, pokud existuje alespon jedna konfigurace za-
kdzanych hodnot na hranéch, pro kterou nemize existovat tok. Nechali jsme
programem napsanym v C-++ vypsat m-tice, pro které neexistovaly tok a z nich
jsme si jednu vybrali. Na Obrazku 7.1 vpravo je zndzornéna jedna takova m-tice
zakazanych hodnot.

Tvrzeni 43. Pro graf Cube3 s dangmi zakdzangmi hodnotami (na Obrdzku 7.1)
neexistuje tok.

Diikaz. Uvédomime si, ze kdyz hranu podrozdélime vrcholem, dostaneme cestu
se dvéma zakazanymi hodnotami. Tudiz se zmensi pocet moznosti, jaka hodnota
toku miize na této cesté téct.

Na pocatku si uvédomime, Ze na cestach vyvs a vsvg jsou zakazany vzdy dveé
rizné hodnoty. To znamen4, Ze existuji pouze ¢tyii moznosti, jak muze na téchto
cestach vypadat tok. Vime-li, jak budou vypadat hodnoty toku na téchto dvou
cestach, pak rovnou mizeme urcit, jak bude vypadat hodnota toku na hrané
v1v5. Tuto hodnotu uréime tak, aby ve vrcholu vs byl soucet hodnot roven (0, 0).
Tabulka 7.1 ukazuje, jak mohou vypadat hodnoty na vSech tfech hranach. Je-li
u hrany vyvs napsano nelze, znamené to, ze hodnota, kterad tudy méla téct, byla
rovna zakizané hodnoté.

Z Tabulky 7.1 je vidét, ze existuji pouze dvé moznosti. Kazdou moznost roze-
bereme zv1ast:
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V4V5 (1,0) (1,0) (0, ].) (071)
vsve | (1,1) | (0,0) | (1,1) | (0,0)
v1vs | nelze | (1,0) | (1,0) | nelze

Tabulka 7.1: Mozné hodnoty pro hrany v4vs, v5v6 a v10s5.

1. Cesty v4vs a v5v maji hodnoty (1,0) a (0,0), po hrané v,vs tece hodnota
(1,0). Nyni uré¢ime hodnotu hrany v;vs. Pro tuto hranu je zakazana hodnota
(1,0). Tudiz tudy muzou téct hodnoty (0, 1), (0,0) a (1,1). Vime, Ze na cesté
vsUg potece hodnota (0,0), tudiz na hrané vgv, potece stejna hodnota jako
na hrané v7vg. Proto musime vyloucit hodnotu (1, 1), nebot tato hodnota
je na hrané vgvy zakadzana. Tudiz existuji pravé dvé moznosti, které jsou
zachyceny na Obréazku 7.2.

Vo U3 Vo U3
U8 Ug
V4 (W () U7
(1,0) $vg (0,1) (1,0) $vg (0,0)
Vs Ulo Vg (VS Ulo Vg
(0,0) (0,0)
(1,0) (0,1) (1,0) (0,0)
U1 V2 1 U2

Obrazek 7.2: Grafy s 5 zafixovanymi hodnotami.

Nyni rozebereme prvni piipad, kdy na hranach vgv; a vgvs potece hodnota
(0,1):

()

Na cesté v3v7 jsou zakdzané hodnoty (0,0) a (0,1), proto tam mohou
téci pouze hodnoty (1,0) a (1,1). To, Ze na cesté vsv; potece (1,0)
znamend, ze by na hrané vyv; musela téct hodnota (1,1), coz nelze,
nebot tato hodnota je tam zakdzana. Z toho plyne, Ze tam tato hodnota
nemiuze téct.

Potece-li na cesté vzv; hodnota (1,1), pak po hrané vyv; tece (1,0).
Sec¢teme-li hodnoty na hrané vsv; a cesté vyvs, pak do vrcholu vy musi
po hrané vyv, pritéct hodnota (0,0), coz neni mozné, nebot je tam tato
hodnota zakazana.

Z tohoto rozboru plyne, Ze na hranéch v;vg a vgvy nemiize téct hodnota
(0,1).

V tomto bodé rozebereme, jak to bude vypadat, kdyz na hrané v;vg
(resp. vguz) potece hodnota (0,0): na hrané vsv; a cesté vyvg dohro-
mady tece (0, 0). Uvazime-li zakdzané hodnoty na cesté v;vs, pak dospé-
jeme k tomu, Ze tam muze téct hodnota (1,1) nebo (1,0). V prvnim
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piipadé dostaneme, ze na hrané vyv; by musela téct hodnota (1,1),
coz nelze protoze tato hodnota je zde zakazana.

Bude-li hodnota toku na ceste v;v3 rovna (1,0), pak dopoc¢itame hod-
notu na hrané vsv; (bude rovna (1,0)). Z toho, Ze hrané vovy a cesté
V45 jsou piitazeny stejné hodnoty, plyne, Ze na hrané vyvs by musela
téct hodnota (0,0), coz neni mozné, protoze tato hodnota je zde za-
kézana.

Z tohoto rozboru je vidét, ze na hranach vgv; a vgve nemiuze téct hodnota

(0,1) ani (0, 0).

. Rozebereme, jak to bude vypadat, kdyZ na cesté vqvs potece (0,1) a na
cesté vsvg hodnota (1,1). V Tabulce 7.2 jsou uvedeny obé moznosti, jak
mohou vypadat hodnoty na hranach v;vg a vgve. Na hrané vguy by mohla
téct jesté hodnota (0,1), ale to by vynutilo na hrané vgv; hodnotu (1,0),
kterd je tam zakazana a nepfipada tedy v uvahu.

vevr | (1,1) | (0,1)
VeU2 (O, O) (1, 0)

Tabulka 7.2: Mozné hodnoty pro hrany vev; a vgvs.

Na Obrazku 7.3 jsou dvé moznosti, jak mohou vypadat hodnoty toku na
dosud ohodnocenych péti hranach.

Vo U3 Vo V3
vs Vg
() (Vg V4 (Vg
(07 1) Y9 (17 1) (07 1) Y9 (07 1)
V10 V10
Vs . Vg Us . U6
(1,1) (1,1)
(1,0) (0,0) (1,0) (1,0)
U1 (%) U1 (%)

Obrazek 7.3: Grafy s 5 zafixovanymi hodnotami.

(a) Podivame se na prvni piipad: hranou vgv; (resp. vgvy) tece hodnota

(1,1) (resp. (0,0)). Zaméfime se na cestu vyvs. Na této cesté mohou
téct pouze dvé rizné hodnoty: (1,0) nebo (1,1). Prvni z nich ((1,0))
ur¢i hodnotu hrany wv4v; jako (0,1) a tudiz i hranu wvovy, kterda by
musela byt (0,0), coZ nelze, nebot tato hodnota je tam zakazana.
Nyni pfedpokladejme, Ze na cesté v;vs potece hodnota (1, 1). Diky této
informaci vime, ze na hrané v,v; potece (0,0) a hranou vovy hodnota
(0,1).
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Vybereme hranu vgvs a postupné ji pfifadime tyto hodnoty: (0,1),
(1,0) a (1,1). V prvnim piipadé dostaneme, Ze na hrané vyv, muze téct
hodnota (0,0), coz neni mozné, nebot je tam tato hodnota zakizana.
Priradime-li hrané vyvs hodnotu (1,0), pak vynutime na hrané vqvs
hodnotu (0,1), ktera je tam zakdzana. Posledni moznosti je hodnota
(1,1). Nyni sice dopoé¢itame hodnotu toku na hrané vevs na hodnotu
(0,0), ktera je povolena. Ale pro hranu vyvs dostavame hodnotu (0, 0),
ktera je na této hrané zakazana.

Z toho plyne, ze pro hodnotu toku (1,1) (resp. (0,0)) na hrané vgv,
(resp. vgvy) neexistuje tok na zkoumaném grafu.

(b) Na hrané v;vg (resp. vgve) muze téct také hodnota (0,1) (resp. (1,0)).
Na cesté v3v; jsou zakdzané hodnoty (0,0) a (0,1), a proto tam muze
téct hodnota (1,0) nebo (1,1). Seéteme-li hodnotu (1,0) (pro cestu
v3v7) s hodnotou (0,1) na hrané wvgv;, pak dostaneme, 7e na hrané
vav7 by musela téct hodnota (1,1), ale to nelze, nebot je pro tuto
hranu zakizana.

Pokud by na cesté vsgvr tekla hodnota (1, 1), pak jsme schopni dopodi-
tat hodnotu na hrané vqvr (resp. vovy): (1,0) (resp. (1,1)). Nyni nam
chybi urcit pouze zbyvajici ¢tyfi hodnoty na hranich vovy, vivs, vous
a v3vg.

Vezmeme hranu vyvs a prifadime ji postupné vsechny tfi mozné hod-
noty toku: (1,0), (0,1) a (1, 1). Je zfejmé, Ze na této hrané nemuze téct
prvni ani t¥eti hodnota, nebot u prvni hodnoty bude muset na hrané
v9v3 téct hodnota (0,1) (ale to nelze) a v druhém piipadé potee na
hrané vov; hodnota (0,0), ktera je na této hrané zakazana. Potece-li
na hrané vyvs hodnota (0, 1), pak dopocitame, 7Ze na hrané vyv; potece
hodnota (1,0). Z toho ur¢ime, Ze na hrané v,v, by musela téct hodnota
(0,0), ktera je zde zakazana.

Rozebrali jsme vSechny moznosti, jak mtize vypadat tok, kdyz na hrané
vgv7 (resp. vgv2) potece hodnota (0,1) (resp. (1,0)).

Rozebrali jsme vSechny moznosti, jak mohou vypadat hodnoty toku na hra-
nach a zjistili jsme, Ze na grafu Cube3 se zakdzanymi hodnotami nemiize existovat
tok v grupé Z2. O

Z Tvrzeni 43 plyne, Ze existuje zakdzané ohodnoceni zadaného grafu, pro ktery
neexistuje tok. Graf tudiz neni grupové Z3-souvisly.
O
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8. Zaver

Napsala jsem program na testovani grupové souvislosti grafu v jazyce C+-+. Po-
moci tvrzeni a vét jsme stanovili jednoduché nutné (neexistence mostu, omezeni
na délku cesty) a postacujici (hranova 4-souvislost) podminky pro grupovou sou-
vislost. Vybrali jsme nékolik grafa (K4, Cube, Dvojtrojihelnik a jiné) a vytvorili
jejich podrozdéleni. Viechny tyto grafy jsme nechali otestovat na grupovou Z3-
a Zg-souvislost. Mezi grafy, které vznikly podrozdélenim Cube, jsme nasli dva
(000000011100 a 000000111000), které jsou Z4- a nejsou Z3-souvislé. Zs-souvislost
jsme potvrdili druhou nezavislou implementaci, tentokrat v jazyce Prolog s vyu-
zitim technik programovani s omezujicimi podminkami. Pti dokazovani, ze tento
graf neni Z3-souvisly, jsme vyuzili toho, 7e staci najit jednu m-tici zakazanych
hodnot a dokazat, ze pro ni neexistuje tok. Vybrali jsme jednu z m-tic zakazanych
hodnot, pro kterou dle programu v C+- neexistuje tok a pomoci rozboru ptipadi
dokazali, Ze pro ni zadny tok opravdu neexistuje.

Rovnéz jsme porovnali obé nezavislé implementace a dospéli k zavéru, ze pro-
gram v jazyce C++ je vzdy nékolikrat (u Ky stokrat, u Cube t¥icetkrat) rychlejsi
nez program v Prologu.

Na tuto préci by se dalo navazat zkouménim, zda existuji grafy, které jsou Z3-
a nejsou Zg-souvislé, pripadné dokazat, ze zadny takovy graf neexistuje, coz by
znamenalo, Ze Z3-souvislé grafy jsou podmnoZinou Zy-souvislych. Také by se dalo
bez pouziti vypocetni techniky ovéfit, ze dva nalezené grafy jsou Z,-souvislé.
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9. Priloha

Na pfilozeném CD se ve slozce Programy nalézaji programy na testovani grupové
souvislosti, které vznikly béhem zkoumani tématu. Programy jsou rozdéleny do
ti1 slozek — C++, Prolog a Pomocné.

9.1 CH++

Program na testovani grupové souvislosti je napsan v jazyce C+-+ a je rozdélen
do dvou soubort — toky.cpp a hlavickového souboru grupy.h.

V hlavickovém souboru se nachazi definice grup (GrupaZ a GrupaN) a funkce
popisujici aritmetické operace nad nimi. V ramci programu mizeme pouzivat
cyklické grupy Zj, (k tomu slouzi t¥ida GrupaZ) a jejich mocniny, tj. grupy Z}
(tfida GrupaN).

9.1.1 Vstupy

Program ocekava na vstupu jako parametr grupu, pro kterou ma provést vypocet.
V piipadé grupy Z, je to ¢islo 4, u grupy Z2 pouZijeme pouze ¢islo 2. V piipads
potieby se program da upravit tak, aby testoval grupovou souvislost pro jakouko-
liv grupu, ktera se da vyjadrit jako GrupaZ ¢i GrupalN.

Na standardnim vstupu program ocekava graf. Na prvnim fadku jsou cisla
n (pocet vrcholi) a m (pocet hran). Na dalsich m Fadcich jsou dvojice vrchola,
které znaci, 7ze mezi nimi vede hrana. Vrcholy jsou pojmenované ¢isly od 0 do
n— 1.

Priklad vstupu

©

AN, OO B O~ O N
W o W wWwaaNPN-

9.1.2 Vystupy

Na standardnim vystupu se vypiSou dva radky — prvni z nich obsahuje pocet
neuspokojenych m-tic a druhy dobu béhu v milisekundach. Je-li pocet neuspoko-
jenych m-tic roven 0, pak to znamené, 7e graf je grupové souvisly.

Priklad

lysiii@boruvka:~/programovani/diplomka$ ./gr_souv.out 4 < 001101.in
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pocet neuspokojenych m-tic: 768
doba behu: 4090

9.2 Prolog s CSP

Zdrojovy kod programu je v souboru s ndzvem gr souv.pl. Je interpretovatelny
Sicstus Prologem (http://sicstus.sics.se/). Vyuziva knihovnu clpfd, ktera
neni soucasti jinych interpretri Prologu.

Program je primarné urceny pro grupu Z,. V ptipadé, Ze chce uzivatel pro-
gram pouzit pro jinou grupu, musi nadefinovat pravidla pro s¢itani na této grupé
vyctem vSech trojic (s¢itanec, s¢itanec, soucet). Tato pravidla se umisti do pre-
dikadtu table v proceduie sectiZhodnoty. Ve zdrojovém koédu jsem uvedla tato
pravidla pro grupu Z2.

9.2.1 Vstupy

Na vstupu piedpokladame graf tohoto tvaru: [edge(V1,V2), edge(V2,V3),.. .|, kde
Vi a Vj jsou koncové vrcholy hrany.

Priklad vstupu

Vytvoiime unarni predikat pro graf — graph name(Graph). Priklad unarniho
predikatu pro graf Ky:

k_4([edge(0,1),edge(1,2),edge(2,3),edge(3,1),edge(0,2),edge(3,0)]1).

Pusténi programu

Existuji dvé moznosti, jak pustit program lisici se podle toho, co po programu
chceme.

1. graph name(Graph), run_all CSP(Graph, Time, Bag, L) — v proménné
Bag na konci budeme mit vSechny m-tice zakdzanych hodnot, pro které ne-
existuje tok; L je pocet zakdzanych m-tic; Time zna¢i dobu béhu programu
v milisekundéch.

2. graph name(Graph), run_first  CSP(Graph, Time, Sol) — vysledkem vola-
ni tohoto predikatu je prvni nalezena m-tice zakdzanych hodnot; Time znaci
dobu béhu do nalezeni urcitého reseni.

Vystup

Kromé klasického vypisu v interpretru, pouzivame vestavény predikat write k for-
matovani vypisu na standardnim vystupu. Vystup je stejny jako v pripadé pro-
gramu v C++. Na prvnim tadku je pocet neuspokojenych m-tic, na druhém je
doba béhu programu v milisekundéch.
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9.3 Pomocné programy

Kromé jiz popsanych programi pro testovani grupové souvislosti jsme napro-
gramovali dalsi drobné programy, které méli za cil pripravit data. Ke kazdému
z nich uvedeme v nékolika slovech k ¢emu se pouzivaji, pfipadné s jakymi parame-
try se pousti.

Programy s pfiponou pl jsou napsany v jazyce Perl.

GenK4.pl

Vytvoii vSechny posloupnosti délky 6 (popsano v Kapitole 5.2.1), které vyuZije ke
generovani vSech podrozdéleni grafu K. Poté pro kazdou z téchto posloupnosti
vyrobi soubor s nazvem obsahujicim posloupnost a .in (napt. 000000.in). V tomto
souboru bude graf v reprezentaci, kterou jsme popsali v Kapitole 9.1.

Graph symetries.sage

Program napsany v jazyce Python s matematickym rozsifenim Sage. Pro graf
Cube urci vSechny jeho symetrie a vypiSe seznam dvanactic nul a jednicek oddé-
lenych ¢arkami. Kazda posloupnost za¢ing a konéi kulatymi zavorkami (p¥. (0, 0,
0,0,0,0,0,0,0, 0, 0, 0),), na konci kazdého fadku je ¢arka. Mezi grafy, které
timto zpusobem dostaneme, nejsou zadné dva vzajemné izomorfni.

GenQ3.pl

Na standardnim vstupu o¢ekava posloupnosti délky 12 (posloupnost podrozdélitek
pro graf Cube, popséno v Kapitole 5.2.2) z nichz vybere ty, které neobsahuji pod-
grafy popsané v Kapitole 5.2.2 a vytvori z nich grafy v reprezentaci popsané
v Kapitole 9.1. Tyto grafy ulozi po jednom do souboru s nazvem posloupnosti a

Posloupnosti na vstupu jsou oc¢ekavany jako posloupnost 0 a 1 oddélenych
¢arkami blize popsané u programu Graph_ symetries.sage. Na konci kazdého rad-
ku je carka.

ConvertC prolog.pl

Tento program slouzi ke zméné reprezentace grafu z reprezentace pro program
v C++ na seznam hran pro program v jazyce Prolog. Jako parametry program
dostane jméno souboru, ve kterém je ulozeny graf v reprezentaci pro C++-. Déle
dostane jako parametr nazev soubor, ve kterém je zdrojovy kéd napsany v Pro-
logu. Vysledkem je funkéni kod v jazyce Prolog, ktery se da pustit v interpretru
Sicstus Prologu. Tento kod zajisti nac¢teni grafu a procedur pro testovani grupové
souvislosti do paméti interpretru a spusténi testu na grupovou souvislost.

Gen.cpp

Program v jazyce C++, ktery nacte graf v podobé popsané v Kapitole 9.1 a
vytvoii viechna mozna podrozdélitka (0, 1 nebo 2) na hranéch. Otestuje souvislost
grafii po odebrani podrozdélenych hran. VSechny souvislé grafy ulozi do soubort
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v reprezentaci popsané v Kapitole 9.1. Grafy nazve podle posloupnosti, ze které
byly vytvoreny (stejné jako v Kapitole 9.3).
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