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Uvod

Teoretickou mechaniku v Hamiltonové! formulaci je mozné povaZovat za je-
den z vrcholi klasické fyziky. Principy této konstrukce se nasledné uplatnily
v dalsich oborech moderni fyziky naptiklad v kvantové mechanice a statis-
tické fyzice.

Na tuto klasickou kapitolu mechaniky lze nahlédnout rovnéz o¢ima mo-
derniho matematického aparatu diferencialni geometrie. Takovy pohled nam
dovoluje oprostit se od konkrétnich souradnic a nasledné zapsat pohybové
rovnice pouze jako vztah mezi invariantnimi geometrickymi objekty zijicimi
na jisté varieté. Tento zapis je nejen elegantni, ale dovoluje rovnéz ziskat
jistou ,intuitivni“ predstavu o popisu a vyvoji fyzikalniho systému.

Predlozena prace navazuje na studijni text [1] k nové zavedenému Pro-
semindfi teoretické fyziky (TMF069), na jehoz tvorbé jsem se typograficky
podilel. Vyznam tohoto proseminaie spociva nejen v prohloubeni znalosti z
teoretické mechaniky, ale také v seznameni se s aparatem diferencialni ge-
ometrie nasledné uzivanym naptiklad k formulaci obecné teorie relativity
nebo kalibrac¢nich teorii pole.

Kapitola 1 této bakalaiské prace odpovida Kapitole 3 zminéného studij-
niho textu. Nasledujici dvé kapitoly jsou puvodni. Problematika rozebrana
v téchto Castech bakalaiské prace je obsazena napfiklad v knihach [2]-[8].

'William Rowan Hamilton, 1805 Dublin - 1865 Dublin



Kapitola 1

Zavedeni formalismu bezcasové
Hamiltonovy mechaniky

V této kapitole zavedeme zakladni geometrické pojmy, pomoci nichz lze
formulovat Hamiltonovu mechaniku. UkaZeme, Ze ptechod od Lagrangeovy
k Hamiltonové formulaci mechaniky odpovida Legendreové dualni transfor-
maci mezi tecnym bandlem TQ a kotecnym bandlem T*Q konfigurac¢ni vari-
ety Q. Poté ukdzeme, 7Ze ptirozenou arénou Hamiltonovy mechaniky je fazovy
prostor, ktery je vybaven symplektickou strukturou, to znamené, Ze na ném
existuje symplektickd 2-forma w. Hamiltonovy rovnice maji tvar i, w = dH,
coz je geometricka rovnice pro hamiltonovské vektorové pole X, jehoz inte-
gralni kiivky ~(t) uréuji vyvoj systému ve fazovém prostoru. UkdZeme také
geometricky vyznam Poissonovych zavorek a kanonickych transformaci.

1.1 Legendreova dualni transformace
Velmi stru¢né feceno, z geometrického hlediska mitizeme oba zasadni pristupy
k mechanice — Lagrangetiv a Hamiltoniv — shrnout takto:

Lagrange: klicova je funkce L na TQ, coz je te¢ny bandl variety O,

Hamilton: klicova je funkce H na T*Q, coz je kote¢ny bandl variety Q.

Oba fibrované prostory TQ a T*Q jsou dobré nosic¢e dynamiky, nebot sepa-
ruji trajektorie vyjvoje, to znamena, ze kazdym jejich bodem prochazi prave
jedna kfivka vyvoje 7(t).

Piechod ¢’ — p;, jak ho zname z klasickych udebnic teoretické mechaniky,



neni pouhd ,zména soufadnic* na tetném bandlu TQ, ale je to (lokalni
souradnicova) reprezentace zobrazeni

TQ — T'Q, (1.1)

tedy identifikace vektoru v v bodé P (se slozkami ¢’) s odpovidajici 1-formou
© v tomtéz bodé P (se slozkami p;).

Obecnéji: zaména L < H odpovida zobrazeni TQ « T*Q identifikujici
¢’ < p; pomoci vztaht

oL . O0H
= 2 Vo= 1.2
p] aq] bl q ap] ( )
Schematicky tedy plati
R R
TL TH
(¢.¢) =7 ¢ TQ — T*Q > Z* = (¢, p;)
N T T/
(¢)=PeQ

Vztah L(¢?,¢’) < H(¢’,p;) je piitom explicitné ddn zndmym vyrazem

H(¢,p;) = pid' (&, p5) — L(¢, p5) (1.3)
kde L(q, p;) je funkee L(q', "), v niz je dosazeno ¢ (¢, p;) inverzi p; = %,

viz (1.2).

Geometricka nazorna interpretace vztahu mezi L a H

Pro jednoduchost uvazujme jen dimenzi n = 1 a potlaéme psani ¢ (budeme
v8ak i nadéle psat parcidlni derivace).

Méjme tedy libovolnou funkci L(v) a po vzoru (1.3) zavedme novou funkci

H(p) = puv(p) — L(v(p)) , (1.4)



kde
0L

pum % .
Lagrangetiv a Hamiltontiv popis je pak ekvivalentni vyjadfeni téhoz grafu.

p(v) (1.5)
e bud dvojici (v, L) = (,0sa z, ,osa y“),
e nebo dvojici (p, H) = (,smérnice pfimky*, ,,—absolutni ¢len pfimky*).
Opravdu: Obecné piimka je tvaru y = kx+q, zde tedy L(vy) = povo— H (po),

neboli H(py) = pove — L(vp). Funkce L(v) je proto obalovd kfivka tecen
parametrizovanych dvojici (p, H(p)).

Funkce L(v) a H(p) jsou ekvivalentni, nebotf naopak plati

L(v) = p(v)v — H(p(v)) (1.6)
Opravdu, z (1.4) plyne
OH ov OLOv
8—p = v(p) pﬁ_p_%ﬁ_p (1.7)

v(p) = - (1.8)

Poznamky:

e piechod L «» H dany vztahem (1.4) funguje dobfe, dokud se v grafu

neobjevi inflexni bod; je tedy regulérni jen v bodech, kde $ = €L £ 0

e obecné lze Legendreovu transformaci (1.3) uzit pokud je hessian
2L

Dalsi disledky Legendreovy duality:

Legendreovym obrazem Lagrangeovy 1-formy 6, definované na TQ (pfesnéji
0, € T*(TQ)) vztahem
oL . .
— J
0, = o0 dg (1.9)
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je vyznamna Cartanova 1-forma 6:

Definice: kanonickd Cartanova 1-forma 6, na T*Q (pfesnéji 6, € T*(T*Q))
je definovana vztahem '
0, =p;d¢’ . (1.10)

Jeji geometrickd dilezitost spociva v tom, ze
e cexistuje globalné na celém T*Q
e nezavisi na konkrétni funkci L

e je jednoznac¢né a prirozené urcena fibrovanou strukturou kotecného

bandlu T*Q

Podobné 1ze Legendreovu dualitu aplikovat i na integralni kiivky dynamic-
kéko vektorového pole X = dt urcuji vyvoj daného systému. V Lagrangeové
formalismu na TQ je

13)
Xqu +W(

¥ (1.11)

)8—qﬂ )
kde W(q',¢') je kontrétni (obvykle slozitd) funkce dand Lagrangeovymi
pohybovymi rovnicemi viz [1] strana 24.

Naproti tomu ve formalismu Hamiltonové na T*Q plati

d¢’ 8 dp;, O
Xy =L 9 i (1.12)
dt BqJ dt Bpj
kde ddit a dp —i Jjsou urc¢eny Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi ddi; = ng
d
a = qj, tedy

OH 0O OH 0O
Xypg=—"or-—— — ——— . 1.1
" ap;0g7 g Bp; (1.13)

Na T*Q je proto vyvoj systému uréen trajektoriemi (¢ (t),p;(t)), coz jsou
integralni kiivky pfirozeného vektorového pole Xy = (ng, —%).



1.2 Jednotné souradnice na T"Q a symplek-
ticka matice

Je vyhodné zavést jednotné znaceni lokdlnich souradnic na kote¢ném bandlu
T*Q dimenze 2n vztahem

(222 = (N, D) (1.14)
tedy
d=q,
AT =p; j=1,...,n. (1.15)

Prvnich n parametrii predstavuje zobecnéné soutradnice, zatimco druhé n-
tice parametri jsou odpovidajici kanonicky sdruzené hybnosti. Potom je
mozné Hamiltonovy kanonické rovnice prepsat do podoby

o0H
éﬂ _

= g G=1,...,n, (1.16)
OH
B —
P = B=n+1,....2n. (1.17)

Oba vyrazy jsou stejné az na znaménka. Nabizi se proto zavést tzv. symplek-
tickou matict wqg typu 2nx2n, jejiz prvky jsou 0, 4+1 nebo -1 dle ,,blokového*
predpisu

0 .0 -1 0
0 -I O ...0 0 ... —1
waﬁ:(l O)E 1...0 0 ... 0 [~ (1.18)
O ... 1 0 ... 0
kde I je jednotkova matice typu n x n, I = diag(1,...,1). Inverzni matice

k wap je zjevné

0 I
Ba _
w _<-1 o) : (1.19)
nebot wasw? = 61, neboli

(To)(50)=(ot) (120
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Je vidét, Ze obé matice w,p a w™ jsou antisymetrické,

WaB = —Wsay W = —wP (1.21)

a ze jsou navzajem transponované.

Uzitim jednotnych soutfadnic a symplektické matice maji Hamiltonovy ka-
nonické rovnice (1.16), (1.17) na T*Q jednotny tvar

H
Wap 2 = g? : (1.22)
neboli naopak
o0H
P = W — 1.23
F=wt e (1.23)

Snadno se piesvédéime, ze napiiklad o = 1 = 3 = n + 1, tedy 2° = 2"t = py,

takze
5 o0H i o0H

= ﬁ = —P1 = a—ql atd.

wl/g,é

Podobné 1ze pomoci symplektické matice vyjadrit:

e dynamické vektorové pole (1.12), (1.13)

o OH 0
Xy == =uw"—_— 1.24
== 920 0z 828 (1.24)
e Poissonovu zdvorku {f,g} = %%j — %%
Of 5o 99
= ——w’ = 1.2
{fgt=sTuwn L (1.25)

Specialné pro f = 2% a g = 2* dostavame fundamentdlni Poissonovy
zavorky tj.
(2P 2} = WP, (1.26)

neboli v obvyklych kanonicky sdruzenych proménnych

{qj>qk} =0 ) {qj>pk} = 6% )
{pj,oi}=0,  {pj,¢"} =-6". (1.27)
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1.3 Geometricka podoba Hamiltonovych rovnic

Nyni postoupime déle v geometrické formulaci Hamiltonovy mechaniky. Uka-

0 -I
I 0
fadnicové slozky symplektické 2-formy w na kotecném bandlu T*Q. Praveé
tato symplekticka forma w tvori centralni geometricky pojem hamiltonov-
ského pristupu.

zuje se totiz, ze symplektickou matici w,3 = lze chapat jako sou-

Definice: symplektickd forma je 2-forma w, kterd je
e uzaviena . dw =0

e nedegenerovand ... i,w =0 X =0

Pfenasobenim obou stran Hamiltonovych kanonickych rovnic (1.22) bazovou
1-formou dz“ a vysc¢itanim pres a dostavame vztah

o

dz~ 1.28
Oz 25 ( )

Wap Fd2® =
kde w,gs jsou slozky 2-formy w a %7 jsou slozky dynamického vektorového
pole X piisluejictho H, viz (1.24). Jak je vidét z (i,w)a = wapX? a
iyw = (iyw),dz?, celd leva strana odpovida 1-formé, jez vznikd vloze-
nim dynamického vektorového pole X do symplektické 2-formy w. Prava
strana je 1-forma dH, tedy diferencidl Hamiltonovy funkce. Vztah (1.28)
vyjadiuje vztah mezi 1-formami, ktery miizeme oprostit od konkrétnich sou-
Ffadnic na T*O.

Hamiltonovy kanonické rovnice v ¢isté geometrické feci tedy maji velmi ele-
gantni tvar

iy,w=dH . (1.29)
Vyjadieno slovy, vyvoj systému je urcen integralnimi kfivkami takového
vektorového pole X, které vlozenim do symplektické 2-formy w da prave
diferencial dané Hamiltonovy funkce.
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1.4 Fazovy prostor coby symplekticka varieta

Nyni je kli¢ové si uvédomit, ze na fazovém prostoru® je symplekticka forma
w prirozené definovana, a to vztahem

w=def, , (1.30)

kde 6, je kanonickd Cartanova forma, zavedend vyrazem (1.10). Explicitné
v soutfadnicich na T*Q tedy plati

6, =p;d¢ (1.31)
w=dp; ANd¢’ . (1.32)
Ovérenti:

e uzavienost w plyne ptimo z (1.30) a vlastnosti d* = 0:
dw = d(d6,) = 426, = 0

e 7z definice vnéjsi derivace 1-formy plyne
w =d8, = d(p;d¢’) = dp; A d¢’

e ve slozkach je (1.31) explicitné

w=dp; Ad¢' + ... +dp, Adq" = —d¢* Adp; — ... — d¢" Adp,
=—dz' A" — . —d2" Ad (1.33)

44 (s 0 -1
takze srovnanim s w =3 s wag dz*Adz” dostdvéme w,ps = < I 0 ) ’

coZ je pravé symplektickd matice (1.18).

e protoze
det(ways) = det < - ) _ 140, (1.34)

inverzni matice w®® existuje, a proto je 2-forma w nedegenerovana

X

1Pod fazovym prostorem zde rozumime koteény bandl T*Q. Pozdé&ji ale ukazeme (viz
kapitola 1.8 vénovand kanonickym transformacim), ze specifickou fibrovanou strukturu
T*Q lze ve skuteCnosti ignorovat, a proto jiZz na tomto misté zavadime obecnéjsi pojem
fazového prostoru.
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Forma (1.30), tedy explicitné (1.32), je tudiz opravdu symplekticka.
Symplekticka forma w je dilezita predevsim tim, ze konvertuje vektory na
1-formy.

Nechf je X vektor a o je jemu prifazena 1-forma, pak lze symbolicky psat:

b

X w y o
— W
m m
T, M T;J\/l

kde jsme oznagili? zobrazeni z vektorti do 1-forem jako w’, a naopak zobra-
zeni z 1-forem do vektorti jako w?, tedy

Wi X—oo: o=wX)=w(eX)=i
W oo =X X=uW (o), (1.36)

kde wf je inverzni k w”. Vztah mezi X a o je piitom jednoznac¢ny diky
nedegenerovanosti w.

Plati tedy:

e sloZeni w” a w! je identita:

W’w' = identita = wfw’ (1.37)

e ve slozkach plati
Oo=WapX" (1.38)
XP =whog, (1.39)

e specielné na T*Q s prirozenymi soufadnicemi (¢’, p;) mame

o

_ ﬁ % b .

o dp, (1.40)
o .

S SRR S X 1.41

2Znaceni odpovida bézné hudebni notaci: ,bécko b snizuje tény, zatimco ,kiizek £
tény zvysuje, coz je analogické tomu, ze slozky vektort, které maji horni indexy, prechazeji
na slozky 1-forem, které piSeme s indexy dole, viz (1.38), (1.39).

14



Diky této symbolice mizeme Hamiltonovy kanonické rovnice (1.29) i w =
dH ptepsat do podoby
W (X) =dH , (1.42)

neboli
X = w(dH) . (1.43)

To je explicitn? vyraz pro dynamické vektorové pole X, které jednoznacné
urcuje vyvoj systému pro danou Hamiltonovu funkci H.

Obecné se pomoci symplektické formy w zavadi tzv. hamiltonovské vekto-
rové pole, které je pritazeno libovolné funkci f na fazovém prostoru.

Definice: hamiltonovské vektorove pole Xy vici dynamické proménné f je
takova pole, ze

ixfw =df , (1.44)

neboli
X; = Wf(df), (1.45)

neboli
w(e,X;)=df . (1.46)

Piifazeni vektorového pole Xy funkci f je jednoznacné. Zdaleka ne kazdé
pole je ale hamiltonovské.

1.5 Poissonovy zavorky geometricky

Symplektickd forma w je tizce svazana s Poissonovymi zédvorkami, nebot
geometrickd podoba Poissonoviych zavorek je

{19} = w(Xy, Xy) = —w(Xy, X) (1.47)

kde X, je Hamiltonovské pole vic¢i g, zatim co Xy je Hamiltonovské pole
vudi f.
Dikaz: Necht dle (1.44)

X, =wi(dg), X;=w'df), (1.48)

neboli ve slozkach, viz (1.39),

9y of
B _ B )

15



Pak s vyuzitim (1.25)
0f 899 _ OF 5a99 _
86 aza 8ﬁ a_{f7g}
(1.50)

X

w(Xy, Xy) = w, X X] = wg,w’ 5%

Z geometrické definice (1.47) okamzité pro Poissonovy zévorky plyne

e antisymetrie
e bilinearita

e 7 uzavienosti symplektické formy (dw = 0) plyne také Jacobiho iden-
tita

takze struktura Poissonovych zavorek {e, e} tvoii Lieovu algebru na sym-
plektické variete.

Navic plati tyto vztahy:
{19} = w(Xy, Xy) = i w(e, Xy) =iy (df) =(df, Xg) = X, f = Ly [,

“(L51)

tedy
{f7g}:£ng Y {g7f} :fog ) (1'52)

tedy
Ly f=—Lyg. (1.53)

1.6 Hamiltonovska verze teorému Emmy No-
etherové

Na strané 27 v [1] je odvozena lagrangeovska formulace teorému Noethe-

rové. Strucné Feceno, pokud L,L = 0, pak L,9g = 0, kde g = (0,,7Z)

aZ=7" ak + %Z -q! o0 2 Jinymi slovy, veli¢ina g je v takovém piipadé in-

tegralem pohybu protoze se neméni podél integralnich kiivek dynamického
vektorového pole X.

Hamiltonova verze teorému Emmy Noetherové je mnohem elegantnéjsi a zni:

LH=0 & L,g=0. (1.54)

16



Driikaz: Staci aplikovat identitu (1.53) pro f = H, tedy 0 = L, H = =Ly _g.

X
Priiklady:
1. g = pi, neboli hybnost, takZe s pomoci (1.40) a (1.45) X, = w(dp,) =
2 tedy X, = -2, coz generuje translaci ve sméru ¢!,
8q p1 8q

ELHZO - EXlez().

aql

Je-li tedy H invariantni vii¢i translaci ve sméru ¢!, zachovava se pii-
slusnéa slozka hybnosti p; vii¢i translaci.

2. g = paq' — p1¢?, coz je slozka momentu hybnosti, takze

X, = w(¢'dpy — ¢*dp; + p2dg* — p1dg?)
. d 8

— + — + ,
q dq! q BYE p28p1 P aps

kde prvni dva ¢leny generuji rotaci v prostoru a druhé dva c¢leny ge-
neruji odpovidajici rotaci v hybnostech. Invariance H vici rotaci tedy
odpovida zakonu zachovani momentu hybnosti.

1.7 Invariance symplektické formy
Pro kazdé hamiltonovské pole X, viici g plati
Low=0. (1.55)

Specialné plati £ ,w = 0 pro dynamické vektorové pole X odpovidajici Ha-
miltonové funkci H. Jinymi slovy symplektickd forma w se pri vyvoji systému
,nement’.

Dikaz: Provedeme snadno pomoci Cartanovy identity, podle niz plati £, =
ixd +diy. Je tedy Ly w =iy dw +di, w=0+ddg = d*g = 0, kde jsme
uzili faktu, ze symplekticka forma w je uzaviend (neboli dw = 0) a definice
hamiltonovského pole (1.44).

X

17



1.8 Kanonické transformace geometricky

Vici kanonickym transformacim je symplekticd forma w invariantni. Kon-
krétné

Definice: kanonickd transformace je takova zména souiadnic Z%(2°) na
fazového prostoru, kterd zachovava kanonicky tvar symplektické formy w,
tedy jeji slozky w,g ve starych soutadnicich z° = (¢/,p;) i v novych sou-

Fadnicich Z* = (@, P;) jsou dény symplektickou matici ( (I) _OI ), kde

w= %wa,g dz* Ad2f = %waﬁ dz>AndZP.
Konkrétné tedy:

e w=dp;Ad¢’ ... v plvodnich soufadnicich
| kanonicka transformace

e w=dP;Ad@’ ... v novych soufadnicich

Specialné pro n = 1 mame Q(q,p), P(q,p), takze

oP oP 90 00
—dPAdQ = [ —dg+ =—d “Zdg+ —2d 1.
“ Ade (361 q+3p p)/\<(9q q+(9p p) (1.56)
P Q) P Q) 0Q 0P 9P 3Q
= “FApAdg+ — Zdgnadp = [ 22— - T ZF ) dpAad
Op Oq A q+3q op anep (0q dp  Oq Op pAad

Aby transformace byla kanonické, ¢len <%%—I; — %—5%) musi byt roven 1,

coz odpovida podmince {Q, P} = 1 znamé z klasického kurzu teoretické me-
chaniky.

1.8.1 Generujici funkce kanonické transformace

Kazd4 (lokalni) kanonicka transformace odpovida jisté (lokalni) funkei F' na
fazovém prostoru. Pfipomenme, Ze v kanonickych soufadnicich je kanonicka
Cartanova forma

0, =p;d¢’ . (1.57)
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Aplikaci vngjsi derivace d dostavame d@, = dp; Ad¢’ = w, coZ je symplek-
ticd forma. Uvazujme nyni jinou kanonickou Cartanovu formu

0, = P;dQ)’ (1.58)

v soufadnicich (@7, P;), které jsou s (¢/, p;) na fdzovém prostoru spojeny ka-
nonickou transformaci. Zjevné plati d@, = dP; AdQ’ = w, takze odectenim
dostavame

d@, —0,)=0. (1.59)
Forma (0, — 6,) je tedy uzaviend, neboli 1-forma e = p;d¢’ — P;d@Q’ je

uzaviena. Nyni pouzijeme

Poincarého lemma: Pro uzavienou 1-formu a lokdlné existuje funkce F
takova, ze o = dF'.

Dusledek: Pro danou kanonickou transformaci existuje na kazdém okoli U
fazového prostoru lokalni funkce F', zvana generujici funkce, takova, ze

pid¢’ — P,dQ’ = dF . (1.60)
Odtud lze snadno ukazat, ze pro konkrétni trajektorii plati
. . dr
G — PQ = — . 1.61
pjd Q=5 (1.61)
Dukaz: Vyjdeme ze vztahu (1.60), pficemz vime, ze Q° = Q'(¢/, p;), tedy
' Q" . . oQ" oF . .  OF
dq¢’ — P, -d¢’ dp;, | = —d¢’ + —dp; . 1.62
Porovnanim levé a pravé strany této rovnice dostaneme
oF 0Q! oF 0Q!
oq? oq Op; Op;
Nyni dosadime tyto vyrazy do %,
dF _OF ,  OF . Q" S p0Q
= 4+ =(-P N — P :
at og" " op; ( g’ +p]) ! Ip;

g Q. AQ P
— . . J N =n.0d — PO
Pid Pz(gqjq +5 jpg) pid’ — Q"
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1.8.2 Generujici funkce typu 1 az 4

Generujici funkci F' 1ze vyjadrit v libovolnych lokalnich soufadnicich na kaz-
dém okoli U fazového prostoru, tedy F(¢, p;). Pfedpokladejme nyni, ze body
z U lze jednoznacné specifikovat kombinaci starych a novijch souradnic. O ta-
kovych kanonickych transformacich fikdme, ze jsou typu 1 az 4:

1 2 3 4
(¢,Q) (¢,P) (@) (p.P)

e kanonickd transformace typu 1: funkce lze vyjad¥it pomoci (¢7, Q7)
Ze vztahu (1.60) plyne

. : o OFY  gF®) .
ddd — P.dO’ = W47 0 = g2t d0)7
kde F)(¢7, Q%) = F(¢,pi(¢7,@Q7)). Porovnanim levé a pravé strany
dostavame " 0
OF OF

e kanonickd transformace typu 2: funkce lze vyjadiit pomoci (¢7, ;)
Zavedme funkci F@ (¢, P;) = F(¢/, pi(¢, P;))+P;Q (¢, P;). Ze vztahu
(1.60) pak plyne

pd¢’ — P;dQ? = d(F® — P,Q?) = dF® — (dP))@Q’ — P;dQ’

tedy

. . OF® HgF®)

dq’ dP; = —dq¢’ dp;
pid¢’ + Q’dPF; g 47 T g 40
Porovnanim ¢lentt v predchozim vyrazu dostavame
OF® . OF®
- : J = ) 1.65
p] aqj ) Q apj ( )

Podobné odvodime vyrazy pro kanonické transformace typu 3 resp. 4 uzitim
F®(p;, %) = F(¢ (pi, Q") p)) — i’ (pi, Q') Tesp.
F®(p;, Py) = F(¢ (pi, P.),pj) + PiQ7 (pi, P,) — i’ (pi, Py).
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1.9 Liouvilleova véta

Je zajimavé, ze objem oblasti vymezené ve fazovém prostoru se ptisobenim
toku popisujiciho vyvoj hamiltonovského systému neméni. Konkrétné, necht

e R je oblast fazového prostoru (dim = 2n)

e pii dynamickém vyvoji jsou body z R zobrazeny tokem ®X do oblasti
R(t)

e pak objem R(t) je stejny jako objem R
Jak pocitat (elementarni) objem na varieté?

e objem v R? uréeny dvéma vektory x; a X, je

U(Xl,Xg) = :HXI X Xg‘ = det ( % % ) = 6@'1’3[[’% . (166)
Ty X

e objem v R3 uréeny tiemi vektory x;, Xo, X3 je

11 1
Ty Ty I _—
_ _ 2 .2 .2 | _ i,
v(X1,Xg,X3,) = X1 - (X2 X x3) =det | 27 x5 25 | = ¢ pxirde; .
3,3 .3
(1.67)
e objem v R™ urceny n vektory xi,...,x, je analogicky
i k
V(Xy,y ..y Xy) =€ g X)X, (1.68)
Obecné v(x1,...,X,) je tzv. objemovd funkce tedy zobrazeni

Vx...xV — R, které je

— linearni
— antisymetrické

— nedegenerované
e clementdrni objemovy element na fazovém prostoru je 2n-forma.

Specalné: kanonicky objemovy element (Liouvilleova 2n-forma) je de-
finovan

—wA.. ANw=—w"" (1.69)

1
v
n! n!
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kde w je symplektickd 2-forma. Explicitné v souradnicich mame
v=dp, Ad¢* Adp, Ad® A ... Adp, Adg" . (1.70)
Diikaz: Napt. pro n = 2 je w = dp; A dg* + dps A dg?, takze

v=3(wAw)=1[(dp Adg" +dps Adg?) A (dps A dg' + dps A dg?)]

[dpy A dg* Adps Adg? + dps Adg? Adpy A dg']
p Adgt Adpy Adg? .

Q. vl NI

Diferencialni tvar Liouvilleovy véty:

Kanonicky objemovy element v je invariantni vii¢i hamiltonovskym toktim,
neboli

Lov=0. (1.71)
Dukaz:
Lov=Lotwm =20 DAL w=0, (1.72)
nebot dle (1.55) je
Low=0. (1.73)
X
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Kapitola 2

Casové zavislé hamiltoniany

Pfirozena aréna casoveé zavislé Hamiltonovy mechaniky vznika rozsirenim
fazového prostoru I' (s lokalnimi soufadnicemi ¢’ a p;) z bezcasového pii-
padu o casovou osu R (se soufadnici ¢). Jedna se tedy o kartézsky soucin
téchto prostori tj. I' x R. Tuto novou varietu nazyvame rozsirenym fazovym
prostorem. Lokélni soufadnice na tomto novém prostoru jsou (¢’, p;, t).

Dimenze rozsiteného fazového prostoru je zjevné 2n+ 1. Nejedna se proto
o symplektickou varietu, jako v necasovém piipadé, jejiz dimenze musi byt
suda, ale o tzv. varietu ,kontaktni“.

Nejprve zadefinujme obecné matematické pojmy, které nam umozni 1épe
charakterizovat dilezité geometrické objekty:

Definice: Nulovy vektor a nesingularni 2-forma.

e Vektor X, pro ktery je Q(X,Y) = 0 nezavisle na volbé druhého vek-
toru Y, nazveme nulovym vektorem 2-formy 2. Tento vektor je jedno-
znacné urcen az na skalarni nasobek.

e 2-formu (2 nazveme nesinguldarni, pokud linedrni prostor generovany
mnozinou jejich nulovych vektorit X ma minimalni moznou dimenzi:
tedy dim = 1 pokud je dimenze celého prostoru, na kterém je forma
2 definovana, licha, a dim = 0 pokud je tato dimenze suda.

Zavedeni pojmu nesingularity 2-formy je jakymsi zobecnénim pojmu ne-
degenerovanosti formy. Uvédomme si, ze pokud je dimenze celého prostoru
formy €2 suda, tedy 2n, nesingularnost rika, Ze nexistuje zadny nulovy vek-
tor, a tedy forma je nedegenerovana.
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Pokud je dimenze prostoru lich4, tedy 2n+ 1, a forma 2 je nesingularni,
pak vime, Ze forma je degenerovana specialnim zptisobem, a to pouze ,,v jed-
nom smeéru“. Nebude se vSak jednat o symplektickou formu, kterd musi byt
dle definice nedegenerovana a uzaviena!.

Tlustrace: Je mozné ukazat, ze

e 2-forma w = dp; A d¢/, dim = 2n, je nesingulérni a tedy nedegenero-
vana.

e 2-forma Q = dp;Ad¢’ —d(p; + ¢’)Adt, dim = 2n+1, je nesingulérni, a

, . " _ d f) o)
tedy degenerovana pouze v jednom smeéru, ato X = a <3—qj ~ay T 5),

kde a je libovolny skalarni nasobek.

-----

nesingularni 2-formu na prostoru liché dimenze a obecné vektorové pole.

Plati: Pokud mame na (2n + 1)-dimenzionalnim rozsifeném fazovém pro-
storu zadanou nesingularni 2-formu €2, potom lze najit praveé jedno vektorové
pole X, pro které az na skalarni nasobek plati

iL0=0. (2.1)

Driikaz: Plyne pfimo z definice nesingularni 2-formy na celém prostoru liché
dimenze.

X

2.1 Zavedeni geometrickych objektu na roz-
Sifeném fazovém prostoru

Nyni jiz pristupme k zavedeni konkrétnich geometrickych objekti. Na celém
fazovém prostoru I' X R je mozné definovat tzv. kontaktni 1-formu A, a to
vztahem

A=p;d¢ — Hdt (2.2)

kde H = H(q’,pj,t). VSimnéme si podobnosti s kanonickou Cartanovou
1-formou 8, = p;d¢’ z bezéasového piipadu.

IP¥ipomeiime, Ze forma € se nazjva uzaviena, pokud plati d€2 = 0.
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Aplikaci vnéjsi derivace na A dostavame uzavienou, degenerovanou, ale
nesingularni 2-formu Q (nejednd se tedy o formu symplektickou?):

Q=dA =dp; Ad¢’ — dH A dt . (2.3)

Uzavienost této formy je zfejm4, nebot d2 = d?A = 0, degenerovanost a
nesingularnost ukazeme pozdéji. Je dobré si uvédomit, ze symetrie vyrazu
(2.3) je pouze zdanliva, nebot H = H(¢’,p;,t), a tedy dH = %dqj +
gTdej +Gldt, takze dH A dt = §Edg’ ndt + gT{jdpj A dt.

Poznamenejme jesté, Ze pro vyjadieni souradnicovych slozek €2, na I'xR
dostavame matici typu (2n + 1) x (2n + 1) tvaru

oH
0 -I —g—
Qup = I 0 —%p , (2.4)
OH 0H 0
Jdq op
kde %—Z znaci sloupcovy resp. radkovy blok <g—g, cee g%) , stejné tak %_1;
znaci blok <2_g’ ey g}%) a I je jednotkova matice typu nxn. Je vidét, ze levy

horni blok typu 2n x 2n matice (2.4) odpovida soufadnicovému vyjadient
obvyklé symplektické 2-formy w = dp; A d¢’, tedy matici w,gs, z pripadu
casové nezavislé mechaniky:.

Na rozsiteném fazovém prostoru urcuji dynamiku soustavy integralni
krivky vektorového pole X, které je obecné dano vyrazem
d . 0 15) .0
X=—=¢—+p7—+t= . 2.5
K Piap, "ot (2:5)
Tecka zde znadi derivaci podle 7, coZ je parametr integralni kiivky v(7) na
I' x R. Tento parametr mtize mit naptiklad vyznam ,vlastniho“ ¢asu obecné
nezavislého na case t, tedy na soutfadnici rozsiteného fazového prostoru.
Vztah urcujici toto vektorové pole muzeme upravit uzitim Hamiltono-
vych kanonickych rovnic. Dale mtizeme poZadovat stejné plynuti obou cast
t a 7, to znamena, ze ztotoznime parametr integralni krivky se souradnici fa-
zového prostoru. Tento dodatecny pozadavek vyjadiime vyrazem ¢t = % =1.
Vysledné vektorové pole ma pak tvar
__0H 0 OH 0 o

20pét pripometime, ze symplektické forma je uzavieni a nedegenerovana.
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Nyni zbyva pouze vytesit otazku vhodného ,geometrického® predpisu
pro nalezeni tohoto vyznamného vektorového pole. Tento predpis nazveme
pohybovymi rovnicemi.

2.2 Pohybové rovnice

Plati: Dynamické vektorové pole X je jednoznacné uréeno (az na skaldrni

nasobek) podminkou
i Q=0. (2.7)

Pravée tento predpis je tedy mozné povazovat za invariantni tvar pohybovych
rovnic.

Naopak zjevné plati, ze toto vektorové pole X urcuje v kazdém bodé
rozsiteného fazového prostoru nulovy vektor 2-formy 2.
Dikaz: UkaZme nejprve, Ze vektorové pole X, viz (2.6), je jednoznatné
urc¢eno podminkou na nulovy vektor formy (2.

Pocitejme tedy pfimo vlozeni obecného tvaru vektorového pole, viz (2.5),
do formy € dané (2.3) a uzijme antisymetrie vloZeni vektorového pole do
2-formy a vztahu

ix(@AB) = (anB)(e,X) = a(e)B(X) — B(e)x(X) , (2.8)

tedy

i, Q2 =Q(e,X)=(dp; Adg’ — dH A dt) (e, X)
(dH A dt) (X, e) — (dp; Adg’) (X, ) (2.9)

[dH(X)]dt — [dt(X)]dH — [dp;(X)]d¢’ + [d¢’(X)] dp; .

Déle rozepisme jednotliva vlozeni pole do 1-forem z predchoziho vyrazu,

dH(X) = (@Hd oH aHdt) (qﬂ'% +pjai + tﬁ)

dq Op; ot g ot
OH aH aH OH OH .0H
= 5 — =¢ =+ pj i +t— 2.1
WX) =i, ApX)=p;, dAPX) =@ .  (211)
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Dosadme predchozi vztahy do vyrazu (2.9), rozepisme dH a uZijme pod-
minku k nelezeni nulového vektoru, to znamena polozme tento vyraz rovny
nule. Tim dostavame rovnici

3H+ o —i—ta—H dt — ¢ a—Hd —G—aHd + aHdt
Tog Piop, T ot O ¢ ap;, T ot

Porovnanim jednotlivych koeficientt u dt, d¢’ a dp; dostdvdme nésledujici
tfi podminky

aH oH
—=—p;i— 2.1
aq] p] apj ) ( 3)
.OH .
ta—qﬂ' =D (2.14)
OH .
19 i 2.15
op, (2.15)

které jednoznac¢né urcuji koeficienty nulového vektorového pole formy £2.
Jejich dosazenim do obecného predpisu (2.5) dostavame hledany vyraz

(OH & OH & 8
X=f|l—— == - 4+ = 2.1
<3pj 8¢ Jq’ Bp; * Bt) ’ (2.16)

z kterého je rovnéz zfejma volnost ve volbé f, kterd urcuje pouze stejné
skalovani kazdé ze soufadnic, viz (2.6).

Druhou ¢ast vyse uvedeného tvrzeni, to znamena nulovost vlozeni kon-
trétniho pole (2.6), ukdZeme analogicky pfimou tipravou pohybové rovnice
(2.7), tedy

i, Q2 = [dH (X)] dt — [d4(X)] dH — [dp;(X)] dg’ + [dg/(X)] dp; . (2.17)

Nyni pocitejme ¢len d H (X) rozepsanim diferencidlu dH a dosazenim vyrazu
(2.6) pro vektorové pole:

OH OH OH OH 0 OH 0 o
H(X)= 2= it e A Wl
dH(X) (3 dd +3pzdp ot dt) (0pj3qﬂ ¢/ 3pj+3t)

_OHOH OHOH, OH OHOH DHOH A O0H _oH

00 op, " pog ot o op  omog ot - ot

Obdobnou tpravou zbyljch ¢lentt ve vyrazu (2.17) dostavame
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oH OH . OH
i,Q=—dt —-dH + —d¢’ + —dp; =dH —dH =0. 2.18

X

Timto jsme dokéazali degenerovanost a pritom nesingularnost 2-formy €2,
nebot vlozeni pravé jednoho nenulového vektorového pole X do formy €2 je
identicky nulové.

Souradnicovy pohled

Poznamenajme jesté, ze vyraz (2.7) v soutadnicich fika, ze slozky vektoro-
OH _ 0H
op’ oq’
(2.4). Tomuto vlastnimu vektoru pfislusi vlastni ¢islo 0, jehoz ndsobnost je
jedna, coz odpovida degenerovanosti formy (2.

vého pole X, tedy < 1), jsou vlastnim vektorem matice (2,3, viz

Invariance formy 2

Dale je mozné ukazat, ze 2-forma €2 ziistava pri vyvoji systému daném vek-
torovym polem X konstantni, tedy ze se neméni podél integralnich kiivek
generovanych timto polem. Toto je mozné vyjadrit pomoci Lieovy derivace

LO=0. (2.19)

Tato skutecnost bude mit zajimavou interpretaci v kapitole 3 o kanonickych
transformacich.

Diikaz: Aplikujme na €2 zndmou Cartanovu identitu
L, =i d+di, (2.20)

tedy
LQ=i dQ+di Q. (2.21)

Prvni ¢len v pfedchozim vyrazu je nulovy, nebot forma €2 je uzaviena. Nu-
lovost druhého ¢lenu plyne piimo z pohybovych rovnic (2.7).

X
Plati: Funkce f je integralem pohybu pravé tehdy, kdyz

X(f)=0. (2.22)
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Diikaz: Staci pouze pripomenout definici vektorového pole tj. X = % a
integralu pohybu, tedy j—f = 0. Nésledné je uzitecné vyjadiit vyraz X(f)

pomoci Poissonovych zévorek a Lieovy derivace (pfedpokladame g—i =1):

x(j) = PHOF _9HOf | ofdt

= . . — = H — =L = . (2.2
Op; 0¢7  O¢f Op; ~ Ot dr {f H}+ T Lxf - (2:23)

Posledni ekvivalence plyne pfimo z definice Lieovy derivace funkce, viz [1].

X

2.3 Vztah k ¢asové nezavislé mechanice

Néazvem cCasoveé nezavisla mechanika zde oznacujeme ptipad, kdy se Hamil-
tonova funkce neméni s casem ¢, je tedy pouze funkei soufadnic ¢/ a p;, tj.
H=H(¢,pj).

Pripomenme, Ze arénou casové zavislé mechaniky je rozsireny fazovy pro-
stor I' x R. Vyvoj systému je zde dany integralnimi kiivkami vektorového
pole X, které jsou paramerizovany proménou 7, kterd mtize mit, jak jiz bylo
feCeno, rovnéz vyznam casu.

Za téchto predpokladii je mozné nahlédnout na popis specialniho systému
s Casoveé neproménnym hamiltonidnem dvéma riznymi zpisoby.

Casové nezavisld mechanika na rozsifeném fizovém prostoru

Cela mechanika bude popsana naprosto stejnym zptisobem jako v ¢asti 2.1.
V predchozich tivahach jsme uzili volby % = 1 vyjadiujici stejné plynuti
obou casil, tedy ztotoznéni parametru integralnich kt¥ivek a soutradnice roz-
siteného fazového prostoru. Pravé tato volba ndm umoznuje setrvat na tomto
prostoru i v piipadé, Ze hamiltonian je pouze funkci ¢’ a p;, pfidemz tvar
pohybovych rovnic bude samoziejmeé stejny jako v ¢asti 2.1.

Ilustrace: Harmonicky oscilator. Hamiltonian ma tvar H = % + %ka.
Prislusné vektorové pole je tedy dano vyrazem
0o 0o o
X=L2 2 + 2 (2.24)

Pro dvé konkrétni hodnoty pocatecnich podminek a néjakou hodnotu tu-
hosti £ a hmotnosti m dostaneme dvé typické integralni kiivky ve tvaru
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spiral. Tato dveé Teseni jsou vykreslena na obrazku 2.1. Primétem do roviny
(x,p) se ze spirél stanou elipsy, tak jak je dobfe zndmo z fazového portrétu
harmonického oscilatoru.

Obrazek 2.1: Dvé typické integralni krivky harmonického oscildtoru v rozsi-
feném fazovém prostoru.

Casové nezavisla mechanika jako fez rozsifeného fazového prostoru

Nyni uvazujme alternativni moznost, ze oba ¢asy t a 7 jsou zcela nezavislé.
Potom si ¢asové neproménny vyvoj miizeme piedstavit® jako limitni piipad,
kdy ¢as 7 (parametr integralni kiivky) plyne mnohem rychleji nez cas ¢
(soufadnice na rozsifeném fazovém prostoru). Tuto limitu je mozné formélné
vyjadrit jako

dt

R 2.2
<=0, (2:25)

coz nas prakticky omezi na jeden c¢asovy fez rozsiteného fazového prostoru,
tedy volbu ¢t = konst. Predpokladame, Ze hamiltonian je pouze funkci sou-
fadnic ¢/ a p;. Proto také dale pfi vypoctu diferencidlu hamiltonidnu nede-
rivujeme podle soutradnice ¢.

Vektorové pole (2.5), upravené uzitim Hamiltonovych kanonickych rovnic

a podmimky (2.25), pfejde na tvar
OH & 0OH 0

= = —— 2.2
Op; 8¢ O¢7 Bp; ’ (2.26)

3Tento pohled je ekvivalentni projekci 7 : I' x R — T..
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které jiz ma nulovou slozku ve sméru ¢asové osy (srovnej s (2.6)), tedy

OoH OH
A 2.2
(ap, aqn) (2.27)

VloZenim tohoto pole do 2-formy Q, viz (2.3), dostavame hledanou ¢asové
nezavislou pohybovou rovnici?

i, Q=dH (2.28)

z niz je zfejmé, Ze toto nové pole jiz neni nulovym vektorem formy (2.
Dukaz: Postupujme obdobné jako v ¢asové zavislém pripadé tj. pfimo upra-
vujme levou stranu novych pohybovych rovnic uzitim antisymetrie vlozeni
vektorového pole do 2-formy viz vztah (2.9):

i,Q = [dH(X)|dt — [d¢(X)]dH — [dp;(X)]d¢’ + [d¢’ (X)] dp; . (2.29)

Nyni upravujme jednotliva vlozeni pole X jeho rozepsanim dle vztahu (2.26):

oH . . OH oOH 0O oOH O
i, Q= ~ddg* -7 )
x dt(@g@ 0 5 dp) (ap] o0~ og ap]) 0

, OH O - (OH 0
J N N do
+dg [dp] (0 iﬁpi)] + dp; {dq (api qu)] (2.30)

OH OH 8H3Hj SO i gy O s
_OH 8H
— =dH .
= 3 ]dq + p; dp; =d

X

Jelikoz slozka vektorového pole do sméru osy ¢ je nulova, viz (2.27), je vy-
hodné uvazovat pouze projekci tohoto pole a formy €2 na 2n-dimenzionalni
symplektickou varietu se soufadnicemi ¢/ a p;. Na tomto novém fazovém

prostoru takto dostdvdme znadmou symplektickou formu w = dp; A d¢’ a
vektorové pole X = %8%]- — %%j. Tyto dva objekty jsou pfitom spo-
jeny Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi v geometrickém tvaru, neboli

iyw=dH.

4Tato rovnice nipadné piipominid geometrické vyjadfeni Hamiltonovych kanonic-
kych rovnic z bezcasového pfipadu, i,w = dH, kde w je symplektickd forma na 2n-
dimenzionalni symplektické varieté. Nase rovnice vSak stale jesté ,Zije na variété dimenze
2n + 1.
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INlustrace: Harmonicky oscilator. Reseni provedeme jako v predchozi ilu-
straci s tim rozdilem, ze parametr integralni kiivky 7 zde neodpovida zadné
soufadnici. Dostavame tedy vektorové pole

X=———kr— . (2.31)
Pro stejny konkrétni pripad jako v predchozi ilustraci dostaneme integralni

kiivky znazornéné na obrazku 2.2. Tyto krivky odpovidaji primétu inte-
gralnich kiivek z obrazku 2.1 do roviny (z, p).

Obrazek 2.2: Dvé integralni krivky harmonického oscilatoru v ¢asovém fezu.
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Kapitola 3

Casové zavislé kanonické
transformace

Na problematiku kanonickych transformaci je mozné pohlizet dvéma ekvi-
valentnimi zptisoby. RozliSujeme zde mezi pohledem pasivnim a aktivnim.

V pripadé transformaci pasivnich jde pouze o zménu soufadnicového sys-
tému, pficemz body v rozsireném fazovém prostoru ziistavaji fixované. Na-
proti tomu v aktivnim pfistupu jeden bod z rozsifeném fazovém prostoru
prechazi pomoci jistého toku na bod jiny.

Od kanonickych transformaci pozadujeme zachovani jednoduchého tvaru
pohybovych rovnic nebo ekvivalentné zahovani 2-formy 2.

Nadale budeme uvazovat pouze transformace pasivni. Potom je mozné
zavést kanonické transformace nasledujici definici':

Definice: Kanonickou transformaci nazyvame takovou zdménu soutradnic
na fazovém prostoru, kterd zachovava kanonicky tvar formy €2, tedy

dp; Adg! — dH Adt = dP; AdQ? — dH' Adt . (3.1)

Podivejme se také na vektorové pole urcené Hamiltonovymi rovnicemi.

Tvrzeni: Transformace generovana fazovym tokem @, , tedy urcena dyna-
mickym polem X viz (2.6), je kanonicka.

1V aktivnim pohledu kanonickou transformaci nazyvime diferencovatelné zobrazeni g
fazového prostoru, které zachovava 2-formu €2, tedy ¢*Q = €, kde g* je pull-back g.
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Dukaz: Plyne piimo z ekvivalence vztaht (2.19) a (3.1) pro tok @, tedy
LO=0 & $Q=0. (3.2)
X

3.1 Generujici funkce kanonické transformace

P¥ipomenme, 7Ze kazda (lokalni) kanonické transformace odpovida jisté (lo-
kalni) generujici funkei F' na fazové varieté. Dale pifipomenme, Ze kontaktni
1-forma na rozsifeném fazovém prostoru je tvaru A = p;d¢ — Hdt, a ze
aplikaci vnéjsi derivace dostavame nesingularni uzavienou 2-formu €2, tedy
dA = Q. Nyni uvazujme novou formu A; danou vyrazem

v novych soutadnicich (Q?, P;,t) spojenych s (¢7,p;,t) kanonickou trans-
formaci. Potom plati dA; = 2. Odec¢tenim dvou rtznych souradnicovych
vyjadieni 2-formy €2 dostavame

d(A—A;)=0. (3.4)

Z predchoziho vyrazu plyne uzavienost formy o = (A — A;). Nyni uzijme
Poincarého lemmatu, podle néhoz pro uzavienou 1-formu a lokalné existuje
funkce F' takova, ze a = dF.

Dusledek: Pro danou kanonickou transformaci existuje na kazdém okoli U
fazového prostoru lokalni funkce F' takova, ze

pjd¢’ — P;dQ) — Hdt + H'dt = dF . (3.5)
Funkci F' nazyvame generujici funkci kanonické transformace.

Nyni ukazme, Ze novy hamiltonidn H'(Q?, P;,t) je urfen vyrazem

OF 0Q!
H="—+P— +H. 3.6
a e T (3.6)
Dtikaz: Rozepisme diferencidly dF a d@’ ve vztahu (3.5), pfidemz F =

F(qjappt) a Ql - Ql(q]7p]7t)

: Q" | ;0 Q' /
d¢’ — P, -dg’ dp, dit | — Hdt+ H'd¢
h e (8(1] T ) '
oF . .  OF oF
= —d¢’ + —dp, + —dt . .
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Nyni porovnejme levou a pravou stranu predchoziho vyrazu, ¢imz dostaneme
tFi uzitetné vztahy, pricemz posledni z nich (3.10) je hledanym dikazem:

OF 0Q!
— =_p== - 3.8
O O + Dj ( )
oF 0Q!
—=-P—, 3.9
o, o, (3.9)
OF 0Q!
—=-P— -H+H". 3.10
ai a7 (3.10)
X
Dale pro konkrétni trajektorii plati, ze
dF P .
T (pj¢’ —H)— (PQ' —H') . (3.11)

Duikaz: Pfimo poditejme %—f a za jednotlivé parcidlni derivace funkee F'(¢/, p;, t)

pak dosadme vyrazy (3.8), (3.9) a (3.10),

dF  OF . OF _ OF oQ"\ . Q" . Q" ,
- 4 - IE— R . J __ Y . Y
=(p;¢’ — H)— (PQ'— H') . (3.12)

X

3.2 Generujici funkce typu 1 az 4

Generujici funkci F' kanonické transformace je mozné psat v libovolnjch
soufadnicich na kazdém okoli U fazového prostoru. Predpokladejme nyni, ze
body z U lze jednoznacné specifikovat kombinaci starych a novych souradnic.
O takovych kanonickych transformacich fikdme, ze jsou typu 1 az 4:

1 2 3 4
(¢,Q,t) (¢, Pt) (p,Q:t) (p,Pt)

e kanonicka transformace typu 1: obecna funkce F' na varieté lze vyjadrit
v konkrétnich souradnicich (¢7, @7, t). Ze vztahu (3.5) potom plyne
p;dg’ — P,dQ’ — Hdt + H'dt =dFY (¢, Q7 t)

OFM . OFM - FM
— J J
og 0t ot

dt
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kde FM(¢7,Q7,t) = F(¢7,pi(¢7,@Q’,t),t). Porovnanim levé a pravé
strany dostavame
OF M OF® OF M

— L o— I __
b= g hi=Tpg . H=Eir—

L (3.13)

e kanonickd transformace typu 2: funkce F lze vyjadiit pomoci (¢/, P;, t)
Zavedme funkci F® (¢, P;,t) = F(¢7,pi(¢’, P}, t),t) + P;Q (¢, P;, t).
Ze vztahu (3.5) pak plyne

pid¢’ — P;dQ’ — Hdt + H'dt =d(F® — P;’)
=dF® — (dp)Q’ - PdQ’ ,

tedy

OF® HgF®) OF 2
—d¢’ dP; + ——dt .
ag 0T, T Ty

p;d¢’ +Q'dP; — Hdt + H'dt =

Porovnanim ¢lenti v predchozim vyrazu dostavame

OF®) . OF® 9F (2
Jp— J — I __

(3.14)

e kanonickd transformace typu 3: funkce F' lze vyjadiit pomoci (p;, Q7, )
Zavedme funkci F®)(p;, Q7.t) = F(¢'(pj, @7, 1), pj,t) — p;i¢ (ps, Q°, 1)
a postupujme analogicky jako v predchozich pripadech, tj. aplikaci
vztahu (3.5) a porovnanim vzniklych vyrazi dostavame
OF®) OF®) OF®)

I =— P=——— H=H
g op, T Qi T o

(3.15)

e kanonickd transformace typu 4: funkce F' lze vyjadrit pomoci (p;, FPj, t)
Zavedme funkci F™W (p;, P;,t) = F(¢'(pj, P;,t), pj, t) + P;Q’ (ps, Pi, t) —
;¢ (pi, P;, t), aplikujme vztah (3.5) a porovnejme vyrazy. Jako vysle-
dek obdrzime

OF® . 9F@® OF@

J = J = H=H
e S T LY

(3.16)

Tim jsme odvodili vztahy pro kanonické transformace znamé z klasickych
ucebnic mechaniky.
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3.3 Geometricka interpretace Hamiltonovy-
Jacobiho rovnice

V této kapitole odvodime klasickym zptisobem Hamiltonovu-Jacobiho rov-
nici a uvédomime si ptitom, co jednotlivé kroky znamenaji v fec¢i geometic-
kych objektl na rozsiteném fazovém prostoru.

Vyjdeme z toho, ze zndme vyraz pro dynamické vektorové pole X, viz

(2.6), tedy
OH & OH o o

Op; O¢7  0¢? Op; ~ Bt~
a 2-formu Q@ = dp; A d¢’ — dH A dt, viz (2.3), oboji zadané v soufadni-
cich (¢/,p;,t). V tvodu této kapitoly jsme pravé diky formé € definovali
kanonické transformace a odvodili pro né nékteré uzitecné vztahy.

Nyni se pokusime provést takovou kanonickou transformaci, tedy zménu
soufadnic na rozsifeném fazovém prostoru, ktera zjednodusi vyraz pro vekto-
rové pole X. Uvédomme si, Ze prechod (¢7, p;, t) — (@7, P;, t) vede rovnéz ke
zméné Hamiltonidnu H na H’ a umozni nam zapsat Hamiltonovy kanonické
rovnice v novych soufadnicich, tedy

OH'(QY,P;,t)  dQJ OH'(Q,P;,t)  dP (3.17)
OP; dr ’ o dr -~ '
Ptedchozi vyrazy zaroven urcuji dynamické vektorové pole X v novych sou-
fadnicich,

_OH" 0 OH' 0 o

T 9P, 007 00 0B, i
Kanonicka transformace je zadana svou generujici funkci F, viz (3.5).

Tato funkce urcuje také novy hamiltonian H' vjrazem (3.10). Specialni vol-

bou generuji funkce je mozné obdrzet novy hamiltonian identicky rovny nule,
tedy

X

(3.18)

H'(Q,Pj,t) =0 . (3.19)
Touto volbou se stavaji nulovymi rovnéz levé strany pohybovych rovnic
(3.17) a vektorové pole podél vyvoje prechazi na velmi jednoduchy tvar
0o
X=—. 3.20
ot ( )
Resenim takto transformovanjych pohybovych rovnic jsou konstanty dané
pocatecnimi podminkami

Q' =a, Pj=p;. (3.21)
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Geometricka interpretace

Ptipomenme, ze vyvoj systému je geometricky dan integralnimi kiivkami
dynamického vektorového pole X. V souradnicich jsou tyto kfivky urceny
feSenim pohybovych rovnic v konkrétnich souradnicich, tedy dvojici funkci
¢’ (1) a pj(7) resp. Q’(7) a Pj(7). V nasem piipadé jsou timto feSenim v no-
vych souradnicich konstanty. Neznamendé to vsak, ze by se systém nevyvijel,
ale pouze to, ze v kazdém casovém Tezu mame fixovanou stale stejnou po-
lohu systému vii¢i vhodnym aktualnim souradnicim. Tyto souradnice se vsak
dynamicky méni pravé s vyvojem systému, tedy dle tvaru popisovanych in-
tegralnich kfivek. Tato zména je urcena casové zavislou generujici funkci
kanonické transformace?.

Jesté si uvédomme, ze kanonickd transformace je definovana jako jisty
specialni tok na rozsifeném fazovém prostroru, podél kterého se zachovava
2-forma €2. V tvodu této kapitoly jsme rovnéz ukazali, ze fazovy tok urcéeny
polem X generuje kanonickou transformaci. Prave této tranformaci odpovida
predchozi popis. To znamena, ze cela informace o vyvoji systému je nyni
yuloZzena“ v generujici funkci.

Jak najit zminénou specialni generujici funkci?

Od této chvile jiz uvazujme konkrétni typ kanonické transformace, napti-
klad typ 1, kdy lze vse vyjadfit pomoci soufadnic (¢7, Q’,t) a generujici
funkce F"). Pro novy hamiltonian a zbylé soufadnice dostéavame, viz (3.13),

OF® OFW OFW
p; = — = — — H/ =H+ ——.
o¢ 00 ot
Pokud v poslednim vyrazu uplatnime nasi podminku nulovosti nového ha-
miltonianu, dostavame pozadovanou rovnici pro generujici funkci

+ ot

H —=0. (3.22)

Nyni jiz zbyva pouze oznaéit F') jako S a dosadit za p; do H(¢?, pj,t) viraz

Dj = %. Tim jsme odvodili parcialni diferencidlni rovnici prvniho fadu pro

2Pfipometime, Ze v tomto piipadé opét predpokladame stejné plynuti obou ¢astl tj. ¢
jakozto soufadnice rozsifeného fazového prostoru a 7 jakoZto parametru integralni kiivky,

tedy volbu % =1.
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specialni generujici funkci S zajistujici nulovost nového hamiltonidnu H’,
- 0S oS
H(g, 22 1)+ 2 —0. 3.23
(¢ 50) + %5 (3.23)

coz je Hamiltonova-Jacobiho rovnice.
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7. aveér

V této bakalarské praci jsme geometricky nahlédli na jednu kapitolu klasické
mechaniky:.

Formulovali jsme invariantni, tedy na soufadnicich nezavisly, tvar Hamil-
tonovych pohybovych rovnic. V prvni kapitole, pro hamiltoniany nezavislé
na cCase, s vysledkem

iyw=dH ,

a v druhé kapitole, pro hamiltoniany casové zavislé,
i, 2=0.

Nésledné jsme ukéazali, ze vztah mezi obéma rovnicemi odpovida prechodu
od 2n-dimenzionalniho fazového prostoru (symplektické variety) k 2n + 1-
dimenzionalnimu rozsirenému fazovému prostoru.

Rovnéz jsme pro oba zminéné piipady zavedli kanonické transformace,
to znamenda zmény souradnic zachovavajici tvar fundamentalni 2-formy w
resp. {2 a tedy podobu pohybovych rovnic. Odvodili jsem také konkrétni
vztahy pro generujici funkce kanonickych transformaci. Na zavér kapitoly
o Casové zavislé mechanice jsme geometricky interpretovali Hamiltonovu-
Jacobiho rovnici.

V pripadé casové nezavislé mechaniky jsme rovnéz geometricky zavedli
Poissonovy zavorky a formulovali teorém Emmy Noetherové.
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