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Kapitola 1
Uvod

Jiz na vybranych stfednich skoldch se ué¢i zaklady diferencialniho poctu realnych
funkci jedné redlné proménné. Mezi standardni ulohy v této oblasti patii nalezeni
maxima a minima dané funkce. Jedna se o tzv. extremalni tlohy. V fadé aplikaci se
vSak vyskytuji extremalni tlohy presahujici tento ramec. Piikladem takové tlohy je
nalezeni nejkratsi spojnice dvou bodu v roviné. Formulujeme-li tuto otazku pomoci
integralu, ptame se, pro jaky integrand z vhodné zvolené tiidy funkci nabyva integral
nejmensi hodnoty. Tento problém spadéd do matematického oboru zvaného variacni
pocet.

Diplomova préace je vénovana uziti diferencidlniho poctu (resp. variacniho poctu)
k feSeni tloh, v nichz hleddme nejmensi (resp. nejvétsi) hodnotu zobrazeni do
mnoziny realnych ¢éisel. Aby bylo mozné praci pouzit pro matematické seminare
(resp. nadané studenty), je prace doplnéna o témata zabyvajici se redlnymi funk-
cemi a souvislosti jejich maxim (resp. minim) s chovanim jejich prvni derivace.

V nasledujici kapitole jsou prezentovany zaklady variacniho poctu. Po kratké
motivaci nésleduje prehled nékterych vysledku z teorie normovanych linearnich pro-
storu. Zejména se vénujeme zobrazenim z linearnitho normovaného prostoru do mno-
ziny realnych ¢isel, kterym se tika funkcionaly. Pro tato zobrazeni uvadime zo-
becnéni pojmu jako spojitost ¢i diferencial, ktera jsou znama ze zakladu matema-
tické analyzy. Dale se zabyvame lokalnimi extrémy funkciondlu.

Tteti kapitola pojednava o nejjednodussi tloze variacniho poctu. Je uvedena
nutnd podminka pro lokalni extrém funkcionalu, ktera je znama pod nazvem Eule-

rova rovnice. Mimoto jsou také formulovany nékteré jeji dusledky. Zminujeme zde
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také znamou tulohu o brachistochroné, jenz stéla u zrodu variacniho poctu.

Ve ¢tvrté kapitole jsou uvedeny ruzné aplikace variacniho poctu. Jako geomet-
rickou aplikaci jsme zvolili izoperimetrickou 1lohu, jenz vede na extremalni problém
s vazbou. Z fyzikalnich aplikaci je uveden pohyb nabité ¢astice v homogennim elek-
trickém poli a také priklad na elektricky obvod. Zminime se i o ekonomické aplikaci
tykajici se maximalizace zisku monopolni firmy.

V piiloze A pak uvadime prehled zakladnich vét diferencidlniho poc¢tu uziteénych
v extremalnich tlohach. Dale nasleduji aplikace téchto vét na ruzné typy uloh, které

mohou byt vyuzity pfi vyuce na stiedni skole.



Kapitola 2

Zaklady variacniho poctu

2.1 Motivace

V této kapitole se budeme zabyvat realnymi funkcionaly. Pod realnym funkcionalem
rozumime zobrazeni, které jistym funkcim pritazuje redlna ¢isla. Populdrné fe¢eno
se budeme zabyvat ,funkcemi funkci“. Uvidime, Ze mnoho tloh z matematické
analyzy, geometrie, fyziky, atd. Ize velmi elegantné formulovat pouzitim funkcionalu.
Abychom si utvorili predstavu, tak ukazeme nékolik piikladu funkcionalu.

Prvni ptiklad je z geometrie.

Priklad 2.1.1. Uvazujme mnozinu vSech spojité diferencovatelnych krivek, které
spojuji dva ruzné body v roviné. Predpoklddame pro jednoduchost, ze kiivky jsou
popsany jako grafy funkci f, které jsou definovany na uzavieném intervalu [a, b].
Jestlize kazdé takové kiivce pritadime jeji délku, dostaneme funkcional L. Predpis

pro hodnotu funkciondlu je podle [14]

L(f)= /(Zb\/1+f2(m)dx.

Druhy piiklad je z oblasti fyziky (konkrétné teoretické mechaniky).

Priklad 2.1.2. Necht z je libovolnd spojité diferencovatelnd funkce definovana na
intervalu [a, b], U je zadand spojité diferencovatelna funkce definovana na [a,b] a m

je kladné redlné cislo. Potom ptedpis

b
S(x) = / %mx’Q(t)—U(x(t))dt

5
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kde z je poloha c¢éstice a & je jeji rychlost, definuje hodnotu funkciondlu S. Jak je
ukdzéno v [21], slouzi funkcionél S k popisu pohybu tzv. testovaci ¢éstice, na kterou
pusobi sila popsand interakéni energii U.

priklady jako specidlni piipady.

Piiklad 2.1.3. Necht f je dand spojité diferencovatelns funkce tif proménnych a

x libovolnd spojité diferencovatelnd funkce definovana na intervalu [a, b]. Predpis

Fla) = / F(t2(t), (1)) dt.

zadava hodnotu funkciondlu F'. Tento funkciondl je dobfe definovany, nebot z pied-
pokladu plyne, ze f, z a & jsou spojité funkce. Tedy integrand je spojita funkce na

intervalu [a, b], a proto integral existuje.

Kdyz uz jsme si vytvorili jistou intuitivni pfedstavu o tom, co je funkcional,
muzeme pristoupit ke zkoumani nékterych jeho vlastnosti. Naptiklad se muzeme
ptét, pro které funkce z uvazované mnoziny funkei mé funkcionél nejmensi (nejvetsi)
hodnotu, pokud ovsem takovato nejmensi (nejvétsi) hodnota funkciondlu existuje.

Formulujme tedy nékteré zakladni 1ilohy, které motivuji tuto otazku.

Piiklad 2.1.4. Najdéte nejkratsi rovinnou kiivku popsanou grafem funkce, ktera

spojuje dva dané ruzné body A a B. Jinak feceno, najdéte minimum funkcionalu

L(f):/ab\/lan?(x)dx.

Nase geometrickd intuice ndm tika, ze takova krivka existuje a je to tsecka s

pocatecnim bodem A a koncovym bodem B.

Dalsim piikladem je slavna tloha, tzv. iloha o brachistochroné, které hréla

vyznamnou roli pfi zkoumani funkcionalu a prispéla ke vzniku variacniho poctu.

Priklad 2.1.5. Necht pohyb hmotného bodu v roviné je vazan na kiivku (popsanou
grafem funkce) s poc¢étecnim bodem A[ty, z(ty)] a koncovym bodem Blty, z(t1)], kde
x(t1) < x(to). Predpokladejme ddle, Ze na tento bod pusobi uz jen gravitace Zemé.
Kazdé kiivce muzeme priradit cas, ktery potfebuje hmotny bod k presunu z bodu A
do bodu B. Takové ptirazeni je funkciondl. Ukolem je nalézt kiivku, po které bude

trvat pohyb hmotného bodu nejkratsi cas.
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Posledni priklad bude tzv. izoperimetricka tloha, kterou vytesil slavny matema-

tik L. Euler, zakladatel variacniho poctu.

Priklad 2.1.6. Mezi vSemi uzavienymi rovinnymi kiivkami, které maji pevné danou
konecnou délku, najdéte kiivku, jenz obepind nejvétsi ¢ast roviny, tj. ¢ast roviny s
nejvétsim obsahem.

Ukazuje se, ze hledanou ktivkou je kruznice.

2.2 Linearni normované prostory

V ptedchozim odstavci jsme si na nazornych piikladech ukazali moznosti formulaci
ruznych dloh pomoci funkciondli. Abychom mohli fesit (nejen) zminéné problémy,
musime si k tomu vybudovat vhodny apardt. Proto bude nutné zavést fadu pojmu
a formulovat fadu vét, které ndam ulehé¢i feseni nasich tloh. Uvidime, ze fada pojmu
bude analogii k pojmum z kurzu elementarni matematické analyzy. Aby formulace

N

Podrobnosti o zavedenych pojmech lze nalézt v [17, 20, 28].

Definice 2.2.1. Necht £ je neprazdnd mnoZina prvki. Necht je kazdé dvojici prvki
x, y z mnoziny L prifazen (pomoci operace zvané s¢itani) prvek mnoziny £ (ktery
ozna¢ime z+y). Necht pro libovolny prvek z mnoziny £ a libovolné redlné ¢islo « je
piifazen (pomoci operace zvané ndsobeni ¢islem) prvek mnoziny £ (jenz oznacime
ax). Mnozina £ spolu se zavedenymi operacemi se nazyva (realny) linearni prostor

(nebo také vektorovy prostor), jestlize jsou splnény nésledujici axiomy:
(i) x +y =y + x pro libovolné prvky x a y z L;
1) (x+y)+z2=x+ (y-+ z) pro libovolne prvky =, y a z z L;
(i) (z+y) (y + z) pro libovolné prvky z, y L

(iii) v £ existuje prvek, oznaceny 0 a nazyvany nulovy prvek, takovy, ze plati

x + 0 =z pro kazdy prvek x z L;

(iv) pro kazdy prvek z mnoziny £ existuje prvek, oznaceny —z, takovy, ze x +
(—z) = 0;

(v) a(x +y) = ax + ay pro libovolné prvky x a y z L a libovolné redlné ¢islo «;



KAPITOLA 2. ZAKLADY VARIACNIHO POCTU 8

(vi) a(Bz) = (af)z pro libovolny prvek x z £ a libovolnd redlnd ¢islo « a f;
(vii) 1z = z pro libovolny prvek = z L;
(viii) 0z = 0 pro libovolny prvek x z L.

Poznamenejme, ze mnozinu £ budeme (pro jednoduchost vyjadiovani) znacit

stejnym pismenem jako linedrni prostor.!

Definice 2.2.2. Necht £ je linedrni prostor £, na kterém je definovdna redlna funkce

|- : £ — R, jejiz hodnoty spliuji nasledujici axiomy:

(i) ||z|| > 0 pro kazdé = z L;

(ii) pro kazdé x z L je ||x|| = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0;
(iii) |Jaz|| = |a|||z]| pro vSechna redlna ¢isla o a vSechna x z L;
(iv) ||z +y| < |lz| + ||y|| pro vSechna z a y z L.

Kazd4a realnd funkce definovand na prostoru £ spliujici uvedené axiomy se nazyva

norma.

Definice 2.2.3. Linearni prostor na kterém je definovana norma se nazyva linearni

normovany prostor.

Nasledujici tvrzeni ilustruji zavedené pojmy. V dalsi ¢asti textu tato tvrzeni

vyuzijeme.

Tvrzeni 2.2.4. UvaZujme mnoZinu vsech funkci, které jsou spojité na uzavreném
intervalu [a,b]. Na této mnoziné definujme scitdni funkci a ndsobeni funkce céislem
standardnim zpisobem. Ddle definujeme normu predpisem

IFIF = max [f(#)].

te(a,b]

Plati, Ze mnoZina spojitych funkci s takto definovanymi operacemi a normou je

linedrni normovany prostor. Oznacuje se Cla, b).

LPi{ peclivéjsim zapisu by jsme méli vyznadcit, ze na dané mnoziné jsou zavedeny operace séitani
a nasobeni ¢islem, tj. linedrni prostor by meéla byt trojice. Pro pfehlednost vsak ustoupime od

presnosti a ddme prednost jednoduchosti zapisu. Urcité tento kompromis nepovede k nedorozumeéni.



KAPITOLA 2. ZAKLADY VARIACNIHO POCTU 9

Diikaz. Podrobné zduvodnéni tohoto tvrzeni je popsano v kazdé ucebnici funk-

ciondlni analyzy, viz napt. [17, 20, 28]. O

Tvrzeni 2.2.5. UvazZujme mnoZinu vsech funkci, které jsou definovany na uzavie-
ném intervalu [a,b] a magi spojitou derivaci na |a,b].? Na této mnoziné definujeme
séitani funkci a ndsobeni funkce cislem standardnim zpusobem. Ddle definujeme
normu predpisem

171 = mas |F(0)]+ mas £(0).

tela,b]

Plati, Ze tato mnozina je linedrni normovany prostor. Oznacuje se C'|a, b].

Dukaz. Vsechny axiomy linedrniho prostoru lze docela snadno ovérit. Axiomy normy
jsou az na trojuhelnikovou nerovnost zfejmé. Abychom ovérili trojuhelnikovou ne-

rovnost uvazme, zZe

If+gllh < max |f(t) + g(t)] + max | f() + g(t)]
t€la,b] t€la,b]
< t (¢t
< mex | f(1)] + max 9(2)] + max | f(1)] + max 19(1)]
< (¢ t
< mmax |f() + max |f(#) + max g(t)] + max |9(8)]
< £l + gl

Vidime, Ze jsou splnény vsechny pozadavky, a proto Cl[a,b] je linedrni normovany

prostor. ]

2.3 Spojité linearni funkcionaly

Definice 2.3.1. Kazdé zobrazeni z linearniho prostoru do redlnych cisel se nazyva

(redlny) funkciondl.

Jako piiklady funkcionalii 1ze uvést realnou funkci definovanou v R a také normu

definovanou na linedarnim prostoru.

Definice 2.3.2. Necht £ je linearni prostor. Funkciondl f : £ — R se nazyva

linearni, jestlize jeho hodnoty splnuji identity:

(i) f(z+vy) = f(z)+ f(y) pro vSechny prvky =,y z L;

2Derivace v krajnich bodech intervalu myslime jednostranné.
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(ii) f(ax) = af(z) pro viechna x z £ a v8echna redlna ¢isla a.

U redlnych funkci jedné redlné proménné bylo uzitecné védét, ze jsou spojité,
protoze pro tyto funkce platila fada zajimavych tvrzeni. Zobecnéme tedy tento

dulezity pojem i na funkcionély.

Definice 2.3.3. Necht £ je linedrni normovany prostor. Rikdme, ze funkciondl f
je spojity v bodé 7 € L, jestlize ke kazdému kladnému éislu € existuje kladné

¢islo 6 takové, ze pro vsechna x splaujici nerovnost ||z — Z|| < 0 plati nerovnost

[f(z) = f(Z)] <e.

Definice 2.3.4. Funkcional f se nazve spojity, jestlize je spojity v kazdém bodé

svého defini¢niho oboru.

Definice 2.3.5. Necht £ je linedrni normovany prostor a f : £ — R je linedrni

funkcional. Rekneme, ze f je omezeny, jestlize existuje realné cislo ¢ takové, ze

|f(2)] < cllzl, (2.1)
pro vSechna x € L.

Uvedeme si velice uzitetnou charakteristiku spojitych linedrnich funkcionalu,

které se casto pouziva k ovéreni spojitosti funkcionalu.

Véta 2.3.6. Necht L je linedrni normovany prostor a f : L — R linedrni funk-

ciondl. Pak funkciondl f je spojity, prdve kdyz je omezeny.

Diikaz. Piedpoklddejme nejprve, ze funkciondl f je omezeny. Tedy existuje realné
kladné ¢islo ¢ tak, ze | f(x)| < ¢[|z|| pro vSechna x € L. Zvolme si libovolné x, € L.
Chceme ukazat, ze f je spojity v bodé zy. Za timto tcelem volme libovolné kladné

¢ a polozme 0 = £. Pak pro vSechna z € £ takova, ze ||z — x|l < ¢ plati

|f(z) = f(zo)| = |f(z — 20)] < ||z — 20| < § = €.

Pii odhadech jsme vyuzili linearitu funkciondlu a nerovnost (2.1), tj. omezenost
funkcionalu. Ukazali jsme, Ze z omezenosti plyne spojitost.
Predpokladejme, ze funkciondl f je spojity v libovolném bodé xy. Chceme ukazat,

ze je omezeny. Protoze f je spojity funkciondl v bodé xg, plyne z definice, ze
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pro (napiiklad) ¢ = 1 existuje kladné 0 takové, ze pro vsechna z € L takovi,
ze ||lx — x| < 6 plati |f(x) — f(zo)| < 1. Zvolme libovolné (ale pevné) nenulovy

bod y € L a polozme x = xy + ﬁy, tj. z — 29 = ﬁy. Podle vlastnosti normy

dostaneme ||z — zo|| = ﬁy“ = ’ﬁ’ ly[| = & < 8. Jestlize vyuzijeme linearity
funkcionalu f, obdrzime

Odtud dostaneme, ze existuje ¢islo ¢ = 2 tak, ze plati | f(y)| < ¢|y[|. Ukézali jsme,
ze existuje redlné ¢islo ¢ tak, ze | f(y)| < c||y|| pro vSechny nenulové body y z L. Je-li

y =0, ztejmé | f(y)| = c||y||.> Timto jsme dokézali, ze funkcionél f je omezeny. [J

Tvrzeni 2.3.7. Funkciondl f definovany na prostoru Cla,b| predpisem
b
_ / ()t

Diikaz. 7 poucek o existenci a linearité integrdlu okamzité ziskame linearitu studo-

je spojity linedrni funkciondl.

vaného funkciondlu.
Zaméime se na dukaz spojitosti. Podle Véty 2.3.6 staci zjistit, ze je funkcional
omezeny. Podle véty o linearité a absolutni hodnoté integralu ziskdme odhad

b

@)~ (@) < / £(t)dt — / F(t)dt| < / (1)~ E(1)[dt < max o (t) — E(t)] (h—a).

tela,b]

Jestlize si uvédomime definici normy v prostoru Cla, b], tak vidime, ze existuje ¢islo
¢ =b— a takové, ze
[f(x) = f(2)] < cllz— o]

Funkcional f je omezeny, a proto spojity. O

Tvrzeni 2.3.8. Necht « je pevné dand funkce z Cla, b]. Funkciondl f definovany na

prostoru Cla, b] predpisem
b
flx) = /a(t)x(t)dt

je spojity linedrni funkciondal.

3Proy =0 plati f(y)=0a |yl =0
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Diikaz. 7 poucek o existenci a linearité integralu okamzité ziskame linearitu vysetio-
vaného funkciondlu.
Obratme se k vySetieni spojitosti. K dikazu opét vyuzijeme Vétu 2.3.6. Staci

tedy ukazat omezenost f. Pro kazdé = € Cla,b] obdrzime z vét o integralech, ze

D)l < [ la®lle(vldt < max fo(o)] [ la(oldt = el

kde jsme oznacili ¢ = fab |a(t)|dt. Tedy f je omezeny linedrni funkciondl, a proto
Spojity. O]
Tvrzeni 2.3.9. Necht ag,ay jsou pevné zadané funkce z Cla,b]. Funkciondl f defi-

novany na prostoru C'la, b] predpisem

/bao t) + aq(t)z(t)dt

je spojity linedrni funkciondl.

Diikaz. Opét z linearity integralu okamzité obdrzime linearitu vysettovaného funk-
cionélu.
Nyn{ ke spojitosti. Pro kazdé x € C![a, b] obdrzime z vét o integrélech, Ze
b b
[f(@)] = /Oéo(t)ﬂf(t) +an(8)i(t)dt| < / o ()] |z ()] + | ()] [£(£)] dt

a
b b

_ / jao(®)] [2(0) dt + / an(®)] (1) dt

< max |z(t |/|a0 |dt+max|x |/|a1 )| dt

tela,b]

< o (mag o0+ i 540 ) = el

tela,b] te(a,b]
kde jsme oznaéili ¢ = max { f: oo (t)]dt, f vy (¢ ]dt} Funkcional f je tedy omezeny.
7 Véty 2.3.6 tak plyne, ze f je spojity. O]

Necht je funkcionél definovany piedpisem
b

flz) = /a(t)x(t)dt

a
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a nabyva nulové hodnoty pro vsechny funkce z néjaké podmnoziny funkci prostoru
Cla,b]. Ptejme se. Co lze Fici o funkei a?

Analogicky muzeme vysetfovat funkcional dany predpisem

b
@) = [ (o(®)att) + ar(e)i)a

a nabyvajici na néjaké podmnoziné prostoru C![a, b] nulové hodnoty. Ptejme se. Co
1ze tici o funkcich o a ay?

Odpovéd na tyto otdzky poskytnou (v jistych pifpadech) nasledujici t¥i tvrzend.

Prvni tvrzeni se ¢asto nazyva zakladni lemma variacniho poctu.

Tvrzeni 2.3.10. Necht « je spojitd funkce na intervalu [a,b] a
b
/a(t)x(t)dt =0
pro vSechny funkce x € Cla,b] takové, Ze x(a) = x(b) = 0. Pak a(t) = 0 pro vSechna
t € la,bl.

Diikaz. Tvrzeni budeme dokazovat sporem. Predpoklddejme, ze funkce « je nenulova
v néjakém bodé intervalu [a,b] a nabyva v tomto bodé kladné hodnoty.* Podle
predpokladu je funkce a spojitd. Proto existuje interval [¢1,t2] C [a,b], v jehoz
bodech jsou hodnoty funkce o kladné.®> Sestrojme funkci z : [a,b] — R danou
predpisem

(t—t)(ty—t), €[t ts],

0, t € la,b]\ [t1,t2].

x(t) =

Funkce = ztejmé spliuje predpoklady véty. Plati vsak

/a(t)x(t)dt _ /a(t)(t )ty — )t > 0,

protoZe integrand v druhém integrdlu nabyva kladnych hodnot® (s vyjimkou bodi

t1,t2, jejichz vynechdni nemd na hodnotu integralu vliv). Coz je vSak ve sporu s

4Kdyby nabyvala zaporné hodnoty postupovali bychom analogicky.
>Toto tvrzeni je znamo z diferencidlniho poctu, viz [12].
6Vskutku. Jestlize t; < t a soucasné t < to, pak t —t; >0 aty —t >0, tj. (t —t1)(ta —t) > 0.
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tvrzenim, ze
b

/a(t)x(t)dt =0

a

pro viechny funkce x € Cla, b]. Nas predpoklad o nenulovosti funkce a vede ke sporu,

proto musi byt «(t) = 0 pro vsechna t € [a, b]. O

Tvrzeni 2.3.11. Necht « je spojitd funkce na intervalu [a,b] a

b

/ a(t)i(t)dt = 0

pro vsechny funkce x € C[a,b] takové, Ze x(a) = z(b) = 0. Pak existuje c € R tak,

Ze a(t) = ¢ pro viechna t € [a, b).

Diikaz. Definujme hodnotu konstanty ¢ podminkou

b
/ a(t) —cdt = 0;

1 b
C:b—a/a a(t) dt.

Pro toto ¢ definujme funkci x : [a,b] — R predpisem

tedy

7

w(t) = /:a(g) —cdc.

Takto definovand funkce x je z C'la,b] a spliuje podminky x(a) = z(b) = 0.8

Integraci zjistime, ze

b b
/ [a(t) — c]z(t)dt = / a(t)z(t)dt — c[z(b) — xz(a)] =0

a navic dosazenim (t) = «(t) — ¢ obdrzime

b b
/ [a(t) — cJa(t)dt :/ [a(t) — c]?dt,

"Takto definovans funkce je spojitd, jak plyne z véty o derivaci integralu s proménnou horni

mezi, viz [14].

8Funkce  je diferencovatelnd a navic plati @(t) = a(t) — ¢ pro kazdé t € [a, b], jak plyne z véty
o derivaci integralu s proménnou hornf mezi, viz [14]. Protoze je derivace funkce x rovna rozdilu
dvou spojitych funkci, je spojita. Jestlize dosadime za horni mez ¢ = a, je integral roven nule.

Obdobné jestlize dosadime ¢t = b, je integral roven nule podle definice konstanty c.
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je
/b [a(t) — ¢]*dt = 0.
Odtud plyne?; Ze a(t) = ¢ pro vSechna t € [a, b]. O
Tvrzeni, které nyni uvedeme, se v [1] nazyva Du Bois - Reymondovo lemma.

Tvrzeni 2.3.12. Necht ag a oy jsou spojité funkce na intervalu [a,b] a
b
/ co(®)a(t) + an(B)(t)dt = 0
pro vsechny funkce x € C'la,b] takové, Ze x(a) = x(b) = 0. Pak «y je spojité dife-

rencovatelnd a plati cq(t) = ap(t) pro vSechna t € |a, b.

Diikaz. Definujme funkei A : [a,b] — R predpisem

At) = / ao(Q)dC.

Funkce aq je spojita, a proto A je spojité diferencovatelna. Vyuzitim metody inte-
grace per partes a predpokladu véty o nulovych hodnotach funkce x v bodech a, b
dostaneme, ze
b b b
/ao(t)x(t)dt = Ab)x(b) — A(a)x(a) — /A(t)m'(t)dt = —/A(t)x’(t)dt.
Muzeme proto psat
b b b

0 = /ao(t)x(t)+a1(t)j:(t)dt: /ao(t):c(t)dt—l—/ozl(t):'v(t)dt
b

a a
b b

S / A(t)i(t)dt + / an ()i (t)dt = / —A() + aa (£)]d(1)dt.
Podle predchoziho tvrzeni vsak vime, ze existuje ¢ € R tak, ze —A(t) + a;(t) = ¢
pro viechna t € [a,b].'% Protoze A je spojité diferencovatelnd funkce je i funkce oy

spojité diferencovatelna a plati a1 (t) = ag(t) pro vsechna ¢ € [a, b]. O

9Integrand je nezapornd spojitd funkce, a proto podle vét o integrélech (viz [15]) je integrand
roven nule pro vechna t € [a, ].
OProtoze funkee o je spojitd podle predpokladii a funkce A je také spojita (viz [14]), je spojita

i jejich linearni kombinace.
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2.4 Diferencial funkcionalu a Fermatova véta

V této sekci zavedeme pojem diferencidlu funkcionalu (nebo také variace funk-
ciondlu), ktery je zobecnénim diferencidlu redalné funkce jedné redlné proménné v

daném bodé.

Definice 2.4.1. Mé&jme dédn linedrni normovany prostor £. Necht je dan funkciondl
f:L—=TRai€ L jepevné zvoleny prvek. Rikdme, ze funkcionél f je diferenco-

vatelny v bodé z, jestlize existuje spojity linearni funkciondl ¢ tak, ze

f(@+h) = f(z) = (h) + () [|A],

kde e(h) — 0 pro ||h|| — 0. Takovy funkciondl ¢ budeme nazyvat diferencidlem

funkcionalu f v bodé 7.

Definice 2.4.2. Funkcional f, ktery mé diferencial v kazdém bodé definiéniho oboru

se nazyva diferencovatelny funkcional.

7 diferencialniho poctu vime, ze diferencial realné funkce realné proménné v
daném bodé je urcen jednoznacné. Stejné tvrzeni plati i pro diferencial funkcionalu.

Nez ho vyslovime a dokazeme, tak uvedeme jedno pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 2.4.3. Necht je ddn spojity linedrni funkciondl ¢ : L — R a plati

o P
IBll—o0 || A]]

Pak o(h) =0 pro vSechna h € L.
Diikaz. Tvrzeni dokdZeme sporem. Necht existuje bod hy # 0, takovy ze ¢(hg) # 0.

Pro n € N polozme h,, = 22 a oznacme \ = en) 75eimé A # 0.1 Platf

llholl *
h
e ol

n—oo M

ho

0.

lim [|h,|| = lim
Podle Heineho charakteristiky limity (viz [13]) vsak plati'?
h h o h h

im —= = = = =
Ibll=0 [[B]]  noo [|hy|l  meeo |[B2]| nmoo mflholl (ol
Coz je ve sporu s predpokladem, Ze lim)—o % =0. O

HNorma vektoru je nulova pouze pro nulovy vektor, proto je ||ho| # 0.
12Heineho charakteristiku miizeme pouzit, protoze lim =0 % existuje diky predpokladu.
Navic h,, # 0 pro vSechna n € N, a tedy ||h,| # 0 pro vSechna N. Déle je, jak jsme ukézali,

limy o0 || n|| = 0.
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Véta 2.4.4. Diferencidl funkciondlu je uréen jednoznacné.

Diikaz. Budeme postupovat sporem. Predpokladejme, ze funkciondl ma dva rtzné
diferencialy v daném bodé Z, ozna¢me je @, a ws. Podle definice diferencialu funk-
cionalu plati

f(@+h) = f(z) = i (h) + ea(h)[|R]]

a e1(h) — 0 pro ||h|| = 0. A soucasné

f(@+h) = f(Z) = @2(h) +e2(h)[|A]
a g9(h) — 0 pro ||h|| — 0. Odtud plyne, ze ¢1(h) — p2(h) = [e1(h) —e2(h)]||R]]. Tedy

Qﬁl(h) - QOQ(]’L) — im e . _
i T i e (h) = e ()] = 0.

ProtoZe 1 — ¢y je spojity linedrni funkcional'®, tak podle Tvrzeni 2.4.3 dostaneme
©1(h) = @a(h) pro véechna h € L. To je ve sporu s predpokladem, ze p1(h) # pa(h)
pro néjaké h € L. O

Protoze se v ruznych tlohdch z praxe musi vySetfovat extrémy funkcionalu,
které uvazujeme na ruznych prostorech (napf. funkei), bude vhodné zavést defi-
nici extrému funkciondlu. Pro nase potreby budou zejména dulezité extrémy funk-
cionélu v prostoru spojitych funkei Cla,b] a v prostoru spojité diferencovatelnych
funkef C'|a, b].

Definice 2.4.5. Necht £ je normovany linedrni prostor. Rekneme, ze funkciondl
f L — R mé lokdlni minimum (resp. lokdlni maximum) v bodé & € L, jestlize
existuje realné kladné o takové, ze pro viechna x € £ spliujici nerovnost ||z —Z|| < ¢
plati f(z) > f(Z) (resp. f(x) < f(Z)). Body, ve kterych funkcionél nabyvéa lokdlniho

minima nebo lokalniho maxima, se nazyvaji lokalni extrémy.

Pozndamka 2.4.6. V dalsim budeme pro struc¢nost misto lokalnich extrému tikat
pouze extrémy.
Necht funkciondl f : £ — R ma v bodé xy extrém. V pifpade, ze £ = Cla, b),
nazyvame o silnym extrémem. Jestlize £ = C!'[a, b], pak se z¢ nazyva slaby extrém.
Nésledujici véta je zobecnénim znamé véty z elementarni matematické analyzy,

které se ¢asto rika Fermatova véta.

13Protoze rozdil linearnich funkciondli je opét linedrn{ funkciondl (viz [3]) a rozdil spojitych

funkciondlt je spojity funkciondl (viz [13]), tedy i ¢1 — @2 je spojity linedrni funkciondl.
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Véta 2.4.7. Necht L je normovany linedrni prostor. Necht f : L — R je diferenco-
vatelny funkciondl v bodé x, ktery ma v bodé T extrém. Pak diferencidl funkciondlu

f v bodé x je roven nule.

Diikaz. Nejprve si uvédomime, ze podle definice diferencidlu ¢ funkciondlu f v

daném bodé z plati

f(@+h) = f(z) = @(h) +e(h) [[n]],

kde e(h) — 0, jestlize ||h|]] — 0. Pro dostatecné malou hodnotu |h| ma rozdil
f(Z+ h) — f(Z) stejné znaménko jako p(h).

Nyni k vlastnimu dukazu. Predpokladejme pro urcitost, ze funkcional f nabyva
v bodé Z minima.'* Vétu budeme dokazovat sporem. Nechf existuje hg # 0 takové,
ze o(hg) # 0. Déle uvazme, ze pro kazdé kladné ¢islo « plati (protoze ¢ je linedrni
funkciondl) ¢(—ahy) = —@(ahy). Proto muzeme udélit ¢(h) libovolné znaménko a
toto znaménko bude mit i rozdil f(Z+h)— f(Z). To vsak je ve sporu s predpokladem,
ze funkciondl f méa v bodé & minimum, tj. tim, ze plati f(Z + h) — f(Z) > 0 pro

vSechna dostatecné malé ||h||. O

Zobecnéme pojem stacionarniho bodu realné funkce realné proménné na funk-

cionaly.

Definice 2.4.8. Rikdme, 7e bod 7 je stacionarnim bodem funkcionélu f, jestlize

diferencial funkcionalu f v bodé Z je roven nule.

Rada fyzikélnich problémit vede k hledani stacionarnich bodi funkcionéli. Jako

piiklad uvedme Hamiltonuv princip zndmy z mechaniky (viz [4, 21]).

14Pro maximum by byla argumentace analogicka.



Kapitola 3

~ P

Nejjednodussi uloha variacniho

poctu

3.1 Formulace ulohy

V predchozich kapitole jsme uvedli fadu vét, které platily bez ohledu na konkrétni
tvar funkcionalu. V této kapitole se zamérime na studium specialni 1lohy, tzv. ,nej-
jednodussi dlohy variacniho poc¢tu“. Funkcional vystupujici v této tiloze se casto
objevuje v aplikacich.

Formulace 1lohy zni: Necht f je funkce ti{ proménnych, kterd m4 spojité prvnf i
druhé parcialni derivace podle kazdé z téchto proménnych. Déle uvazujme vSechny

spojité diferencovatelné funkce = definované na intervalu [a, b] a spliujici podminky
z(a)=A a xz(b) =B,

kde A, B jsou libovolnd redlné ¢isla. Ukolem je najit mezi témito funkcemi takovou

(pokud vubec existuje), ve které funkciondl F : C'[a,b] — R dany ptredpisem

b
F(z) = / F(t,2(t), 2())dt (3.1)

nabyva (slabého) extrému.

Pozndmka 3.1.1. Vime, ze spojité diferencovatelné funkce definované v intervalu

[a, b] tvori linedrni normovany prostor. Jestlize si z téchto funkci vybereme vsechny,

19
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které navic spliuji podminky z(a) = A a x(b) = B, pak tyto funkce jiz obecné!
linearni normovany prostor netvori. Diky tomu nelze pfimo pouzit ruzné pojmy a
véty (napf. Fermatovu vétu) z predchozi kapitoly. V predchozi kapitole jsme totiz
meéli funkcionaly definované na linearnim prostoru a takto definovany pojem funk-
ciondlu jsme vyuzivali ve vSech tvrzenich. Zde uvazujeme funkcional na pripustnych
funkcich, které obecné nemusi tvorit linedrni prostor. Tento problém muzeme od-
stranit tak, ze si pevné zvolime jednu pfipustnou funkci zy. Poté definujeme novy
funkciondl F predpisem F (y) = F(zo + y), kde za definiéni obor bereme mnozinu
téch funkei y € Cl[a,b] splijicich y(a) = y(b) = 0. Na takto definovany funkcional
F jiz muzeme vyuzit apardt uvedeny v predchozi kapitole. Tento obrat lze najit

napi. v [18].

Vzhledem k predchozi poznamce je uzitecné zavést nasledujici definici.

Definice 3.1.2. Funkce, mezi kterymi hledame slaby extrém funkcionalu, nazveme

pripustné funkce.

V nejjednodussi tiloze variaéniho poctu jsou pripustné funkce z prostoru C'[a, b]
a spliuji podminky z(a) = A a x(b) = B, kde A a B jsou libovolnd redlna ¢isla.
Vidime, ze pod nejjednodussi ulohu variacniho poctu spada tloha o nalezeni

nejkratsi spojnice dvou riznych bodu v roviné, ruzné fyzikalni tlohy, atd.

3.2 Eulerova rovnice a jeji dusledky

V této sekci si polozime za 1ikol najit nutnou podminku extrému funkcionalu (3.1) v
nejjednodussi tloze variacniho poctu. Z predchozi kapitoly vime, ze podle Fermatovy
véty musi byt diferencial diferencovatelného funkcionalu nulovy. Potfebujeme tedy
nejprve urcit, zda je vysettovany funkcional diferencovatelny.

Podle definice diferencialu ¢ funkcionalu F' v daném bodé z musi platit

F(z+h) = F(Z) = ¢(h) +e()[|A],

LV pifpadé, ze A = 0, B = 0 vdak linedrni normovany prostor tvoii. To lze snadno ovéiit. V

piipadé, ze A # 0, B # 0 neni splnéna podminka uzavienosti na s¢itdni.
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kde €(h) — 0 pro ||h|| — 0. Pro nas funkcional dostaneme
F(z+h)—F(z) = /ftx )+ h(t), (t) + h(t))dt — /f (t))dt
= / Lf(8,2(t) + h(t), 2(t) + h(t)) — f(t,2(t), 2(t)]dt.

a

Jestlize na integrand pouzijeme Taylorovu vétu (viz [13]), dostaneme

F@+M—F@w3/ﬁﬁ@@ﬁmmw+ﬁﬁ@@ﬁmm@&+dmm7

f+ znamend parcialni derivaci funkce f podle druhé proménné a f; znaci parcidlni

derivaci funkce f podle treti proménné. Integral

:/ﬁ@mmwmwam@ﬂmWw

predstavuje pfedpis pro hodnoty diferencidlu? F' v 7.

Jestlize vezmeme v uvahu, ze funkce  patii do mnoziny ptipustnych funkei,
tak musi spliovat podminky #(a) = A a #(b) = B. Funkce & + h patii do tridy
piipustnych funkei, kdykoli funkce h spliuje h(a) = 0 a h(b) = 0. Jestlize m&

funkcional F' v bodé ¥ extrém, pak podle Fermatovy véty plati

/ Fo(t, 2(t), () h(t) + falt, Z(t), 2(t))h(t)dt = 0.

Podle Tvrzeni 2.3.12 dostaneme pro nutnou podminku extrému (bez vypisovani
argumenti)

d

dtf J
Tento vysledek je zndm jako Eulerova rovnice.?

Praveé provedené tivahy shrneme do nasledujici véty.

Véta 3.2.1. Necht funkce f : R* — R md spojité druhé parcidlni derivace. Necht
hodnoty funkciondlu F' jsou ddny predpisem

_ / F(t2(t), (1))t

2Spojitost a linearita funkcionalu ¢ plyne z predpokladii o funkci f (spojitost prvnich i druhych

parcidlnich derivaci) a Tvrzeni 2.3.9.
3Poznamenejme, Ze jsme nepiedpokladali existenci derivace % f&, jeji existenci zarucuje Tvr-
zeni 2.3.12.
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Necht je definicnim oborem funkciondlu F mnoZina vsech funkci x : [a,b] — R,
které maji spojitou proni derivaci a spliuji podminky z(a) = A, z(b) = B. Pak
nutnd podminka k tomu, aby funkcional F mel extrém v bodé x je, Ze funkce x

splnuje Eulerovu rovnici p

dt

Definice 3.2.2. Funkce, které vyhovuji Eulerové rovnici se nazyvaji extremaly.

Pti hledani extrému diferencovatelnych funkcionalu jsou ,,podezielé” pouze funk-
ce, které spliuji Eulerovu rovnici. Proto studium Eulerovy rovnice bude hrat velky
vyznam. Je proto prirozené se podrobnéji zamérit na jeji studium.

Predpokladejme navic, ze nezndma funkce x v Eulerové rovnici ma navic dru-
hou derivaci. Eulerova rovnice je obecné nelinearni obyc¢ejna diferencidlni rovnice
druhého tadu.? Skuteéné, jestlize podrobné rozepiseme a upravime vyraz na levé

strané Eulerovy rovnice dostaneme (bez vypisovani argumentu)
fiaZ + fi2Z + for — fo=0

Nyni bychom chtéli zodpovédét otazku existence a jednoznacnosti feseni Eule-
rovy rovnice. Tato otdzka je pomérné komplikovand, protoze nefesime Cauchyovu
tlohu zndmou z kurzu o diferencidlnich rovnicich (viz [16, 27]), ale tak zvanou okra-
jovou ulohu.® V uéebnicich variaéntho poctu (napt. [9, 29]) se uvadi véta Bernstei-
nova, ktera zarucuje existenci a jednoznacnost feseni okrajové tlohy pro nelinedrni
diferencialni rovnici druhého fadu rozresenou vzhledem k druhé derivaci hledané
funkceb. Spokojime se zde pouze s odkazem na literaturu a vétu nebudeme expli-
citné vyslovovat.

Eulerova rovnice poskytuje pouze nutnou podminku pro extrém, ale nikoli pod-

vvvvv ’

minku postacujici. Problematika postacujicich podminek je slozitéjsi a muzeme ji

4To plati za piedpokladu, Ze je funkce fi,2 # 0 pro vSechny pifpustné hodnoty proménnych.
Jestlize pro nékteré proménné by hodnota této funkce byla nulovd, tak bychom neméli rovnici

druhého radu. Tento velice neptijemny piipad vylouc¢ime ze svych uvah.
5Pod Cauchyho tilohou rozumime hledani feseni diferencidlni rovnice, které vyhovuje zadanym

pocatecnim podminkdam v daném bodé. Jde o ,lokalni tlohu“. Pod okrajovou tlohou rozumime
hledani feseni, které vyhovuje diferencidlni rovnici a podminkdm danym v ruznych bodech. Jde o

»elobéln{ tdlohu*.
SEulerova rovnice spadé pod tento ptipad za predpokladu, Ze f; ; # 0 pro vsechny pifpustné

hodnoty promeénnych.
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nalézt napiiklad v ucebnicich [9, 29]. My se jimi zabyvat nebudeme. V fadé prak-
tickych problému je intuitivné zrejmé, jestli funkcional pro danou funkci ma nabyvat
minima (maxima). Jestlize navic vime, Ze extremala je pouze jediné (podle Berstei-
novy véty), tak mame problém ,vytesen.

Na zavér odstavce se zminime o nékterych specialnich ptipadech, ve kterych
je mozné redukovat (jednou integrovat) Eulerovu rovnici na rovnici prvniho fadu.
Jednd se o tzv. prvni integral Eulerovy rovnice, coz muze byt v fadé praktickych
tiloh uzitecné.”

Prvni piipad je, ze integrand nezavisi explicitné na hledané funkci z, tj. je dan

predpisem .
F(x):/ f(t, x(t))dt.

V tomto piipadé se Eulerova rovnice redukuje na (bez vypisovani argumentu)

d

dtf
Odtud plyne, ze

fd? = Ca

kde C' je libovolné redlné cislo. Obdrzeli jsme obycejnou (nelinearni) diferencidlni
rovnici prvnfho tédu, ze které (v principu) uréime hledanou funkci .8
[lustrujme si tento piipad na jednoduchém piikladu. Budeme hledat nejkratsi

spojnice dvou ruznych bodu v rovineé.

Priklad 3.2.3. Najdéte nejkratsi rovinnou kiivku, které spojuje dva dané ruzné

body A[0,0] a B[1, 1]. Jinak feceno, najdéte minimum funkcionalu

L(z) = /01 V1 a2(t) de

mezi kiivkami popsanymi spojité diferencovatelnymi funkcemi z, jez jsou definovany

na intervalu [0, 1] a plati pro né z(0) =0 a x(1) = 1.

Resent: Protoze integrand nezavisi explicitné na hledané funkei, prvni integral
je
(t)

Jirem O

"Ve fyzice se takovymto prvnim integraliim Eulerovy rovnice iikd zdkony zachovani.
8Nékteré metody feseni takovych rovnic jsou uvedeny v [27].
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kde C'je libovolné realné ¢islo ruzné od nuly. Kdyby bylo C' = 0, pak by funkce x byla
konstantni a neslo by splnit zadané pocateéni podminky. Obdrzeli jsme obyc¢ejnou
nelinearni diferencialni rovnici prvniho rfadu, kterd neni rozfesena vzhledem k prvni

derivaci. Pokusime se ji proto vzhledem k prvni derivaci rozfesit. Ziejmé plati

#(t) = C\/1+ a2(0).

Umocnénim (na druhou) a tpravou dostaneme
() (1 — C?) = C.

Protoze C' # 0, musi byt C' # 1 a C' # —1. Muzeme tedy psat

02
.2
)= ——f0.
PO =1"c
Odtud vidime, ze prava strana musi byt kladna. Proto —1 < C' < 0nebo 0 < C < 1.

Muzeme tedy psat
2
1-C?

/ 02

pro viechna t € [0, 1], kde D je libovolné redlné ¢islo. Jestlize pouzijeme podminku

(t) = +

Odtud integraci dostaneme

x(0) = 0, dostaneme D = 0. Z podminky z(1) = 1 plyne, ze musime vyloucit Feseni
se zapornym znaménkem a navic musi platit @/% = 1. Resenf naseho problému

tedy je

pro vSechna ¢t € [0,1]. Nalezli jsme pouze jedinou kiivku podezielou z extrému.
Potiebovali bychom néjaka kritéria , které by zajistila, ze se jedna skute¢né o mini-
mum (z formulace problému je to intuitivné zfejmé). Takové kritéria jsou uvedena
v ]9, 8. [ |

Ptejdéme k dalsimu piipadu prvniho integralu. Budeme ptredpokladat, ze inte-

grand neobsahuje explicitné proménnou ¢, tj. je dan predpisem

b
F(a:):/ f(z(t),z(t))dt.
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V tomto pripadé sestrojime zachovavajici se vyraz nasledujicim postupem. Eule-
rovu rovnici rozepiSeme a uvazenim, ze f nezdvisi explicitné na ¢, dostaneme (bez

vypisovani argumenti)
Jii® + fi2® — f2 = 0. (3.2)
Jestlize vynasobime funkci # rovnici (3.2) obdrzime
foaid + fou@® = foi = 0.
Nyni pouzijeme ,genidlni trik, ptri¢teme sikovné nulu, dostaneme
fii@@ + fip@® 4 fodd — fid — foi = 0.

Protoze plati rovnost

d, .. . P . . .

ai (fak — f) = faoaldd + fo @ + [l — fil — fof,
muzeme prepsat Eulerovu rovnici do tvaru

d .
%(f;em—f):()-

Tuto rovnici jiz snadno (jednou) integrujeme a obdrzime®

kde C'je libovolné realné ¢islo. Odtud vidime, ze vyraz f;z— f je konstantni podél ex-
tremaly. Rovnice f;&— f = C je obycejnou (nelinedrni) diferencidlni rovnici prvniho
radu.

Ukazme si jesté jiny postup, v ucebnicich ¢asto pouzivany viz [29].10 Zjisténi
faktu, ze

provérime vypoctem derivace podle t z vyrazu f;& — f a zjisténim zda

d .
@(fabfl?—f)zo-

9PFipomeiime si, ze derivaci po¢itdme z funkce definované na intervalu. Proto podle vét z analyzy

(viz [12]) vime, ze kdyz je derivace funkce rovna nule, musi byt funkce konstantni.
10Jeho nevyhodou je fakt, Ze nenf ziejma konstrukce zachovavajictho se vyrazu fii — f.
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Skutecné plati
d
P (fit = f) = foadd + fond® 4 fod — fid — fod = (foa@ + foa® — fo) @

Podle Eulerovy rovnice je vSak vyraz v zavorce roven nule, a proto je fix — f
konstantni. Peclivéji bychom meéli Tict, ze vyraz je konstantni podél extremal, které
jsou fesenim Eulerovy rovnice. Tj. kdyz dosadime do tohoto vyrazu extremalu, tak
dostaneme konstantu (konstantni funkei).

[lustrujeme si tento poznatek na prikladu, ktery ma svuj puvod ve fyzice. Pujde

o problém brachistochrony.

Piiklad 3.2.4. Zvolme v roviné souradnou soustavu tak, ze osa t bude vodorovna
a osa z miii svisle dolu. Méjme dany dva ruzné body A[0,0] a B[ty,x(t1)], kde
soufadnice z(t;) > 0. Najdéte takovou spojité diferencovatelnou kiivku (popsanou
grafem funkce) v roviné spojujici body A a B, po které se hmotny bod dostane z
bodu A do bodu B za nejkratsi ¢as. Predpokléadejte, ze na hmotny bod ptisobi pouze

Zemé gravitacni silou a kiivka vazbovou silou.

Regent: Jestlize tento problém matematizujeme, tak dojdeme k problému najit

minimum funkcionélu (viz [4])
T(z) = /t1 —\Mdt
to Va(t) 7

ktery je definovdn na kiivkach (popsanych funkcemi), které jsou spojité diferenco-
vatelné a prochdzeni zadanymi body A[0,0] a Blt1, z(t1)]. Muzeme piedpoklddat, ze
t; > 0. Defini¢éni obor hledanych funkei je uzavieny interval, tj. ¢ € [0, ¢1].

Protoze integrand nezavisi explicitné na proménné ¢, tak plati

i(t) (0 JI+ (1) 1

K= :
Va(t)y/1+ (1) () Vrt)[l+ 32 (t)]

kde K je konstanta.'! Po umocnéni a ipravé dostaneme

20 = z(t)[1 + %(1))], (3.3)

kde jsme polozili 2C' = (i)2. Resen{ rovnice (3.3) budeme hledat v parametrickém

K
. Y
T = cotg | 5

tvaru (viz [4, 27]). Polozime-li
1Poznamenejme, ze hodnoty funkce = musi byt kladné a hodnota konstanty K # 0.
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dostaneme z rovnice (3.3) pro x vztah

. 2C
1442

= 2C sin? g = C(1 —cosyp).

z(p)

Vztah & = cotg (%) zapiSeme jako
dxr = cotg (g) dt
Jestlize spoc¢teme diferencidl funkce « dané vztahem (3.4) obdrzime
. P Y
dz = 2C'sin = cos —d
x sin 5 cos 5 dy

Ze vztahu (3.5) a (3.6) plyne, ze

2C sin £ cos £
dt = —=——=dp = C(p — cosp)dp
cotg &

Integraci (3.7) ziskdme

t =C(p—sing) + D.

Celkem dostavame vztahy

tlp) = Clp—sinp)+ D,
z(p) = C(1—cosp).

Tyto rovnice jsou parametrickym vyjadienim cykloidy (viz [23]).

27

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Nyni bychom meéli urc¢it hodnoty konstant C' a D vyhovujici zadani. Nejprve

naleznéme hodnoty ¢y a ¢ takové, ze t(pg) = 0 a t(¢1) = t;. Tato tuloha vede na

soustavu rovnic

0 = C(po—sin(go))+ D,
t1 = C(p1 —sin(¢1)) + D.

Z téchto rovnic muzeme (principidlné) vypocitat (jediné) ¢islo ¢g a (jediné) ¢islo

©1; tato cisla budou ovsem zaviset na C' a D. Pouzijeme-li okrajovych podminek na

hodnoty funkce z, dostaneme rovnice (s vypsanim argumentu, na kterych zavisi ¢

a 901)

0 = C(1—cos(po(C,D))),
xz(ty) = C(1—cos(e1(t1,C,D))).
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Z téchto rovnic muzeme (principialné) vypocitat konstanty C' a D.'2 [ |

Poznamka 3.2.5. Matematicky korektnéjsi rozbor feseni problému brachistochrony

1ze najit napiiklad v [7].

Treti pripad je, ze integrand nezavisi explicitné na funkci z, tj. je dan predpisem

b
F(z) = / F(t,x(t))dt.

V tomto pripadé Eulerova rovnice mé tvar (bez vypisovani argumentu)

neni to diferencidlni rovnice, ale ,transcendentni“ rovnice. Protoze tato rovnice ne-
obsahuje ,integracni konstanty“, nebudou jeji feseni (obecné) spliovat okrajové

podminky.

Pozndamka 3.2.6. Elegantnéjsi a systematickou metodu pro konstrukci prvnich in-

tegralt pomoci teorému E. Noetherové lze nalézt v [9, 29].

12Nalézt explicitni vzorce pro takovouto soustavu rovnic asi neptijde a bude nutné pouzit ,nu-

merickych postupt“, napf. metodu postupnych aproximaci.



Kapitola 4

Aplikace variacniho poctu

4.1 Geometricka aplikace

V zakladni iloze variaéniho poctu jsme na piipustné funkce kladli pozadavek, aby v
koncovych bodech nabyvaly fixnich hodnot a byly diferencovatelné. V fadé problému
fyziky, nebo geometrie jsou situace, kdy mame na funkce kladeny dalsi pozadavky,
napi. mame pevné danu délku grafu funkce. Takové dodateéné omezeni se casto
nazyva vazba.

Analogicky problém se objevuje v diferencidlnim poctu realnych funkei vice
proménnych. V piipadé, ze hleddme maximum (minimum) funkce t¥{ proménnych
v trojrozmérném prostoru, kterd je definovana na zadané plose popsané rovnici.
K hleddni maxima (minima) pak ¢asto pouzivime metodu Lagrangeovych mul-
tiplikatoru (viz [13]).

V piipadé funkcionala je situace podobné. Metoda Lagrangeovych multiplikatort
se zobecni, aby byla pouzitelnd i na hledani maxima (minima) funkcionalu v tiidé
piipustnych funkei, na které se kladou dalsi pozadavky (vazby).! Protoze nasim
cilem bude izoperimetricka tloha, tak se omezime na ptipad, kdy pripustné kiivky
maji predepsanou délku.

Formulace problému: Najdéte funkci (kiivku) z, pro kterou funkciondal

Fa) = [ ft.a(o). (0)de

ma extrém, kde pripustné funkce spliuji okrajové podminky x(a) = A, z(b) = B a

!'Metoda Lagrangeovych multiplikdtori je podrobné zpracovana v knize [1].

29



KAPITOLA 4. APLIKACE VARIACNIHO POCTU 30

takové, ze funkcionél (délka kiivky x)

L(z) = /b\/1+i:2(t)dt

mé pevné danou hodnotu. Necht jsou funkce x definovany na uzavieném intervalu
[a,b] a maji spojité prvni a druhé parcidlni derivace na uzavieném intervalu [a, b].
Potiebovali bychom najit nutnou podminku extrému funkcionalu F' pii danych
omezenich. Pouzijeme-li Lagrangeovu myslenku multiplikatoru, tak prevedeme tilohu
s vazbou na vysetfovani extrému ,nevazaného® funkcionalu. Presnéji je to popsano

v nasledujici vété, kterou uvedeme bez dikazu (dukaz viz [1, 9]).

Véta 4.1.1. Necht a, b, A, B jsou dand redlnd ¢isla a necht | je dané kladné redlné
¢islo. Predpoklddejme, Ze funkce f md spojité proni i druhé parcidalni derivace podle

vsech svyjch proménngjch. Necht hodnoty funkciondlu F jsou ddny predpisem

b
Fz) = / £t (1), i()at,

pro vechna t € [a,b]. Necht pripustné funkce z prostoru C'la,b| splriuji podminky
z(a) = A, z(b) = B, L(z) = f;g(t,x(t),x'(t))dt = [, kde L je funkciondl (délky
krivky) s definicnim oborem, ktery je tvoren funkcemi z prostoru Clla,b], jenz spliuji
podminky x(a) = A, x(b) = B. Necht funkciondl F md extrém v bodé T. Pak kdykoli
T neni extremdla funkciondlu L, existuje konstanta A (tzv. Lagrangeuv multiplikdtor)

takovd, Ze T je extremdla funkciondlu, jehoZ hodnoty jsou ddany predpisem

/ St (1), #(8)) + Ag(t, 2 (t), &(1))dt,

pro viechna t € [a,b], tj. & spliuje rovnici (bez vypisovdni argumenti)

d d

i = 1. ( 96— )

Pozndmka 4.1.2. Prakticky postupujeme tak, ze nalezneme obecné feSeni rovnice
% fo—fo+ A (% 9i — gm) = 0, které bude zaviset na dvou integra¢nich konstantach
a parametru A. Integracni konstanty a parametr A\ uré¢ime z okrajovych podminek a

vztahu pro vazbu.

Piiklad 4.1.3. V horni poloroviné uvazte spojité diferencovatelné kiivky (popsané
grafem funkce) délky [ > 2 s koncovymi body A[—1,0] a B[1,0]. Mezi nimi naleznéte

tu, kterd spolu s intervalem [—1, 1] uzavira plochu o maximalnim obsahu.
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Reseni: Hleddme takovou spojité diferencovatelnou funkci z na [—1,1], kterd

maximalizuje funkciondl dany predpisem

Fla) = /_ et

1

a navic vyhovuje vazbové podmince

/1 VIR0t = 1. (@1)

K nalezeni feseni vyuZijeme Vétu 4.1.1.2 Budeme tedy hledat extremélu funkcionalu

Fla) = /11 () + M1+ 2(0)dt,

kde A je Lagrangeuv multiplikator. Odpovidajici Eulerova rovnice je

d A
N A I
dt( 1+$2(t))

Jednoduchou integraci dostaneme

o= M (4.2)

V1+@2(t)

Mimoto integrand funkcionalu F nezavisf explicitné na ¢, a proto prvnf integral je?

A (2 AT () = D,

1+ 32(t)
Prvni integrédl dédle upravime do tvaru

A
r—D= —m (4.3)

Vyloucenim & ze vztahu (4.2) a (4.3) obdrzime
(t —C) + (x — D)? = N2 (4.4)

Hledand krivka je tedy cast kruznice.

2Vétu lze pouzit, nebot piedpoklad [ > 2 zajistuje, Ze extremdla F neni extremalou funkciondlu
popisujictho vazbu.
3Integraéni konstantu zvolime —D a nikoli D, coz se déle ukaze jako vhodn4 volba.
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V nalezené rovnici kruznice zbyva urcit konstanty C, D a A. K urceni téchto kon-
stant mame k dispozici okrajové podminky a vazbovou podminku. Jestlize vyuzijeme

okrajové podminky, tak dostaneme rovnice

(1-CP+D* = N\
(-1-C)P?+D* = N\,
Z nich snadno vypoéteme C' = 0 a D* = )2 — 1. Zbyva ndm vyuzit vazbovou

podminku k urceni Lagrangeova multiplikdtoru A. Ze vztahu (4.4) mame

t—C
x—D’

T =

Dosazenim do (4.1) a Gpravou ziskdame

Lo
= | ——at.
GV

1 1
=) [arcsin (X) — arcsin <_X>] .

Vyuzitim lichosti funkce arcsin dostaneme rovnici pro Lagrangetv multiplikator A

1
[ =2\ in|—).
arcsin ()\)

K nalezeni feseni této rovnice je uzitecné pouzit numerickych metod, coz zde vsak

Integraci obdrzime

ve tvaru

délat nebudeme.
Poznamenejme, ze jelikoz x je funkce, je jeji graf kratsi oblouk kruznice dané

rovnici (4.4). Uloha mé tedy fesenf pro I < 7. Tento vysledek je intuitivné jasny.

4.2 Fyzikalni aplikace

V tomto odstavci si na nékolika ptikladech ukazeme aplikaci variaé¢niho poctu pii for-
mulaci a feseni (jednoduchych) fyzikalnich problému. Ve fyzice se d4 fada problému
(napf. mechaniky) formulovat pomoci Hamiltonova principu, ktery fika, ze veli¢ina
nazyvanda akce (oznac¢me ji S) ma pii vyvoji fyzikalntho systému stacionarni hod-

notu. Jestlize se zaméfime na mechaniku jednoho hmotného bodu, tak akce S je
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funkciondl, ktery je definovany na mnoziné spojité diferencovatelnych funkei defino-

vanych na intervalu [to, t1]. Ptedpis pro hodnotu funkciondlu je tvaru

S(z) = / L (1), i)t

to

Navic se predpokladd, ze jsou zadany podminky x(ty) = z¢ a x(t;) = x1. Proménnd
t ma vyznam casu, funkce x predstavuje polohu a funkce @ rychlost hmotného bodu.
Funkce L je tzv. Lagrangian (Lagrangeova funkce) hmotného bodu.*

Ukolem fyziku je sestrojit Lagrangian zkoumaného problému tak, aby dostatecné
vérné popisoval fyzikalni realitu. K této konstrukei neexistuji zadna obecna pravidla,
proto se voli heuristicky ptistup. Na zédkladé nékolika argumentu fyzikdlni povahy
a intuice je mozné dojit k presvédceni, ze Lagrangian by mél, alespon pro nékteré

tlohy nerelativistické mechaniky hmotného bodu, byt tvaru (podrobnosti viz [21])
1
Lt,x(t), &(t)) = 5ma?(t) = U(t, (1), &(1)),

kde m je (setrvaénd) hmotnost hmotného bodu (je to kladné redlné ¢islo) a funkce
U popisujici pisobeni ostatnich objektii na vySetfovany hmotny bod® se nazyva

2 se nazyva kinetickd energie

interakéni energie. Poznamenejme pro uplnost, ze %mx
hmotného bodu.

Méame-li uréen tvar Lagrangeovy funkce, tak potfebujeme sestrojit diferencial
akce a polozit ho roven nule. Jak vime, dostaneme Eulerovu rovnici, kterou fyzici
nazyvaji Lagrangeova rovnice druhého druhu (jednd se o pohybovou rovnici zkou-
maného hmotného bodu). Pokud tuto rovnici vytesime pii zadanych okrajovych

podminkach, je kompletné popsan pohyb vysetfovaného hmotného bodu.

Poznamka 4.2.1. 'V konstrukci Lagrangeovy funkce je jista libovile, protoze kdyz
Lagrangeovu funkci vynasobime nenulovym realnam cislem, nebo pticteme derivaci
diferencovatelné funkce podle ¢asu, tak tento novy Lagrangian vede na stejnou Eu-

lerovu rovnici jako puvodni Lagrangian. Dukaz tohoto tvrzeni je podan v [9)].

Jako ilustraci vysetfime pohyb castice v daném vnéjsim homogennim elektrickém

poli.

4Pfedpoklidd se, ze m4 spojité prvni i druhé parcidlni derivace podle vech proménnych.
|4 ., . v . ’ 7’
°Jejl tvar je nutno ur¢it experimentalni cestou.
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Priklad 4.2.2. Uvazujme homogenni elektrické pole F orientované do kladného
sméru z-ové osy kartézské soustavy souradnic. Muzeme si predstavovat, ze toto
pole je v trubici linearniho urychlovace ¢astic. Budeme predpokladat, ze urychlovac
je takovy, ze neurychli ¢astici o hmotnosti m a (elektrickém) naboji ¢ na velikou
rychlost, abychom mohli pouzit nerelativistické mechaniky. Ukolem je najit zavislost
polohy ¢dstice (na ose x) na case t. Vime, ze v ¢ase t =0 je z(0) =0 a v case t =1
jex(1l) = 1.

Reseni: Jak bylo naznaceno vyse, sestavime Lagrangeovu funkeci jako rozdil ki-
netické energie ¢astice a interakéni energie mezi castici a homogennim elektrickym

polem. Vezméme Lagrangian ve tvaru
1
L(t,z(t), 2(t)) = §mx'2(t) — qEx(t).
Podle Hamiltonova principu hleddme stacionarni bod funkcionalu, jehoz hodnoty
jsou dany predpisem
1
1
S(z) = / §m$2(t) — qFEx(t)dt,
0

a definiéni obor tvori vSsechny diferencovatelné funkce x, které vyhovuji okrajovym

podminkam. Staciondrni body musi vyhovovat Eulerové rovnici®, tj. plati

#(t) = %E

Elementarni integraci dostaneme obecné feseni Eulerovy rovnice
_ 9 e
JT(t) ==Kt + Clt + 02,
m

pro vSechna t € R. Pouzitim okrajovych podminek uréime integrac¢ni konstanty

Cy =1—1 4 C, = 0. Resenf spliiujici okrajové podminky je déno predpisem

m

E
o(t) = LB+ <1 - q—) t,
m

m

pro viechna ¢ € [0, 1]. Resen{ rovnice existuje dokonce na R, my jsme se viak omezili

jen na interval [0, 1], nebot hleddme funkce s timto defini¢nim oborem. [ |

67 tvaru Lagrangidnu vidime, Ze nezévisi explicitné na ¢ase, proto mizeme snadno sestrojit
prvni integral Eulerovy rovnice a dostat rovnici prvniho fddu. Touto cestou nepujdeme, protoze
bychom dostali nelinearni rovnici prvniho fadu, ktera se obtizné fesi. V nasem piipadé je Eulerova

rovnice linedrni, proto jeji feSeni nepusobi zadné potize.
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Dalsi oblast{ uziti variacniho poctu je nauka o elektrickych obvodech. Strucneé je
tato problematika zminéna v knize [22]. Podrobnéjsi vyklad je podén ve specidlni

ucebnici o teorii elektrickych obvodu [5]. My se omezime na elementarni priklad.

Priklad 4.2.3. Uvazujme obvod znédzornény na obrazku 4.1. Méjme zadany hodnoty
indukénosti L = 4, kapacity C' = 1 a prubéh funkce e, kterd popisuje ¢asovy prubéh
elektromotorického napéti zdroje. Budeme predpokladat, ze hodnoty funkce e jsou
dény predpisem e(t) = sint pro vSechna t € R; je to casty piipad v aplikacich.
Polozme si za tkol urcit proud, ktery protéka obvodem na obrazku 4.1. Budeme
predpoklddat, ze v ¢ase t = 0 byla zméfena hodnota elektrického proudu 7(0) =0 a
v case t = 7 byla hodnota elektrického proudu 1 (%) =1

C

L
||
N

Y'Y Y\

)

Obrazek 4.1: Elektricky obvod k Ptikladu 4.2.3.

Resent: K popisu obvodu pouzijeme Lagrangeovu funkei, zvolme ji ve tvaru

2% (I(t),f(t)) - %LiQ(t) - %] Qéf) ().

Prvni ¢len popisuje vykon magnetického pole, druhy vykon elektrického pole a
konecné posledni ¢len popisuje zdroj (tj. baterii).” Obdobné jako v mechanice se

predpoklada, ze stacionarni hodnota funkcionédlu

S(I) = /02 LI(t), I(t))dt

popisuje prubéh proudu v obvodu. K nalezeni stacionarnich bodu potiebujeme najit

feseni Eulerovy rovnice, které spliuje dané (okrajové) podminky. Eulerova rovnice

"Vykon magnetického pole je analogif kinetické energie hmotného bodu, vykon elektrického pole
je analogii interakéni energie mezi hmotnymi body. Proto podle analogie s mechanikou tvoiime

rozdil téchto vykon.
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je
. 1

LI(t)+ El(t) = £(t). (4.5)

Obdrzeli jsme obyc¢ejnou nehomogenni linearni diferencidlni rovnici druhého radu.
Postup feseni takovéto rovnice je dobie znam (viz [27]). Nebudeme se pokouset kon-
struovat obecné vzorce, které popisuji feseni, a¢ to neni nikterak narocné. Vytesime
tuto rovnici pro zadany prubéh elektromotorického napéti a zadané hodnoty in-

dukénosti a kapacity. Rovnice (4.5) nabude tvaru
I(t) + =I(t) = ——. (4.6)

Podle znamého postupu (viz [27]) nalezneme nejprve obecné feseni homogenni

rovnice

K sestrojeni obecného feseni homogenni rovnice stac¢i najit dvé linearné nezavisla
feseni homogenni rovnice a pak sestrojit jejich linedrni kombinaci. Vypoctem se
muzeme presvédcit, ze funkce, jejichz hodnoty jsou dany predpisy sin %, pro vSechna
t € R, acos %, pro vSechna ¢t € R, jsou feSenim homogenni rovnice a jsou linedrné
nezavislé. Proto je obecné feseni homogenni rovnice dano predpisem

t t
I (t) = Cy sin 3 + C5 cos 2

pro vsechna t € R.

Nyni obrdtime pozornost k sestrojeni jednoho feseni rovnice (4.6). Pouzijeme
metodu ,specidlni pravé strany“, kterd je podrobné rozebrdna v [27].8 Pii pouziti
metody ,specidlni pravé strany“ predpokladame, ze teseni je tvaru I, (t) = Asint +
Bcost, pro vsechna t € R, kde A, B jsou (zatim neurcend) realna cisla. Dosazenim
predpokladaného tvaru feseni do rovnice (4.6) a porovnanim koeficientu pti funkcich
sin a cos dostaneme, ze A =0a B = —%.

Obecné teseni nehomogenni rovnice je ddno sou¢tem obecného feseni homogenni

rovnice s jednim feSenim nehomogenni rovnice. V nasem piipadé dostaneme obecné

8Bylo by mozné pouzit i metody ,variace konstant®, ale vypocet by nebyl tak elementdrni.
Metody ,variace konstant* bychom museli pouzit v pripadé, ze by funkce € byla zaddna obecné a

sestrojovali bychom obecné vzorce.
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feseni rovnice (4.6) ve tvaru

t t 1
I(t) = Clsin§ —1—020085 — gcost,

pro vsechna t € [0, 5]. ReSeni rovnice existuje dokonce na R, my jsme se viak omezili

™

jen na interval [0, 5], nebot hleddme funkce s timto definiénim oborem.

Zbyva urcit konstanty Cy, C5. Vyuzijeme-li okrajovych podminek, dostaneme

1
0 = C’2 - 57
T T
1 = Cisin— +C: —.
1 SIn 1 + Cg cos 1
Vytesenim této soustavy linedrnich algebraickych rovnic obdrzime
1
CQ - 57
1
C = V2- .

4.3 Ekonomicka aplikace

V tomto odstavci si na piikladu ukézeme pouziti variacniho poctu v ekonomii.
Podivame se na klasicky Evanstv model monopolni firmy, jedno z prvnich pouziti
variacniho poc¢tu v ekonomii.

Nejprve zavedeme nékolik ekonomickych predpokladi. Budeme uvazovat mo-
nopolni firmu, kterd produkuje jediny vyrobek. Ozna¢me pismenem ¢ mnozstvi
vyrobku a ¢(q) celkovou cenu, kterou zaplatime za vyrobu ¢ kusu vyrobku. V tomto

modelu se predpoklada, ze funkce ¢ ma predpis

c(q) = ag® + Bq + 7,

kde a, B3, v jsou kladna redln4 ¢isla, ¢ € [0, Q] a Q je pevné dané kladné redlné ¢islo.”
Déle budeme predpokladat, ze nevyrabime na sklad, tj. poptdavané mnozstvi
vyrobku je rovno vyrobenému mnozstvi vyrobku. Ozna¢me poptavané mnozstvi

vyrobku pismenem ¢§. Plati ¢ = ¢. Jinak feceno, co vyrobime, to okamzité prodame.

9Je pravda, ze ¢ by mélo byt pfirozené éislo, aby vystihovalo poéet vyrobki. Pro jednodussi
matematické zpracovani budeme povazovat ¢ za nezaporné redlné é&islo. Pod pismenem @ si

predstavujeme maximdalni mnozstvi vyrobku, které je dand firma schopna vyrabét.
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Poptavané mnozstvi vyrobku zavisi nejenom na cené p(t) vyrobku v daném case
t, ale také na rychlosti zmény ceny p(t) zbozi v ¢ase t. Pfedpokladejme, Ze poptdvané

mnozstvi vyrobki v daném ¢ase t je ddno piedpisem!®

q(t) = a — bp(t) + hp(t),

kde a, b jsou kladna redlnd ¢isla, h je nenulové redlné cislo, ¢t € [0,7] a T je pevné
dané kladné redlné ¢islo. Protoze vyrabéné mnozstvi vyrobku se rovna poptavanému
mnozstvi a to se méni s ¢asem, tak se s casem musi ménit i vyrabéné mnozstvi
vyrobku, tj. ¢ : t — ¢(t), kde ¢t € [0, T].

Zisk firmy je ddn rozdilem pifjmu a celkovych ndkladu.!' Zisk firmy v daném

case t oznacime z(t). Ziejmeé plati vztah

2(t) = p(t)q(t) — c(q(t),

pro t € [0,T]. Jestlize do tohoto vztahu dosadime predpoklddany tvar funkei ¢ a c,

dostaneme po tupravé vztah pro zisk firmy v ¢ase t ve tvaru

z(p(t),p(t)) = —ah®p*(t) — h(2aa + B)p(t) + k(1 + 2ab)p(t)p(t)
—b(1 + ab)p? + (a + 2aab + Bb)p(t) — (aa® + Ba + ),

pro t € [0, 7.

Protoze cilem firmy je maximalizace zisku, je prirozené polozit si nasledujici
otazku. Jak nastavit cenu vyrobku v jednotlivych ¢asech, abychom maximalizovali
zisk v daném ¢asovém obdobi?

Abychom mohli na tuto otazku odpovédét, musime si problém matematicky for-
mulovat. Pfedpoklddejme, ze je zaddna cena v ¢ase t = 0, tj. p(0) = po (cena za
kterou zacneme prodavat) a cena v ¢ase t = T, tj. p(T') = pr (cena za kterou budeme

doprodavat). Zisk za casové obdobi [0, 7] bude dén funkciondlem, jehoz hodnota je

Z(p) = / 2(plt), pl1))dl.

Nasim tkolem je najit (slabé) maximum funkciondlu Z pii zadanych podminkéch

p(0) =po a p(T) = pr.

10Pfedpis musime zvolit tak, aby byl klesajici funkei éasu. Respektujeme tim tzv. ,zékon klesajic
poptavky*, viz [10, 24].
1 Pptedpoklada se oviem, Ze pifjmy jsou vétsi nez celkové ndklady.
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Resent: Sestavime Eulerovu rovnici.'? Po jednoduchych vypoétech a tpravéch

dostaneme b1 5 deeab+ B
. +« a + 2aab +
A e

b(1+ap) B — a+2aab+3b
ah? - 2ach?

které klademe na cisla a, b, h, «, (3 je ziejmé, ze A > 0 a B > 0. S prijatym

Pro pirehlednost si zaved me oznaceni A = . Podle podminek,

oznaCenim muzeme psat
p(t) — Ap(t) = —B.
Obdrzeli jsme obycejnou linearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi

koeficienty. Nalézt jeji (obecné) feseni je jednoduché (viz [27]), dostaneme
B
p(t) = Cl exp <\/Zt> —+ C2 exp <_\/Zt> + Z’

pro viechna t € [0,7].'3 Jesté musime urcit konstanty C; a C, tak, aby feSen{

vyhovovalo zadanym (okrajovym) podminkam. Plat{

B
p = Ci+Cy+ R
pr = Chiexp <\/ZT> + Cyexp (—\/ZT) + g

Resenim této soustavy linedrn{ algebraickych rovnic (napft. Cramerovym pravidlem)

dostaneme

exp (—VAT)(5 = po) = & +pr
exp (—\/ZT> _ exp (\/ZT>

(& —pr) —exp (\/ZT> (& —po)
exp (—\/ZT> _exp <\/ZT) '

c, =

Cy =

Nasli jsme jedinou funkci p definovanou na intervalu [0, T, kterd je kandidédtem na

(slabé) maximum. K dalsi diskusi bychom potiebovali specifikovat parametry tlohy,

12Podle piedchozi kapitoly bychom mohli vyuzit prvniho integrélu, protoze integrand nezavisi
na proménné t. Takovy postup by byl v tomto piipadé znacné nevyhodny, protoze bychom dostali
nelinedrni obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu. Jestlize sestavime Eulerovu rovnici, tak

uvidime, Ze bude velice snadno fesitelna.
13Podle zaddn{ hleddme fesen{ na intervalu [0, T], proto defini¢ni obor obecného fesen{ Eulerovy

rovnice musime omezit z R na [0, T7.
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tj. ¢isla a, b, h, «, B, T, po, pr. Podrobnéjsi diskuse tohoto problému je uvedena v
ucebnici [11]. |



Priloha A

d

Diferencialni pocet a jeho uziti

V této priloze vyslovime pro prehlednost (bez dikazu) nékolik tvrzeni z elementérni
matematické analyzy. Podrobné diikazy téchto tvrzeni jsou uvedeny ve znamé uceb-
nici [12]. Pak ukézeme pouziti diferencidlniho poctu pii Feseni nékolika tiloh. Jejich
tématika bude z geometrie, fyziky a pokusime se i o jednoduchou ekonomickou tilohu.
Tyto tdlohy by jisté inspirovali nadané studenty na stfednich skoldch k hlubsimu

studiu metod (nejen) matematické analyzy.

A.1 Prehled vét diferencialniho poctu

Prehled pojmu a poucek z diferencidlniho poctu zacnéme definici derivace. Jedna se
o dulezity pojem, ktery formalizuje okamzitou zménu néjaké veli¢iny (napf. polohy,

elektrického néboje, atd.).

Definice A.1.1. Necht je dana redlna funkce jedné realné proménné (kratce funkce)
f definovand v oteviené mnoziné Q C R. Necht je xy € . Derivaci funkce f v

bodé z rozumime limitu (pokud existuje)

f(zo +h) — f(xo)
. :

lim
h—0
Derivaci funkce f v bodé zg znacime f(xo).

Definice A.1.2. Funkce f definovana v oteviené mnoziné {2 C R se nazyva dife-

rencovatelna, jestlize ma derivaci v kazdém bodé definicniho oboru.

41
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Vyslovili jsme definici derivace funkce v daném bodé. Bude nas zajimat, zda je

tato derivace jedind, ¢i nikoli. Odpovéd je ddna v nasledujici véte.

Veéta A.1.3. Jestlize funkce f definovand v otevrené mmnoziné 2 C R md v bodé

xo € Q) deriwaci, pak je derivace urcena jednoznacné.

Dalsi véta o vlastnostech spojitych funkei je velice uzitecna. Pouziva se (mimo
jiné) k posouzeni existence feseni rovnic, jak o tom pojedndme v nékterém z nésle-

dujicich ptikladu.

Véta A.1.4. Necht je funkce f spojitd v intervalu I C R, pak zobrazuje interval I

na interval J C R nebo jednobodovou mnozZinu redlnijch cisel.

Definice A.1.5. Necht funkce f je definovdna na mnoziné Q C R. Rikdme, ze

funkce f je
(i) rostoucti, jestlize f(a) < f(b) pro vSechna a,b € Q splaujici a < b;
(ii) klesajici, jestlize f(a) > f(b) pro vSechna a,b € Q) splaujici a < b;
(iii) nerostouci, jestlize f(a) > f(b) pro vsechna a,b € Q spliujici a < b;
(iv) neklesajici, jestlize f(a) < f(b) pro vsechna a,b € Q spliujici a < b.

Definice A.1.6. Rikdme, 7e funkce f je monoténni na mnoziné Q C R, je-li

nerostouci nebo neklesajici na mnoziné €.

Dalsi véta, kterou budeme pouzivat, dava do souvislosti monotonii funkce a jeji

derivaci.

Véta A.1.7. Necht je funkce f spojitd na intervalu I C R a md v kazdém vnitinim

bodeé intervalu I derivaci. Pak plati:

(i) Jestlize v kazdém vnitrnim bodé xq intervalu I je f(xo) > 0, pak je funkce f

rostouct v intervalu 1.

(i) Jestlize v kazdém vnitinim bodé o intervalu I je f(xzo) < 0, pak je funkce f

klesajici v intervalu I.

(iil) Jestlize v kazdém vnitFnim bodé xq intervalu I je f(x) > 0, pak je funkce f

neklesajici v intervalu I.
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(iv) Jestlize v kazdém vnitinim bodé xq intervalu I je f(xo) < 0, pak je funkce f

nerostouct v intervalu 1.

(v) Jestlize v kazdém vnitrnim bodé o intervalu I je f (xo) = 0, pak je funkce f

konstantni v intervalu I.

Na zéavér struéného prehledu uvedeme vétu, kterd se probird (i s dukazem) na

sttedni skole. Pouci nds o souvislosti monotonie funkce s prostotou funkce.

Definice A.1.8. Rikdme, ze funkce f definovand na mnoziné Q C R je prosta,

jestlize pro libovolna a, b € €2 plati implikace

a#b= fa) # f(0).

Véta A.1.9. Necht je funkce f definovand na intervalu I C R. Je-li funkce f

rostouct (resp. klesajici) na I, pak je funkce f prostd na I.

Tuto vétu lze vyuzit pti zkouméni jednoznacnosti feseni dané rovnice, v pripadé,

ze existence teSeni jiz byla prokazana. Vyuzijeme ji v prikladech déle.

A.2 Geometricka aplikace

V této sekcei si ukazeme pouziti metod diferencialniho poctu v geometrii.

Priklad A.2.1. Ukazte, Ze ze vSech rovnoramennych trojihelniki o daném obvodu

ma rovnostranny (a zadny jiny) nejvétsi obsah.

Resent: Oznacéme si pismenem O obvod, S obsah, a a ¢ délky stran rovnora-
menného trojuhelniku, v, vysku (na stranu c).! Z geometrie vime, ze plati vztahy

O = 2a+cad8 = ¢ apodle Pythagorovy véty vztah a? = v+ 2. Pro obsah

4
c c?
S=Sya2 - <.
2V T

Obsah trojihelnika zavisi na délkach stran. Jestlize vSak uvazime tzv. vazbovou

muzeme psat

podminku O = 2a + ¢, kde O je pevné dané ¢islo, tak dostaneme pro hodnotu

funkce S predpis

S(e) = 2\/02 —20¢,

Vgechny tyto veliciny jsou kladnd redlnd &isla, jak plyne z jejich geometrického vyznamu.
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pro viechna ¢ € (0, ).
Nasim tikolem je nalezeni maxima této funkce (pokud existuje). Pro limity v kraj-
nich bodech plati

lim SvV0? —20c¢ = lim

C
c—0+ R%%_ZL

VO —20c = 0.

Derivace vysettované funkce je

: 1 Oc O (O — 3¢)
S(c) = ~VO? —20¢ — _
() =1 T WO —20c  4/0% — 20

pro vSechna ¢ € (0, %) K nalezeni staciondrnich bodt fesme rovnici?

00 ~—3c)
43/O02 =20c¢
Po upravé dostaneme
OO —3c)=0.

Tato rovnice ma pouze jediné feseni ¢ = % v intervalu (0, %) Hodnota funkce & v

bodé % je S(%) = %. Tato hodnota je maximem, protoze funkce S je rostouci v

intervalu (O, %] a klesa v intervalu (%, %} Podle vztahu O = 2a + ¢ dostaneme, ze
pro stranu a plati a = c.

Z vyse uvedené diskuze tak dostavame nasledujici zavér. Aby rovnoramenny
trojuihelnik mél maximalni obsah pri daném obvodu, tak musi mit vSechny strany
stejné dlouhé, tj. musi byt rovnostranny.

[ |

Uved'me jesté jeden pifklad (viz [2]), ktery bude vyZzadovat trochu vice znalosti

z matematické analyzy, nez které byly uvedeny v prehledu.

Piiklad A.2.2. Necht je ddna v trojrozmérném euklidovském prostoru kartézska
soufadnd soustava s pocatkem Q. Dale uvazujme bod P, jenz ma vSechny souradnice
nezédporné. Ozna¢me «, f3, v thly, které svird tisecka OP (po radé) s osami soufadnic
z, Y, 2. Ukolem je ur¢it souradnice bodu P tak, aby soucet a+ 8+~ byl minimalni

(maximalni).

2Polozili jsme derivaci rovnu nule.
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Resent: Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze body P lezi v mnoziné
S C R3, jenz je popsdna podminkami
r>0,y>0,22>0;
h(z,y,2) =2° +y*+2°—1=0.
Vyjadiime-li si soucet uhlu «, 5, v pomoci souradnic bodu P, dostaneme
a+ B+ v = arccos(z) + arccos(y) + arccos(z).
Definujme funkci f predpisem
f(z,y, z) = arccos(x) + arccos(y) + arccos(z),

kde (z,y,z) € S. Funkce f je spojitd a mnozina S je omezend a uzaviend. Proto
(podle Weierstrassovy véty) existuje maximum i minimum funkce f.
Uvazme nejprve, Ze jedna ze soufadnic bodu P je rovna nule. Necht je to napfi-

klad z-ova soutadnice. Pak plati

0,vy, z) = arccos 0 + arccos y + arccos /1 — QZE—I—E:TF.
fQ0,y,2) Y =515

Jestlize bude nulova y-ovad nebo z-ova soutadnice dostaneme stejny vysledek. Na
hranici mnoziny S ma tak vysetfovand funkce f konstantni hodnotu rovnu 7.
Nyni pfedpokladejme, Ze souradnice bodu P jsou pouze kladné. Omezime se tedy

na mnozinu S C S danou podminkami

z>0,y>0,2>0;

h(z,y,2) =2 +y*+ 22 —1=0.
Mnozina S je oteviend. Budeme hledat stacionarni body na mnoziné S. Pouzijeme k
tomu metodu Lagrangeovych multiplikdtoru. Pro maxima (minima) funkce f exis-
tuje ¢islo A € R, tak ze plati

V (f(z,y,2) + Mh(z,y, 2)) = 0.
Jestlize podrobné rozepiseme tuto podminku, tak vidime, Ze souradnice stacionarni-

ho bodu a ¢islo A musi splinovat soustavu rovnic

1
412\ =0,

V1—a22

———— + 2y =0,

|
—_
= =
<

- 2+2/\Z:0.
-z
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Uvézenim piedpokladi kladenych na soufadnice bodu P dostaneme po tpravé?

soustavu rovnic

Odtud okamzité plyne, ze musi platit © = y = z. Pouzijeme-li vazbovou podminku
h(z,y,z) = 0, dostaneme, ze bod podeztely z extrému je P [\/Lg, \/ig, \/ig} Protoze

plati* 3arccos (\%) < m, neni v bodé P [\/Lg’\%’\%] maximum.® Protoze bod

P L, L. LI je jediny podeziely bod z extrému v S a neni maximem, musi byt
V37 V37 V3

minimem.® Miniméln{ hodnota funkce f je 3 arccos <\/i§> Protoze funkce f nemé

maximum na mnoziné S, tak musi mit maximum na hranici mnoziny S. Ve vSech

bodech hranice nabyva funkce f své maximalni hodnoty .
[ |

A.3 Fyzikalni aplikace
V této sekci si ukazeme pouziti diferencidlniho poctu ve fyzice (elektrotechnice).

Piiklad A.3.1. Méjme dén zdroj elektromotorického napéti e, ktery ma (vnitini)
odpor R;. Hledame odpor R spotiebice, pii kterém by dodany piikon P ze zdroje

elektromotorického napéti byl maximélni. Ztraty zanedbejte.

Resent: Veliciny €, R; a R pokladame podle jejich fyzikalnfho vyznamu za kladné

realnd ¢isla.

3Umocnénim a vylouceni parametru \.
4Jestlize uvazime, ze arccos je klesajici funkce, tak pak plati

1 1 1 1
— < — = arccos| = ) > arccos | —
2 V3 (2> (\/3 )

= 3arccos <1) > 3darccos (1>
2 3

1
= @ > 3arccos | —
(ﬁ)

®Na hranici mnoziny S nabyva funkce f hodnoty rovné .
SExistence minima je zajisténa uzavienosti a omezenost{ mnoziny S.
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Obrazek A.1: Elektricky obvod k Prikladu A.3.1.

Z tyziky vime (viz [25]), ze vykon spotfebice je urcen vztahem
N = RI?,

kde N oznacuje vykon spotiebice, R odpor spotiebice a I elektricky proud protékajici
spotfebicem. Protoze neuvazujeme ztraty, vykon spotiebice se rovna jeho piikonu,

tj. N = P. Podle druhého Kirchhofova pravidla vime (viz [25]), ze musi platit

Pro ptikon muzeme psat
2
P—N-pP-_ "t
(R+ R))

Vyjéadrili jsme ptikon pomoci zadanych veli¢in, mezi kterymi je velicina R proménna.
Nasim tikolem je najit maximum funkce (pokud existuje), jejiz hodnoty jsou dany

predpisem

PRy = T
(R+ R;)

pro vsechna R € (0,400). Plati

, Re? , Re?
lim ———— = lim ———
R—0* (R+ R;) R—+oo (R + R;)

Derivace P podle R je
. 82(Ri — R)
P(R) = ——-
(R) (R+ R;)3
pro kazdé R € (0, +00). Pro uréeni staciondrnich bodu polozime

€2<Ri — R)

———— =0
(R+ R;)3
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Odtud plyne, ze existuje jediny stacionarni bod R = R;. Protoze zkoumana funkce je
diferencovatelnd v kazdém bodé svého definicniho oboru, je diky Fermatové vété na-
lezeny stacionarni bod jedinym kandidatem na bod maxima. Vypoctéme-li hodnotu
vysetrované funkce v bodé R = R;, dostaneme
_ Rg?

4R;

P(R;)

Z nalezenych vysledku vidime, ze vySetfovand funkce je rostouci v intervalu (0, R;]

a klesajici v intervalu [R;, +00). Proto ma v bodé R; maximum, které ma hodnotu

R¢€2
4R; *

Z naseho vypoctu plyne, ze spotiebi¢ musi mit stejny odpor jako je vnitini odpor
zdroje. Pouze v tomto ptipadé bude dodany piikon maximalni.

A.4 Ekonomicka aplikace

V této sekci si na piikladu ukazeme pouziti metod diferencidlniho poé¢tu v ekonomii.

Priklad A.4.1. Oddéleni planovani potravinarského podniku dostalo za tkol na-
vrhnout rozmeéry vélcové konzervy o daném (vnitinim) objemu V', kterd bude mit
co nejmensi hmotnost. Vi, Ze se plechovky musi vyrdbét z plechu o dané hustoté o

a dané tloustce t.

Resent: Protoze plechovku muzeme povazovat za povrch vélce, tak hleddme
(vnitini) vysku valce h a (vnitini) polomér podstavy r. Z fyziky vime, ze pro hmot-
nost plechovky m plati m = oV, kde p je hustota plechu a 1% je objem plechu. Jestlize
si predstavime ,rozlozenou plechovku na plechu®, tak pro objem plechu potiebného

na vytvoieni plechovky musi platit”
V = (2nr(h + 2t) 4+ 27r2)t,
pro hmotnost tedy dostaneme vztah

m(r) = ot(2mr(h + 2t) + 27r?).

"Kolem kruhovych podstav je obtocen obdélnik plechu (,télo plechovky*).
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Dale mame zaddnu (vazbovou) podminku na (vnitini) objem plechovky V = 7r2h.
Vyuzitim této podminky dostaneme, ze h = ﬂ—‘:g Vytah pro hmotnost plechovky v

zavislosti na (vnitinim) poloméru r je
4 2
m(r) =20t | — 4 2mtr +7r
r

pro vsechna r € (0, +00).
Nasim tikolem je najit minimum této funkce (pokud existuje). Derivace m podle

(vnitiniho) poloméru r je
) %4
m(r) =20t | —— + 2nt + 277
T
pro vSechna r € (0, +00). Odtud plyne, Ze stacionarni body spliuji rovnici

4 tr? — % = 0. (A.1)

Toto je kubickd rovnice. Je otdzkou, zda ma rovnice (A.1) kladny realny koten. V
kladné ptipadé je zde jesté otézka, zda je jediny.
Uvazujme (pomocnou) funkei g, jejiz hodnoty jsou dany predpisem

v
g(x) =2 +ta? — —
2m

pro vsechna z € (0,400). Derivace této funkce je
g(x) = 32% + 2tw

pro vSechna z € (0,400). Protoze je g(x) > 0 pro vSechna z € (0,400), je funkce
g rostouci v intervalu (0, +00), a proto prostd. Funkce g zobrazi interval (0, +400)
na interval (—=,+00). Protoze interval (—3=,+00) obsahuje ¢fslo nula, existuje®
feseni rovnice (A.1). Diky prostoté funkce g existuje pravé jedno kladné redlné resent
rovnice (A.1). Oznacéme si ho 7.

Protoze

li =l =
lim m(r) r_l}gloom(r) +00,

8Na existenci feseni lze usuzovat i prostfednictvim ,algebraické“ argumentace. Protoze nase
rovnice je kubickd s redlnymi koeficienty, tak musi mit alespon jeden redlny koten. O platnosti této

véty se lze pouéit v knize [19].
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je funkce m klesajici v intervalu (0, ro] a rostouci v intervalu [rg, +00). Odtud plyne,
ze funkce m nabyva v bodé ry minima. Podle vztahu pro vnitini objem plechovky
V = 7r?h dostaneme pro hledanou (vnitin{) vysku plechovky hodnotu hy = erg
Z vyse uvedeného vidime, ze plechovka o daném (vnitfnim) objemu mé minimalni
hmotnost v pfipadé, ze (vnitini) polomér podstavy je ro a (vnitini) vyska je hy = W—‘%
[ |
Pozndmka A.4.2. Pro zajimavost vypoc¢teme (vnitini) polomér a (vnitini) vysku
plechovky pro éfselné hodnoty V' = 1000cm?® a ¢t = 0,1cm. Abychom vypocetli
(vnitini) polomér, potfebujeme vyfesit rovnici
B0 - 220 (A.2)
T
o které vime, ze ma praveé jeden kladny koten ry. K nalezeni tohoto feseni je uzitecné
se obratit k numerickym metodam.” K feseni rovnice (A.2) uzijeme Newtonovy me-
tody (viz [6]). V prvnim kroku zhruba odhadneme kofen rovnice (A.2) jako r; = 5,5
(¢islo 5 by bylo moc malé, ¢islo 6 moc velké). Po nékolika krocich se dé aproximace
reSeni zlepsit na hodnotu 5, 38. Muzeme tedy polozit 7o = 5,38. S timto pribliznym
vysledkem se spokojime. Pro vypocet (vnitini) vysky uzijeme vztahu hy = 7%3 a
dostaneme hg = 10,99. Pro vyrobu plechovky navrhneme hodnoty (vnitiniho) po-
loméru 5,4 cm a pro (vnitin{) vysku 11,0 cm.
Ptejme se, jak se zméni vysledek zanedbénim tloustky plechu. V tomto pifpadé
musime Tesit rovnici
5 500

P — 22 =0,
T

jejiz jediny kladny kofen je rg = {/22 = 5,42. Odtud pro (vnitin{) vysku dostaneme
ho = 10,83. Pro vyrobu bychom navrhli hodnoty (vnitintho) poloméru 5,4cm a
(vnitini) vysky 10,8 cm. Tyto hodnoty jsou skoro stejné jako pti zapocteni tloustky
plechu. To je intuitivné pfirozené, protoze plech mél (v nasem konkrétnim piipade)
tloustku pouhy milimetr. D4 se ocekévat, Ze pro plech o vétsi tloustce by se vysledky,
pii zapocteni nebo zanedbéni tloustky plechu, vice odligovaly. V realné praxi bychom

museli uvazit, co by plechovka méla vydrzet, a podle toho volit tloustku plechu.

Pozndmka A.4.3. Z teseni prikladu a také z numerického vypoctu v predchazejici

poznamece vidime, ze kdyz nezapocteme tloustku plechu, tak se vypocet stava docela

9Cardanovy vzorce, zndmé z algebry (viz [19]), jsou pro praktické poéitani nevhodné.
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snadnym. Zapoctenim tloustky plechu se cely vypocet znacné komplikuje a je nutné
pouzivat fadu vét z ruznych partii matematiky. S podobnym zkomplikovanim situace

se setkdvame pri zpresnovani ruznych modelu z praxe.
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