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Studijńı program: Fyzika
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Prohlašuji, že jsem tuto diplomovou práci vypracoval samostatně a výhradně
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Kapitola 1

Úvod

Již na vybraných středńıch školách se uč́ı základy diferenciálńıho počtu reálných

funkćı jedné reálné proměnné. Mezi standardńı úlohy v této oblasti patř́ı nalezeńı

maxima a minima dané funkce. Jedná se o tzv. extremálńı úlohy. V řadě aplikaćı se

však vyskytuj́ı extremálńı úlohy přesahuj́ıćı tento rámec. Př́ıkladem takové úlohy je

nalezeńı nejkratš́ı spojnice dvou bod̊u v rovině. Formulujeme-li tuto otázku pomoćı

integrálu, ptáme se, pro jaký integrand z vhodně zvolené tř́ıdy funkćı nabývá integrál

nejmenš́ı hodnoty. Tento problém spadá do matematického oboru zvaného variačńı

počet.

Diplomová práce je věnována užit́ı diferenciálńıho počtu (resp. variačńıho počtu)

k řešeńı úloh, v nichž hledáme nejmenš́ı (resp. největš́ı) hodnotu zobrazeńı do

množiny reálných č́ısel. Aby bylo možné práci použ́ıt pro matematické semináře

(resp. nadané studenty), je práce doplněna o témata zabývaj́ıćı se reálnými funk-

cemi a souvislost́ı jejich maxim (resp. minim) s chováńım jejich prvńı derivace.

V následuj́ıćı kapitole jsou prezentovány základy variačńıho počtu. Po krátké

motivaci následuje přehled některých výsledk̊u z teorie normovaných lineárńıch pro-

stor̊u. Zejména se věnujeme zobrazeńım z lineárńıho normovaného prostoru do mno-

žiny reálných č́ısel, kterým se ř́ıká funkcionály. Pro tato zobrazeńı uvád́ıme zo-

becněńı pojmů jako spojitost či diferenciál, která jsou známa ze základ̊u matema-

tické analýzy. Dále se zabýváme lokálńımi extrémy funkcionál̊u.

Třet́ı kapitola pojednává o nejjednodušš́ı úloze variačńıho počtu. Je uvedena

nutná podmı́nka pro lokálńı extrém funkcionálu, která je známá pod názvem Eule-

rova rovnice. Mimoto jsou také formulovány některé jej́ı d̊usledky. Zmiňujeme zde
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KAPITOLA 1. ÚVOD 4

také známou úlohu o brachistochroně, jenž stála u zrodu variačńıho počtu.

Ve čtvrté kapitole jsou uvedeny r̊uzné aplikace variačńıho počtu. Jako geomet-

rickou aplikaci jsme zvolili izoperimetrickou úlohu, jenž vede na extremálńı problém

s vazbou. Z fyzikálńıch aplikaćı je uveden pohyb nabité částice v homogenńım elek-

trickém poli a také př́ıklad na elektrický obvod. Zmı́ńıme se i o ekonomické aplikaci

týkaj́ıćı se maximalizace zisku monopolńı firmy.

V př́ıloze A pak uvád́ıme přehled základńıch vět diferenciálńıho počtu užitečných

v extremálńıch úlohách. Dále následuj́ı aplikace těchto vět na r̊uzné typy úloh, které

mohou být využity při výuce na středńı škole.



Kapitola 2

Základy variačńıho počtu

2.1 Motivace

V této kapitole se budeme zabývat reálnými funkcionály. Pod reálným funkcionálem

rozumı́me zobrazeńı, které jistým funkćım přǐrazuje reálná č́ısla. Populárně řečeno

se budeme zabývat
”
funkcemi funkćı“. Uvid́ıme, že mnoho úloh z matematické

analýzy, geometrie, fyziky, atd. lze velmi elegantně formulovat použit́ım funkcionál̊u.

Abychom si utvořili představu, tak ukážeme několik př́ıklad̊u funkcionál̊u.

Prvńı př́ıklad je z geometrie.

Př́ıklad 2.1.1. Uvažujme množinu všech spojitě diferencovatelných křivek, které

spojuj́ı dva r̊uzné body v rovině. Předpokládáme pro jednoduchost, že křivky jsou

popsány jako grafy funkćı f , které jsou definovány na uzavřeném intervalu [a, b].

Jestliže každé takové křivce přǐrad́ıme jej́ı délku, dostaneme funkcionál L. Předpis

pro hodnotu funkcionálu je podle [14]

L(f) =

∫ b

a

√

1 + ḟ 2(x) dx.

Druhý př́ıklad je z oblasti fyziky (konkrétně teoretické mechaniky).

Př́ıklad 2.1.2. Necht’ x je libovolná spojitě diferencovatelná funkce definovaná na

intervalu [a, b], U je zadaná spojitě diferencovatelná funkce definovaná na [a, b] a m

je kladné reálné č́ıslo. Potom předpis

S(x) =

∫ b

a

1

2
mẋ2(t)− U(x(t)) dt,
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KAPITOLA 2. ZÁKLADY VARIAČNÍHO POČTU 6

kde x je poloha částice a ẋ je jej́ı rychlost, definuje hodnotu funkcionálu S. Jak je

ukázáno v [21], slouž́ı funkcionál S k popisu pohybu tzv. testovaćı částice, na kterou

p̊usob́ı śıla popsaná interakčńı energíı U .

Jako daľśı př́ıklad uváž́ıme obecněǰśı situaci, která bude obsahovat předchoźı dva

př́ıklady jako speciálńı př́ıpady.

Př́ıklad 2.1.3. Necht’ f je daná spojitě diferencovatelná funkce tř́ı proměnných a

x libovolná spojitě diferencovatelná funkce definovaná na intervalu [a, b]. Předpis

F (x) =

∫ b

a

f(t, x(t), ẋ(t)) dt.

zadává hodnotu funkcionálu F . Tento funkcionál je dobře definovaný, nebot’ z před-

poklad̊u plyne, že f , x a ẋ jsou spojité funkce. Tedy integrand je spojitá funkce na

intervalu [a, b], a proto integrál existuje.

Když už jsme si vytvořili jistou intuitivńı představu o tom, co je funkcionál,

můžeme přistoupit ke zkoumáńı některých jeho vlastnost́ı. Např́ıklad se můžeme

ptát, pro které funkce z uvažované množiny funkćı má funkcionál nejmenš́ı (největš́ı)

hodnotu, pokud ovšem takováto nejmenš́ı (největš́ı) hodnota funkcionálu existuje.

Formulujme tedy některé základńı úlohy, které motivuj́ı tuto otázku.

Př́ıklad 2.1.4. Najděte nejkratš́ı rovinnou křivku popsanou grafem funkce, která

spojuje dva dané r̊uzné body A a B. Jinak řečeno, najděte minimum funkcionálu

L(f) =

∫ b

a

√

1 + ḟ 2(x) dx.

Naše geometrická intuice nám ř́ıká, že taková křivka existuje a je to úsečka s

počátečńım bodem A a koncovým bodem B.

Daľśım př́ıkladem je slavná úloha, tzv. úloha o brachistochroně, které hrála

významnou roli při zkoumáńı funkcionál̊u a přispěla ke vzniku variačńıho počtu.

Př́ıklad 2.1.5. Necht’ pohyb hmotného bodu v rovině je vázán na křivku (popsanou

grafem funkce) s počátečńım bodem A[t0, x(t0)] a koncovým bodem B[t1, x(t1)], kde

x(t1) < x(t0). Předpokládejme dále, že na tento bod p̊usob́ı už jen gravitace Země.

Každé křivce můžeme přǐradit čas, který potřebuje hmotný bod k přesunu z bodu A

do bodu B. Takové přǐrazeńı je funkcionál. Úkolem je nalézt křivku, po které bude

trvat pohyb hmotného bodu nejkratš́ı čas.
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Posledńı př́ıklad bude tzv. izoperimetrická úloha, kterou vyřešil slavný matema-

tik L. Euler, zakladatel variačńıho počtu.

Př́ıklad 2.1.6. Mezi všemi uzavřenými rovinnými křivkami, které maj́ı pevně danou

konečnou délku, najděte křivku, jenž obeṕıná největš́ı část roviny, tj. část roviny s

největš́ım obsahem.

Ukazuje se, že hledanou křivkou je kružnice.

2.2 Lineárńı normované prostory

V předchoźım odstavci jsme si na názorných př́ıkladech ukázali možnosti formulaćı

r̊uzných úloh pomoćı funkcionál̊u. Abychom mohli řešit (nejen) zmı́něné problémy,

muśıme si k tomu vybudovat vhodný aparát. Proto bude nutné zavést řadu pojmů

a formulovat řadu vět, které nám ulehč́ı řešeńı našich úloh. Uvid́ıme, že řada pojmů

bude analogíı k pojmům z kurz̊u elementárńı matematické analýzy. Aby formulace

výsledk̊u byla přehledná, bude účelné se postavit na trochu abstraktněǰśı úroveň.

Podrobnosti o zavedených pojmech lze nalézt v [17, 20, 28].

Definice 2.2.1. Necht’ L je neprázdná množina prvk̊u. Necht’ je každé dvojici prvk̊u

x, y z množiny L přǐrazen (pomoćı operace zvané sč́ıtáńı) prvek množiny L (který

označ́ıme x+y). Necht’ pro libovolný prvek x množiny L a libovolné reálné č́ıslo α je

přǐrazen (pomoćı operace zvané násobeńı č́ıslem) prvek množiny L (jenž označ́ıme

αx). Množina L spolu se zavedenými operacemi se nazývá (reálný) lineárńı prostor

(nebo také vektorový prostor), jestliže jsou splněny následuj́ıćı axiomy:

(i) x+ y = y + x pro libovolné prvky x a y z L;

(ii) (x+ y) + z = x+ (y + z) pro libovolné prvky x, y a z z L;

(iii) v L existuje prvek, označený 0 a nazývaný nulový prvek, takový, že plat́ı

x+ 0 = x pro každý prvek x z L;

(iv) pro každý prvek x množiny L existuje prvek, označený −x, takový, že x +

(−x) = 0;

(v) α(x+ y) = αx+ αy pro libovolné prvky x a y z L a libovolné reálné č́ıslo α;
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(vi) α(βx) = (αβ)x pro libovolný prvek x z L a libovolná reálná č́ıslo α a β;

(vii) 1x = x pro libovolný prvek x z L;

(viii) 0x = 0 pro libovolný prvek x z L.

Poznamenejme, že množinu L budeme (pro jednoduchost vyjadřováńı) značit

stejným ṕısmenem jako lineárńı prostor.1

Definice 2.2.2. Necht’ L je lineárńı prostor L, na kterém je definována reálná funkce

‖ · ‖ : L → R, jej́ıž hodnoty splňuj́ı následuj́ıćı axiomy:

(i) ‖x‖ ≥ 0 pro každé x z L;

(ii) pro každé x z L je ‖x‖ = 0 právě tehdy, když x = 0;

(iii) ‖αx‖ = |α|‖x‖ pro všechna reálná č́ısla α a všechna x z L;

(iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ pro všechna x a y z L.

Každá reálná funkce definovaná na prostoru L splňuj́ıćı uvedené axiomy se nazývá

norma.

Definice 2.2.3. Lineárńı prostor na kterém je definována norma se nazývá lineárńı

normovaný prostor.

Následuj́ıćı tvrzeńı ilustruj́ı zavedené pojmy. V daľśı části textu tato tvrzeńı

využijeme.

Tvrzeńı 2.2.4. Uvažujme množinu všech funkćı, které jsou spojité na uzavřeném

intervalu [a, b]. Na této množině definujme sč́ıtáńı funkćı a násobeńı funkce č́ıslem

standardńım zp̊usobem. Dále definujeme normu předpisem

‖f‖ = max
t∈[a,b]

|f(t)|.

Plat́ı, že množina spojitých funkćı s takto definovanými operacemi a normou je

lineárńı normovaný prostor. Označuje se C[a, b].
1Př́ı pečlivěǰśım zápisu by jsme měli vyznačit, že na dané množině jsou zavedeny operace sč́ıtáńı

a násobeńı č́ıslem, tj. lineárńı prostor by měla být trojice. Pro přehlednost však ustouṕıme od

přesnosti a dáme přednost jednoduchosti zápisu. Určitě tento kompromis nepovede k nedorozuměńı.
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D̊ukaz. Podrobné zd̊uvodněńı tohoto tvrzeńı je popsáno v každé učebnici funk-

cionálńı analýzy, viz např. [17, 20, 28].

Tvrzeńı 2.2.5. Uvažujme množinu všech funkćı, které jsou definovány na uzavře-

ném intervalu [a, b] a maj́ı spojitou derivaci na [a, b].2 Na této množině definujeme

sč́ıtáńı funkćı a násobeńı funkce č́ıslem standardńım zp̊usobem. Dále definujeme

normu předpisem

‖f‖1 = max
t∈[a,b]

|f(t)|+ max
t∈[a,b]

|ḟ(t)|.

Plat́ı, že tato množina je lineárńı normovaný prostor. Označuje se C1[a, b].

D̊ukaz. Všechny axiomy lineárńıho prostoru lze docela snadno ověřit. Axiomy normy

jsou až na trojúhelńıkovou nerovnost zřejmé. Abychom ověřili trojúhelńıkovou ne-

rovnost uvažme, že

‖f + g‖1 ≤ max
t∈[a,b]

|f(t) + g(t)|+ max
t∈[a,b]

|ḟ(t) + ġ(t)|

≤ max
t∈[a,b]

|f(t)|+ max
t∈[a,b]

|g(t)|+ max
t∈[a,b]

|ḟ(t)|+ max
t∈[a,b]

|ġ(t)|

≤ max
t∈[a,b]

|f(t)|+ max
t∈[a,b]

|ḟ(t)|+ max
t∈[a,b]

|g(t)|+ max
t∈[a,b]

|ġ(t)|

≤ ‖f‖1 + ‖g‖1.

Vid́ıme, že jsou splněny všechny požadavky, a proto C1[a, b] je lineárńı normovaný

prostor.

2.3 Spojité lineárńı funkcionály

Definice 2.3.1. Každé zobrazeńı z lineárńıho prostoru do reálných č́ısel se nazývá

(reálný) funkcionál.

Jako př́ıklady funkcionál̊u lze uvést reálnou funkci definovanou v R a také normu

definovanou na lineárńım prostoru.

Definice 2.3.2. Necht’ L je lineárńı prostor. Funkcionál f : L → R se nazývá

lineárńı, jestliže jeho hodnoty splňuj́ı identity:

(i) f(x+ y) = f(x) + f(y) pro všechny prvky x, y z L;
2Derivace v krajńıch bodech intervalu mysĺıme jednostranné.
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(ii) f(αx) = αf(x) pro všechna x z L a všechna reálná č́ısla α.

U reálných funkćı jedné reálné proměnné bylo užitečné vědět, že jsou spojité,

protože pro tyto funkce platila řada zaj́ımavých tvrzeńı. Zobecněme tedy tento

d̊uležitý pojem i na funkcionály.

Definice 2.3.3. Necht’ L je lineárńı normovaný prostor. Ř́ıkáme, že funkcionál f

je spojitý v bodě x̃ ∈ L, jestliže ke každému kladnému č́ıslu ε existuje kladné

č́ıslo δ takové, že pro všechna x splňuj́ıćı nerovnost ‖x − x̃‖ < δ plat́ı nerovnost

|f(x)− f(x̃)| < ε.

Definice 2.3.4. Funkcionál f se nazve spojitý, jestliže je spojitý v každém bodě

svého definičńıho oboru.

Definice 2.3.5. Necht’ L je lineárńı normovaný prostor a f : L → R je lineárńı

funkcionál. Řekneme, že f je omezený, jestliže existuje reálné č́ıslo c takové, že

|f(x)| ≤ c ‖x‖ , (2.1)

pro všechna x ∈ L.

Uvedeme si velice užitečnou charakteristiku spojitých lineárńıch funkcionál̊u,

které se často použ́ıvá k ověřeńı spojitosti funkcionálu.

Věta 2.3.6. Necht’ L je lineárńı normovaný prostor a f : L → R lineárńı funk-

cionál. Pak funkcionál f je spojitý, právě když je omezený.

D̊ukaz. Předpokládejme nejprve, že funkcionál f je omezený. Tedy existuje reálné

kladné č́ıslo c tak, že |f(x)| ≤ c‖x‖ pro všechna x ∈ L. Zvolme si libovolné x0 ∈ L.
Chceme ukázat, že f je spojitý v bodě x0. Za t́ımto účelem volme libovolné kladné

ε a položme δ = ε
c
. Pak pro všechna x ∈ L taková, že ‖x− x0‖ < δ plat́ı

|f(x)− f(x0)| = |f(x− x0)| ≤ c‖x− x0‖ < cδ = ε.

Při odhadech jsme využili linearitu funkcionálu a nerovnost (2.1), tj. omezenost

funkcionálu. Ukázali jsme, že z omezenosti plyne spojitost.

Předpokládejme, že funkcionál f je spojitý v libovolném bodě x0. Chceme ukázat,

že je omezený. Protože f je spojitý funkcionál v bodě x0, plyne z definice, že
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pro (např́ıklad) ε = 1 existuje kladné δ takové, že pro všechna x ∈ L taková,

že ‖x− x0‖ < δ plat́ı |f(x)− f(x0)| < 1. Zvolme libovolně (ale pevně) nenulový

bod y ∈ L a položme x = x0 +
δ

2‖y‖y, tj. x − x0 = δ
2‖y‖y. Podle vlastnost́ı normy

dostaneme ‖x− x0‖ =
∥

∥

∥

δ
2‖y‖y

∥

∥

∥
=
∣

∣

∣

δ
2‖y‖

∣

∣

∣
‖y‖ = δ

2
< δ. Jestliže využijeme linearity

funkcionálu f , obdrž́ıme

1 > |f(x)− f(x0)| = |f(x− x0)| =
∣

∣

∣

∣

f

(

δ

2 ‖y‖y
)∣

∣

∣

∣

=
δ

2 ‖y‖ |f(y)| .

Odtud dostaneme, že existuje č́ıslo c = 2
δ
tak, že plat́ı |f(y)| < c ‖y‖. Ukázali jsme,

že existuje reálné č́ıslo c tak, že |f(y)| < c ‖y‖ pro všechny nenulové body y z L. Je-li
y = 0, zřejmě |f(y)| = c ‖y‖.3 T́ımto jsme dokázali, že funkcionál f je omezený.

Tvrzeńı 2.3.7. Funkcionál f definovaný na prostoru C[a, b] předpisem

f(x) =

b
∫

a

x(t)dt

je spojitý lineárńı funkcionál.

D̊ukaz. Z pouček o existenci a linearitě integrálu okamžitě źıskáme linearitu studo-

vaného funkcionálu.

Zaměřme se na d̊ukaz spojitosti. Podle Věty 2.3.6 stač́ı zjistit, že je funkcionál

omezený. Podle věty o linearitě a absolutńı hodnotě integrálu źıskáme odhad

|f(x)−f(x̃)| ≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

x(t)dt−
b
∫

a

x̃(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
b
∫

a

|x(t)− x̃(t)|dt ≤ max
t∈[a,b]

|x(t)− x̃(t)|(b−a).

Jestliže si uvědomı́me definici normy v prostoru C[a, b], tak vid́ıme, že existuje č́ıslo

c = b− a takové, že

|f(x)− f(x̃)| ≤ c ‖x− x0‖ .

Funkcionál f je omezený, a proto spojitý.

Tvrzeńı 2.3.8. Necht’ α je pevně daná funkce z C[a, b]. Funkcionál f definovaný na

prostoru C[a, b] předpisem

f(x) =

b
∫

a

α(t)x(t)dt

je spojitý lineárńı funkcionál.

3Pro y = 0 plat́ı f(y) = 0 a ‖y‖ = 0
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D̊ukaz. Z pouček o existenci a linearitě integrálu okamžitě źıskáme linearitu vyšetřo-

vaného funkcionálu.

Obrat’me se k vyšetřeńı spojitosti. K d̊ukazu opět využijeme Větu 2.3.6. Stač́ı

tedy ukázat omezenost f . Pro každé x ∈ C[a, b] obdrž́ıme z vět o integrálech, že

|f(x)| ≤
∫ b

a

|α(t)||x(t)|dt ≤ max
t∈[a,b]

|x(t)|
∫ b

a

|α(t)|dt = c‖x‖,

kde jsme označili c =
∫ b

a
|α(t)|dt. Tedy f je omezený lineárńı funkcionál, a proto

spojitý.

Tvrzeńı 2.3.9. Necht’ α0, α1 jsou pevně zadané funkce z C[a, b]. Funkcionál f defi-

novaný na prostoru C1[a, b] předpisem

f(x) =

b
∫

a

α0(t)x(t) + α1(t)ẋ(t)dt

je spojitý lineárńı funkcionál.

D̊ukaz. Opět z linearity integrálu okamžitě obdrž́ıme linearitu vyšetřovaného funk-

cionálu.

Nyńı ke spojitosti. Pro každé x ∈ C1[a, b] obdrž́ıme z vět o integrálech, že

|f(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

α0(t)x(t) + α1(t)ẋ(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
b
∫

a

|α0(t)| |x(t)|+ |α1(t)| |ẋ(t)| dt

=

b
∫

a

|α0(t)| |x(t)| dt+
b
∫

a

|α1(t)| |ẋ(t)| dt

≤ max
t∈[a,b]

|x(t)|
b
∫

a

|α0(t)| dt+ max
t∈[a,b]

|ẋ(t)|
b
∫

a

|α1(t)| dt

≤ c

(

max
t∈[a,b]

|x(t)|+ max
t∈[a,b]

|ẋ(t)|
)

= c‖x‖1,

kde jsme označili c = max
{

∫ b

a
|α0(t)|dt,

∫ b

a
|α1(t)|dt

}

. Funkcionál f je tedy omezený.

Z Věty 2.3.6 tak plyne, že f je spojitý.

Necht’ je funkcionál definovaný předpisem

f(x) =

b
∫

a

α(t)x(t)dt
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a nabývá nulové hodnoty pro všechny funkce z nějaké podmnožiny funkćı prostoru

C[a, b]. Ptejme se. Co lze ř́ıci o funkci α?

Analogicky můžeme vyšetřovat funkcionál daný předpisem

f(x) =

b
∫

a

(α0(t)x(t) + α1(t)ẋ(t))dt

a nabývaj́ıćı na nějaké podmnožině prostoru C1[a, b] nulové hodnoty. Ptejme se. Co

lze ř́ıci o funkćıch α0 a α1?

Odpověd’ na tyto otázky poskytnou (v jistých př́ıpadech) následuj́ıćı tři tvrzeńı.

Prvńı tvrzeńı se často nazývá základńı lemma variačńıho počtu.

Tvrzeńı 2.3.10. Necht’ α je spojitá funkce na intervalu [a, b] a

b
∫

a

α(t)x(t)dt = 0

pro všechny funkce x ∈ C[a, b] takové, že x(a) = x(b) = 0. Pak α(t) = 0 pro všechna

t ∈ [a, b].

D̊ukaz. Tvrzeńı budeme dokazovat sporem. Předpokládejme, že funkce α je nenulová

v nějakém bodě intervalu [a, b] a nabývá v tomto bodě kladné hodnoty.4 Podle

předpokladu je funkce α spojitá. Proto existuje interval [t1, t2] ⊂ [a, b], v jehož

bodech jsou hodnoty funkce α kladné.5 Sestrojme funkci x : [a, b] → R danou

předpisem

x(t) =







(t− t1)(t2 − t), t ∈ [t1, t2],

0, t ∈ [a, b] \ [t1, t2].
Funkce x zřejmě splňuje předpoklady věty. Plat́ı však

b
∫

a

α(t)x(t)dt =

t2
∫

t1

α(t)(t− t1)(t2 − t)dt > 0,

protože integrand v druhém integrálu nabývá kladných hodnot6 (s vyjimkou bod̊u

t1, t2, jejichž vynecháńı nemá na hodnotu integrálu vliv). Což je však ve sporu s

4Kdyby nabývala záporné hodnoty postupovali bychom analogicky.
5Toto tvrzeńı je známo z diferenciálńıho počtu, viz [12].
6Vskutku. Jestliže t1 < t a současně t < t2, pak t− t1 > 0 a t2 − t > 0, tj. (t− t1)(t2 − t) > 0.
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tvrzeńım, že
b
∫

a

α(t)x(t)dt = 0

pro všechny funkce x ∈ C[a, b]. Náš předpoklad o nenulovosti funkce α vede ke sporu,

proto muśı být α(t) = 0 pro všechna t ∈ [a, b].

Tvrzeńı 2.3.11. Necht’ α je spojitá funkce na intervalu [a, b] a

b
∫

a

α(t)ẋ(t)dt = 0

pro všechny funkce x ∈ C1[a, b] takové, že x(a) = x(b) = 0. Pak existuje c ∈ R tak,

že α(t) = c pro všechna t ∈ [a, b].

D̊ukaz. Definujme hodnotu konstanty c podmı́nkou
∫ b

a

α(t)− c dt = 0;

tedy

c =
1

b− a

∫ b

a

α(t) dt.

Pro toto c definujme funkci x : [a, b] → R předpisem7

x(t) =

∫ t

a

α(ζ)− c dζ.

Takto definovaná funkce x je z C1[a, b] a splňuje podmı́nky x(a) = x(b) = 0.8

Integraćı zjist́ıme, že
∫ b

a

[α(t)− c]ẋ(t)dt =

∫ b

a

α(t)ẋ(t)dt− c[x(b)− x(a)] = 0

a nav́ıc dosazeńım ẋ(t) = α(t)− c obdrž́ıme

∫ b

a

[α(t)− c]ẋ(t)dt =

∫ b

a

[α(t)− c]2dt,

7Takto definovaná funkce je spojitá, jak plyne z věty o derivaci integrálu s proměnnou horńı

meźı, viz [14].
8Funkce x je diferencovatelná a nav́ıc plat́ı ẋ(t) = α(t)− c pro každé t ∈ [a, b], jak plyne z věty

o derivaci integrálu s proměnnou horńı meźı, viz [14]. Protože je derivace funkce x rovna rozd́ılu

dvou spojitých funkćı, je spojitá. Jestliže dosad́ıme za horńı mez t = a, je integrál roven nule.

Obdobně jestliže dosad́ıme t = b, je integrál roven nule podle definice konstanty c.
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je
∫ b

a

[α(t)− c]2dt = 0.

Odtud plyne9, že α(t) = c pro všechna t ∈ [a, b].

Tvrzeńı, které nyńı uvedeme, se v [1] nazývá Du Bois - Reymondovo lemma.

Tvrzeńı 2.3.12. Necht’ α0 a α1 jsou spojité funkce na intervalu [a, b] a

b
∫

a

α0(t)x(t) + α1(t)ẋ(t)dt = 0

pro všechny funkce x ∈ C1[a, b] takové, že x(a) = x(b) = 0. Pak α1 je spojitě dife-

rencovatelná a plat́ı α̇1(t) = α0(t) pro všechna t ∈ [a, b].

D̊ukaz. Definujme funkci A : [a, b] → R předpisem

A(t) =

∫ t

a

α0(ζ)dζ.

Funkce α0 je spojitá, a proto A je spojitě diferencovatelná. Využit́ım metody inte-

grace per partes a předpoklad̊u věty o nulových hodnotách funkce x v bodech a, b

dostaneme, že

b
∫

a

α0(t)x(t)dt = A(b)x(b)− A(a)x(a)−
b
∫

a

A(t)ẋ(t)dt = −
b
∫

a

A(t)ẋ(t)dt.

Můžeme proto psát

0 =

b
∫

a

α0(t)x(t) + α1(t)ẋ(t)dt =

b
∫

a

α0(t)x(t)dt+

b
∫

a

α1(t)ẋ(t)dt

= −
b
∫

a

A(t)ẋ(t)dt+

b
∫

a

α1(t)ẋ(t)dt =

b
∫

a

[−A(t) + α1(t)]ẋ(t)dt.

Podle předchoźıho tvrzeńı však v́ıme, že existuje c ∈ R tak, že −A(t) + α1(t) = c

pro všechna t ∈ [a, b].10 Protože A je spojitě diferencovatelná funkce je i funkce α1

spojitě diferencovatelná a plat́ı α̇1(t) = α0(t) pro všechna t ∈ [a, b].

9Integrand je nezáporná spojitá funkce, a proto podle vět o integrálech (viz [15]) je integrand

roven nule pro všechna t ∈ [a, b].
10Protože funkce α1 je spojitá podle předpoklad̊u a funkce A je také spojitá (viz [14]), je spojitá

i jejich lineárńı kombinace.
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2.4 Diferenciál funkcionálu a Fermatova věta

V této sekci zavedeme pojem diferenciálu funkcionálu (nebo také variace funk-

cionálu), který je zobecněńım diferenciálu reálné funkce jedné reálné proměnné v

daném bodě.

Definice 2.4.1. Mějme dán lineárńı normovaný prostor L. Necht’ je dán funkcionál

f : L → R a x̃ ∈ L je pevně zvolený prvek. Ř́ıkáme, že funkcionál f je diferenco-

vatelný v bodě x̃, jestliže existuje spojitý lineárńı funkcionál ϕ tak, že

f(x̃+ h)− f(x̃) = ϕ(h) + ε(h)‖h‖,

kde ε(h) → 0 pro ‖h‖ → 0. Takový funkcionál ϕ budeme nazývat diferenciálem

funkcionálu f v bodě x̃.

Definice 2.4.2. Funkcionál f , který má diferenciál v každém bodě definičńıho oboru

se nazývá diferencovatelný funkcionál.

Z diferenciálńıho počtu v́ıme, že diferenciál reálné funkce reálné proměnné v

daném bodě je určen jednoznačně. Stejné tvrzeńı plat́ı i pro diferenciál funkcionálu.

Než ho vyslov́ıme a dokážeme, tak uvedeme jedno pomocné tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.4.3. Necht’ je dán spojitý lineárńı funkcionál ϕ : L → R a plat́ı

lim
‖h‖→0

ϕ(h)

‖h‖ = 0.

Pak ϕ(h) = 0 pro všechna h ∈ L.

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme sporem. Necht’ existuje bod h0 6= 0, takový že ϕ(h0) 6= 0.

Pro n ∈ N položme hn = h0

n
a označme λ = ϕ(h0)

‖h0‖ . Zřejmě λ 6= 0.11 Plat́ı

lim
n→∞

‖hn‖ = lim
n→∞

∥

∥

∥

∥

h0

n

∥

∥

∥

∥

= lim
n→∞

‖h0‖
n

= 0.

Podle Heineho charakteristiky limity (viz [13]) však plat́ı12

lim
‖h‖→0

ϕ(h)

‖h‖ = lim
n→∞

ϕ(hn)

‖hn‖
= lim

n→∞

ϕ(h0

n
)

‖h0

n
‖

= lim
n→∞

nϕ(h0)

n‖h0‖
=

ϕ(h0)

‖h0‖
= λ 6= 0.

Což je ve sporu s předpokladem, že lim‖h‖→0
ϕ(h)
‖h‖ = 0.

11Norma vektoru je nulová pouze pro nulový vektor, proto je ‖h0‖ 6= 0.
12Heineho charakteristiku můžeme použ́ıt, protože lim‖h‖→0

ϕ(h)
‖h‖ existuje d́ıky předpokladu.

Nav́ıc hn 6= 0 pro všechna n ∈ N, a tedy ‖hn‖ 6= 0 pro všechna N. Dále je, jak jsme ukázali,

limn→∞ ‖hn‖ = 0.
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Věta 2.4.4. Diferenciál funkcionálu je určen jednoznačně.

D̊ukaz. Budeme postupovat sporem. Předpokládejme, že funkcionál má dva r̊uzné

diferenciály v daném bodě x̃, označme je ϕ1 a ϕ2. Podle definice diferenciálu funk-

cionálu plat́ı

f(x̃+ h)− f(x̃) = ϕ1(h) + ε1(h)‖h‖

a ε1(h) → 0 pro ‖h‖ → 0. A současně

f(x̃+ h)− f(x̃) = ϕ2(h) + ε2(h)‖h‖

a ε2(h) → 0 pro ‖h‖ → 0. Odtud plyne, že ϕ1(h)−ϕ2(h) = [ε1(h)− ε2(h)]‖h‖. Tedy

lim
‖h‖→0

ϕ1(h)− ϕ2(h)

‖h‖ = lim
‖h‖→0

[ε1(h)− ε2(h)] = 0.

Protože ϕ1 − ϕ2 je spojitý lineárńı funkcionál13, tak podle Tvrzeńı 2.4.3 dostaneme

ϕ1(h) = ϕ2(h) pro všechna h ∈ L. To je ve sporu s předpokladem, že ϕ1(h) 6= ϕ2(h)

pro nějaké h ∈ L.

Protože se v r̊uzných úlohách z praxe muśı vyšetřovat extrémy funkcionál̊u,

které uvažujeme na r̊uzných prostorech (např. funkćı), bude vhodné zavést defi-

nici extrému funkcionálu. Pro naše potřeby budou zejména d̊uležité extrémy funk-

cionál̊u v prostoru spojitých funkćı C[a, b] a v prostoru spojitě diferencovatelných

funkćı C1[a, b].

Definice 2.4.5. Necht’ L je normovaný lineárńı prostor. Řekneme, že funkcionál

f : L → R má lokálńı minimum (resp. lokálńı maximum) v bodě x̃ ∈ L, jestliže
existuje reálné kladné δ takové, že pro všechna x ∈ L splňuj́ıćı nerovnost ‖x−x̃‖ < δ

plat́ı f(x) ≥ f(x̃) (resp. f(x) ≤ f(x̃)). Body, ve kterých funkcionál nabývá lokálńıho

minima nebo lokálńıho maxima, se nazývaj́ı lokálńı extrémy.

Poznámka 2.4.6. V daľśım budeme pro stručnost mı́sto lokálńıch extrémů ř́ıkat

pouze extrémy.

Necht’ funkcionál f : L → R má v bodě x0 extrém. V př́ıpadě, že L = C[a, b],
nazýváme x0 silným extrémem. Jestliže L = C1[a, b], pak se x0 nazývá slabý extrém.

Následuj́ıćı věta je zobecněńım známé věty z elementárńı matematické analýzy,

které se často ř́ıká Fermatova věta.
13Protože rozd́ıl lineárńıch funkcionál̊u je opět lineárńı funkcionál (viz [3]) a rozd́ıl spojitých

funkcionál̊u je spojitý funkcionál (viz [13]), tedy i ϕ1 − ϕ2 je spojitý lineárńı funkcionál.
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Věta 2.4.7. Necht’ L je normovaný lineárńı prostor. Necht’ f : L → R je diferenco-

vatelný funkcionál v bodě x̃, který má v bodě x̃ extrém. Pak diferenciál funkcionálu

f v bodě x̃ je roven nule.

D̊ukaz. Nejprve si uvědomı́me, že podle definice diferenciálu ϕ funkcionálu f v

daném bodě x̃ plat́ı

f(x̃+ h)− f(x̃) = ϕ(h) + ε(h) ‖h‖ ,

kde ε(h) → 0, jestliže ‖h‖ → 0. Pro dostatečně malou hodnotu ‖h‖ má rozd́ıl

f(x̃+ h)− f(x̃) stejné znaménko jako ϕ(h).

Nyńı k vlastńımu d̊ukazu. Předpokládejme pro určitost, že funkcionál f nabývá

v bodě x̃ minima.14 Větu budeme dokazovat sporem. Necht’ existuje h0 6= 0 takové,

že ϕ(h0) 6= 0. Dále uvažme, že pro každé kladné č́ıslo α plat́ı (protože ϕ je lineárńı

funkcionál) ϕ(−αh0) = −ϕ(αh0). Proto můžeme udělit ϕ(h) libovolné znaménko a

toto znaménko bude mı́t i rozd́ıl f(x̃+h)−f(x̃). To však je ve sporu s předpokladem,

že funkcionál f má v bodě x̃ minimum, tj. t́ım, že plat́ı f(x̃ + h) − f(x̃) ≥ 0 pro

všechna dostatečně malé ‖h‖.

Zobecněme pojem stacionárńıho bodu reálné funkce reálné proměnné na funk-

cionály.

Definice 2.4.8. Ř́ıkáme, že bod x̃ je stacionárńım bodem funkcionálu f , jestliže

diferenciál funkcionálu f v bodě x̃ je roven nule.

Řada fyzikálńıch problémů vede k hledáńı stacionárńıch bod̊u funkcionál̊u. Jako

př́ıklad uved’me Hamilton̊uv princip známý z mechaniky (viz [4, 21]).

14Pro maximum by byla argumentace analogická.



Kapitola 3

Nejjednodušš́ı úloha variačńıho

počtu

3.1 Formulace úlohy

V předchoźıch kapitole jsme uvedli řadu vět, které platily bez ohledu na konkrétńı

tvar funkcionálu. V této kapitole se zaměř́ıme na studium speciálńı úlohy, tzv.
”
nej-

jednodušš́ı úlohy variačńıho počtu“. Funkcionál vystupuj́ıćı v této úloze se často

objevuje v aplikaćıch.

Formulace úlohy zńı: Necht’ f je funkce tř́ı proměnných, která má spojité prvńı i

druhé parciálńı derivace podle každé z těchto proměnných. Dále uvažujme všechny

spojitě diferencovatelné funkce x definované na intervalu [a, b] a splňuj́ıćı podmı́nky

x(a) = A a x(b) = B,

kde A,B jsou libovolná reálná č́ısla. Úkolem je naj́ıt mezi těmito funkcemi takovou

(pokud v̊ubec existuje), ve které funkcionál F : C1[a, b] → R daný předpisem

F (x) =

∫ b

a

f(t, x(t), ẋ(t))dt (3.1)

nabývá (slabého) extrému.

Poznámka 3.1.1. Vı́me, že spojitě diferencovatelné funkce definované v intervalu

[a, b] tvoř́ı lineárńı normovaný prostor. Jestliže si z těchto funkćı vybereme všechny,

19
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které nav́ıc splňuj́ı podmı́nky x(a) = A a x(b) = B, pak tyto funkce již obecně1

lineárńı normovaný prostor netvoř́ı. Dı́ky tomu nelze př́ımo použ́ıt r̊uzné pojmy a

věty (např. Fermatovu větu) z předchoźı kapitoly. V předchoźı kapitole jsme totiž

měli funkcionály definované na lineárńım prostoru a takto definovaný pojem funk-

cionálu jsme využ́ıvali ve všech tvrzeńıch. Zde uvažujeme funkcionál na př́ıpustných

funkćıch, které obecně nemuśı tvořit lineárńı prostor. Tento problém můžeme od-

stranit tak, že si pevně zvoĺıme jednu př́ıpustnou funkci x0. Poté definujeme nový

funkcionál F̃ předpisem F̃ (y) = F (x0 + y), kde za definičńı obor bereme množinu

těch funkćı y ∈ C1[a, b] splňuj́ıćıch y(a) = y(b) = 0. Na takto definovaný funkcionál

F̃ již můžeme využ́ıt aparát uvedený v předchoźı kapitole. Tento obrat lze naj́ıt

např. v [18].

Vzhledem k předchoźı poznámce je užitečné zavést následuj́ıćı definici.

Definice 3.1.2. Funkce, mezi kterými hledáme slabý extrém funkcionálu, nazveme

př́ıpustné funkce.

V nejjednodušš́ı úloze variačńıho počtu jsou př́ıpustné funkce z prostoru C1[a, b]

a splňuj́ı podmı́nky x(a) = A a x(b) = B, kde A a B jsou libovolná reálná č́ısla.

Vid́ıme, že pod nejjednodušš́ı úlohu variačńıho počtu spadá úloha o nalezeńı

nejkratš́ı spojnice dvou r̊uzných bod̊u v rovině, r̊uzné fyzikálńı úlohy, atd.

3.2 Eulerova rovnice a jej́ı d̊usledky

V této sekci si polož́ıme za úkol naj́ıt nutnou podmı́nku extrému funkcionálu (3.1) v

nejjednodušš́ı úloze variačńıho počtu. Z předchoźı kapitoly v́ıme, že podle Fermatovy

věty muśı být diferenciál diferencovatelného funkcionálu nulový. Potřebujeme tedy

nejprve určit, zda je vyšetřovaný funkcionál diferencovatelný.

Podle definice diferenciálu ϕ funkcionálu F v daném bodě x̃ muśı platit

F (x̃+ h)− F (x̃) = ϕ(h) + ε(h)‖h‖,
1V př́ıpadě, že A = 0, B = 0 však lineárńı normovaný prostor tvoř́ı. To lze snadno ověřit. V

př́ıpadě, že A 6= 0, B 6= 0 neńı splněna podmı́nka uzavřenosti na sč́ıtáńı.
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kde ε(h) → 0 pro ‖h‖ → 0. Pro náš funkcionál dostaneme

F (x̃+ h)− F (x̃) =

∫ b

a

f(t, x̃(t) + h(t), ˙̃x(t) + ḣ(t))dt−
∫ b

a

f(t, x̃(t), ˙̃x(t))dt

=

∫ b

a

[f(t, x̃(t) + h(t), ˙̃x(t) + ḣ(t))− f(t, x̃(t), ˙̃x(t))]dt.

Jestliže na integrand použijeme Taylorovu větu (viz [13]), dostaneme

F (x̃+ h)− F (x̃) =

∫ b

a

fx(t, x̃(t), ˙̃x(t))h(t) + fẋ(t, ẋ(t), ˙̃x(t))ḣ(t)dt+ o(h(t)),

fx znamená parciálńı derivaci funkce f podle druhé proměnné a fẋ znač́ı parciálńı

derivaci funkce f podle třet́ı proměnné. Integrál

ϕ(h) =

∫ b

a

fx(t, x̃(t), ˙̃x(t))h(t) + fẋ(t, x̃(t), ˙̃x(t))ḣ(t)dt

představuje předpis pro hodnoty diferenciálu2 F v x̃.

Jestliže vezmeme v úvahu, že funkce x̃ patř́ı do množiny př́ıpustných funkćı,

tak muśı splňovat podmı́nky x̃(a) = A a x̃(b) = B. Funkce x̃ + h patř́ı do tř́ıdy

př́ıpustných funkćı, kdykoli funkce h splňuje h(a) = 0 a h(b) = 0. Jestliže má

funkcionál F v bodě x̃ extrém, pak podle Fermatovy věty plat́ı

∫ b

a

fx(t, x̃(t), ˙̃x(t))h(t) + fẋ(t, x̃(t), ˙̃x(t))ḣ(t)dt = 0.

Podle Tvrzeńı 2.3.12 dostaneme pro nutnou podmı́nku extrému (bez vypisováńı

argument̊u)
d

dt
fẋ − fx = 0.

Tento výsledek je znám jako Eulerova rovnice.3

Právě provedené úvahy shrneme do následuj́ıćı věty.

Věta 3.2.1. Necht’ funkce f : R3 → R má spojité druhé parciálńı derivace. Necht’

hodnoty funkcionálu F jsou dány předpisem

F (x) =

∫ b

a

f(t, x(t), ẋ(t))dt.

2Spojitost a linearita funkcionálu ϕ plyne z předpoklad̊u o funkci f (spojitost prvńıch i druhých

parciálńıch derivaćı) a Tvrzeńı 2.3.9.
3Poznamenejme, že jsme nepředpokládali existenci derivace d

dt
fẋ, jej́ı existenci zaručuje Tvr-

zeńı 2.3.12.
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Necht’ je definičńım oborem funkcionálu F množina všech funkćı x : [a, b] → R,

které maj́ı spojitou prvńı derivaci a splňuj́ı podmı́nky x(a) = A, x(b) = B. Pak

nutná podmı́nka k tomu, aby funkcionál F měl extrém v bodě x je, že funkce x

splňuje Eulerovu rovnici
d

dt
fẋ − fx = 0.

Definice 3.2.2. Funkce, které vyhovuj́ı Eulerově rovnici se nazývaj́ı extremály.

Při hledáńı extrémů diferencovatelných funkcionál̊u jsou
”
podezřelé“ pouze funk-

ce, které splňuj́ı Eulerovu rovnici. Proto studium Eulerovy rovnice bude hrát velký

význam. Je proto přirozené se podrobněji zaměřit na jej́ı studium.

Předpokládejme nav́ıc, že neznámá funkce x v Eulerově rovnici má nav́ıc dru-

hou derivaci. Eulerova rovnice je obecně nelineárńı obyčejná diferenciálńı rovnice

druhého řádu.4 Skutečně, jestliže podrobně rozeṕı̌seme a uprav́ıme výraz na levé

straně Eulerovy rovnice dostaneme (bez vypisováńı argument̊u)

fẋ,ẋẍ+ fẋ,xẋ+ fẋ,t − fx = 0.

Nyńı bychom chtěli zodpovědět otázku existence a jednoznačnosti řešeńı Eule-

rovy rovnice. Tato otázka je poměrně komplikovaná, protože neřeš́ıme Cauchyovu

úlohu známou z kurz̊u o diferenciálńıch rovnićıch (viz [16, 27]), ale tak zvanou okra-

jovou úlohu.5 V učebnićıch variačńıho počtu (např. [9, 29]) se uvád́ı věta Bernstei-

nova, která zaručuje existenci a jednoznačnost řešeńı okrajové úlohy pro nelineárńı

diferenciálńı rovnici druhého řádu rozřešenou vzhledem k druhé derivaci hledané

funkce6. Spokoj́ıme se zde pouze s odkazem na literaturu a větu nebudeme expli-

citně vyslovovat.

Eulerova rovnice poskytuje pouze nutnou podmı́nku pro extrém, ale nikoli pod-

mı́nku postačuj́ıćı. Problematika postačuj́ıćıch podmı́nek je složitěǰśı a můžeme ji

4To plat́ı za předpokladu, že je funkce fẋ,ẋ 6= 0 pro všechny př́ıpustné hodnoty proměnných.

Jestliže pro některé proměnné by hodnota této funkce byla nulová, tak bychom neměli rovnici

druhého řádu. Tento velice nepř́ıjemný př́ıpad vylouč́ıme ze svých úvah.
5Pod Cauchyho úlohou rozumı́me hledáńı řešeńı diferenciálńı rovnice, které vyhovuje zadaným

počátečńım podmı́nkám v daném bodě. Jde o
”
lokálńı úlohu“. Pod okrajovou úlohou rozumı́me

hledáńı řešeńı, které vyhovuje diferenciálńı rovnici a podmı́nkám daným v r̊uzných bodech. Jde o

”
globálńı úlohu“.

6Eulerova rovnice spadá pod tento př́ıpad za předpokladu, že fẋ,ẋ 6= 0 pro všechny př́ıpustné

hodnoty proměnných.
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nalézt např́ıklad v učebnićıch [9, 29]. My se jimi zabývat nebudeme. V řadě prak-

tických problémů je intuitivně zřejmé, jestli funkcionál pro danou funkci má nabývat

minima (maxima). Jestliže nav́ıc v́ıme, že extremála je pouze jediná (podle Berstei-

novy věty), tak máme problém
”
vyřešen“.

Na závěr odstavce se zmı́ńıme o některých speciálńıch př́ıpadech, ve kterých

je možné redukovat (jednou integrovat) Eulerovu rovnici na rovnici prvńıho řádu.

Jedná se o tzv. prvńı integrál Eulerovy rovnice, což může být v řadě praktických

úloh užitečné.7

Prvńı př́ıpad je, že integrand nezáviśı explicitně na hledané funkci x, tj. je dán

předpisem

F (x) =

∫ b

a

f(t, ẋ(t))dt.

V tomto př́ıpadě se Eulerova rovnice redukuje na (bez vypisováńı argument̊u)

d

dt
fẋ = 0.

Odtud plyne, že

fẋ = C,

kde C je libovolné reálné č́ıslo. Obdrželi jsme obyčejnou (nelineárńı) diferenciálńı

rovnici prvńıho řádu, ze které (v principu) urč́ıme hledanou funkci x.8

Ilustrujme si tento př́ıpad na jednoduchém př́ıkladu. Budeme hledat nejkratš́ı

spojnice dvou r̊uzných bod̊u v rovině.

Př́ıklad 3.2.3. Najděte nejkratš́ı rovinnou křivku, které spojuje dva dané r̊uzné

body A[0, 0] a B[1, 1]. Jinak řečeno, najděte minimum funkcionálu

L(x) =

∫ 1

0

√

1 + ẋ2(t) dt

mezi křivkami popsanými spojitě diferencovatelnými funkcemi x, jež jsou definovány

na intervalu [0, 1] a plat́ı pro ně x(0) = 0 a x(1) = 1.

Řešeńı: Protože integrand nezáviśı explicitně na hledané funkci, prvńı integrál

je
ẋ(t)

√

1 + ẋ2(t)
= C,

7Ve fyzice se takovýmto prvńım integrál̊um Eulerovy rovnice ř́ıká zákony zachováńı.
8Některé metody řešeńı takových rovnic jsou uvedeny v [27].
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kde C je libovolné reálné č́ıslo r̊uzné od nuly. Kdyby bylo C = 0, pak by funkce x byla

konstantńı a nešlo by splnit zadané počátečńı podmı́nky. Obdrželi jsme obyčejnou

nelineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu, která neńı rozřešena vzhledem k prvńı

derivaci. Pokuśıme se ji proto vzhledem k prvńı derivaci rozřešit. Zřejmě plat́ı

ẋ(t) = C
√

1 + ẋ2(t).

Umocněńım (na druhou) a úpravou dostaneme

ẋ2(t)(1− C2) = C2.

Protože C 6= 0, muśı být C 6= 1 a C 6= −1. Můžeme tedy psát

ẋ2(t) =
C2

1− C2
.

Odtud vid́ıme, že pravá strana muśı být kladná. Proto −1 < C < 0 nebo 0 < C < 1.

Můžeme tedy psát

ẋ(t) = ±
√

C2

1− C2
.

Odtud integraćı dostaneme

x(t) = ±
√

C2

1− C2
t+D,

pro všechna t ∈ [0, 1], kde D je libovolné reálné č́ıslo. Jestliže použijeme podmı́nku

x(0) = 0, dostaneme D = 0. Z podmı́nky x(1) = 1 plyne, že muśıme vyloučit řešeńı

se záporným znaménkem a nav́ıc muśı platit
√

C2

1−C2 = 1. Řešeńı našeho problému

tedy je

x(t) = t,

pro všechna t ∈ [0, 1]. Nalezli jsme pouze jedinou křivku podezřelou z extrému.

Potřebovali bychom nějaká kritéria , které by zajistila, že se jedná skutečně o mini-

mum (z formulace problému je to intuitivně zřejmé). Taková kritéria jsou uvedena

v [9, 8]. �

Přejděme k daľśımu př́ıpadu prvńıho integrálu. Budeme předpokládat, že inte-

grand neobsahuje explicitně proměnnou t, tj. je dán předpisem

F (x) =

∫ b

a

f(x(t), ẋ(t))dt.
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V tomto př́ıpadě sestroj́ıme zachovávaj́ıćı se výraz následuj́ıćım postupem. Eule-

rovu rovnici rozeṕı̌seme a uvážeńım, že f nezáviśı explicitně na t, dostaneme (bez

vypisováńı argument̊u)

fẋ,ẋẍ+ fẋ,xẋ− fx = 0. (3.2)

Jestliže vynásob́ıme funkćı ẋ rovnici (3.2) obdrž́ıme

fẋ,ẋẍẋ+ fẋ,xẋ
2 − fxẋ = 0.

Nyńı použijeme
”
geniálńı“ trik, přičteme šikovně nulu, dostaneme

fẋ,ẋẍẋ+ fẋ,xẋ
2 + fẋẍ− fẋẍ− fxẋ = 0.

Protože plat́ı rovnost

d

dt
(fẋẋ− f) = fẋ,ẋẍẋ+ fẋ,xẋ

2 + fẋẍ− fẋẍ− fxẋ,

můžeme přepsat Eulerovu rovnici do tvaru

d

dt
(fẋẋ− f) = 0.

Tuto rovnici již snadno (jednou) integrujeme a obdrž́ıme9

fẋẋ− f = C,

kde C je libovolné reálné č́ıslo. Odtud vid́ıme, že výraz fẋẋ−f je konstantńı podél ex-

tremály. Rovnice fẋẋ−f = C je obyčejnou (nelineárńı) diferenciálńı rovnici prvńıho

řádu.

Ukažme si ještě jiný postup, v učebnićıch často použ́ıvaný viz [29].10 Zjǐstěńı

faktu, že

fẋẋ− f = C,

prověř́ıme výpočtem derivace podle t z výrazu fẋẋ− f a zjǐstěńım zda

d

dt
(fẋẋ− f) = 0.

9Připomeňme si, že derivaci poč́ıtáme z funkce definované na intervalu. Proto podle vět z analýzy

(viz [12]) v́ıme, že když je derivace funkce rovna nule, muśı být funkce konstantńı.
10Jeho nevýhodou je fakt, že neńı zřejmá konstrukce zachovávaj́ıćıho se výrazu fẋẋ− f .
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Skutečně plat́ı

d

dt
(fẋẋ− f) = fẋ,ẋẍẋ+ fẋ,xẋ

2 + fẋẍ− fẋẍ− fxẋ = (fẋ,ẋẍ+ fẋ,xẋ− fx) ẋ.

Podle Eulerovy rovnice je však výraz v závorce roven nule, a proto je fẋẋ − f

konstantńı. Pečlivěji bychom měli ř́ıct, že výraz je konstantńı podél extremál, které

jsou řešeńım Eulerovy rovnice. Tj. když dosad́ıme do tohoto výrazu extremálu, tak

dostaneme konstantu (konstantńı funkci).

Ilustrujeme si tento poznatek na př́ıkladu, který má sv̊uj p̊uvod ve fyzice. Půjde

o problém brachistochrony.

Př́ıklad 3.2.4. Zvolme v rovině souřadnou soustavu tak, že osa t bude vodorovná

a osa x mı́̌ŕı svisle dol̊u. Mějme dány dva r̊uzné body A[0, 0] a B[t1, x(t1)], kde

souřadnice x(t1) > 0. Najděte takovou spojitě diferencovatelnou křivku (popsanou

grafem funkce) v rovině spojuj́ıćı body A a B, po které se hmotný bod dostane z

bodu A do bodu B za nejkratš́ı čas. Předpokládejte, že na hmotný bod p̊usob́ı pouze

Země gravitačńı silou a křivka vazbovou silou.

Řešeńı: Jestliže tento problém matematizujeme, tak dojdeme k problému naj́ıt

minimum funkcionálu (viz [4])

T (x) =

∫ t1

t0

√

1 + ẋ2(t)
√

x(t)
dt,

který je definován na křivkách (popsaných funkcemi), které jsou spojitě diferenco-

vatelné a procházeńı zadanými body A[0, 0] a B[t1, x(t1)]. Můžeme předpokládat, že

t1 > 0. Definičńı obor hledaných funkćı je uzavřený interval, tj. t ∈ [0, t1].

Protože integrand nezáviśı explicitně na proměnné t, tak plat́ı

K =
ẋ(t)

√

x(t)
√

1 + ẋ2(t)
ẋ(t)−

√

1 + ẋ2(t)
√

x(t)
=

−1
√

x(t)[1 + ẋ2(t)]
,

kde K je konstanta.11 Po umocněńı a úpravě dostaneme

2C = x(t)[1 + ẋ2(t)], (3.3)

kde jsme položili 2C =
(

1
K

)2
. Řešeńı rovnice (3.3) budeme hledat v parametrickém

tvaru (viz [4, 27]). Polož́ıme-li

ẋ = cotg
(ϕ

2

)

11Poznamenejme, že hodnoty funkce x muśı být kladné a hodnota konstanty K 6= 0.
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dostaneme z rovnice (3.3) pro x vztah

x(ϕ) =
2C

1 + ẋ2
= 2C sin2 ϕ

2
= C(1− cosϕ). (3.4)

Vztah ẋ = cotg
(

ϕ

2

)

zaṕı̌seme jako

dx = cotg
(ϕ

2

)

dt (3.5)

Jestliže spočteme diferenciál funkce x dané vztahem (3.4) obdrž́ıme

dx = 2C sin
ϕ

2
cos

ϕ

2
dϕ (3.6)

Ze vztah̊u (3.5) a (3.6) plyne, že

dt =
2C sin ϕ

2
cos ϕ

2

cotg ϕ

2

dϕ = C(ϕ− cosϕ)dϕ (3.7)

Integraćı (3.7) źıskáme

t = C(ϕ− sinϕ) +D.

Celkem dostáváme vztahy

t(ϕ) = C(ϕ− sinϕ) +D,

x(ϕ) = C(1− cosϕ).

Tyto rovnice jsou parametrickým vyjádřeńım cykloidy (viz [23]).

Nyńı bychom měli určit hodnoty konstant C a D vyhovuj́ıćı zadáńı. Nejprve

nalezněme hodnoty ϕ0 a ϕ1 takové, že t(ϕ0) = 0 a t(ϕ1) = t1. Tato úloha vede na

soustavu rovnic

0 = C (ϕ0 − sin(ϕ0)) +D,

t1 = C (ϕ1 − sin(ϕ1)) +D.

Z těchto rovnic můžeme (principiálně) vypoč́ıtat (jediné) č́ıslo ϕ0 a (jediné) č́ıslo

ϕ1; tato č́ısla budou ovšem záviset na C a D. Použijeme-li okrajových podmı́nek na

hodnoty funkce x, dostaneme rovnice (s vypsáńım argument̊u, na kterých záviśı ϕ0

a ϕ1)

0 = C (1− cos(ϕ0(C,D))) ,

x(t1) = C (1− cos(ϕ1(t1, C,D))) .
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Z těchto rovnic můžeme (principiálně) vypoč́ıtat konstanty C a D.12 �

Poznámka 3.2.5. Matematicky korektněǰśı rozbor řešeńı problému brachistochrony

lze naj́ıt např́ıklad v [7].

Třet́ı př́ıpad je, že integrand nezáviśı explicitně na funkci ẋ, tj. je dán předpisem

F (x) =

∫ b

a

f(t, x(t))dt.

V tomto př́ıpadě Eulerova rovnice má tvar (bez vypisováńı argument̊u)

fx = 0,

neńı to diferenciálńı rovnice, ale
”
transcendentńı“ rovnice. Protože tato rovnice ne-

obsahuje
”
integračńı konstanty“, nebudou jej́ı řešeńı (obecně) splňovat okrajové

podmı́nky.

Poznámka 3.2.6. Elegantněǰśı a systematickou metodu pro konstrukci prvńıch in-

tegrál̊u pomoćı teorému E. Noetherové lze nalézt v [9, 29].

12Nalézt explicitńı vzorce pro takovouto soustavu rovnic asi nep̊ujde a bude nutné použ́ıt
”
nu-

merických postup̊u“, např. metodu postupných aproximaćı.



Kapitola 4

Aplikace variačńıho počtu

4.1 Geometrická aplikace

V základńı úloze variačńıho počtu jsme na př́ıpustné funkce kladli požadavek, aby v

koncových bodech nabývaly fixńıch hodnot a byly diferencovatelné. V řadě problémů

fyziky, nebo geometrie jsou situace, kdy máme na funkce kladeny daľśı požadavky,

např. máme pevně dánu délku grafu funkce. Takové dodatečné omezeńı se často

nazývá vazba.

Analogický problém se objevuje v diferenciálńım počtu reálných funkćı v́ıce

proměnných. V př́ıpadě, že hledáme maximum (minimum) funkce tř́ı proměnných

v trojrozměrném prostoru, která je definovaná na zadané ploše popsáné rovnićı.

K hledáńı maxima (minima) pak často použ́ıváme metodu Lagrangeových mul-

tiplikátor̊u (viz [13]).

V př́ıpadě funkcionál̊u je situace podobná. Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u

se zobecńı, aby byla použitelná i na hledáńı maxima (minima) funkcionál̊u v tř́ıdě

př́ıpustných funkćı, na které se kladou daľśı požadavky (vazby).1 Protože naš́ım

ćılem bude izoperimetrická úloha, tak se omeźıme na př́ıpad, kdy př́ıpustné křivky

maj́ı předepsanou délku.

Formulace problému: Najděte funkci (křivku) x, pro kterou funkcionál

F (x) =

∫ b

a

f(t, x(t), ẋ(t))dt

má extrém, kde př́ıpustné funkce splňuj́ı okrajové podmı́nky x(a) = A, x(b) = B a

1Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u je podrobně zpracována v knize [1].

29
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takové, že funkcionál (délka křivky x)

L(x) =

∫ b

a

√

1 + ẋ2(t)dt

má pevně danou hodnotu. Necht’ jsou funkce x definovány na uzavřeném intervalu

[a, b] a maj́ı spojité prvńı a druhé parciálńı derivace na uzavřeném intervalu [a, b].

Potřebovali bychom naj́ıt nutnou podmı́nku extrému funkcionálu F při daných

omezeńıch. Použijeme-li Lagrangeovu myšlenku multiplikátor̊u, tak převedeme úlohu

s vazbou na vyšetřováńı extrému
”
nevázaného“ funkcionálu. Přesněji je to popsáno

v následuj́ıćı větě, kterou uvedeme bez d̊ukazu (d̊ukaz viz [1, 9]).

Věta 4.1.1. Necht’ a, b, A, B jsou daná reálná č́ısla a necht’ l je dané kladné reálné

č́ıslo. Předpokládejme, že funkce f má spojité prvńı i druhé parciálńı derivace podle

všech svých proměnných. Necht’ hodnoty funkcionálu F jsou dány předpisem

F (x) =

∫ b

a

f(t, x(t), ẋ(t))dt,

pro všechna t ∈ [a, b]. Necht’ př́ıpustné funkce z prostoru C1[a, b] splňuj́ı podmı́nky

x(a) = A, x(b) = B, L(x) =
∫ b

a
g(t, x(t), ẋ(t))dt = l, kde L je funkcionál (délky

křivky) s definičńım oborem, který je tvořen funkcemi z prostoru C1[a, b], jenž splňuj́ı

podmı́nky x(a) = A, x(b) = B. Necht’ funkcionál F má extrém v bodě x̃. Pak kdykoli

x̃ neńı extremála funkcionálu L, existuje konstanta λ (tzv. Lagrange̊uv multiplikátor)

taková, že x̃ je extremála funkcionálu, jehož hodnoty jsou dány předpisem
∫ b

a

f(t, x(t), ẋ(t)) + λg(t, x(t), ẋ(t))dt,

pro všechna t ∈ [a, b], tj. x̃ splňuje rovnici (bez vypisováńı argument̊u)

d

dt
fẋ − fx + λ

(

d

dt
gẋ − gx

)

= 0.

Poznámka 4.1.2. Prakticky postupujeme tak, že nalezneme obecné řešeńı rovnice
d
dt
fẋ − fx + λ

(

d
dt
gẋ − gx

)

= 0, které bude záviset na dvou integračńıch konstantách

a parametru λ. Integračńı konstanty a parametr λ urč́ıme z okrajových podmı́nek a

vztahu pro vazbu.

Př́ıklad 4.1.3. V horńı polorovině uvažte spojitě diferencovatelné křivky (popsané

grafem funkce) délky l > 2 s koncovými body A[−1, 0] a B[1, 0]. Mezi nimi nalezněte

tu, která spolu s intervalem [−1, 1] uzav́ırá plochu o maximálńım obsahu.
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Řešeńı: Hledáme takovou spojitě diferencovatelnou funkci x na [−1, 1], která

maximalizuje funkcionál daný předpisem

F (x) =

∫ 1

−1

x(t)dt

a nav́ıc vyhovuje vazbové podmı́nce

∫ 1

−1

√

1 + ẋ2(t)dt = l. (4.1)

K nalezeńı řešeńı využijeme Větu 4.1.1.2 Budeme tedy hledat extremálu funkcionálu

F̃ (x) =

∫ 1

−1

x(t) + λ
√

1 + ẋ2(t)dt,

kde λ je Lagrange̊uv multiplikátor. Odpov́ıdaj́ıćı Eulerova rovnice je

d

dt

(

λẋ
√

1 + ẋ2(t)

)

− 1 = 0.

Jednoduchou integraćı dostaneme

x− C =
λẋ

√

1 + ẋ2(t)
. (4.2)

Mimoto integrand funkcionálu F̃ nezáviśı explicitně na t, a proto prvńı integrál je3

λẋ
√

1 + ẋ2(t)
ẋ−

(

x+ λ
√

1 + ẋ2(t)
)

= −D.

Prvńı integrál dále uprav́ıme do tvaru

x−D = − λ
√

1 + ẋ2(t)
(4.3)

Vyloučeńım ẋ ze vztah̊u (4.2) a (4.3) obdrž́ıme

(t− C)2 + (x−D)2 = λ2. (4.4)

Hledaná křivka je tedy část kružnice.

2Větu lze použ́ıt, nebot’ předpoklad l > 2 zajǐst’uje, že extremála F neńı extremálou funkcionálu

popisuj́ıćıho vazbu.
3Integračńı konstantu zvoĺıme −D a nikoli D, což se dále ukáže jako vhodná volba.
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V nalezené rovnici kružnice zbývá určit konstanty C, D a λ. K určeńı těchto kon-

stant máme k dispozici okrajové podmı́nky a vazbovou podmı́nku. Jestliže využijeme

okrajové podmı́nky, tak dostaneme rovnice

(1− C)2 +D2 = λ2,

(−1− C)2 +D2 = λ2.

Z nich snadno vypočteme C = 0 a D2 = λ2 − 1. Zbývá nám využ́ıt vazbovou

podmı́nku k určeńı Lagrangeova multiplikátoru λ. Ze vztahu (4.4) máme

ẋ = − t− C

x−D
.

Dosazeńım do (4.1) a úpravou źıskáme

l =

∫ 1

−1

λ√
λ2 − t2

dt.

Integraćı obdrž́ıme

l = λ

[

arcsin

(

1

λ

)

− arcsin

(

−1

λ

)]

.

Využit́ım lichosti funkce arcsin dostaneme rovnici pro Lagrange̊uv multiplikátor λ

ve tvaru

l = 2λ arcsin

(

1

λ

)

.

K nalezeńı řešeńı této rovnice je užitečné použ́ıt numerických metod, což zde však

dělat nebudeme.

Poznamenejme, že jelikož x je funkce, je jej́ı graf kratš́ı oblouk kružnice dané

rovnićı (4.4). Úloha má tedy řešeńı pro l < π. Tento výsledek je intuitivně jasný. �

4.2 Fyzikálńı aplikace

V tomto odstavci si na několika př́ıkladech ukážeme aplikaci variačńıho počtu při for-

mulaci a řešeńı (jednoduchých) fyzikálńıch problémů. Ve fyzice se dá řada problémů

(např. mechaniky) formulovat pomoćı Hamiltonova principu, který ř́ıká, že veličina

nazývaná akce (označme ji S) má při vývoji fyzikálńıho systému stacionárńı hod-

notu. Jestliže se zaměř́ıme na mechaniku jednoho hmotného bodu, tak akce S je
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funkcionál, který je definovaný na množině spojitě diferencovatelných funkćı defino-

vaných na intervalu [t0, t1]. Předpis pro hodnotu funkcionálu je tvaru

S(x) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t))dt.

Nav́ıc se předpokládá, že jsou zadány podmı́nky x(t0) = x0 a x(t1) = x1. Proměnná

t má význam času, funkce x představuje polohu a funkce ẋ rychlost hmotného bodu.

Funkce L je tzv. Lagrangián (Lagrangeova funkce) hmotného bodu.4

Úkolem fyzik̊u je sestrojit Lagrangián zkoumaného problému tak, aby dostatečně

věrně popisoval fyzikálńı realitu. K této konstrukci neexistuj́ı žádná obecná pravidla,

proto se voĺı heuristický př́ıstup. Na základě několika argument̊u fyzikálńı povahy

a intuice je možné doj́ıt k přesvědčeńı, že Lagrangián by měl, alespoň pro některé

úlohy nerelativistické mechaniky hmotného bodu, být tvaru (podrobnosti viz [21])

L(t, x(t), ẋ(t)) =
1

2
mẋ2(t)− U(t, x(t), ẋ(t)),

kde m je (setrvačná) hmotnost hmotného bodu (je to kladné reálné č́ıslo) a funkce

U popisuj́ıćı p̊usobeńı ostatńıch objekt̊u na vyšetřovaný hmotný bod5 se nazývá

interakčńı energie. Poznamenejme pro úplnost, že 1
2
mẋ2 se nazývá kinetická energie

hmotného bodu.

Máme-li určen tvar Lagrangeovy funkce, tak potřebujeme sestrojit diferenciál

akce a položit ho roven nule. Jak v́ıme, dostaneme Eulerovu rovnici, kterou fyzici

nazývaj́ı Lagrangeova rovnice druhého druhu (jedná se o pohybovou rovnici zkou-

maného hmotného bodu). Pokud tuto rovnici vyřeš́ıme při zadaných okrajových

podmı́nkách, je kompletně popsán pohyb vyšetřovaného hmotného bodu.

Poznámka 4.2.1. V konstrukci Lagrangeovy funkce je jistá libov̊ule, protože když

Lagrangeovu funkci vynásob́ıme nenulovým reálnám č́ıslem, nebo přičteme derivaci

diferencovatelné funkce podle času, tak tento nový Lagrangián vede na stejnou Eu-

lerovu rovnici jako p̊uvodńı Lagrangián. Důkaz tohoto tvrzeńı je podán v [9].

Jako ilustraci vyšetř́ıme pohyb částice v daném vněǰśım homogenńım elektrickém

poli.

4Předpokládá se, že má spojité prvńı i druhé parciálńı derivace podle všech proměnných.
5Jej́ı tvar je nutno určit experimentálńı cestou.
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Př́ıklad 4.2.2. Uvažujme homogenńı elektrické pole E orientované do kladného

směru x-ové osy kartézské soustavy souřadnic. Můžeme si představovat, že toto

pole je v trubici lineárńıho urychlovače částic. Budeme předpokládat, že urychlovač

je takový, že neurychĺı částici o hmotnosti m a (elektrickém) náboji q na velikou

rychlost, abychom mohli použ́ıt nerelativistické mechaniky. Úkolem je naj́ıt závislost

polohy částice (na ose x) na čase t. Vı́me, že v čase t = 0 je x(0) = 0 a v čase t = 1

je x(1) = 1.

Řešeńı: Jak bylo naznačeno výše, sestav́ıme Lagrangeovu funkci jako rozd́ıl ki-

netické energie částice a interakčńı energie mezi částićı a homogenńım elektrickým

polem. Vezměme Lagrangián ve tvaru

L(t, x(t), ẋ(t)) =
1

2
mẋ2(t)− qEx(t).

Podle Hamiltonova principu hledáme stacionárńı bod funkcionálu, jehož hodnoty

jsou dány předpisem

S(x) =

∫ 1

0

1

2
mẋ2(t)− qEx(t)dt,

a definičńı obor tvoř́ı všechny diferencovatelné funkce x, které vyhovuj́ı okrajovým

podmı́nkám. Stacionárńı body muśı vyhovovat Eulerově rovnici6, tj. plat́ı

ẍ(t) =
q

m
E.

Elementárńı integraćı dostaneme obecné řešeńı Eulerovy rovnice

x(t) =
q

m
Et2 + C1t+ C2,

pro všechna t ∈ R. Použit́ım okrajových podmı́nek urč́ıme integračńı konstanty

C1 = 1− qE

m
a C2 = 0. Řešeńı splňuj́ıćı okrajové podmı́nky je dáno předpisem

x(t) =
q

m
Et2 +

(

1− qE

m

)

t,

pro všechna t ∈ [0, 1]. Řešeńı rovnice existuje dokonce na R, my jsme se však omezili

jen na interval [0, 1], nebot’ hledáme funkce s t́ımto definičńım oborem. �

6Z tvaru Lagrangiánu vid́ıme, že nezáviśı explicitně na čase, proto můžeme snadno sestrojit

prvńı integrál Eulerovy rovnice a dostat rovnici prvńıho řádu. Touto cestou nep̊ujdeme, protože

bychom dostali nelineárńı rovnici prvńıho řádu, která se obt́ıžně řeš́ı. V našem př́ıpadě je Eulerova

rovnice lineárńı, proto jej́ı řešeńı nep̊usob́ı žádné pot́ıže.
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Daľśı oblast́ı užit́ı variačńıho počtu je nauka o elektrických obvodech. Stručně je

tato problematika zmı́něna v knize [22]. Podrobněǰśı výklad je podán ve speciálńı

učebnici o teorii elektrických obvod̊u [5]. My se omeźıme na elementárńı př́ıklad.

Př́ıklad 4.2.3. Uvažujme obvod znázorněný na obrázku 4.1. Mějme zadány hodnoty

indukčnosti L = 4, kapacity C = 1 a pr̊uběh funkce ε, která popisuje časový pr̊uběh

elektromotorického napět́ı zdroje. Budeme předpokládat, že hodnoty funkce ε jsou

dány předpisem ε(t) = sin t pro všechna t ∈ R; je to častý př́ıpad v aplikaćıch.

Položme si za úkol určit proud, který protéká obvodem na obrázku 4.1. Budeme

předpokládat, že v čase t = 0 byla změřena hodnota elektrického proudu I(0) = 0 a

v čase t = π
2
byla hodnota elektrického proudu I

(

π
2

)

= 1.

ε

C
L

Obrázek 4.1: Elektrický obvod k Př́ıkladu 4.2.3.

Řešeńı: K popisu obvodu použijeme Lagrangeovu funkci, zvolme ji ve tvaru

L

(

I(t), İ(t)
)

=
1

2
Lİ2(t)− 1

2

I2(t)

C
+ ε̇(t)I(t).

Prvńı člen popisuje výkon magnetického pole, druhý výkon elektrického pole a

konečně posledńı člen popisuje zdroj (tj. baterii).7 Obdobně jako v mechanice se

předpokládá, že stacionárńı hodnota funkcionálu

S(I) =

∫ π

2

0

L (I(t), İ(t))dt

popisuje pr̊uběh proudu v obvodu. K nalezeńı stacionárńıch bod̊u potřebujeme naj́ıt

řešeńı Eulerovy rovnice, které splňuje dané (okrajové) podmı́nky. Eulerova rovnice

7Výkon magnetického pole je analogíı kinetické energie hmotného bodu, výkon elektrického pole

je analogíı interakčńı energie mezi hmotnými body. Proto podle analogie s mechanikou tvoř́ıme

rozd́ıl těchto výkon̊u.
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je

LÏ(t) +
1

C
I(t) = ε̇(t). (4.5)

Obdrželi jsme obyčejnou nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu.

Postup řešeńı takovéto rovnice je dobře znám (viz [27]). Nebudeme se pokoušet kon-

struovat obecné vzorce, které popisuj́ı řešeńı, ač to neńı nikterak náročné. Vyřeš́ıme

tuto rovnici pro zadaný pr̊uběh elektromotorického napět́ı a zadané hodnoty in-

dukčnosti a kapacity. Rovnice (4.5) nabude tvaru

Ï(t) +
1

4
I(t) =

cos t

4
. (4.6)

Podle známého postupu (viz [27]) nalezneme nejprve obecné řešeńı homogenńı

rovnice

Ï(t) +
1

4
I(t) = 0.

K sestrojeńı obecného řešeńı homogenńı rovnice stač́ı naj́ıt dvě lineárně nezávislá

řešeńı homogenńı rovnice a pak sestrojit jejich lineárńı kombinaci. Výpočtem se

můžeme přesvědčit, že funkce, jejichž hodnoty jsou dány předpisy sin t
2
, pro všechna

t ∈ R, a cos t
2
, pro všechna t ∈ R, jsou řešeńım homogenńı rovnice a jsou lineárně

nezávislé. Proto je obecné řešeńı homogenńı rovnice dáno předpisem

Ih(t) = C1 sin
t

2
+ C2 cos

t

2
,

pro všechna t ∈ R.

Nyńı obrát́ıme pozornost k sestrojeńı jednoho řešeńı rovnice (4.6). Použijeme

metodu
”
speciálńı pravé strany“, která je podrobně rozebrána v [27].8 Při použit́ı

metody
”
speciálńı pravé strany“ předpokládáme, že řešeńı je tvaru In(t) = A sin t+

B cos t, pro všechna t ∈ R, kde A, B jsou (zat́ım neurčená) reálná č́ısla. Dosazeńım

předpokládaného tvaru řešeńı do rovnice (4.6) a porovnáńım koeficient̊u při funkćıch

sin a cos dostaneme, že A = 0 a B = −1
3
.

Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je dáno součtem obecného řešeńı homogenńı

rovnice s jedńım řešeńım nehomogenńı rovnice. V našem př́ıpadě dostaneme obecné

8Bylo by možné použ́ıt i metody
”
variace konstant“, ale výpočet by nebyl tak elementárńı.

Metody
”
variace konstant“ bychom museli použ́ıt v př́ıpadě, že by funkce ε byla zadána obecně a

sestrojovali bychom obecné vzorce.
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řešeńı rovnice (4.6) ve tvaru

I(t) = C1 sin
t

2
+ C2 cos

t

2
− 1

3
cos t,

pro všechna t ∈ [0, π
2
]. Řešeńı rovnice existuje dokonce na R, my jsme se však omezili

jen na interval [0, π
2
], nebot’ hledáme funkce s t́ımto definičńım oborem.

Zbývá určit konstanty C1, C2. Využijeme-li okrajových podmı́nek, dostaneme

0 = C2 −
1

3
,

1 = C1 sin
π

4
+ C2 cos

π

4
.

Vyřešeńım této soustavy lineárńıch algebraických rovnic obdrž́ıme

C2 =
1

3
,

C1 =
√
2− 1

3
.

�

4.3 Ekonomická aplikace

V tomto odstavci si na př́ıkladu ukážeme použit́ı variačńıho počtu v ekonomii.

Pod́ıváme se na klasický Evans̊uv model monopolńı firmy, jedno z prvńıch použit́ı

variačńıho počtu v ekonomii.

Nejprve zavedeme několik ekonomických předpoklad̊u. Budeme uvažovat mo-

nopolńı firmu, která produkuje jediný výrobek. Označme ṕısmenem q množstv́ı

výrobk̊u a c(q) celkovou cenu, kterou zaplat́ıme za výrobu q kus̊u výrobk̊u. V tomto

modelu se předpokládá, že funkce c má předpis

c(q) = αq2 + βq + γ,

kde α, β, γ jsou kladná reálná č́ısla, q ∈ [0, Q] a Q je pevně dané kladné reálné č́ıslo.9

Dále budeme předpokládat, že nevyráb́ıme na sklad, tj. poptávané množstv́ı

výrobk̊u je rovno vyrobenému množstv́ı výrobk̊u. Označme poptávané množstv́ı

výrobk̊u ṕısmenem q̃. Plat́ı q = q̃. Jinak řečeno, co vyrob́ıme, to okamžitě prodáme.

9Je pravda, že q by mělo být přirozené č́ıslo, aby vystihovalo počet výrobk̊u. Pro jednodušš́ı

matematické zpracováńı budeme považovat q za nezáporné reálné č́ıslo. Pod ṕısmenem Q si

představujeme maximálńı množstv́ı výrobk̊u, které je daná firma schopna vyrábět.
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Poptávané množstv́ı výrobk̊u záviśı nejenom na ceně p(t) výrobku v daném čase

t, ale také na rychlosti změny ceny ṗ(t) zbož́ı v čase t. Předpokládejme, že poptávané

množstv́ı výrobk̊u v daném čase t je dáno předpisem10

q̃(t) = a− bp(t) + hṗ(t),

kde a, b jsou kladná reálná č́ısla, h je nenulové reálné č́ıslo, t ∈ [0, T ] a T je pevně

dané kladné reálné č́ıslo. Protože vyráběné množstv́ı výrobk̊u se rovná poptávanému

množstv́ı a to se měńı s časem, tak se s časem muśı měnit i vyráběné množstv́ı

výrobk̊u, tj. q : t → q(t), kde t ∈ [0, T ].

Zisk firmy je dán rozd́ılem př́ıjmů a celkových náklad̊u.11 Zisk firmy v daném

čase t označ́ıme z(t). Zřejmě plat́ı vztah

z(t) = p(t)q̃(t)− c(q(t)),

pro t ∈ [0, T ]. Jestliže do tohoto vztahu dosad́ıme předpokládaný tvar funkćı q̃ a c,

dostaneme po úpravě vztah pro zisk firmy v čase t ve tvaru

z(p(t), ṗ(t)) = −αh2ṗ2(t)− h(2αa+ β)ṗ(t) + h(1 + 2αb)p(t)ṗ(t)

−b(1 + αb)p2 + (a+ 2αab+ βb)p(t)− (αa2 + βa+ γ),

pro t ∈ [0, T ].

Protože ćılem firmy je maximalizace zisku, je přirozené položit si následuj́ıćı

otázku. Jak nastavit cenu výrobku v jednotlivých časech, abychom maximalizovali

zisk v daném časovém obdob́ı?

Abychom mohli na tuto otázku odpovědět, muśıme si problém matematicky for-

mulovat. Předpokládejme, že je zadána cena v čase t = 0, tj. p(0) = p0 (cena za

kterou začneme prodávat) a cena v čase t = T , tj. p(T ) = pT (cena za kterou budeme

doprodávat). Zisk za časové obdob́ı [0, T ] bude dán funkcionálem, jehož hodnota je

Z(p) =

∫ T

0

z(p(t), ṗ(t))dt.

Naš́ım úkolem je naj́ıt (slabé) maximum funkcionálu Z při zadaných podmı́nkách

p(0) = p0 a p(T ) = pT .

10Předpis muśıme zvolit tak, aby byl klesaj́ıćı funkćı času. Respektujeme t́ım tzv.
”
zákon klesaj́ıćı

poptávky“, viz [10, 24].
11Předpokládá se ovšem, že př́ıjmy jsou větš́ı než celkové náklady.
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Řešeńı: Sestav́ıme Eulerovu rovnici.12 Po jednoduchých výpočtech a úpravách

dostaneme

p̈(t)− b(1 + αβ)

αh2
p(t) = −a+ 2αab+ βb

2αh2
.

Pro přehlednost si zaved’me označeńı A = b(1+αβ)
αh2 , B = a+2αab+βb

2αh2 . Podle podmı́nek,

které klademe na č́ısla a, b, h, α, β je zřejmé, že A > 0 a B > 0. S přijatým

označeńım můžeme psát

p̈(t)− Ap(t) = −B.

Obdrželi jsme obyčejnou lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu s konstantńımi

koeficienty. Nalézt jej́ı (obecné) řešeńı je jednoduché (viz [27]), dostaneme

p(t) = C1 exp
(√

At
)

+ C2 exp
(

−
√
At
)

+
B

A
,

pro všechna t ∈ [0, T ].13 Ještě muśıme určit konstanty C1 a C2 tak, aby řešeńı

vyhovovalo zadaným (okrajovým) podmı́nkám. Plat́ı

p0 = C1 + C2 +
B

A
,

pT = C1 exp
(√

AT
)

+ C2 exp
(

−
√
AT
)

+
B

A
.

Řešeńım této soustavy lineárńı algebraických rovnic (např. Cramerovým pravidlem)

dostaneme

C1 =
exp

(

−
√
AT
)

(B
A
− p0)− B

A
+ pT

exp
(

−
√
AT
)

− exp
(√

AT
) ,

C2 =
(B
A
− pT )− exp

(√
AT
)

(B
A
− p0)

exp
(

−
√
AT
)

− exp
(√

AT
) .

Našli jsme jedinou funkci p definovanou na intervalu [0, T ], která je kandidátem na

(slabé) maximum. K daľśı diskusi bychom potřebovali specifikovat parametry úlohy,

12Podle předchoźı kapitoly bychom mohli využ́ıt prvńıho integrálu, protože integrand nezáviśı

na proměnné t. Takový postup by byl v tomto př́ıpadě značně nevýhodný, protože bychom dostali

nelineárńı obyčejnou diferenciálńı rovnici prvńıho řádu. Jestliže sestav́ıme Eulerovu rovnici, tak

uvid́ıme, že bude velice snadno řešitelná.
13Podle zadáńı hledáme řešeńı na intervalu [0, T ], proto definičńı obor obecného řešeńı Eulerovy

rovnice muśıme omezit z R na [0, T ].
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tj. č́ısla a, b, h, α, β, T , p0, pT . Podrobněǰśı diskuse tohoto problému je uvedena v

učebnici [11]. �



Př́ıloha A

Diferenciálńı počet a jeho užit́ı

V této př́ıloze vyslov́ıme pro přehlednost (bez d̊ukaz̊u) několik tvrzeńı z elementárńı

matematické analýzy. Podrobné d̊ukazy těchto tvrzeńı jsou uvedeny ve známé učeb-

nici [12]. Pak ukážeme použit́ı diferenciálńıho počtu při řešeńı několika úloh. Jejich

tématika bude z geometrie, fyziky a pokuśıme se i o jednoduchou ekonomickou úlohu.

Tyto úlohy by jistě inspirovali nadané studenty na středńıch školách k hlubš́ımu

studiu metod (nejen) matematické analýzy.

A.1 Přehled vět diferenciálńıho počtu

Přehled pojmů a pouček z diferenciálńıho počtu začněme definićı derivace. Jedná se

o d̊uležitý pojem, který formalizuje okamžitou změnu nějaké veličiny (např. polohy,

elektrického náboje, atd.).

Definice A.1.1. Necht’ je dána reálná funkce jedné reálné proměnné (krátce funkce)

f definovaná v otevřené množině Ω ⊂ R. Necht’ je x0 ∈ Ω. Derivaćı funkce f v

bodě x0 rozumı́me limitu (pokud existuje)

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Derivaci funkce f v bodě x0 znač́ıme ḟ(x0).

Definice A.1.2. Funkce f definovaná v otevřené množině Ω ⊂ R se nazývá dife-

rencovatelná, jestliže má derivaci v každém bodě definičńıho oboru.

41
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Vyslovili jsme definici derivace funkce v daném bodě. Bude nás zaj́ımat, zda je

tato derivace jediná, či nikoli. Odpověd’ je dána v následuj́ıćı větě.

Věta A.1.3. Jestlǐze funkce f definovaná v otevřené množině Ω ⊂ R má v bodě

x0 ∈ Ω derivaci, pak je derivace určena jednoznačně.

Daľśı věta o vlastnostech spojitých funkćı je velice užitečná. Použ́ıvá se (mimo

jiné) k posouzeńı existence řešeńı rovnic, jak o tom pojednáme v některém z násle-

duj́ıćıch př́ıklad̊u.

Věta A.1.4. Necht’ je funkce f spojitá v intervalu I ⊂ R, pak zobrazuje interval I

na interval J ⊂ R nebo jednobodovou množinu reálných č́ısel.

Definice A.1.5. Necht’ funkce f je definována na množině Ω ⊂ R. Ř́ıkáme, že

funkce f je

(i) rostoućı, jestliže f(a) < f(b) pro všechna a, b ∈ Ω splňuj́ıćı a < b;

(ii) klesaj́ıćı, jestliže f(a) > f(b) pro všechna a, b ∈ Ω splňuj́ıćı a < b;

(iii) nerostoućı, jestliže f(a) ≥ f(b) pro všechna a, b ∈ Ω splňuj́ıćı a < b;

(iv) neklesaj́ıćı, jestliže f(a) ≤ f(b) pro všechna a, b ∈ Ω splňuj́ıćı a < b.

Definice A.1.6. Ř́ıkáme, že funkce f je monotónńı na množině Ω ⊂ R, je-li

nerostoućı nebo neklesaj́ıćı na množině Ω.

Daľśı věta, kterou budeme použ́ıvat, dává do souvislosti monotonii funkce a jej́ı

derivaci.

Věta A.1.7. Necht’ je funkce f spojitá na intervalu I ⊂ R a má v každém vnitřńım

bodě intervalu I derivaci. Pak plat́ı:

(i) Jestlǐze v každém vnitřńım bodě x0 intervalu I je ḟ(x0) > 0, pak je funkce f

rostoućı v intervalu I.

(ii) Jestlǐze v každém vnitřńım bodě x0 intervalu I je ḟ(x0) < 0, pak je funkce f

klesaj́ıćı v intervalu I.

(iii) Jestlǐze v každém vnitřńım bodě x0 intervalu I je ḟ(x0) ≥ 0, pak je funkce f

neklesaj́ıćı v intervalu I.
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(iv) Jestlǐze v každém vnitřńım bodě x0 intervalu I je ḟ(x0) ≤ 0, pak je funkce f

nerostoućı v intervalu I.

(v) Jestlǐze v každém vnitřńım bodě x0 intervalu I je ḟ(x0) = 0, pak je funkce f

konstantńı v intervalu I.

Na závěr stručného přehledu uvedeme větu, která se prob́ırá (i s d̊ukazem) na

středńı škole. Pouč́ı nás o souvislosti monotonie funkce s prostotou funkce.

Definice A.1.8. Ř́ıkáme, že funkce f definovaná na množině Ω ⊂ R je prostá,

jestliže pro libovolná a, b ∈ Ω plat́ı implikace

a 6= b ⇒ f(a) 6= f(b).

Věta A.1.9. Necht’ je funkce f definovaná na intervalu I ⊂ R. Je-li funkce f

rostoućı (resp. klesaj́ıćı) na I, pak je funkce f prostá na I.

Tuto větu lze využ́ıt při zkoumáńı jednoznačnosti řešeńı dané rovnice, v př́ıpadě,

že existence řešeńı již byla prokázána. Využijeme ji v př́ıkladech dále.

A.2 Geometrická aplikace

V této sekci si ukážeme použit́ı metod diferenciálńıho počtu v geometrii.

Př́ıklad A.2.1. Ukažte, že ze všech rovnoramenných trojúhelńık̊u o daném obvodu

má rovnostranný (a žádný jiný) největš́ı obsah.

Řešeńı: Označme si ṕısmenem O obvod, S obsah, a a c délky stran rovnora-

menného trojúhelńıku, vc výšku (na stranu c).1 Z geometrie v́ıme, že plat́ı vztahy

O = 2a + c a S = cvc
2

a podle Pythagorovy věty vztah a2 = v2c + c2

4
. Pro obsah

můžeme psát

S =
c

2

√

a2 − c2

4
.

Obsah trojúhelńıka záviśı na délkách stran. Jestliže však uváž́ıme tzv. vazbovou

podmı́nku O = 2a + c, kde O je pevně dané č́ıslo, tak dostaneme pro hodnotu

funkce S předpis

S(c) = c

4

√
O2 − 2Oc,

1Všechny tyto veličiny jsou kladná reálná č́ısla, jak plyne z jejich geometrického významu.
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pro všechna c ∈ (0, O
2
).

Naš́ım úkolem je nalezeńı maxima této funkce (pokud existuje). Pro limity v kraj-

ńıch bodech plat́ı

lim
c→0+

c

4

√
O2 − 2Oc = lim

R→O

2

−

c

4

√
O2 − 2Oc = 0.

Derivace vyšetřované funkce je

Ṡ(c) = 1

4

√
O2 − 2Oc− Oc

4
√
O2 − 2Oc

=
O (O − 3c)

4
√
O2 − 2Oc

pro všechna c ∈ (0, O
2
). K nalezeńı stacionárńıch bod̊u řešme rovnici2

O (O − 3c)

4
√
O2 − 2Oc

= 0.

Po úpravě dostaneme

O(O − 3c) = 0.

Tato rovnice má pouze jediné řešeńı c = O
3
v intervalu (0, O

2
). Hodnota funkce S v

bodě O
3
je S(O

2
) =

√
3O2

36
. Tato hodnota je maximem, protože funkce S je rostoućı v

intervalu
(

0, O
3

]

a klesá v intervalu
(O

3
, O
2

]

. Podle vztahu O = 2a+ c dostaneme, že

pro stranu a plat́ı a = c.

Z výše uvedené diskuze tak dostáváme následuj́ıćı závěr. Aby rovnoramenný

trojúhelńık měl maximálńı obsah při daném obvodu, tak muśı mı́t všechny strany

stejně dlouhé, tj. muśı být rovnostranný.

�

Uved’me ještě jeden př́ıklad (viz [2]), který bude vyžadovat trochu v́ıce znalost́ı

z matematické analýzy, než které byly uvedeny v přehledu.

Př́ıklad A.2.2. Necht’ je dána v trojrozměrném euklidovském prostoru kartézská

souřadná soustava s počátkem O. Dále uvažujme bod P , jenž má všechny souřadnice

nezáporné. Označme α, β, γ úhly, které sv́ırá úsečka OP (po řadě) s osami souřadnic

x, y, z. Úkolem je určit souřadnice bodu P tak, aby součet α+ β + γ byl minimálńı

(maximálńı).

2Položili jsme derivaci rovnu nule.
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Řešeńı: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že body P lež́ı v množině

S ⊂ R
3, jenž je popsána podmı́nkami

x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;

h(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0.

Vyjádř́ıme-li si součet úhl̊u α, β, γ pomoćı souřadnic bodu P , dostaneme

α + β + γ = arccos(x) + arccos(y) + arccos(z).

Definujme funkci f předpisem

f(x, y, z) = arccos(x) + arccos(y) + arccos(z),

kde (x, y, z) ∈ S. Funkce f je spojitá a množina S je omezená a uzavřená. Proto

(podle Weierstrassovy věty) existuje maximum i minimum funkce f .

Uvažme nejprve, že jedna ze souřadnic bodu P je rovna nule. Necht’ je to např́ı-

klad x-ová souřadnice. Pak plat́ı

f(0, y, z) = arccos 0 + arccos y + arccos
√

1− y2 =
π

2
+

π

2
= π.

Jestliže bude nulová y-ová nebo z-ová souřadnice dostaneme stejný výsledek. Na

hranici množiny S má tak vyšetřovaná funkce f konstantńı hodnotu rovnu π.

Nyńı předpokládejme, že souřadnice bodu P jsou pouze kladné. Omeźıme se tedy

na množinu S̃ ⊂ S danou podmı́nkami

x > 0, y > 0, z > 0;

h(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0.

Množina S̃ je otevřená. Budeme hledat stacionárńı body na množině S̃. Použijeme k

tomu metodu Lagrangeových multiplikátor̊u. Pro maxima (minima) funkce f exis-

tuje č́ıslo λ ∈ R, tak že plat́ı

∇ (f(x, y, z) + λh(x, y, z)) = 0.

Jestliže podrobně rozeṕı̌seme tuto podmı́nku, tak vid́ıme, že souřadnice stacionárńı-

ho bodu a č́ıslo λ muśı splňovat soustavu rovnic

− 1√
1− x2

+ 2λx = 0,

− 1
√

1− y2
+ 2λy = 0,

− 1√
1− z2

+ 2λz = 0.
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Uvážeńım předpoklad̊u kladených na souřadnice bodu P dostaneme po úpravě3

soustavu rovnic

x2 − y2 = (x2 − y2)(x2 + y2),

y2 − z2 = (y2 − z2)(y2 + z2),

x2 − z2 = (x2 − z2)(x2 + z2).

Odtud okamžitě plyne, že muśı platit x = y = z. Použijeme-li vazbovou podmı́nku

h(x, y, z) = 0, dostaneme, že bod podezřelý z extrému je P
[

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

]

. Protože

plat́ı4 3 arccos
(

1√
3

)

< π, neńı v bodě P
[

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

]

maximum.5 Protože bod

P
[

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

]

je jediný podezřelý bod z extrému v S̃ a neńı maximem, muśı být

minimem.6 Minimálńı hodnota funkce f je 3 arccos
(

1√
3

)

. Protože funkce f nemá

maximum na množině S̃, tak muśı mı́t maximum na hranici množiny S. Ve všech

bodech hranice nabývá funkce f své maximálńı hodnoty π.

�

A.3 Fyzikálńı aplikace

V této sekci si ukážeme použit́ı diferenciálńıho počtu ve fyzice (elektrotechnice).

Př́ıklad A.3.1. Mějme dán zdroj elektromotorického napět́ı ε, který má (vnitřńı)

odpor Ri. Hledáme odpor R spotřebiče, při kterém by dodaný př́ıkon P ze zdroje

elektromotorického napět́ı byl maximálńı. Ztráty zanedbejte.

Řešeńı: Veličiny ε, Ri a R pokládáme podle jejich fyzikálńıho významu za kladná

reálná č́ısla.
3Umocněńım a vyloučeńı parametru λ.
4Jestliže uváž́ıme, že arccos je klesaj́ıćı funkce, tak pak plat́ı

1

2
<

1√
3

⇒ arccos

(

1

2

)

> arccos

(

1√
3

)

⇒ 3 arccos

(

1

2

)

> 3 arccos

(

1√
3

)

⇒ π > 3 arccos

(

1√
3

)

5Na hranici množiny S nabývá funkce f hodnoty rovné π.
6Existence minima je zajǐstěna uzavřenost́ı a omezenost́ı množiny S.
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Ri
ε

R

Obrázek A.1: Elektrický obvod k Př́ıkladu A.3.1.

Z fyziky v́ıme (viz [25]), že výkon spotřebiče je určen vztahem

N = RI2,

kdeN označuje výkon spotřebiče,R odpor spotřebiče a I elektrický proud protékaj́ıćı

spotřebičem. Protože neuvažujeme ztráty, výkon spotřebiče se rovná jeho př́ıkonu,

tj. N = P . Podle druhého Kirchhofova pravidla v́ıme (viz [25]), že muśı platit

ε = (R +Ri)I.

Pro př́ıkon můžeme psát

P = N = RI2 =
Rε2

(R +Ri)
2 .

Vyjádřili jsme př́ıkon pomoćı zadaných veličin, mezi kterými je veličina R proměnná.

Naš́ım úkolem je naj́ıt maximum funkce (pokud existuje), jej́ıž hodnoty jsou dány

předpisem

P (R) =
Rε2

(R +Ri)
2

pro všechna R ∈ (0,+∞). Plat́ı

lim
R→0+

Rε2

(R +Ri)
2 = lim

R→+∞

Rε2

(R +Ri)
2 = 0.

Derivace P podle R je

Ṗ (R) =
ε2(Ri −R)

(R +Ri)3

pro každé R ∈ (0,+∞). Pro určeńı stacionárńıch bod̊u polož́ıme

ε2(Ri −R)

(R +Ri)3
= 0.
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Odtud plyne, že existuje jediný stacionárńı bod R = Ri. Protože zkoumaná funkce je

diferencovatelná v každém bodě svého definičńıho oboru, je d́ıky Fermatově větě na-

lezený stacionárńı bod jediným kandidátem na bod maxima. Vypočtěme-li hodnotu

vyšetřované funkce v bodě R = Ri, dostaneme

P (Ri) =
Riε

2

4Ri

.

Z nalezených výsledk̊u vid́ıme, že vyšetřovaná funkce je rostoućı v intervalu (0, Ri]

a klesaj́ıćı v intervalu [Ri,+∞). Proto má v bodě Ri maximum, které má hodnotu
Riε

2

4Ri

.

Z našeho výpočtu plyne, že spotřebič muśı mı́t stejný odpor jako je vnitřńı odpor

zdroje. Pouze v tomto př́ıpadě bude dodaný př́ıkon maximálńı.

�

A.4 Ekonomická aplikace

V této sekci si na př́ıkladu ukážeme použit́ı metod diferenciálńıho počtu v ekonomii.

Př́ıklad A.4.1. Odděleńı plánováńı potravinářského podniku dostalo za úkol na-

vrhnout rozměry válcové konzervy o daném (vnitřńım) objemu V , která bude mı́t

co nejmenš́ı hmotnost. Vı́, že se plechovky muśı vyrábět z plechu o dané hustotě ̺

a dané tloušt’ce t.

Řešeńı: Protože plechovku můžeme považovat za povrch válce, tak hledáme

(vnitřńı) výšku válce h a (vnitřńı) poloměr podstavy r. Z fyziky v́ıme, že pro hmot-

nost plechovkym plat́ım = ̺Ṽ , kde ̺ je hustota plechu a Ṽ je objem plechu. Jestliže

si představ́ıme
”
rozloženou plechovku na plechu“, tak pro objem plechu potřebného

na vytvořeńı plechovky muśı platit7

Ṽ = (2πr(h+ 2t) + 2πr2)t,

pro hmotnost tedy dostaneme vztah

m(r) = ̺t(2πr(h+ 2t) + 2πr2).

7Kolem kruhových podstav je obtočen obdélńık plechu (
”
tělo plechovky“).
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Dále máme zadánu (vazbovou) podmı́nku na (vnitřńı) objem plechovky V = πr2h.

Využit́ım této podmı́nky dostaneme, že h = V
πr2

. Vytah pro hmotnost plechovky v

závislosti na (vnitřńım) poloměru r je

m(r) = 2̺t

(

V

r
+ 2πtr + πr2

)

pro všechna r ∈ (0,+∞).

Naš́ım úkolem je naj́ıt minimum této funkce (pokud existuje). Derivace m podle

(vnitřńıho) poloměru r je

ṁ(r) = 2̺t

(

−V

r2
+ 2πt+ 2πr

)

pro všechna r ∈ (0,+∞). Odtud plyne, že stacionárńı body splňuj́ı rovnici

r3 + tr2 − V

2π
= 0. (A.1)

Toto je kubická rovnice. Je otázkou, zda má rovnice (A.1) kladný reálný kořen. V

kladné př́ıpadě je zde ještě otázka, zda je jediný.

Uvažujme (pomocnou) funkci g, jej́ıž hodnoty jsou dány předpisem

g(x) = x3 + tx2 − V

2π

pro všechna x ∈ (0,+∞). Derivace této funkce je

ġ(x) = 3x2 + 2tx

pro všechna x ∈ (0,+∞). Protože je ġ(x) > 0 pro všechna x ∈ (0,+∞), je funkce

g rostoućı v intervalu (0,+∞), a proto prostá. Funkce g zobraźı interval (0,+∞)

na interval (− V
2π
,+∞). Protože interval (− V

2π
,+∞) obsahuje č́ıslo nula, existuje8

řešeńı rovnice (A.1). Dı́ky prostotě funkce g existuje právě jedno kladné reálné řešeńı

rovnice (A.1). Označme si ho r0.

Protože

lim
r→0+

m(r) = lim
r→+∞

m(r) = +∞,

8Na existenci řešeńı lze usuzovat i prostřednictv́ım
”
algebraické“ argumentace. Protože naše

rovnice je kubická s reálnými koeficienty, tak muśı mı́t alespoň jeden reálný kořen. O platnosti této

věty se lze poučit v knize [19].
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je funkce m klesaj́ıćı v intervalu (0, r0] a rostoućı v intervalu [r0,+∞). Odtud plyne,

že funkce m nabývá v bodě r0 minima. Podle vztahu pro vnitřńı objem plechovky

V = πr2h dostaneme pro hledanou (vnitřńı) výšku plechovky hodnotu h0 =
V
πr2

0

.

Z výše uvedeného vid́ıme, že plechovka o daném (vnitřńım) objemu má minimálńı

hmotnost v př́ıpadě, že (vnitřńı) poloměr podstavy je r0 a (vnitřńı) výška je h0 =
V
πr2

0

.

�

Poznámka A.4.2. Pro zaj́ımavost vypočteme (vnitřńı) poloměr a (vnitřńı) výšku

plechovky pro č́ıselné hodnoty V = 1000 cm3 a t = 0, 1 cm. Abychom vypočetli

(vnitřńı) poloměr, potřebujeme vyřešit rovnici

r3 + 0, 1r2 − 500

π
= 0, (A.2)

o které v́ıme, že má právě jeden kladný kořen r0. K nalezeńı tohoto řešeńı je užitečné

se obrátit k numerickým metodám.9 K řešeńı rovnice (A.2) užijeme Newtonovy me-

tody (viz [6]). V prvńım kroku zhruba odhadneme kořen rovnice (A.2) jako r1 = 5, 5

(č́ıslo 5 by bylo moc malé, č́ıslo 6 moc velké). Po několika kroćıch se dá aproximace

řešeńı zlepšit na hodnotu 5, 38. Můžeme tedy položit r0
.
= 5, 38. S t́ımto přibližným

výsledkem se spokoj́ıme. Pro výpočet (vnitřńı) výšky užijeme vztahu h0 = V
πr2

0

a

dostaneme h0
.
= 10, 99. Pro výrobu plechovky navrhneme hodnoty (vnitřńıho) po-

loměru 5, 4 cm a pro (vnitřńı) výšku 11, 0 cm.

Ptejme se, jak se změńı výsledek zanedbáńım tloušt’ky plechu. V tomto př́ıpadě

muśıme řešit rovnici

r3 − 500

π
= 0,

jej́ıž jediný kladný kořen je r0 =
3

√

500
π

.
= 5, 42. Odtud pro (vnitřńı) výšku dostaneme

h0
.
= 10, 83. Pro výrobu bychom navrhli hodnoty (vnitřńıho) poloměru 5, 4 cm a

(vnitřńı) výšky 10, 8 cm. Tyto hodnoty jsou skoro stejné jako při započteńı tloušt’ky

plechu. To je intuitivně přirozené, protože plech měl (v našem konkrétńım př́ıpadě)

tloušt’ku pouhý milimetr. Dá se očekávat, že pro plech o větš́ı tloušt’ce by se výsledky,

při započteńı nebo zanedbáńı tloušt’ky plechu, v́ıce odlǐsovaly. V reálné praxi bychom

museli uvážit, co by plechovka měla vydržet, a podle toho volit tloušt’ku plechu.

Poznámka A.4.3. Z řešeńı př́ıkladu a také z numerického výpočtu v předcházej́ıćı

poznámce vid́ıme, že když nezapočteme tloušt’ku plechu, tak se výpočet stává docela

9Cardanovy vzorce, známé z algebry (viz [19]), jsou pro praktické poč́ıtáńı nevhodné.
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snadným. Započteńım tloušt’ky plechu se celý výpočet značně komplikuje a je nutné

použ́ıvat řadu vět z r̊uzných partíı matematiky. S podobným zkomplikováńım situace

se setkáváme při zpřesňováńı r̊uzných model̊u z praxe.
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[15] Jarńık V.: Integrálńı počet II, Praha: Academia 1984.
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