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jednoznačnost pro homogenní okrajové podmínky. Zab ýv áme se také nehorn ogennírn i okra jový m i podmín
kami a n akonec se zabýváme nalezením přibližného řešení, je zd také di skut ována probl em atika n lin eari ty
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Z ávčr práce je včnovany popisu metod , kter é jsme zvolili k řešení Naviorovych- S tokosov ých rov ni c , a vyslcd
kům. Na příkladu, jehož řešení známe , porovnáváme přibližné čl přesn é řešen í a ukazujeme , proč je vhodná
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Abstract: In this work we introduce equations describing fluid flow and then we forrnulat e t heir simplyfi
cation i.e. the Navier-Stokes equations, we recall some theorems and definitions and we introduce the notation
used in t h is work.
We solve the Navier-Stokes equations using the finite element method, which we describe and we show a simple
example.
Then we solve the stationary Navier-Stokes equations, we define the weak solution and its existence and unique
ness for homogenous boundary conditions are proven. We also deal with nonhomogenous boundary conditions
and we look for an approximate solution. At the end of this part we discuss the nonlinearity in Navier-Stokes
equations.
Later we solve nonstationary Navier-Stokes equations and we consider their time discretization and a pp rox i
mate solution.
We also deal with moving boundary problems. We introduce t he ALE met.hod and we apply it to t he Navier
Stokes equations.
At the end of this work we describe the methods, which were used for solving the Navier-Stokes equations
and we present our results. We compare the approximate solution with t he exact one and we show why it is
convenient to use isoparametric finite elements. Finally we present t he results of the solved problem.
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Úvod

Navierovy-Stokesovy rovnice jsou rovnice popi ující proud ění t kutin. J ou to mate
m atické formulac fyzikálních zákonů-zákona zachová ní hmot.no ti , zákona z' chování
hybnosti a zákona zachování momentu hybnosti.

J ak jsme již zmínili na začátku , tyto rovnic p opi 'uj í proudční tekutin (např . vodz ~

vzduch, olej ). Jejich řešení je tedy spj ato s řadou praktickych úl oh. Může to být obtékán í
vzduchu kolem křídla let adla , proudční vody v t urbín v n bo proudční krve v cévách .

Analytické řešení tčchto rovnic není obecnč znám o a proto j mu ím řešit nume
rickými metodami. Pomocí tčchto metod navíc můžeme omezit množství n ákladných a
náročných experimentů , protože na po číta čích je simulov áno chování příslušného zaří

zení. V řadč případů je numerická simulace jedinou m ožností jak zjist it chování různých

zařízení nebo průbčh procesů v případech , kdy experiment ální ovčřování není technicky
proveditelné nebo je nebezpečné, např. funkce um čl ého srdce. Takové exp erimenty na
pacientech by byly velmi riskantní .

Tato práce se zabývá numerickým řešením Navierových-St okesových rovnic v ob
lasti s pohyblivou hranicí (proč n-umerickým jsme již vysvčtli li ). Pohybující se hranice
je opčt motivována skutečnými problémy. Problematiku pohybující se hranice můžeme

rozdčlit do nčkolika skupin. První skupinou by mohly být problémy sp ojené s volnou
hranicí , např. akvárium nebo proudční v částečnč zaplnčné pohybující se nádobč. Dru
hou skupinou by mohly být problémy, kdy tvar oblasti závisí Ila proudící tekutinč,

např. v důsledku pružnosti stčn, ve kterých tekutina proudí. A konečnč třet í skupinou
je proudční v oblasti, jejíž hranice se mční, ale je předem známa, tedy proudční kolem
pohybující se součástky. Touto třetí skupinou se budeme zabývat i my.

Práce je rozdčlena do šesti kapitol.

V první nejprve představíme rovnice popisující proudční tekutin a poté formulujeme
jejich zjednodušení , tedy Navierovy-Stokesovy rovnice a nakonec připomeneme nčkteré

včty, definice a zavedeme značení, které budeme v celé práci používat.

Navierovy-Stokesovy rovnice v práci řešíme metodou konečných prvků, kterou popi
sujeme ve druhé kapitole a uvádíme jednoduchý příklad.

Ve třetí kapitole řešíme stacionární Navierovy-Stokesovy rovnice, definujeme slabé
řešení a dokazujeme jeho existenci a jednoznačnost pro homogenní okrajové podmínky.
Zabýváme se také nehomogenními okrajovými podmínkami a nakonec se zabýváme nale
zením přibližného řešení, je zde také diskutována problematika nelinearity Navierových
Stokesových rovnic .

Ve čtvrté kapitole řešíme nestacionární Navierovy-Stokesovy rovnice, zabývám e se
časovou diskretizací a přibližným řešením.

V páté kapitole řešíme problematiku pohybující se oblasti. Popisujeme metodu ALE
a aplikujeme ji na Navierovy-Stokesovy rovnice.

Poslední kapitola je věnovaná popisu metod, které jsme zvolili k řešení ...avierových
Stokesových rovnic a výsledkům. Na příkladu, jehož řešení známe, porovnáváme při

bližné a přesné řešení a ukazujeme, proč je vhodná volba izoparametrických konečných

prvků. Nakonec uvádíme výsledky příkladu, který jsme řešili.
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Kapitola 1

Základní rovnice v mechanice tekutin

1.1 Veličiny popisující proudění
Uvažujme časový interval (O , T) , T > 0, ve kter ém ná zajím á proud ční t ekutiny. Ob

last , ve které tekutina proudí , závisí na čase , značíme ji tedy Ot c lRN , ~ E {I , 2, 3}.
V této práci se budeme zabývat rovinným proudčnim, proto už bud lne uvažovat jen
N == 2. K popisu tekutiny používáme eu lerovský popis . To znamen á, Ž pro x E nt a
t E (O , T) je u (x, t) == (Ul (x, t) ,U2( X , t)) rychlost tekutiny v bodč x a v čase t .
Dále používáme náslcdujicí značení : p - hustota, p - tlak, f == (j"l , .12) - hu tota vnčjších

objemových sil (např. gravitace) ~ E - celková energie, q - hustota zdrojů tepla a () - ab
solutní teplota. Rovinné proudční t ekutiny v časopro torov óm v álci Qr == nt x (O , T) j
popsáno n ásledující soustavou parciálních difer nci álnich rovnic:

ap .
Bt + dIV (p u ) = O,

O(PUl) . ".
Bt + dIV(pUI u ) = p II + dIV(T)I '

o(pU2) . .
Bt + dIV(p U2 u ) = ph + dIV(Th,

B;:)E + div(E u ) = p f· u + div(T u ) + Pq - divq ,
ut -

P = Ci' - 1) (E- ~P lul 2
) ,

1 (E 1 2)() == - - - - lul ,
ev p 2

kde q je tepelný tok , pro nčj ž platí Fourierův zákon

(1.1 .1)

(1.1.2)

(1.1.3)

(1 .1.4)

(1. 1.5)

(1.1.6)

q == -k \J(), k je koeficient tepelné vodivosti.

Dále T je tenzor napčtí , kt erý má tvar:

T == (-p + Ad iv u ) II + 2 jl; D ,

kde V je tenzor rychlosti deformace

d.. = ~ ( OUi au j )
'lJ 2 ~ + ~ ,

U X j U X i

II je jednotková matice

A, M jsou koeficienty vazkosti , ! E (1, 2) je Poissonova adiabatická konst ant a
a ev je mčrné teplo při konst ant ním objemu.

2



Poznámka 1.1 Ziin čini

3

Divergencí vektoru u rozurníme

di Du, 8 1112lVU == - + -.
OXl 8:1:2

Divergencí tenzoru T tozumimc vektor di vergenci jeho loupců , tcd~"y

divT == (div7í , div72).

Rovnice (1.1.1) se nazývá rovnic kontinuity a je mat matickou forrnulací zákona
zachování hmotnosti. Rovnice (1.1.2)-(1.1.3) jsou pohybov é rovni e a před t.avuj í zákon
zachování hybnosti. Rovnice (1.1.4) je rovnice en rgie a rovnic (1.1.5)- (1.1.6) jsou
odvozeny z t ermodynamických vztahů.

Více o problematice tčchto rovnic je k nalezení v (Dolejší a kol. , 2002) a (Feistauer
a kol., 2003).

1.2 Navierovy-Stokesovy rovnice
Navierovy-Stokesovy rovnice jsou zjednodušeným 1I10d lem rovnic (1.1.1)-( 1.1.6) . ell
važujeme tepelné zdroje <-1 tepelné vyrnčny, proto ztrácíme rovnici energie. V celé této
práci se navíc zabýváme ncstačitclnými avicrovým i-Stokcsovyrni rovnicem i. To zna
mená, že hustota je konstantní:

p konst. > O.

Nestlač itelné Navierovy-Stokesovy rovnice mají tedy tvar:

div u == O,

ou 2 au
- - v~u + L Uj- + \lp == !,ot j ~l 8xj

s počátečními podmínkami

a okrajovými podmínkami

u laOt x (O,T ) == u",

(1.2.7)

(1.2.8)

(1.2.9)

(1.2.10)

Pro zjednodušení uvažujeme kinematický tlak E místo dynamického tlaku p a znovu
p

značíme p. Kinematický koeficient vazkosti H. == v == konst. > O a hustota vnčjších
p

objemových sil ! je dána.
Syrnbolem ~u funkce u : fl ---+ JR rozumíme

02U [)2 U
~u == ~ + ~ 2.

u Xl u X 2

Je-li u vektorová funkce u == (Ul ,U2) : fl ---+ JR2 , pak symbolem ~u rozumíme vektor

~u == (~Ul ' ~U2 ).

Naším úkolem je tyto rovnice vyřešit. Musíme tedy rozumnč definovat pojem řešení

Navierových-Stokesových rovnic a nějakou metodou jej nalézt . Tímto se budeme zabý
vat v následujících kapitolách.
Nyní ještč musíme definovat všechno značení, které budeme nadále používat , a připo

menout nčkterá tvrzení a definice.
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1.3 Prostory funkcí a úvod do funkcionální analýzy
ccht 17 j Hilbertův pro tor kal árním u čin 111 ( . , . )\ " ~ pak pro indukovanou normu

cl finovanou vztah ID II v II F = J( , v) \ ., v E \l pla í Cauchyova-Schwarzova nerovnost

I(v, LV ) \"1< II v II \" II (LV II \" \/' , ro E 1 ~. (1.3. II )

Věta 1.2 (R ieszova)
cchť 1/ j e Hilbcr tiiv prost.cn:

Pak pro každý liue érni spojitý funkciollá,l F deiinovnnv tie 1/ ex istuje prci"vrč j edcl1 prvek
u E 11 tak, že

F(v) == (v,u)\" \/v E ll.

Důkaz Viz (Taylor , 1958) , str. 245. D

Věta 1.3 (Laxovo-l\1ilgramovo leuuun}
Ncchť V je Hilbertllv prostor él nechť a(· , .) je biluieérui Iotuie ne vrtaková, že

i) 3C1 == konst. > O tak, že la(v,w)1< C1 11 v lhí Ilwll \/ \/v,w E 1 (spoji tost) ,
ii) 3 C2 == konst. > O tak, že la(v, v)1> C211vll?í \/v E V (1/ - elipticita).
Pak pro každý spojitý lineáTní funkcionál defillovaIlý tu: V existuje prélvč jeden prvek
u E V tak, že

a(u,v) == F(v) \/v E 11.

Důkaz Viz (Evans, 1998), str. 297. D

Symbolem Ck(O) , k E {I, 2, . .. } rozumíme prostor skalárních funkci , jejichž klasické
derivace až do řádu k jsou v O spojitč rozšiřitelné až do hranice. Dále prostorem ncko
nečnč diferencovatelných funkcí rozumíme prostor

00

COO(O) == nCk(O).
k == l

A prostorem nekonečné diferencovatelných funkcí s kompaktním nosičem v omezené
oblasti n rozumíme prostor

cgo(n) == {v E COO (f2 ); supp v CO},

kde
suppv == {x E O; v(x) i- O}.

Dále Lebesgueův prostor funkcí na otevřené množinč O, které jsou integrovatelné
s mocninou P E [1, (0) , značíme LP(n) a opatříme normou

1

IlvIILP(O) = ([ IvlP dx ) P v E LP(rl).

Prostor L2(0) je Hilbertův se skalárním součinem

(v, w)V (O) = Jvwdx.

Sl

Dále definujme prostor L5(0) takto

L6(rl) = {v E L2(rl) ;Jv dx = O}.
Sl

Definice 1.4 Množina T C 80 se nazývá relativně otcviciui van, jestliže
pro každé x E r existuje otevřená koule B C JR2 obsahující x tak, že B n 8n cr.
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Definice 1.5 Om ez tiou oble t v m2 ti: Z r 111 obla tí lip chit.zov kou bituiici, j es tliže
j ej í brnui e j po č;i iccu 11léldkéi kři vka b z bodLI vrni.u.

cchf rl je OIn zcná 01 last lip chitzovskou hranici. P ro v E C (O) cl multiindex
m == (Tn I, 17{;2) , m , E IN d finuj 111 77 - tou kla ickou d rivaci

811nl V
D 11

"L V == ----
~,)'.rn l ~ ř)',1n2 '
U .V 1 o .i: 2

Iml == 'l1{;1 + rn2 ·

Řekneme , že funkce v E L 2(rl) m á m-tou zobe nčnou derivaci v L 2(rl), j tliž xi tuje
z E L 2 (rl) tak , že

/ z in dx = (_ l) lml / v DmW dx \fw E Co (D).
n n

Funkci z nazýváme m-toll zobecnčnou derivací funkce v a kladem D 1n V == z.

Symbolem Hk(rl) k == 0,1 , .. . roz umíme Sobolevův pro tor

H k(rl) == {v E L 2 (f2 ); D 1n
V E L 2 (O ), Irl{;1 < k} .

Sobolevovy prostory Hk(O ) jsou Hilbert ovy prostory se skalárním ou č incm

(V,W) flk(D) = L / DmvDmw d.T, v, w E Hk(n ).
ImJ :Sk n

Dále zaveďme indukovanou normu
,..----- - - - -

Ilvl lflk(D) = L / IDmvl 2 dx, v E Hk(D) ,
Iml :S; kn

a semlnormu

Ivlflk(D) = L / IDm vl 2 dx , v E Hk(n ).
Iml ==kn

Zřejmč platí:

a
Iv IHk(D) < Il vIIHk(D) \fv E Hk(n) , k = 0,1 , . . . . (1.3.12)

Platí t aké, že prostor H 1(rl) je zúplnčním prostoru COO(O) v normč II . II HI , tedy

H 1(f2 ) == Coo(O).
Věta 1.6 (O stopách) Ncchť O je oblast s lipschitzovskou bituiici.
Pak cxistujc právč jcdc1} lineární spojitý operátor T : H 1(0) ----+ L2(oO) t ak, že

T(v) == vlan "Iv E COO (O),
t edy existuje konstanta C > O tak, že

IlvIIL2(an) < C IlvIl HI(n) "Iv E H 1 (O ).

Důkaz Viz ( [cčas , 1967) str. 86. D

Symbolem HJ(O) rozumíme prostor

H~(f2) == {v E H 1(0) ; V == O na oO}.
Op čt platí , že prostor HJ(n) je zúplněním prostoru Cgo (f2) v normč II . IIHI, tedy

H~(f2) == C() (O).
Definujme ještě prostor H~ (aD) t akto:

1

H 2(of2 ) == {v E L 2 (f} fJ ); 3g E H 1(0) : glao == v}.
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Věta 1.7 (Fricdri 11 ova nctovuo t) CC11ť 0. j - 01]1 - Z 11 á obla t lip ctiitzov ikou litenici
a r j c rclnrivu č otcviciui poduinozine hrtuii ..c 8fl.
Pak exi tuje kon tanta C > O t.nk , ž

II II H1(0) < C (I v l ~ l(O ) + I lv l l l 2 ( r» )~ \Iv E H 1(n ).
SPCCiéilllČ

II 'uIIHl(O) < C 11Ll f/1 (0 ) \:Iv E Hci(0.)·
Důkaz Viz (NeVas, lOG?), tr. 20.

Z (1.3.12) a (1.3.13) plyne, ž Irul lI1(0) je norma v pro toru Hd(fJ)
Il u IIH l (O) ' Značíme proto

(1.3 .13)

D

kvivaln tní normč

(V,W)HÓ(O) = L JDrn v D rn wdx ,
1
1n l == 1 0

Ilvl l;ló(O) = (V,V )HÓ(O) '

Věta 1.8 Ncchť fJ c IR2 je omezen é oblast s lipsctutzovskou hreuici.
Pak je prostor H 1(0. ) topolog'ick"Y vuoicu do pro toru LP(fl) \:I]J E [1, ) j exist uje tedy
konsteut« C > O tak, že

IlvIILq(o) < C Il vIIH1(D) \:Iv E H1(fl) .

Důkaz Viz ( Tečas , 10G7) , str . 72. D

V celém textu budeme často pracovat s dvourozrn črnymi vektorovými funkcemi , jejichž
složky jsou prvky nčkterých výše uvedených prostorů.

I3udeme proto používat následující značení:

C go (fl ) == {u == (Ul ,U2); Ul ,U2 E C~(fJ)} ,

L 2 (fl ) == {u == (Ul ,U2); rU l , U 2 E L 2 (0. ) } ,

H 1 (fl ) == {u == (Ul,U2); 'U l , U 2 E H1(O)} ,

H 6(fJ ) == {u == (Ul ,U2); ?Ll, U 2 E Ht(O)} , atd.
Skalární součin a norma 'V L 2 (O) je

2

(V, W) L 2(0) = L (Vi ,Wih 2(0) V,W E L
2 (n ),

1, ==1

II VI11/(0) = (v, v )L 2(0)' V E L
2
(O).

Podobnč zavádíme skalární součin a normu v H 6(fJ ) a H 1(fJ ), tedy

J 2 OVi OWi
(v, w )H 1 (0 ) = L ~~ dx , v , W E H 6(n ),

o . ·-1 u X) u X )o 1,,) -

(v , W)H 1(0) = (v, W)L 2(0) + (v ,W)H~(o) ' v ,W E H 1(n ),

Il v I I H~ (o) = (v, v )H~ (o) ' v E H 6(n ),

Il vIIHl (O) = (v ,v )H 1(0 ) ' V E H
1(rl ).

V celém textu budeme používat následující zjednodušené značení:

(v, W) == (v, W)L2(0 ) '

(v, W) = (v' W) L2 (0) '

((v ,W)) = (v ,W)H~ (o) '

Il vll = Il vIIL2(0)'

Illvl ll = Il vIIH~(o)'



PRO TORY F T . I{ Í ' T OD DO F . I{ 10 . L. Í 7

Věta 1.9 (Cr nova)
~ CCllť fl j obla t lip clii t.zov kou lutuiici. Pak pro ka.žd / i E 1,2 pla í

J Dv J J' 81
1

W~ dx = 1 i V w d - ::1 . dx \:j"( E H l (n) ,
u Xz u 2 zn an n

kde ni j ou ~l()Žk.y V11Čjší jcd110tkové 110r11Jál.y 1~ == (7~1 , r7J2 ) k hituuci ano
Důkaz Viz ( Ncčas , 10G7) , str. 2 . D

Věta 1.10 (Brouwerova)
cchť ... 1 c Ilč" jc IIcptiizdu«, 01TICZC11él, uzavřclléÍ , konvexn í 11l110ži11él él nccuť

F : ~1 ---+ lvI je spojité zobtnzeiii.
Pak cxistujc nlcspoů jcdC1l PCVI1}" bod u E A1 zobraz ní F , tedy F (lL) == u .

Důkaz Viz (Zeidler , 1986), str. 52. D



Kapitola 2

Metoda konečných prvků

V této kapitol p opíšeme 111 todu konc v rlýcl1 prvků, kt rci je Vl10d1l u num ri .kou met o
dou pro řešcn í parciálních difcrcn i álni ch rovni .. Tout 111 t.odou bll I .m pozd Vji ř Vit

avicrovy - Stokesovy rovnice. Ukážeme. proč je vhodn é d "finova-t tzv. vari. čn í formu
laci úlohy a slab é řešení .

2.1 Idea metody konečných prvků

Metodu konečných prvků vysvčtlíme stejnč jako (Rektory , 1995) cl (Křížek a Seg th.
2001) na, Poissonovč úloze najít funkci u : f2 ---+ JR tak, ž platí:

-~u' ~ .f v r2 (2.1.1)

ularl ~ 0, (2.1.2)

kde f2 je omezená oblast s lipschitzovskou hranicí 8r2 a .l E L2 (0. ) je zadan á funkce.

Definice 2.1 Řekllelne, že iiuikcc u je klasické ic šcui POiSSOll0V,Y úlol1Y, jestliže

u E C 2(n ) a spliluje (2.1.1)-(2.1.2).

Klasick é řešení ale obecnč není známo, a proto musíme použít k jeho nalezení nějakou
numerickou metodu. V tomto případč tedy rnetodu konečných prvků. yní odvodíme
variační formulaci Poissonova problému.
Zaveďme prostor testovacích funkcí

V ~ H6(f2) ~ {v EH l (r2) ; v ~ O na 8r2}.

Připomeňme , že

J iiu 8 'U) 8v 8w
(v,w) v ~ -8 -8 +~-8 dx

Xl Xl U X2 X 2
rl

je skalární součin na prostoru V a indukovan á norma, je

II v II ~ = J(::1)2+ (::2)2dx.
rl

Nechť u je klasické řešení Poissonovy úlohy, vynásobením rovnice (2.1.1) libovolnou
funkcí v E V a integrací přes celou oblast r2 dostaneme rovnost

-Jf).u v dx = Jf v dx .
n rl

Použitím Greenovy včty 1.9 dostaneme

-Jf).u v dx = - J~~ v dB +J\7u · \7v dx.
rl arl rl

Protože v ~ O na 8r2, máme

-Jf).u v dx = J\7u · \7v dx .
rl rl

Odvodili jsme tedy následující variační formulaci Poissonovy úlohy

Jv« · \7v dx = Jfv dx 'í/v E V. (2.1.3 )
rl rl

8
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Definice 2.2 ŘCkllCll1C , ŽC tunkcc u j lnb /'"1 11 i cniiu Poi Ollov» problcu: 7.1 , j tliž
LL E 1" ;1 pliíujc (2.1.3)

Poznámka 2.3 Ziciinč: pla.tí, že je-li 'LL kl» ick(~ ic scui, pak je télké lnbyu: i šcuitn.
Takže lab é ře ..~ciii j e ZObCCI1Č'11 íl ll kl« ick(~lle) ic v cui. a. la,bé ic v cu! j 0 11 klndcn lab ví
předpoklad,Y. StélČí aby l)jrlo pivkem pro toru 1". Oproti touui kl a ické i '\ v cui 111U í být
z prostoru C 2 (O).
\ /elll1i su ed ii o se dci doká,zat , že je-li labé i c žcui de) t.ntc čn č ulndl«: (ted,Y z pro toru
C 2 (n )), pélk je už kln ickýl11 icscuuu.

Vyslovili jsme definici slab óho řešní , 11YIlí při roz I1Č vyvst áv á ot ázka, zda t akov / řešení

exi tuje a zda, je jednoznačné.

Věta 2.4 Existuje právč jedno sla,bé ic šcui Poi SOl10'VY (iloh».

Důkaz K d ůkazu stačí ovčřit přepoklady Laxova-Milgramova 1 rnmatu 1.3. Tedy, že

forma
a(v, w) := J\lv · \lw dx

o

je bilineární , spoj itá a V - eliptická a že fukcionál

F(v) := Jf v dx
o

je lineární a spojitý.
Pak již bude jednoznačnč zaručena existence prvku u takového, že a(u ,v ) == F(v)
Vv EV, tedy u je slabé řešení.

Bilinearita formy a(·,·) a linearita formy F(·) jsou zřejmé a plynou z linearity integrálu.
Nyní spojitost:

Jov ow Ov ow
la(v,w)1 == ~~ +~~ dx == I(v, w)\;/I < Il vll v IIwll\/·

UXl UXl UX2 U X2
o

Odhad tedy plyne ihned z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti (1.3.11).
V - elipticita:

a(v,v) = J(::1)2 + (::2)2 dx = Il v l l ~
o

Té1tO podmínka je tedy také splnčna a zbývá jen spojitost funkcionálu F.

F(v) == (j, V)L2(O) < Ilf IIL2(O) II vIIL2(o) < C Il f IIL2(o) Ilvll v
První nerovnost je opčt Cauchyova-Schwarzova nerovnost (1.3.11) a druhá je Friedri
chsova nerovnost 1.7.

D

Existenci a jednoznačnost slabého řešení tedy máme zaručenou, zbývá slabé řešení (nebo
jeho aproximaci) najít. Budeme postupovat Galerkinovou metodou.
Předpokládejme, že máme netriviální konečnč rozmčrný Hilbertův prostor Vh eV.
Hledejme Uh E Vh takové, že

J\lUh · \lvh dx = JfVh dx vv« E Vho (2.1.4)
o o

Prostor Vh je Hilbertův. Z Laxova-l\!Iilgramova lemmatu 1.3 opčt plyne, že úloha (2.1.4)
má jediné řešení.
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I-II d j111 t li' x. .IIí jek li II cl rIIí k 1111 i IIe. 'i báz v "Cl l funk .í 1. . . . I n i pro orl

\ íl ini == i I II \ íl ):
111

Uh == L rU i Y i u, E JR.
i == 1

(2.1.5)

P ot om z (2.1.4) a (2.1.5) do t anem 'Ol l stavu lineární ·11 alg .bra i kých 1'0 111C pro n 

zn ám é LL 1 , ... ,1Lrn. E IR:
A ~ == b. (2.1.6)

kd

u==
rUrn

b ==

.l .l ~ 1 di.
n

.r .l CPrn. d.:
n

t!.. ( ) l n
~ == a 'lj i j == 1, aij = J

n

i . \l~j d. .,

Matici A nazýv áme maticí tuhosti.
Konstrukcí prostoru \/íl se bud 111 zabývat ' i náslcdujici Č ei- , t i . Timt po .t.u p m a vy
řešením soustavy rovnic (soust avu opčt řeš íme n éjakou vhodnou num rick II 111 to lou)
získáme jedin é řešení tUh . Přirozenou otázkou je to jaky m á vzt ah k námi hl d an ému
slabému řešení u. To stručnč naznačíme v poslední čá sti této kapitoly.

2.2 Konstrukce konečných prvků

Ictoda konečných prvků je Calcrkinovou metodou s p ciá lní volbou konc čn č dimcn
zionálního prostoru Vh a jeho báze. Volba báze ncovlivní řešcn í l l h (protože j j dno
značné), ale ovlivní matici tuhosti A. Proto volím prostor Vh a jeho bázi tak, aby matice
tuhosti A mčla příznivé vlastnosti z hlediska num erick ého řešení příslušn ó soustavy. Je
výhodné, aby matice tuhosti A byla ř idk á, tedy včtšina prvků rnatice bude nulových.
To je výhodné ze dvou důvodů. Uložení takové matice zabere ménč pamčti počítače a
násobení vektoru maticí bude vyžadovat ménč op erací cl tedy kratší výpočetní ča .
Řídkosti matice dosáhneme v následujících třech krocích:

1. Daná oblast se rozdčlí na mnoho podoblastí. Vytvoříme triangulaci ~ uzávčru ob
lasti fl na jednodušší uzavřené podoblasti. Ty se nazývají prvky a jsou to obvykle
trojúhelníky nebo čtyřúhelníky. Symbol h (tzv. diskretizační parametr) charakte
rizuje maximální průmčr prvků v triangulaci.
Na obr. 2.2.1 vidíme příklady triangulace oblasti O == (0,1) x (0 ,1).

080 6040 2
o

o

06

0 4

02

08060 40 2

/ 1/ 1/ / / / 1/ -:
1/ 1/ 1/ / / / -:

/ 1/
/
1/
i.>

/' 1/ / 1/
/ 1/ / 1/ /
/ 1/ 1/ /
/ / / 1/ 1/ 1/ 1/ ~177 7 7 7
/ / / / / / ..> 7 177 / / /
/ / / / 1/ / 1/~V / / / /

/ / / / 1/ 1/ / 1/ 7 i7 7' 7' 7'7 7'7 i.> / -:1/
/ / / / / / ,/ 1/ 7 17 7 7 7'7 7 7 i.> -:-:1/
/' / / / 1/ 1/ / 1/ ~ 7 /7 7 7 7 7 7 i.> / /'/

0 2

o
o

0 4

0 8

06

OBR. 2.2.1.

2. Prostor Vh volíme tak, že každá funkce Vh E Vh má velice jednoduchý tvar (včtšinou

polynom) na každém prvku. Tento prostor se nazývá prostorem konečných prvků.
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3. ? pro t or u ' ;1j - m o žno z . lit b ázi ~ l ' .... 'i n l ·, ' ;1tf k. Ž -šecl n b áz . ~ f ink

.yi j 'Ol l 11 -11l110 r ~, j II \ malý ·11 bla ' JC11 . (T ,rt o 111'11 ', 01)1, i j 'O l l j -" 110 ním
II Vk lika m al prvků z t.rianuulac Th . )

clý t nt.o P .t up ilustruj -ru ~ n : k ukrct.ním přikla 111.

2.2.1 P riklad

t ' t o č (l ti bud 111 pro př 111 n ost mi t o ' uřadnic: (.r l , ,1'2 ) 1) .á t ( . r~ y).
1 (1 čtverc i rl == (O, 1) x (O, 1) hled áme ř ~ v .ni diferenci ální rovnice

-~1J, == 1,

(ll lao == O.

Triangula ci vytvoř imc pomocí trojúh Iníkový Cl l prvků cL přcdp kl ád ám . Ž dva t roj ú
hclníky mají bud' spole čnou pr ávč jednu celou 'tra.Il1l. I1Cbo jediný spol 'ČIlý vrchol , n 1o
ncmají žádrlý .polc čný bod.
Uvažujme první triangulaci z obr. 2.2 .1 . Symbolem hl ll, ní značimc vcliko t dvou kr: t
ších stran trojúhelníčků (pr{lIIlčr trojúhelníčku jc t cdy hlJ2) . Očí .luj m vnitřní uzly
triangulace po ř á dc í ch . Tedy uzcl o ouřadnicích [ l~ , 12J 111é1 č í s l 1, OZI1(), ":rr l c jcj Bl ~ lIZ 1

o souřadnicích [2h, h J má čís lo 2 cl budeme jcj zna čit B 2 atd. Trojúh lni čky budeme

značit symbolem K . P lat í tedy

fl == U i:
f< ETh

Prostor 11h volíme takto:

Vh == { Vh E V; vhlK E Pl (!{) , V!( E 7h} ,

kde Pl (K) je prostor lineárních polynomů na trojúhelníku K, Lz dokázat , že funkce

z Vh jsou spojité.
Bázi prostoru Vh volíme tak, že

. .
pro z == J
pro i # j . (2.2 .7)

Tvar bázové CPi funkce můžeme vidčt na obr. 2.2.2.

OBR. 2.2.2.
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B.' z á f IIIIk : , Yi dp \ ídaj í -. í II i t ř n í11111 IIZ111 i J ' t (I ll ,II ilo .' , P I Izn' v 1

trojúh lui čcich. t uto »blust označme R: Ze ru čuj o . Ž ni. tic ud říd ké' . ní ji
Pyp čí t ám "':

Symbol m Tj j 'Oll oz n . Č I lY t.rojú hc lnikv. z IIi 'lIŽ j b la st R; slož na.
Int graci p rovedeme p OLIlO í tZ \ T. I' . fcrcn čn ih "'1 ' I I I -ntu.
Rcf rcnčni C1ClIICl It T, f j p rvek , 11<1, I1Člll Ž lze iutcgrálv počí tar pohodln v ji . e pl' t

je ua IIČj přcvadimc . G va žujm c jako I' fcrcn ": llí .lcm cnt trojú helník o .ouřadnic i 'll
[O, O], [1, O], [0, 1] é:l'Ollřadllice na, nčm označme pl' 111 ~ l l l l. ' lni i: a :0. Line árni funl«:
kt cré nabývají právó v jednom vrcholu trojúh .ln iku II dnot u 1 a v ostatních °mají

n ásled u jící t var . Vrch olu o souřadnicích [1, OJ odpovídá fu n k ~ ' ~ 1 (i:, y) -== .i . r 1101u o

ouřadnicích [0 ,1] odpcvidá funkce ep2(5; , fl) == fl a vrcholu o souřadni .ich [O, O] odpovídá
fu n kce 03( .1;, fl) == 1 - i - fl ·
Označme t ro j úhelníky Tl , ... , T6 kol rn bodu Bi tak jako n a obr . 2 .2 .3 a, int egr uj m e na,
ka žd ém zvlelšt.

OBR. 2.2. 3.

Troj úhelník T l

OBR. 2.2.4.

Trojúhelník o souřadnicích [Xi-h ,Yi], [Xi ,Yi], [Xi, Yi+ h] se narefereční element t rans
formuje např. zobrazením

i == gl( X,y) == XhXi - Y~Yi + 1,

fl ==g2(X,y) == Y~Yi.

Přitom i-tý uzel [Xi, Yi] přejde do vrcholu [1, O]. Takže

4?i(X,y) == epl(X, fl) == epl(gl(X,y),g2(X,y)) ,

tedy



P rot o

h~O ř'Tl· I~ E I · T ~

Oyi O ; 1 ..9 l l ' ~ 1 . .92 1 I 1
- == -- T --- == - T O ==- .

. .1' . .i' 'I.r . D '.1' II II

o ., O~l Ogl a~l og']. 1 I 1
- -- -- ==- 1 0 == - .
oy o.i' oU DD' .ll II h

')]~ .' .. .) . .) . ? 1u ...pz -- .... ,, " -- ')
(~) d.Tdy == 2" ./ ci:rciy == 2" j ,.J (Lrciy == --;:; 11- - == 1 ~

u y 17, 'i li 1" h,- 2
1 ' !"t ' f

13

kde J j jakobi án inverzn ího zobrazení k zobrazeni r, == C9 l~ .(2)~ e 1. .I == 17,2,
Tra j ll ll ln ík T2

Trojú helník o souřaduic ich f.Ti, y,tJ , [.1:i, Yi + 12], [.l;i + 17" Yi + 17,] ' "\ na r f ro čn í 1 111en
t rans formuje zob raz ním

x == 91(:r , y) == - Y~l,Yi + 1,

fl == 92(x, y) == ;z; - ;c ih .

Přitom i-tý uzel [Xi ,Ui] přejde do vrcholu fl ,O], Takže

<Pi ( x y) == cp1 (x fl) == (;31(g1 (:r Y) , .92 ( :r :lj))

tedy
B<.pi = BtPl Bgl + BtP! Bg2 = O+ O= O.
ox oj; O.T oi) OX '

O<Pi Oepl 091 Oepl 092 1 1
- == -- + - - == -- + O== -- ooy oj; oy oi) oy h 17,

Proto

J[(O<Pi ) 2 ( O<Pi ) 2] 1 j' 1 J "A 1 2 1 1
T2 fu + By dxdy = h 2 T2 d:rdy = h 2 Tref J dx dy = h 2 h 2 = 2 '

kde J je jakobi án inverzního zobrazení k zobrazení 9 == (91 92) , t dy J == h2
.

Trojúhelník T3

Trojúhelník o souřadnicích [Xi, Vi ], [Xi + h,Vi ], [X i + h,Y'i + h] se na rcfereční element
t ransformuje zobrazením

x == 91(X, y) == X ~X'i - Y~Yi,

A () 'll -V;Y == 92 x, Y == "t":
Přitom i-tý uzel [Xi, Vi ] přejde do vrcholu [O , O]. Takže

<Pi (x ,y) == 433(x , fl) == (;33(91 (X, y), 92 (X, y) ),

tedy

Proto

[( ) 2 ( ) 2]O<Pi O<Pi 1 1 A A 1 2 1 1J - + - dxdy == .- Jdxdy == - JJ dx dy == - h - == -,ox oY h2 h2 fL 2 2 2
~3 1'3 ~r~ f

kde J je jakobián inverzního zobrazení k zobrazení 9 == (91, 92), tedy J == h2 .



1

r V _ C11rly d iagoII ální pr k" 111a i .- A j soII t "cl. rOVl l . 110 d110 t č .J. Ii 111 li ag )ll : 111í pr \ Tk.
j 'O l l \ ~t ~ i 1 1 II 111110\ " ~ krom ~ dvojic bod ů , kter é :'! 0 111 sí t.i '011 'celí ;; \ o 1 r II v , ; a
» -.vi 1-~ , jako IIa obr. 2.2.5.

OBR. 2.2 .5 .

Pak .tcjnym postupem jako výšc v:ypo : tCII1C

a( zpi , CPj ) == - 1.

V každém ř á dku matice A jsou tedy ncjvýšc čtyř i ncnulov é l111Il1 diagon álui prvky.
Matice A vypadá takto:

IB - II,
- ll IB - ll, ,

- II Iffi - ll, ,
A ==

-II IB - ll, ,
- II IB,

kde

IB ==

4 -1,
- 1 4 -1, ,

-1 4 -1, ,

-1 4 -1, ,
-1 4,

a - II ==

- 1

o

o

-1

Zbývá výpočct pravó strany. Post upujcme stcjnč jako výše:

J l' CPi dxdy = J tPl J didý = ~2,
T l Tref

J l' CPi dxdy = J tPl J didý = ~2 ,
T2 T ref

J l. CPi dxdy = J tP3 J didý = ~2.
T3 Tref

Stej nč tak ostatní integrály.
Nakonec tedy

J l. CPi dxdy = h2
.

R ·1
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' v ř e š -n ím .. iusr avv (:2 .1. ' ) . cl ..t an 111' k) 'ti 'i( ntv lin .uni k nul iin.uc ur čujici ř

11('\: in i II h j t cl~" dán -) vzt . .h 111 :.-.1.:- ) '1 Z ( :... . :... . - ) I 1~"1l :
111

~ ,
n I.

i == 1

t.cdv j -t~· kooficic nt Iinc.uni koinbin.icc j , přim ) hodu )t H l i'('.": -ni \" uzlu i

. Ta t nit o p ř íkladu vi lim o. že Čí l Il více uz l ů IIl Ú trin.i rul.u: ' Th : t(\(ly t í l ll j \ par. 111 tl'

II l l l CI1: Í , t im vicc lJÚZ ) 'ý 'l l fu nkci budeme m ít cl řt':cnÍ by 111 hlo l)~"t v ji..t ~lll smyslu
1C1):Í. ~ uáslcdujici ČÚ sti )". '10\ ÍIll C' IH';kt ('rá t "rZC1lí o t ór.o 1)1' )1->1uuati :C '1 uk ážeme. kdo
llh ---+ll pro 17---+0 .

2.3 K o n ver ge n ce In tady kon čných prvků

važuj 111- l 110}11l n a j ít u E , ~ tak ž -

a('ll ~ v) == F( i' ) Vl' E l . (2.' . )

kde a, F a \ ~ sp l ňuj i p ř edpekla 1. Lux ova- 1ilgralIlo a 1 -nuna tu 1 '
P řibli žn ~ ř šcn i u .i ; j pro ka žd ý n etrivi áln í. konc čn ~ di uicuz iou álni 1)1'0 ,' 10 1' ' íl C \ ~

d efinov án o rovnicí
(2,' .9)

Definice 2. 5 cclit. {11 íL} j e ,y tcu: podpro. tOT11 pro tor u , . a {" ll} j »dpo ídají i
y~t(~11 1 přil)ližll.ýcl1 i cscu! ptobtcm» (2.3. ) .
ŘekllC1TI e , že přibližllÚ řc v e11í kou vcrgníí, jc~tližc

lim lilI, - V,h II v == O. (2.3.10)
h --tO

M áme tedy definovanou konvergenci a budeme odhadovat normu II u - 'l/, h II \ '.

Lemma 2. 6 (Céovo lernma)
Nccliť jsou SplI1Čll.Y předpokla,d,Y Lnxovn- -,-~ IilgJ'alrl () Vél. lCl11111;1. tU 1.3, 7L je ic écu! úlol1.Y
(2.3.8) a 71h j e řCŠCIl í lÍlollY (2.3.9).
Pak ex istuje konstan ta C > O nezávislá na poclprostorecl: 1/íl, iekové: že

Ilu- uhl l'l < C irlf; Il fu- vhll \l . (2.3.11)
v hE \ h

Důkaz Nechť Wh E 11h. Pak 0,(u - Uh, rWh) == O, neboť do. azcniu: II :== IWh v (2.3.8)
a Vh :== Wh v (2.3.9) dostaneme a(u , Wh) == F( lVh) a a(rUh , 71)h ) == F( lVh) ' Odc čicniui

dos tanerne po žedovnu é tvrzeni. Dále z V -elipti city a sp ojitosti iortu y a( · .) m árne pro
libovolné Vh E Vh

C2 11u- uhll ~; < a iu - Uh , U - U h ) == 0,(711- 11h, I I - Vh) + a (u - lUh , Vh - lUh )

== a(u - Uh, U - Vh) < Cl II IU - uhllv lIu - vhll'l .

(2.3.11) tak plyne pro C = g~ . O

yní jsme odvodili postačující podmínku konvergence. Stačí totiž, aby existoval sy tém
Vh podprostorů prostoru V takový, že Vv E V lim inf llv - vhllv == O.

h --70 Vh E ' Ih

erovnost (2.3.11 ) nám t edy převádí problém odhadu chyby Ilu - rUhll\! na úlohu od-
hadnout vzdálenost inf II u - vh II v mezi funkcí u a prostorem 11h . Abychom mohli

vhEVh

pokračovat , musíme zavést dva nové pojmy.

Definice 2.7 Mčjme trinngulncc uzávčru n. Množinu T == {7h} tčchto triengulnci
nazveme systémem triangulací, jestliže pro každé E > O existuje triengulece Tll E T
takov~á, že h < E.



Vvř : -n ím .. iust avv (:... .1. ') . lostan ' 111 ~ k ) -fici ' ll V liI I -ární ke 1111 in. C ur čují cí ř v

ň. <- '": II í II h j - t . I~r i .' ll) -Ztal 111 ( :... . 1.- ) .1. Z ( :... . :... . - ) 1)1. r II . :

l n

,
1.

i == 1

t ecly j -t5r kO (' fi c i <- IIt li II C.ir IIí kO II Ibi I Ia c(' j (' pi'í111o II () ( IIiot )II ř (' : (' I Ií V I I Z111 B j .

1TCl t mt o př íkludu vidíme. ~~(' Čí l Il ví ., uzlů Il l Ú triu. )'1 11 a, " T,/~ tcdv ČílIl j' par: m t r

h 111 .n ši. tÍ II l víc' l)<lZ .' Cll funkci budeme m ít čl ř ':CI1Í 1). - 11 1 hlo l).'-t \ jistc 111 111./ III
lepší. ~ n ásl 'Cl11jíCÍ ~ ú st.i ' ~':'lO\íí lll(' n ókt , 1'á, t.vrzoni () t ~. to 1)1'01 1 ~ l l l ' i : ~ a uk ážem ~ k .

Uh~ll pro h~O .

2.3 Konvergenc In tody kon čných prvků

važuj 111e úlohu n a j ít II E , ~ tak , že

(J ( u. 'l' ) == F Co) Vl' E , .~ (2.3. )

kd a, Fa " splňují předpoklady Laxo -(1,- Iilgruuiova Icn uuat.n 1.3.

P ři bli ž n é ř šcn i 'U ll, je 1)1' 0 ka,ždý nctrivialni , ko nccu ~ dim .n ziou álu i I r stor ' íl C ' T
d finováno rovnicí

(2.3.9)

Definice 2. 5 Nccbt' {1Iíl,} j e sy tcu: p odpro t.or ů pro t.or ii , . a { tlL h} j e odpovídající

SYS tél11 přibližl1ýcll řCŠC11í orobíctuu (2.3.8).
Řekl1elTI e , že přibližl1éi i c šciii kon verguji, j estliž e

lim II tLL - tLLhIhí == O. (2.3.10)
h --:r O

Máme t edy definovanou konvergenci a, budeme odhadovat normu II u - 1Lh II \ '.
Lemma 2. 6 (Céovo lemma)

Necllť j sou SplI1ČllY předpokléld.y Lnxovn-...~Iilg;r(11Yl0Va lCl11IIlé1,tU 1.3, 'u, j e ic šcu! úloh.y
(2.3.8) a Ulh j e icšcui úl()hy (2.3.9) .
Pak ex ist uje konst ant a C > O n ezá'lislá ne podpro storecti Vh taková, že

Il ul - tu,hllv < C inf Ilu - vhll \/ · (2.3.11)
vh EVh

Důkaz Nechť Wh E Vh' Pak a( u - Uh, Wh) == O, neboť dosezcuiui v :== Wh v (2.3.8)
a Vh :== Wh v (2.3.9) dostan eme a(u, Wh) == F(Wh) a a (Uh, Wh) == F(Wh) ' Odc čicuiiu

dostaneme po žedovnn é t vrzen í. Dále z V -eliptici ty 8, sp oji t osti form.y ai -, .) m áme pro
libovoliu: Vh E Vh

C2 11u - uhll~1 < a(u - Uh, u - Uh) == a(lL - Uh, u - Vh) + a(u - Uh, Vh - Uh)

== a (u - Uh, u - Vh) < Cl Il tLL - uhllv Ilu - vhlh/ .

(2.3.11) tak plyne pro C = g~. O

Nyní jsme odvodili postačující podmínku konvergence. Stačí totiž , aby existoval systém
Vh podprostorů prostoru V takový, že Vv E V lim inf Ilv - vhllv == O.

h -tO Vh EVh

erovnost (2.3.11 ) nám t edy převádí problém odhadu chyby lIu - u hllv na úlohu od-
hadriout vzdálenost inf Ilu - vhllv mezi funkcí u a prostorem 'lh. Abychom mohli

vhEVh

pokračovat , musíme zavést dva nové pojmy.

Definice 2.7 Mčjme triangulace uzávčru f2 . Množinu T == {'Jh} tčchto triengulnci
nazveme systémem truuignlnci, jestliže pro každé E > O existuje truuigulece 'Jh E T
taková, že h < E.
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z()1)('('11Č II (~ (I(,I' iv č 1( .( ' k()I1v(,I'g ll,jí v I1( )1'111 ('", I J '2 ( ~ l ),

Věta 2.10 . ('C1Jť'0l je 1"('f.!;llléirll í , ·,\'st(~/ll t r Íélll /.2,' ll }élCi u i> lél .t i Sl flll( ' ( '}l ť /)I'U , ' tur (' ( .. l )n\ '

j( hllst.~p \'e l \' ncniui- II 11 \" - II - 111I 1( 2) '

Pa,].;:

Důkaz v.. ( K ř í žek a .'cg('lh. 200l ). o

1 CL z.iv č r této kapitol y pii pomr-ú nn-. Ž(' P1'('<lP( .kLld () h11,'1 o t (~ v pi'( 'dcl1() zí \ '("'1 (~ j , v 1>1' 1

pad ó dvourozm órnych ( 1 t.cdv i lla,'"':i('l! )1 ()hL t. ,t í :--; p l ll (~ ll.

1V úvodu prv n i kapitoly jsm - s rozhodli v ce l é pr á i uvaž ovat jen IR2
"
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-r.: 11:1 ' Pľ() \ ( (' 111 Z; l .1 1111; 1.

., JI
,
1

()I
lip~('l lit z ( )\ · .. kou lnani.i. v.: k

1

kd e ~2 je 01>Ll .. t
t Clk(~ n r 111('"II í.

3.1
~ T('j d f í \ FC uvažujme ..1.uiou.uni . .uvi .-rovv-S )l'('~ ivv ro ' 11 1(' ,

1 orlnrinkou. T(~( ly:
lI)JI >g 'Il11Í .r. J() \' 1

(Iiv L () \ ' L
' )

()
rr l-' U 1/ -- \J } - f \ ' l-

I ')

.I 1
. ( .1'.1

(: . 1.1)

(: , 1.: )

k le konstanta l/ a funkce f jsou .l.i nv.

Definice 3.1 Dvojice (u . J} ) Sl' lUl'%,V\ ';í klns icl\(: j-( '.":(,llÍ 1 inv icrovn -.. ř i oi« : 'U\'n l)r()J)h ~l1111

, ]101I1C)g-Cl1llÍ okrajovou ]) ()(]lllÍl1koll. je,,,·,.t líže '2(S2). J} (' 1( l ) n ' ,\·tu [unlccc. ' j) l li llji

(3 .1.1)- (3.1.3 ).

1 yní odvoclimc b(~ŽIl. ' III ZI) tl.'ol)('lll Vč ri.uni Iormul.u: prol ik-mu (: ~. l. l ) -(: ~, l ,: ).

Definujme prostory V Cl. V t.akt.o:

V == {v E C o ( ~ l): di ' - O}.

V == {v E H /)(~ l ) : di ' v - (l].

L cl k / v V VH~ ( S2 )ze o azat , ze == .

.. cchf (u i ]J) je klasick é ř e š e - n i .

Vyn ásob ením (3.1.2) libovolnou vektorovou funkci 'v -== ( 1' 1- 1'2) E V <!ost.cÍ cÍllH'

J. I 2 ( ll / / ' J
. - l/ tlu . v r/:I' + . L ll) [Jr I'i rI.1' - . P . d.r = f . v (I. I'

DnI. ,.7 == 1 .l n n

POlIŽit.ím Grccnovv včty 1.D dost ÚV:UllC

- v .J'~u . v (1:[; == -lJ.1DDnu . v (L I 1/ JO ~ ~~ tl.r
. . : :*'1 D.r j . .r j

D aD D /,,) - . .

./ \7p . v d.: = ./ p v . n rl' Jp rl . V tl.r ,
D DD D

kde n == (nI, n2) značí je lnot kovou Vll Vj : Í uormálu k af2 a a~ je dcri a 'L "\ '111ě ru n.
Int egrály podél (JQ se nuluji , protože v laD== O. t -jn ~ tak ,"C nuluj -, .J']J liv v dx , protož

Sl

17



,' L: I E r L , E. ' I , ;1,:. ', '1 )} "I , .I I . 1. ' .

di - JH'
O , ' ' 1va m 1 :

I I (J ( ) - h( . L , l f ·

.I
2 I '( II (

(/ ( 1

d.r.L. . l -- ( ( L,• I ) -- ( ,I' ( ,I ' .I
~

1.) 1 I

h( , )-- 1
S? I . .J 1

( ('

II I, I lI' T (1.1'
( ,I' .J

(j . - 1f . l tl.r.

1) r () u -=- ( II 1 . II 2 ) . ( r 1 ' ( '2 ) . ( u 1. ll'.! ) I(,f i II \ '; II 1(' \ ' - _,

I ofinujiu o 1l,\'IlÍ ,·L dH'\ i'{\ ,~'(' llí

D fini 3.2 .\·(\c1J ť l J () il f '2 ( ~ _ ) . 1~ ( ' l ' ll ( ' lJ J( \ , /. ( ' 'll, j( ' ,'ln/)(' f( ', '( 'IlJ • ' él \'j (l f () \" 1 -

t ol«: '0 \ "(1 1)ro}) 1 ( ~11111 s h Oll l 0 p;Cll l1 í ul\ rčljO \ '()1l j )() ( l 11 11 11 j 'u ll l )o j "l u l ' c (1

l J (J ( • ) - h(' . ) - .L.
OI)(~t ( t (' ( i y j a ko v prikl.ul u z k.ip it ulv :1 ) pln t í. 'i,' - L l ,' i c k {', i'(' ,\ ' 1.1 <' Z č l ' ( )\' ' I .. I, }>\' 11l

ř('ŠC11ílll. Tcclv ,'1<d)( '\ l'("V: ('IIÍ j (' r() z,"'íi'('llÍII I pojm u kl.isi.l«: i' '.~·{'Ilí ,

~ Jczná mým i fun krc-iui v ~ T Cl \- i (\ ľ() \' ~' 'h-, ' tok(,,' .vvrh rovuirirh jsou rv.hlost I, čl t l. ' I).
Ovse-m .. lal)( ~ i'(\Š(' ll Í lH)V()!'Í pou:«: () ľ .\'('ld()" t i. I) ľ ( )l () }>y cl l<)Jll 1-' .. l.rl : "11 11 1 j' '. ~' -ni po t j' ,

I)()val i 110j Cl,k Pi'i i'(l cl i t t 1a k. r I v rZ( \II Í () e-x i.. t ( 'll (' i t Cl k( v('\ II () t 1(l k II Zé\ (' II v i1k II \ ' ,\ ' ,'1 ( ,íI II I . čl'

k je-ho d ůkazu je nut I H~ ,'( 'Zll č 'll ll it ,'e s \ ' lcl .'t n: )s1lili Io r m v h.

L IIIIIa 3 .3 Z()})rns:cII í u . v . w - h(u . . ) j (' s j )() j j t ;i 1r j1j1J( I ( 1rIlJ' (u r 111 II 1J( 1

H 1(D. ) x H l ( ~l ) H 1(S2),

Důkaz Ncch{ tedy U . v . W E H 1(S2). u - ( lil , ,,~ ) . - ( ( ' I . ("2) . - ( 1I' 1 . 1I"2) ' a k

/1, i, c. . u', E Hl (O) . i = 1.:-. Tak že' ::::: E C.! ( l)

V clů s lc(1kII V II oí'C II í prost orII 1-1 1( ~ 2) do pro,'t (>r II r ,'1( S2) p() d 1(' v(~t ,\' I ,( 1 I II ;'1I 1l<'
' )

U j , ui, E L 4(0 ). Z ( chož plvn.- . že II )::.;: ll', E 1, I (S l). t(·(I,\- .r - 11 ) ;:_;:.1ll', d: cx ist.ujo a j<
.J i i.) 1

kone čný. -or rn.t b je tedy na H l ( ~ 2 ) H 1 (S2) H 1 (S2) cl -lino 'č l l1č'l ( 1 lin »ui t a pI,VIH ' Z

linearity int egr álII Cl dori var:c.

Zl ývá lok ázat spoj i tost..
Z d ů vodu VI10řcI1Í 1-1 1(S2) do [ 4 (S2) r-xixt ujo konxt .aut..: (f O 1ak. Z< ~

Il ull L'l < f llullH 1 V E H l ( ~ 2 ) . C",l, ')
(O) - (Sl)

.L cchf u , v , w E H l (S2 ), auchyova-: 'c!l\\arzova ne-rovnost ( l , : ~ . l l) a (: .1, ,1 ) d;Í 'a j í:

J' DVi r D7
i (I ') ) ~ (/(' (" i) :2 ) ~

l lj--, . IU)i d.i. < J ILj - r-. 'II ' i tl.: < (1/ j lI : i ) - tl.r -D . rl.I'
, 8.1,J . D.l J ' ..J J
O n no '

< ([ Cl/j)4 (1.7:) ~ ([ (11 ,; )4 d.J' ) ~ ([ (~.: :: ) 2 d.J' ) ~
< IIUjlk 1(0) 11 '([i ll,;l(O) 11 1i II1l 1(0) < '21IU j II1l1(0)IllI ill " I(O)IIIdI1l 1(O ) '

Součtem t v chto n rovno ,tí pro i, j == 1,2 (Jo ' anemc

Ib(u ,v ,w)1< ClluIIH1(o) Il vIIH!(o) Il wIIH 1(O ) \:ju, V , w E 1-/
1
(0. ).

o
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I)( l
. . L (: , I .,:-

uk: z ľ )t oz )1l11l )ZiIl él V j ' l .. t II "

II j (' .'1)()ji t <i . .. t <1(' í (1()k: íZ<1 Pr vII í vr l 'lip ' l ) l

I ľO tv t () Iuu l«:r d<í\'<í tl ' \ 'll l \ ' ;1 \ ' (\ ;1 . ~ )

1 ( •• ) ~ l P '() () j (' ) ' 11 '

( _ . ) .

1( • ~ ) .

( _. ) j ' lll .' ~i

, )

\ -1-1. ' II d . ' l i ( '] 1\ ' ) .

) - ()

) - - h(

1) h(
~ ) h(

h( .

' )

) --
2 f 1 i .)

L- 1' .1 ,.. (" , ) (I J'
1 ' .... ( .J J, , .J! .

'2 1;'() II I ')
-- - -' - l' - d:
, ' I

1 - ' tr . t ř /
I .I ~ .

. II l é

o == h(u. /) ( . 'll ) /) ( . 'll, 'l ) - h( . , 1 )

. 1 ) -.- /) ( . ti . . ) .

Ir t v ľzCll í () t Ia kII P() t Í'(\huj (\II I<\ .1 (\Št (v\ II ( '1..1(\d ll,] í(' í 1('I II II 1;l .

L mma 3.5 1 'ccht' I E (Hl) (~ n )' il I . /' - () V
Pn): cxi: it,ujc [1111 kec P E [-J l. (S2) t řl k. ze

< 1./' >= - (IJ. d iv l' ) - - .! 1J\ liv /' (!.r (' - 11 ( ~ ( _ l)
l

(;jli < I. I' > == < \lj). I ' > \j l ' E (f() ' (S2) n I - \ /) \" <inv . '111 (ji , '( ttlnui.

Důkaz '"iz ( ~irall1 t Cl Ra viart . 19 ~G ). o

A nyni již uvedeme slihovan ó t VľZCllÍ .

Lemma 3.6 .. ecllť u je sln})(~ ře,\ 'llÍ ! ;l\ 'J( 'J'()\ '(J.- ' t ukCS() Vřl J)r()I)1( ~1111I " ll U]110 PJ '1l1l Í ou r n

jovou podininkon.
Pak cxist.uí Iuukcc j) E L}. ( ~ 2) tak. že

1/ a(u. v ) + /; (u. u . v ) - (7). d iv v ) -== ( f . v ) Vv E (\ (S2). ('3.1.G)

Dvojice ( u~ ])) tccl,\! SI)1Jllljc ('- .1.2) ve, 'I11j l sl ll cj i. .triinici,

Důkaz Z lem mat u 3.3 a z d ůkazu v óty 2.1 VÍIllC. že z()l >l"az -u í

1/ (J (u. v ) I h(u . u . v ) - ( f . v )

je spojitý lineární funk .iou ál, kt rý se nuluj , na V Cl t.cdy i na, V , Z lemmatu 3. r 1)1, "11 "

že existuje ]J E L 2(D. ) tak. že

1/a(u~ v ) + b (u ~ u ~ v ) - ( /~ v) == (J)~ d i v ) Vv E H6 ( ~ 2 )

což dokazuje (3,1,6) .
Dál máme a(u , v ) == - < flu ~ v > ~ (I, v ) == < I ,v >. (])~ lj v ) == - < p ~ v >
Vv E C OO (D. ),
Tedy u a P .pl ňují (3 .1 .2) ve 'II1)," -'111 cli .t r ib ucí. O
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, . (J. I' I il .r,

I S2 . .

takže

j' i) I'
/I /I ,

" " - (/. 1'
. ' .I ( ) ,I' }
~ .

c{tCllílll dost .iv.uuo

(' l il !" ,,11 u, " .1 ' il:
I I .I

~ 1

j' (){'
I u , " }. I (/. 1' .

. . (rl' I
~ 1

().

'2 j' i) I'II II /I /I ,h(u . u . v ) == - ", "I-, - (/ .1' - -
. I . . (J .I' J
i .] = S .

, )

I (r
u , "I.- ~ ( /. 1' -- h( . . L,

I . . ( )·I' .I
/ - l

L mma 3. J ('cill' ~\~ jl' k()]J( '('":ll <'" l"()ZllH-'l"ll.( I li/JH ,!"t ,'/\. !J!" () . .tcn . '(' s l\nj;ír llÍ l ll . .o ucn u -u ,

( .~ ' ) .\ ' (:l , !101'1l10l l II . 11.\ řl ll('chť I ) : ~\~ - .\. jl' . 'J) L.i i t ( ~ z u })!"n z ( ' /l Í t n k( ) \ '( ~ , Ž('

( I ) (~ ) . ~ ) .\' > () V<, .v :i 11 .\ - 1\' o. (: , 1, 7)
P;'l,k cxi. t llj(~ a](',J)()]l j('( Jl1U ~ ;'. E .\~ . II ~ 11.\ __ 1\' 1řl k, že

I)( ~ ) - O.

Důkaz Polo žme 13/\· (0 ) == {~ E .v II ~II .\' < I\-}. 1 /\·(0 ) je Zí'( \jIll(~ nvpr. izrlu». konve-xn í.
uzavřen á a. oiuozcn.i PO( luino žiua . .V.
P ředpo kládejme na rhvil i. že P (~ ) f O V~ E 131\' (0), ~ I tl Ž<'Ill<' t ('civ <I(,{-iIl{)Vllt ZOl)l'<l ZLI1Í

S : B I{ (O) ---t ~\ takto:

' (f: ) = - 1\- 1 ( ~)
• <, II [) ( ~ ) I I .·

S j tedy 'l) o j it é zobrazeni 13 /\, (0 ) do /3/\' (0 ) , Iodl(' I r iuworovy v01,.y 1,lO (' .. .i .. r.ujo

~* E B/\' (O ) tak , že k ' (~* ) == ~K tcd~

E,~ = - /\- P (E,* )
I I P (~ )11.\

a tedy II ~* II == J(.

Ale podl (3.1.7) je ( P(~*)j ~ ) > O Cl. cd,

O I /"2 II *112 (f:* f:* ) (F P(~ ) (:~) F( P(~ ), E, h < O
< \. = f, x = <., , <., x = - \ II P (E, )llx' <., x = - \ II P (E, )llx

a t o je spor .
T cly existuj ~* E B/<: (O ) ak , že P (~* ) == O. O



Ex i» 1.J ' · ]'. ,! )u ú j (Il O , ' j

rf ') \ '( 1 1)( 1111111 "( ll,

~ .. . .
)(' ]"e.' ' II . . "Je" )\ 0' - ~ JH II H -

c:I ; '1I 1íI II ' ('ll . k \ľ
1 } l I r 1i I é' rl

{ ' } I I . \

{ l " ) } ) 1 C

1 ', .
lll' > u

". I. ( , I

Úl ' Z I r d úk.iz: P ) zij ' ll ( ' ; ~ .-r .m )\' l

r z( j' ," P; r: l iilu i l l i l l : ' I' l' . p l' I, "

Z cl \ iuir« pl' ), 't )' I .'t av.un \. 1.' ) ')

a .ov. . ze I.J _ ) ') J - .1 ,

.' -r.ulimc-Ii \',"': -clu ,\' prv .v I ,) i . .i - 1.:.. .. , . ( )

jsou line.uni kon rui n.ui pi' '<!c!l< )zí 'h) d >,' .u: ' ll l' P
II 'z c'l \.i ..1,\'('II I) r v k (1 t Cl k()\.,\' 'h. / '

u
. I

kd( ~ k == [ ., , ' . .: j \ lin "trní p l' ).'t Ol' g ' l l -rova nv II II )/i l 1 { ' l l . . . . . 1 ' } . . J \
koII (' {,I HY' r()zIII (v,r ll,\ ' I I i ll>('r t II v Pr():--:t < ) r ..(' ..k~ 1LÚ"1l í111 .. () 1 " i II ' 11 1 (( ' . ' ) ) .

. ~ cchť pro kCl Zd(', k =- 1,:... " . . ..pl nuj ,

(
kIJ (J 1) _ /)( k I ) - ( f . l ' ) I. , ... k , (' . 1., )

k

Protože u '' E k. t «Iv J, k - (}k .J (} k ll t . t cd, P () dl ll Í ll k ~ l ( : .L.' ) p i·(\d .'1' vuj \
I .J .J

.J

..y .. t ói u h' nclinc árnirh aIgcl ) rai('k ~'('h rov nic: " k II 'Z llét lll\·llli ( I ' , " ,( ~: .

D ůkaz dokonč íme v n.i .kd uj icirh kroc ích .

1, lk áž . 1 1 H ~ . Ž (~ " k spl úuji.i ( J. l.~) ) ('. "i "111.i(' .

2. Dok ážeme. že I o,·ICHlJ)Ilo.' t {U k}k I je orn z ' Il<í v \ \ ' .

3. Z o111cz('II é p ()s1oII Iin ()S t i v.v1)(,reII H' S1člI )(Y, k()II v('I' g(' 111 II í p ()s I() II PII () .. t v(' r d()k''1Ž .II 1 ~ .

že její linu tu j( ~ sl (th(~ l'cŠCIlí.

E . . k 1"" " (' 1 (J)xlst ellCC U Sl) 11l1.JIC'1 . . . ,

Existenci dok ážeme pomori lcnu nat.u : , ), ZOh r i-1Z -n i

v E X k - IJO (U. ) /) ( . ) - ( f · )

je .p o j ity lincárni funkcion ál na X k pro každ <'~ U E k.

Z Ricszovy včt)· 1.2 pI,YIlC . že ('.. ri, .tujo 1 k (u) k t ak. že

((Ph: (U ) . v )) == IJ (J ( u. v ) : /; (U ~ u. v ) - ( f . v ) Vu. v E k '

Protože pro. ' ory X k cl Jfl k jsou izomorfn í ' 1, kv ad rat icl« : funkce

k

(Ct I, , . . , (tk) E !Rk ---7 IJ O ( U. W i ) + b(u. u . W i ) - ( f . W i ) . kde u == L (} .1 ui'
.1 == 1

j Oll spojité l)1'O všechna 'i == 1, . , , i k, t ak zobraz eni J k je .ak ó ,'I ojit ó.

D ál

> 1J IIIu 111
2

- f II f II I IIu I II Vu E X k .

P okud u E X k a Illull l === J<> 0, pak pro I\~ 1 'ta c čn č v lk: je 1/ Ii/ ulll- /~ Il fll > °a
tedy ((?k( U), u )) > O. P rot o podle lemma 3. existuj e 1)1'0 každ é k == 1,2 , o" al po ň

jedno řešení Uk rovnice Pk(Uk) === 0, která je ekvival ntní S}T. térnu (3,1.9)
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\'11 1 II . . Z \

I I h( ) - 1/

1 I. I .

( , ' ) - f , f

, f
1. :.... . . . .

z () 111( Z 'l l ( ~ I) ()..1()1II )I1 ). ' t i 1z(\ \..v1)I' ; 1 . ,I~ 11) W\ • I 1v \ .g t I1tll ' I) )( I) ().-I )1 I) () .
ll '

I \ " ) • ) IJ

c (\(~ l ) ;1 1·() I II p;1k II íh ) .I 1 )i'(\ l\(.. .. )
'. - . 'll. v )( .. ~ ).

{ • 'o } 71 I ' 1. .
(: . 1o 1 )

1. :... . . . . .

z (: .1.10 ) do..t Ú\ ';llll )

(( Tl I)) -I (( • l l ) ) pl' IJ

(l :d \ I ()(1 1(' lon u ua t II : . - 1l1(\1l 1 '

1J ( Lk II • " , ) / ) ( • I I ') pro /I

Po(II(' (' .1.9 ) 111 (111 H '

IJ fl ( U k II • I ) IJ ( U k " . k 1/ I ) -- ( f . ' )

Li II li t II Í111 1)i'c('II()d(,11 1 Pr () /I - / cl ()~ t ('1vÚI II \

IJ {/ ( L. I ) !J ( t . I ) - ( f . I ' )

t (:dv I; O ( IIc (' . 1.J ) .i ('

1. :..., . . . .

1.. . . . kll IJ

i - 1.:... . . . . .

1. ~ .... ,

(3.1,11)

11 (/ ( . ) - h( l . 'L . ) - ( f . )
což Z n ClII l( ~ II éÍ . ž( ~ U j (' ..1(- tl )(', f'c:.'''-{ ,II Í . .(1vi(\r()v;l - , ' t ()1·('. ' )\';\ p r() 1>1('\11111 " II()I II () g (' I 111 Í ()1·r (l j )\ 'o II

p od miukou . O

I rú,\0 jsme clok.izali ox ist.cnci ..LtlH"lto j'(',"'('IlÍ . L()gick.\' lll p()kr ;l<"'() \ ' člnÍl ll j (' nyní )1 č lz kll

j odnozna čuost .i ( C ~ · i S t l lj Í (' Í l 1( ») sLI1H"1l< ) j·( 'Š(, IIÍ .

Věta 3.10 ('chr' 1* j e /: (' ,1.,:- ) II 'je z ( l . : ) . l ~) n ll (' ('1Jť/ >lnt í l l }, f (' II! II.
P a,k ex ist uje !J['cÍ, vc j C(/ll () . - l n } ) (~ i'('.~( ' l1í • ' n \ ' j ( ' ]' () \ '(J -. ' t () k ("",' () v n 1) ]'()} ) 1< ~11l1l o ' }U )1l1 U/ '" ( '11l 1Í okrn -

jovou p odtuiukou .

Důkaz T ( ~ c:hť U l' U2 jsou (i v(~ sLd )il l' ('.'": C11 Í . 1('d . '

lJ (J, ( U i . v ) I /; (U i . U i . v ) -- ( f . v ) Vv V ,
D o 'azení I II V : == U i (los t á éÍ II H\

1/ IIIuill1 2== ( f . U i ) < Il f ll lluill < 111f ll lllUilll
a tedy

(' .1 .12 )
111! 11Illuilll < --

II

P olo žm e U: == U l - U2, Oclct t cllÍlll rovni c: (J . l . J l) a z lino.ui t. fore-m (J a tJ clo ..t áv ámc :

O== 1/ U(U I. v ) + lJ (UI ~ U l- v ) - IJ (J ( 'U' L ~ v ) - h(U 2- U2 ~ v )
== lJ a(u ,v ) + b ( UI ~ U l , v ) - h ( UI ~ U 2 ~ v ) + h(U I' U2, v ) - lJ (U 2 ~ U 2 ~ v )

== lJ(J, ( U ~ v ) + b ( UI ' U ~ V ) b(U , U2.V ) Vv E V.

D osadím e-li v :== u , pak pomocí lem m atu 3.4 cl o..' ává mc

1/ ai u , U ) == - lJ (u, U 2 i u ).
Z tohoto a dále p a k z (3 .1,5) a (3 ,1.12) m ám o

v IIIull12< C
1

* IIIul1l 2illu2111 < C
1

* lJ -
I Ilf ll ll lull12 ,

č i l i

Illul1I 2(v- C 1 V -I ll fll ) < O,

což ' pře lp okl adcm věty clává IllullI==Oa tedy Ul == U 2· o



3r - rl I' .'}' ' I_ 1. ... -........ • ,' I-: II . ; }'.. .: ' I } ' I , .J ': I

\ " t ) c. ' i z ' )1' 11 11 luj ' ll ' . pl' I) (',

111ÍIlkuu, HI\' »Ii iu ' ,'L II ~ ., :' I í ( v ','lu " II I \ -.', .1 \ ) ' ,' I. ' ll ' 1.
r , . , .

t é (' 1 i n.ur 1 _ ' l ' I r vv r ) ' I 1 ' ,

I'v .

, .
1 ' J

()

" r :

(: .:... . 1: )

- IJ~ (: .r. . )

kdr : koust aut ' l i J (- fu n kce f (- J. '() l . l.inv.

I i'c (II)okIúcl 'j II 1< " Z(' f r: '2 ( ~ 2) .1 .' ( ( _ l ) lit ' (' IIť .. piú 1 j (' P' )( II II íII . II

.I
d>

1, (I , ' n. (: .:... . 1 ' )

Tato porh uin kn j(' nut n.i . 11< ,1 )oť j('-li

pa k

.I
1( .. ) ; 1 .. plnuj '-l i rov n« : (: .:.... 1: )- (: .:....1 : )

(I . ' - (),

o~ .I d iv u rI.1' - ./
~ 2 f J l

. 1 rl. · - .I
f J

(I. "

. .
~ ~ · L ' t .n '1D ál e uva žujme funkci 9 E H I (S2) t.akovou. ž (' di\'9 () v 2 čl Id 2 -

I1YIiÍ dok ážeme. ()l)(~ t aJc 1>ll<i(,IlH' 1)( )1 i' ('I)() \ ' člt jed llo lH )Ill<) ('I H', t VrZ('I1Í.

Lem m a 3. 11 01)c1'<:1,(- o1' (liv j e zo /)1'; lLcní (\ (Sl ) un IJ ~ ( l ).

Důkaz Viz (C irnult Cl, R uviart. 1 ~ ~ G ) , O

I

L mma 3.12 ccII ť ťuu]:('(' <.p E H "2 (i )Sl ) S l )1(111) (' (: ) ,2. 1 i ).

Pak existuje fUllkce 9 E H I (S2) tnk, že di 9 - O v ~l a, 9 1iJO - ip .

Důkaz Z včty o stopách I.G pl yne ~ Ž(' (' .. ·i. '111j (' funl««- 9 1 E H l (S2) t.ako oú,. že 9 1lns2 == <.p,

Mán1e tccly

.I di v 9 I rI.1' = .I 9 I . n rl. ' = .I ip . n rl · -= O.
n nu (Hl

proto div 9 1 E L6 (~1 ). .Iukžc z Icnnuat.u : .11 dost ('i ÚI llC ex ist e-n ci funl« :c 9 2 E H b( 2)
takové , že div 9 2 == c1iv 9l' Polo žme 9 :== 9 1 - 9 2' Zi'( 'jlll<~ 9 E H l ( ~ 2 ) ,

div g == div 9 1 - div 9 2 == O Cl 9 \an == <.p , O

yní již rIll1žcII1C d efinovat slab ó ř c ':"; CI1Í.

D efinice 3.13 Ř,CkllCl11C, že u j e , 'lab(~ f e,Vcní ~ ;.lV1Cr(YVrL- tok(',-'o \/a pr()bl(~11111 .-' 11c1101110 

genni okrajovou poduiinkou , j es tliže

u E H l (O),

U - 9 E V ,

v QJ(U' v ) b(u , u v ) == (f 'V) "Iv E V.

(3.2,17)

(3.2.1 )

(3.2.19)



"'(') t f - --) ' 1 II ' ,ll . I) ') '11 11"('i i( 1. /. )

li .v - ). , \) ;I .1/ - (~-:~ . - ;-;: ) . . I , J 1/ )(__ ).

i:lk iun líl 11n (: .:-.1 - )- (' .:-.1. ) ni( '. )(J( je 1 J .( ,'( '111.

I úk.iZ ,' (' Pľ () \ .; 'ldíl )( H II >I \ . l " ) < 1 ' ; / "' .

v ( ~\ i .. t aucr. 1 ' ).
) , III i II ) j Jil; I '\Z . I é Pľ .

O

,J 'd II )Z II él('-' l1 ().' t ľ'" ' 11 1 J Zčl ľ 1 (~ ' ( ,I L 1 j 'll Pľ () " 1k() 1 ';l z " ).. ; 1 1 ; l ; l ; 1 ; \ j . 111; ll ' )1)j \II iv \

.. ilv II ma O ll -raj v H l ) ( .Imiuk u l. I·Jo' i.. uji piikl. cl . ' IH j \ 111 )/IL ~' I l " c l l i' "w. ' I I Í .'t čl ' i<n .' r
nich . .av iorovv '11- 't ik .'( vvrh rovni '.

, .3 II
.
1

, ,
1

I ('.V. (' II í h II (1('111< ' 1II('cl č l t III \t ()d()\ k >II '( ' 11.\'.h P ľ ,i" ll.

.v(1Žuj 111< \ () II 1< \Z( , II )II () h1čl.' t ~ ~ ~ /I{) ;l j 'j Í l ' d, 'g )II é'tl II í ;II )ľ )o ' i111 ;1 ,i __ II . I é1 ' Tll Z II ( (' 1

1ľ i .in ~ 111 <l(' i ()hLl~ t i S ~ II t v() í' ' ll () II Prvky 1\" t čl}'. ž '

1) ~1 1i == U 1\-.
/\. 7, /

2) každ~- 1)1'\' -k /\- j (' u zuv:: ' 11:1 1l1llt >Zlll él .. Ilt 'pr ;i z cl Il."lll vu it ik ' 111 1"°.
3) / -() / -() { } I " / " 'T I - / I "\ 1 n \ 2 - \ 1· \ :2 I II . \ 1 \ :2 .

--1 ) každ~" prvok /\. m.i lil)..rhit zov.. kv "p )j i Ol lua ni ,i ( /\' .

.) ) kClž(1c1 st r é. II Cl I) r v kII 1\' 01je l)ll< r P() d 111I I () Zi II )II II r.II 1i(' , ( ~ l li . II }) .' t ľa I 1 j i II ' II

}11' ku Z 0 1'
l' ř ipomc úmc Ilčí .": prol iló i u.

Hlod áme funkci u E H l (S2). t čl k :/, (\ U - 9 a pIa t í

/ / (J ( u. ) tJ ( . u. ) - ( f . )

1 yni JIC(\lllC najít aproximari u.; : Sl i l - ll, ~ . l i l ~ L,

Zcl,Vccl'lIlC prostor kouočnvch prvk ů J \~ /I ' ktrrvru aproxnuujoruc : pro.. t Ol' 111( 2). ; )1111 ,)
pro.. toru hudeme hledat r rchlo.'t. kt ('ľč'\ i'( 'ší <1i .'k l'<',t ni úlohu .
Pro.. tor .\h 11l{lŽ(' l)ý,t u.ip ř . ~ \-h == {"h E C; (~~ ) : (' 11 1/\" 1)1( /\-) V/\- 0 1}' t xlv pl' .. t or

spojitých funkci. ktorr: JSOll na každ(~lll I rvk u l\' llcjV'ý,":(' liur -ar ni funkci .
.Iin.i mo žnost je' položit n.ip ř .

•\ h == {('h E l L (~2 ): "111/\" E / 1(/\-) a ( 'h j(\ ..p<)jitč\' '(\ VŠ('('}1 ..1.11('<1('( 'h st.r.ur}.

Druhy prostor .. c v praxi pouz ivá. ale II II II ví 111< \ pel k () t.z v, ll< .konformu ícll kont- v' ll.'- 'll
prvcích. protože .\11, cl- I-I 1( ~ 2 / 1 ) , Dal.":í prostor. I-Ollc tIl, ' (' II 1)1' ktl je Ill()ZllO naJ(~Z ti ne l ) ř .

v (:vIa t t 11ie.. , 2002) rl~lJo ( 1ira lllt Ci 'lvi, rt ~ I, lG),
Poclol)llČ Zč1,VCC1(, 11lC prostor (2h ~ ve kterélll l)l ld(~lllC hl(~(L· t t lak.
Dcile zc1,Vecl'rIlc pro.'tory .\ rh o Cl, (2ho

•\. II,o == {'()h EJ\ rJI ; /,'Ji l (H 21J == O} .
2

( 2ho == ( 211, n Lo(~2h )'

P rot ože hlecl ám e fllnkei U l" : fJh ~ JR2 ) l)l l ClcI ll C potřehovat llrlSlccil lj ící r)r ). · to r~r :

X II, == .4"'(h X .':11, a X h o == .'{ho X - -ho·

clko llec ZelV d'lllC prostor V II. ~ ktcrýn1 aproxin'lllj llle pro.. Ol' V.

V II = { V II E X ho; .I qII cl iv V h = O'rlqh E Qfl o } .

Oh

P rotože výpočctrlí ol lal't je IlyrlÍ Dh čl llikoli [2 ~ 11111. 'ÍIll "' pro U h , V h. , W h. E X h 1 fillova

'"" ;. ~ [JUh i 8V h ,
o,h(Uh lVh) = ((Uhl Vh))". = ~L 8:1: 8.1: d:l:.

J\ ETh J{ 1, ,] = 1 ] ]
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S vrcholy 13k . 13/. 1311 ()ZIl é1 (Ílll< ' "1 )\" (1 "I ~ II je' t -'\ z i .~ t ( ~, t ro jululn ik i vrrh ol ' /3,. I III ' I 1/ '

viz ()1)1'. 3,3.1, )1)1astí I?I ľ () Z 11111 íII )( ' (-'1 v i' l'd 1 ,1 11 í . .I' (' II() Iv / J1/ ' řl i: I),. 'I ~ ll' ( I ) "1 d II d

B
r ,. "...

" . r ..

s r ,:

T,
R

r ,
s

r :"" "" , ř.
B. s B

) BR , :3, :3 . 1.

1eží na 11ra II ici, I) ak I? i jetr() j II heIIIík vrc:h()1 " 1 11 ' 7k . 13,. vIZ oh r. . .
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B.-

BR . ' . . . :.... .

už hraničními body zabyvat II ib u dcinc . protože n .i -I 'd ují 'í uv. .hv 111 II II lJ~· t .'11'1 -111
použity i na t ento připad. ) ~ .vni uk áž eme di.. krcti z.ui kon vc-kt .ivniho <"' 1(' 111 1 Ta , -ic-ro ',' Cl1-

Stokesových rovnic, r .p rezent ovau ého formou h(u . . ). I o ..t upuj cruc t.ak. zc oblast
nahradíme oblastí nh . Int egr ál přes ~l h nap íšcm« j .iko sou(cl i111 ( ' ~r(il tl I) řc . ·fl i '1. t .

integrály nakonec a p rox im uj nu c speciá ln í nume-r ickou k ·č u i r čl 1. 11 rO l l. I l'('(ll)oklú,cl j m '

ještč , že u, v , w jsou dostatc čn č hladk é (1, w InOh == O. prot oz <" 1Hl( 1('111 '\ pou ži a ľ (' -no II

včtu 1.9,
2

J u. 2 J' D 2 J'b(u , v ,w ) =.2: U j a,;.ui, d.r = 2: , D,I" ( /lj /'i ) u, tli - . , {'i u, di
2,] = 1 rl ] t.,} == 1 rl .J I - 1 ~ 2

2;'0 2

J
.

~ 2: -,r-. ClLj II 'i) u ., d.: - 2: ni {Ii i (li v u (1.1"
. . 1 O.E ]' , l '
'l,] = n · '1== n

~ l- h t,

2 P . o 2 jJ ,

2: 2: .I -"(U j Vi)?1i (/.1; - L L J{ i ui, di U d.r
i ,j = 1 l =1R O.L] i== 1 I zz: 1 j'?

,[ I

2 p . 2 7J

~ 2: 2: Wi (Sl) .I div (u Vi ) do: - 2: L LJi( I) Wi( I) Jdiv u d.i.
i = 1 l = 1 R[ '}, = 1 1= 1 R,

2 P 2 p

=2: 2: ui, ( Sl) JVi U · n dS - 2: 2: u, ( I) '/I i ( 'd Ju . n d
2= 1 l=l aR[ '1.== 1 1== 1 aHI

U (/.1'

2 p 4 2 p

=2: 2: ui, ( Sl) 2: JVi U · n lqdS - t=~ o, (
2= 1 l=l q=lr v- I 1- 1

lq

2 P 4 2 P 4

~ 2: 2: Wi(Sl) 2: VilqJU· nlqdS - L L '/i (SI) 'lUJ I) L JU· ru; dS,
i= l l = l q=l r ,t== l l == l q==lI

lq lq

kde nlq je jednotková vnčjší norrn ál a k Rl na úsečce f lq a Vilq je aproximace vil r /q
definovaná pomocí upwindingu:

1 pro .J u . nlqdS > O,
r [ q

O pro J u . nlqdS < O.
r.,

Pokud tedy tekutina protéká úsečkou f lq do oblasti Rl , pak hodnota vil r/ q je definovaná
jako hodnota Vi(Sq) a pokud tekutina prot éká úsečkou f lq z oblasti Rl pak hodnota



2.

.) ,

bh (U h,Vh. W h ) = ' r ' f .- ll hl~ Il' h JI" .

t. c T,/ t: I ,J = 1 .J

( f , V h )h = ~ f f· h J I" .

t. E'Th t:

Na prostoru X ho je (( ., .) )h je 'kal.uni .'ull("'i ll . kt ('1'\' n .un (Ll\ ' čÍ i !lel ukovanou 1H rmu.
kterou budcrne značit III . II/h' .
Používáme-li nekonformn í prvky. vyu živ ám ~ !lel ,1«luj ici formu hh

bh (U h , V h , WIJ = ~ ~ ft (/111.1 ~:>' /I'h , - /1 11.
"

/ 'h ' ) (/.1'.
l-; E0 / /\' /.J - 1 .J

Pro takto definovanou formu bh zřcjm č plat i

bh (U h ,Vh ,Wh ) == - bh(U h . W I/ . V h ) \jU h . V I, . Wh E h :

b h (U h , V h , V h ) == O \jUh . V h E h .

Tuto bilineární formu budeme uva žovat 1)0 zbytek ccl~ pr áce.

Pokud uvažujeme nekonformní prvky, pak 1)1'0 V h E h cj Hl (~2h ) ne-ma ' r 'lz cli V h

smysl. Definujeme proto diskr ét ní divergenci di ' h : X h 1 2 (S2h )

(div h vh)I/{ == div (vh l/\·). V I, E X il . 1\' E Tll '

Aby metoda konečných prvků fungovala. I111l.'Í prostory I/o Cl. C21' 0 splnovat JZ \ .

Babuškovu-Brezziho podmínku

3;3 > O: inf sup
qh EQho V EX

II h o

V tomto místě se jcštč musíme ZII1ÍIlit o tzv. upw ind ingu.
Proudční jc charakterizováno tzv. RCYI10lcl .ovyrn ČÍ.'lCIll , ktcrr: je piimo úm črnc r -ch lo rti
proudční a ncpřímo úmčrnč na koeficientu kinematick é vazko ·t i. Pro clká R / nold sova
čísla mohou být numerické výpočty nc tabi lní cL ncmusi konvergovat . P rot -'C ČeL. t
používá upwinding.
Nechť Si , i E {I , ... , p} je množina všech středů strnu troj ů hc l ník ů T triang ulac 7,1
a p je počet hran v triangulaci. Uvažujme dva trojúhcln iky z t riangulace. kt cré mají
společnou stranu. Jsou tvořcny vrcholy B k , Bl B n a Bl , B"n , B n . TV~ išt v t ro júhelní ku
s vrcholy B k , Bl , B; označíme Tk a Trn je tčžištč trojúhelní ku s vrcholy B l B n 1 Bn,
viz obr. 3.3.1. Oblastí R, rozumíme čtyřúhelník ' vrcholy Bi, Ti , Bl , Trn . (Pokud bod

S4
B --- Bn.---- m

s,

OBR. 3.3.1.

Si leží na hranici , pak R; je trojúhelník s vrcholy Bn , Ti: Bl , viz obr. 3.3.2. Nadále se



o
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(3 .3. 21)

(' .: .22)

1 T T?\ I . Rl C 1-\ · n .... ..TÍ 27

Vilr,q je definovaná jako hodnot a /'i (' I). T xlv ho .ln t : 1'1i1" '1 j , \ '.vb rún ' pl' .i , éru
proud ční. Prot o

2 p 4

bh(U,V,w):=~E~ U' i ( [)[/\[q (U)I 'i( d~ ( l - '\ [ {I( ) 1'( 'q ) -I'i ( ,r f u·n[qd
I °l <I

2 p 4

='L'L'Lj u·n[qd U'i( 1) (l - '\ I,, (u )) (I'i ( q) -I'i(l )) E h. wE X ho,
1,== 1 l ==1 q== 1r lq

Máme tedy další možno volbv form T b ll ,

Nyní již můžeme vyslovit d fi nici di skrót. n iho iO(': l'IlÍ.

Definice 3.15 Řekllcll1C , že Uh j e ii-sen! di ..krctuiuc. ~ 'nvu-rovn - t okcsovn. !)To[Jlél1111
jestliže

U ll E Xil 

U ll - 9 11 E V ll -

v ah(Uh,Vh) + bh(Uh~ Uh, V II) == ( f ~ v II) h '\IVh E Vh ~

kde gh E X h. , J qh div h9hdx == O '\Iqh E (2ho a 9hInn /i ~ 9 ·
Oh

Věta 3 .16 Nechť gh == O.
Pak problém (3.3.20)-(3.3.22) lIléi étlcspc)J] j CCh l C) ic šcn).

Důkaz Zobrazení

Vh E V h -1 v ah(Uh,Vh) + bh(U h, ui; Vh) - ( f , Vh)h
je spojitý lineární funkcionál na V h pro každ é U ll. E V h'
Z Ricszovy včty 1.2 plyne, že existuje Ph : V h -+ V h. ak že

((Ph(Uh) ,Vh))h == vah(Uh ,Vh) + bh (uh~ uh, vh) - (! , Vh)h '\Iuh , Vh E V h,.
Úloha nalezení diskrétního řešení je tedy ekvivalent.ni {doze na jít ui; tak, že (Ph(Uh) == O.

Zobrazení Ph je spojité a platí

((Ph(Uh) ,Uh ))h == v ah(Uh,Uh) + bh(ult, ,'Uh, Uh) - (f Uh)h

= v Illuhl llh- (f ,Uh )h > v Ill uh lllh - IlfIIL 2 (n
h

) Il u hIIL2 (n
h

) '

Norma III · IlIh i II · IIL2(nh
) jsou normy na V h , tedy na konečnč rozmčrném pro 't oru

a proto jsou ekvivalentní. Proto existuje konst ant a C( Jl) > O kt r: ObCC!l v závisí na
dimenzi prostoru, a proto na hl' ale nezávisí na žádné funkci t ak že

IluhIIL2(nh) < C(h ) Illuhlllh VU h. E v..
(Navíc lze dokázat, že pro regulární t. riangulaci C(J~) na h n ez ávi 'í.)
Proto

((Ph(Uh) , uh)h > vll luh lllh - C(h) Il fII L 2(n h ) Illuh.l llh-+ , pro Illuhlllh-+ 00.

A tedy 3K > O tak, že ((Ph(Uh) ,Uh))h > O '\lUh E V h, Illuh lllh == !{.

Takže z lemmatu 3.8 plyne existence prvku Uh E V h. tak , ž Pi,(Uh) == O.

Poznámka 3.17 Je-li forma bh deiinoviuu: tnkto:

'"" j ~ OVhibh(Uh ,Vh ,Wh) = f-- .L.J Uhj ox . Whi dx , Uh ,VhEXh, WhEXho,
K ETh K 1" J == 1 J

lze ukázat, že v okolí každého nesingulárního řCŠCl1í problému (3.1.1 )-(3.1.3) je diskrétní

problém (3.3.20)-(3.3.22)jednoznačnčřešitelllý, j c-li h dosteic én č: nuuc. Viz (Girault a

Raviart , 1986).
Pokud je forma bh definovaná pomocí upwuidiugu , pak předchozí včta také platí.
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Existenci mám t cly I 1'0 1101110 0 ' -J 1I1Í kr: j v )11 1 lm ink II I k: z' II ll . 1 "l l " - n -h -
mogenní okrajovou p odm ínk I I je 11111011(' 11 1 .. lozi t ~j :' í.

Vyslovme ještč včtu , kt r ci 110 . ii o .. .i t -nci li.. kr ~ .niho t laku.

Věta 3 .18 cchť J 9 h . n (/ == O. Funkce U ll E II j e rC,~Cl1Ílll l ) r() I ) 1 ( ~1 1111
ao

(3.3.20)- (3.3.22 ) préivč tcl1d.y, kci.} "~ plnt i ]ui ,'lc(fllj íCÍ ]) ()(iJll Íllk.,"

a) u i; laDh == 9 hlaoh •

b) (qh, div huh ) ==O \/(111 E C211 .

c) existuj e Ph E Qh tak. že

vah(Uh ,Vh ) + bh (Uh ~ Uh , V h) - (j)h. c1iv h lI )h == ( f · h )1I \/ h E

Důkaz Důkaz je m ožno opčt nal ézt ua p ř v (Fcisra ucr . lD~J ) .

( ' .: .2' )

(' , '2 \.. )

(' .' .2-)

o

Nyní se již začneme zabývat výpočt 111 piiblizu óho l'('Š(' l1Í .

Začneme nejprve výpočtempřibližn ého icš 'ní t.okosova 1)1'01)1~llll l. Ten '(' 0 ( 1 • ~ avi r VCl

Stokesova liší tím, že ncobsahuj konvck t ivn i <: lcn (u . ) u. Cl, t.cd v nr-obsahuj . for11111 b.
Začínáme Stokcsovým problémem. prot o že je lin o.uni (l, lze jej t.od , suadn čj i i' šit .

Nechť {'Pi}f I je báze prostoru X h O i tvořen á vokt.orovvini funkcem i ( '-Pj~ O), (O, tpj ) kd 
CPj jsou prvky báze prostoru .L'-:ho· Dále ncchf {l( j } j\~1 je b áze prostoru 211.'
Proto řešení problému (3.3,23)- (3.3.2S) lze nap .a t ve t varu

L

Uh == 9 h + 2: 'LL j '-P j ~
j == l

j\ /

])h == 2: l) j rl 1.1 '
j == 1

(3.3.26)

Dosazením do vztahů (3.3.24) a (3.3.25) dost áv áme soustavu Iinc.irnich rovnic

~ l 'kde U:=: (Ul , ... ,UL) , p :=: (Pl , ... , Plvl) , A jc matice ř á du L x L , prvky

aij == v ah ('Pi' 'P j )' i , j == 1, ... , L ,

Iffi je matice řádu L x M s prvky

bij == -(1/;j , div h 'Pi)h , i == 1, ... , L , j == 1, ... ,IV!

a F je vektor délky L s prvky

F, == (/ , 'Pi)h - v ah(gh , 'Pi )' i == 1, ... , L .

(3.3.27)

Máme tedy soustavu rovnic se symetrickou maticí pro neznámé rUl , " " u: Pl ,'" ,PM ·
Ta je singulární , protože tlak je určen až na aditivní kOI1Stč:1IltU . Hled áme proto tlak z
prostoru L5 (Oh)' Soustavu vyřešíme a dostaneme přibližn ó řešen í .r.acion ám iho Stoke-

sova problému.

Přibližné řešení Navierova-Stokesova probl órnu je pončkud komplikovanější. Je to
způsobeno formou b, protože nakonec dostaneme nelineární úlohu, Matice A tak není
konstantní, ale závisí na vektoru U. Řešenírn tohoto problému se budeme nyní zabývat.

První možnost je řešit tzv. Oseenův problém.
Definujeme nejprve spojitý Oseenův problém a pak jej aplikujeme na přibližné řešení

Navierových-Stokesových rovnic.
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Definice 3.19 " echť W E C l (O), div = O \' L. ! : ._ ff '2 II uccln'
spliíujc (3.2.16).

Klasickým řešením O CCllova prob l( ;llll1 r ozuiniinc dmjici ( L. jJ E '2 (-)
ů ujici

div () v
. )- . u

-lJ .6u I L u') -.-
) == I D.r)

2

(' 2 )

(' 2 )

(' .3.' 1)
(' ... ' 2)

(3.3.' 3)

u lnn ==
Stejnč jako v předchozích Čc1,StCCll formuluj m ' ..1Cl 1)(" i'(': 'IlÍ .' CCIl O "< 1. pro b l ómu.

D efinice 3.20 Nechť w E V ~ f E L2 ( ~ 1 ) a uccut' 9 E H l (S2) . cl i\ 9 == O (1. g lno == 'P .
Řekneme, že u j e slab,ým i cscuiin Usccuov» prol>lh lllI C" , ~ " ) - c " ,' O) , j ,'( l iz

u E H 1(S2).

u - 9 E V .

u ai u: v ) + b(w , u , v ) == (f . v ) \:Iv E V .

Věta 3.21 Úloha (3.3.31 )- (3.3 .33) rn.í jc(lil.l(~ f-C; Cl1í.

Důkaz Položme

aw(u , v ): == lJa(u , v ) + b(w , u , v ) u.v E V .

Z vlastností formy b plyne, že aw je spojitá bilinc árni forma definovan á 11a , V x V .
Dále pak z lemmatu 3.4 plyne, že aw je V - eliptick á, 1)1'0 ožc

aw(u ,u) == v a(u ,u) + b(w , u , u) == a(u , u ) == II/ ul1/ 2 \:Iu E V.

Hledejme nyní řešení ve tvaru u == u+ g , kde u E V je nezn ám é.
Potom (3.3 .33) je ekvivalent ní rovnici

aw (ii , v ) == (f ,v ) - v a(g,v ) - b(W . 9 v ) \:Iv E V .

Z Laxova-Milgramova lemmatu 1.3 už plyne je lnoznačnó ř

značné u.
edy t.a ke j -dno

D

Předtím než ukážeme, jak pomocí Osccnova problému řcšit avicrovy-Stokcsovy
rovnice , definujeme ješt e prostor W h takto

W h = {Vh E x ; Jqhdivh Vh d:J: = O 'Vqh E Qho}'
Oh

Navicrovy-Stokesovy rovnice řeš íme násled ující itera čn í m etodou .

Zvolíme u~ a pro k = 0,1 , ' , . hledáme U~+ l E W h a p~+l E Qho tak, že U~+ l _gh E X ho

a platí

v ah(u~+l ,Vh ) + bh(U~ , U~+l , Vh) - (p~+l ,divh Vh)h = (!, Vh)h 'VVh E X ho

(qh , div hU~+ l ) h == O 'Vqh E Qho'

Řeším e tedy soust avy rovnic

( :; ', ~) ( ~::~) = ( ~) ,
kde Uk+1 = (u1+l, ", , u2+1)T, P = (p1+1, ", ,pXt1)T , A,k je matice řádu Lx L s prvky

a~j = v ah('Pi' 'P j ) + bh (U~ , 'P j ' 'Pi )' i, ] = 1, . . " L ,
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JE je m atice řá du L X JI ' p l' -ky

bij == - ( L i li . h 'P i ) h . i == I , , , , . 1 . j == 1. , , , . J J

a F j e vektor cl ' lky L prvky

Fi == ( f . 'Pi )h - IJ (J h (9 h . 'Pi ' / == 1. , , , . l-i'

V případč Stoke~ova, probl ému j '111(' t('c1,\" !'c: ili jedinou soustavu rovnic: .'(\ .', TII H' t r i :k II

m aticí. 1 Tyní ji ch 11111 .imc \ T. 'Í'c: it n č kolik él n.ivic: ni. u icc so ust .ivv II -ni , ')'1 11 . t. r ick:' Cl.

také musíme n ěj ak zvolit u~ . "11()clnOll -olhou u ~~ n i ů :« : h.\'1 n.i p iiklud i'c,~ -u i tok ..
problému. Soust avu pak ř e š íme nap ř. IIl C' t.o (l Ull I~II S~_, I i ~ _1S t <ll) 11('1) ) m et.od ) 11 ir
sítí.

Metoda nej m enších čt·vcrc {l.

Pro funkci Uh E W h takovou , že Uh - 9 h E V ii d ofiuuj r-nu- !)Olll O CÍ I ioszov č t 1.2
funkci eh (Uh) E V h tak , že platí

((eh(Uh) , Vh))h == lJ ah(u h. v li ) + hh(UIi , Uh, V/I) - ( f · h)/I 'VVh E V h'

Dále definujme funkcionál Jh(Uh) :== ~ l l l eli( Uh ) I I I~ .

Zřejmč Uh == gh + Vh, Vh E V ll" je řeŠCI 1 Í probl ému C" .20 )- (' " .22 ) I)rÚ, ('"" t ehdy, kd ož

Jh(Ull, ) == min ~ Jh (911 + V/I ) == o.
V h E lt r

h

Minimalizaci funkcion álu Jh prov ádíme 11<:1-1)1'. metodou , '(lr1l žcll. ' Cll g ra,(iicllttl.

Newtonova, metoda.
Řešíme nclincární problém nal ézt vekt or

o L + M neznámých tak , že zobrazení

G ( ~) 0 - ( ~/: ID(U) :~ ) ( ~ ) ( ~)
se v nčm nuluj e, tedy

kde všechny matice a vektory jsou definovány jako výše a " rrl a ice ll})(U ) je řá du L x L
s prvky

di j == bh(uh, 'Pj ' 'Pi )·

Newtonova metoda nám pak dává iterační proces:

DG (~:) ((Uk
+

1
) _ (Uk)) == _ ('[.Jk)

D ( ~) p k+l p k G p k
(3.3.34)

kde DC == ( 8Ci) L+M a kde Vi = u, pro i = 1, o o o , L a VL+i = P i pro i = 1, . o o , M .
D V 8Vj i, j == l

Proto



Kde

. ..~ lEn 1 '1": '
, 1

/la t icc iteračního proc Sll (3.3.;)·1) j ~ ncsvmctrir 'č' (1 j 'jí \',\'1 ) )(". -t Zé l)írú I) i'íli : mnoh
početního času , prot o č a ' t POlIŽÍ \ 'ÚllH' mod ifi kovanou . -, ·t Hl )\ '11 111 -toclu . kck m. t i .i

odpovídající vektoru ( ~:) pou žív.u uc i Pl' ) n ékolik n.i..l tl lij ícíc!l i t -r.ui. po kt r.' .h

matici vypočítáme znovu .
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Tato kapit ola je věnov á nu problematice n ost a -i ou áru irh ..a vi ~ 1' ) \" \ " :h- tok ,.' OV \ ! 'll r

nic. Stejně jako v předchozí kapi tole odvodí me - v.ui. hlí f umul n :i . d.-finuj -r uc ..1< 1 '. (
hledáme přibližné řešen í .

Při řešení Navierovýcll- t.okcsovvch rovnic 1>llcicll H ' pr.uo "<lt. .' funkrciu i. kt r '\ Zl V I

sejí na čase a jejichž hodnoty jsou v n čj ak ór u a n.uho -(, p rosto ru .
Máme-li funkci u(x, t) prostorové prom čun ó .1' čl (";(\.. '11 t . j(' vhor!n ~ tvt.o proru óunc' )(lc lt lit

a na funkci u hlcd čt jako 11<L funkci u(t ) == u(·./ ). kt.cr.i ka žd uuu I pr i ř .u l! 110 tiI1 0 t.ll l/, (t ) ~

což je funkce proměnné x, patřící do \ ho dn éh o prostor u Iun kci.
Tedy u(t) je zobrazení

:z; ~ [u,(t )] (.r ) == u (.r. / ).

Nechť a, b E JR a ..t"ť je Banachů v prostor.' normou II ' 11.\ ·
Prap E [1,00] značíme LP(a,b;_Y ) prost or funkcí takovy. že

1)1'0 1 < ]) <

1

IIUIILP(a,b; X) := (l I I U ( t ) I I ~~ dt)P <

II UIILOO (a,b;X ) == ess sup IIU(t) ll.x == inf SUl) Il lI.( I)II .\ <
tE (a ,b) 111 cék'1 ( ~ ) == O f,E ((] ,I) ) -

4.1 Slabé řešení

1)1'0 1) ==

Řešíme nestacionární nestlačitelné avicrovy-Stokesovy rovnice v oblasti jejíž hranic
se ncmční . Pro zjednodušení přcdpokl ád.imc 110l110 g C11I1Í okrajovou podminku. Při ne
homogcnní okrajové podrníncc bychom postupovali stoj n č jako v sekci 3.2.

- 2 . . -
Hledáme tedy rychlost u(x , t) : O X [O,TJ~ JR a t lak ]')( :1; , t) : O X [O, TJ-+ JR tak , že

div u == O v Q == [1 x (O,T) , (4 .1.1)

au 2 au
- - - v ~u + L u"- + Vp == f v Q,
Bt j =1 J BXj

u == o na arl x [O, T],

u (x , O) == UO(.T), X E O.

(4.1.2)

(4.1,3)

(4.1.4)

Konstanty v , T > O a funkce UO : n ----+ lR2 a f : Q ----+ lR2
j sou zadané.

D efinice 4 .1 I(lasickým řcšcnílTI11cstaciol1árních Nnvi crovych-Stokesovycli rovnic s ho
mogenní okrajovou podmínkou rozumíme funkce u E C

2 (Q) a p E C 1 (Q) splilující

(4.1 .1 )-(4.1.4).
Stejně jako v předcházejících částech odvodíme variační formulaci nestacionárních

Navierových-Stokesových rovnic.
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E V . int

( .1.5)

(4.1 .7)

(4.1.6)

V E V.

Platí , že V cHe L 2(O ).
Pro u E L 2(0 ,T ;V ) plat í

( ~u ( . , t ) , v ) = ~ (u (- .t ) . v ) \Iv E V.
(ji (It

Definice 4.2 Nechť v , T > 0, f E L 2 (0, T; V *) a U O E H JSO ll c lnuč,

Řekneme, že u je slabé řešení problcnu : (4.1.1 )-(4.1. ), kst ližr

u E L 2 (0,T; V ) n L ~ ( O . T; H )

d
dt(u ,v) +IJ a(u ,v) +b(u ,u,v ) = < f ,v > \Iv E V

u (O ) == U O v f2.

Rovnici (4.1.6) chápeme ve smyslu dist ribucí I l O. intervalu ( O~ T), tedy
T T'

- I(u(t) , v ) ep'(t) dt + I[v a(u(t) , v ) + b(u(t) , u (t ), v )]cp (t ) di
a a

T

= I < f (t ), v > ep (t ) di \lep E Co (O, T) .
a

Věta 4.3 Nechť v , T > 0, f E L 2 (O , T ;V *) a nech ť U O E H.
Pak existuje právčjedno řešení problcuiu (4 .1.5)-(4 .1.7) .

Důkaz Existenci řešení dokážeme t zv. Rothcho met odou.
Pro libovolné přirozené číslo n > O sestrojíme d člcn í intervalu [O, TJ tvořené body
tk == kr , k == 0, ... , n , kde T == ~ .

Hledáme Ua , Ul , U2 , ... , U n E H splňující

(Uk -TUk-I , v) +IJa.(Uk, V) + b(u k, u i: V) = < f kl V > 'í/v E V , (4.1.8)

tk

1 ;. *f k = T f(t) dt E V, k = 1, ... , n .
tk-l

Přepíšeme-li rovnici (4.1.8) do následujícího tvaru

1 1
-(ui: v) + v a(Uk, V) + b(Uk , u i; V) = < f k' V > +T (Uk- I,V) 'í/v E V ,
T



1 " " ~ I' I '} "E n · , ' , ' 1

vid íme , že ř ví111 p O cl 1 ll." I rol 1'111 j a k ) v '\ \ ."t '"' . .( . '1 čl kŽ' 't J1)Y I II Z p l L ' 1)' 111 I ké' Ž 111 '

exist enci U k \jk == O ~ . . . . 17 ,

yní sestro j ím po čá 't x.h k .mst a nt ui íu n kci T ' O. T -

Pro n --+ 00 dost áv ám po loupno .t { U T} T -~ O .

Lze dokázat , že z po IOlll)I10 .t i U T lze \":vbr.:1 pod p osl ou p: l().' t .' L11)(\ konv ' r g llj ÍcÍ v L ::' (O. ; V )
k nčj akému prvku U , který je hlcdauvru ..l.ibvu : i'('.'":C llÍ lll.

Detaily tohot o důkazu a důkaz jcdnoznn čnost i j (' 1l 10 ZIl O nul ~z t opel v ( l~ eist .u u -r . .1 ~ ~ .- ) .
O

o obecné t eorii avierových- t okr- o veli rovnic lzc vic« ll (d(~ zt uap ř . v CI (' ll l él ll l. .1 ~ ~ r).

4.2 N urnerické řešení

Budeme postupovat stejným zp ů oberu jako v d ůka z u "tt y .1. : .

Zavedeme děleni časového int ervalu lO, T I a na každ(~ C: él .'O {, 1'.'t vč (1.('(1.\" I --= I k == konst.c )
řešíme úlohu nalézt funkce U (l ; , tk ) a ]) (.1'. t ~:) . To jsou Iunl« :o pou:«: pro.. r.orov ó1)1'0111 ~l l l l (~

X a tuto úlohu vyřešíme opčt meto 10 11 kouccnych prvků.

Uvažujme n E IN a ekvidist antní (t j. tk - t k- 1 == konst.. \jk == 1. .. . . ll ) (1(~l('llÍ int.cr (1.1 11

[O,TJ, t k == T k, T == ~ .
Označm e dále U t k (x) :== u (x, tk ) . Zint egrujeme-li 1'0 -n i«i (.1.1.(j ) pios (";él.. '() ," intor ~a.l

(tk -l ' tk) a aproximujeme-li

tkJw(t ) dt ~ T[(l - 'I3)w(tk -d + 'dw(td L 'I~ E [0,1],
tk-l

dostáváme následující úlohu.
Najít U t k E V , k == 0, ... , n tak, že

( .2.9)

Tato úloha má alespoň jedno řešení. Důkaz je podobný jako ve včt v 3.9.
Volbou parametru {} dostáváme r ůzn á diskrctizační .ché mata:

• {} == O - touto volbou dostáváme dopředné Eulerovo .h óma , což j explicitní

schéma;
• {) == 1 - tato volba dává zpčtné Eulerovo schema, toto sch éma je implicitní ;

• {) ==.1 _ t at o volba je známá jako Crankovo- icolsonovo sch éma , které je t aké
2

implicitní.

Hledejme nyní konkrétní U t k ' k = 1, ... , n a předpokládejme , že všechna U tl ' I =

0, ... , k - 1 již známe. Jak jsme již uvedli na začátku , budeme postupovat metodou



1 • 11 .1r. '1l .I "hll (

konečných prvků. Znač ní bu 1' st ojn ~ j' . l v pi' '<leh lzí kal it (lk.
Hledáme tedy funkci U h. l k E V h t ak. žr

(
U h,tk - U h/h'_ l .v) _(1 - J ) [I J{JII (

11 .1 ' o : '
T h

+ 19 [v ah(uh tk ' v ) + bh (Uh.l k · U h.lk· vr = (1 - /) )( f (ll; I ) ' h l1 ( f (lI; . )h E h ·

Tato úloha má alcsoň j dno řC:CIlÍ (yiz \·';t" a ' .1 ) él j) kvi va l -nt ni ll : ,1, II jí ' í Il H Ir 
blórnu (analogie včty 3.1 ).

Najít Uh ,tk E X ho a Ph,th' E Qho t· k, že platí

(
Uh ,tk - U h,tk- l "v) ( )[+ 1 - 1) IJ {J h ( 11.1 0 I ' ) I hll ( t.» , i : 11.1 0_ ' ) J

T 17

+ 'd [ZJ ah ( Uh .lk ' 'V) 7 hll ( U h .1 o ' h.l k ' ) J

- ťJ (]J li ,tk , cliv li v )h - (1 - 1) ) (1)h.I k -I ' d i V II ) h

== (1 - ťJ)( f(tk -l ) , V)h + lJ (f (tk )' )h' \:j ( 1. ~ . 1 )

a zároveň

( .2.12)

( ._.11 )(qh i cliv h U II,,I k ) h :=: O \:j'l II E (2h o .

Řešení opčt hled áme jako Iincárni kombinaci héÍ,zov~'('h funkci V() tvaru

L AI

U h,tk = L 'll]' 'P j ' jJ = L I)~' l. 'j.
j =l j = l

Dosazením (4.2.12) do (4.2.10) a (4.2.11) dost á áiuc n áslcduj ici nolinc árni ,', stem

(
AT+ ]j))(Ud, ) ( Ok ) ( f )
Iffi , O/ p~ O

Kde Pn je matice řádu L x L s prvky

aij = ~ ( 'Pi' 'Pjh + 19 lJ ah ( 'P i' 'P j ) i . j = 1, .. . , L,

JE je matice řádu L x NI s prvky

bij == - 13 (1Pj, div h 'P i )h i == 1i ... .L, .i == 1, .. . i J\ I ,

lI}) je "mat ice" řádu L x L s prvky

dij ==13 bh (U h,t k ' 'P j ' 'Pi ) i, j == 1, ... i L

Fk je vektor délky L s prvky

Fki = (l-19)(f(tk -l) , 'Pih+19 (f (tk), 'PJ h - (1-19) [v a h. (Uh,t.k _ I , 'Pi ) + bh (Uh.,t •._ I U h,t,•._ 1 , 'Pi ) ]

+ ~ (Uh. ,tk_ l1 'P i) h + (1 - 19) (Ph. ,t.,-l , div h 'Pi ) h. , i 0= 1 ... L ,
T

a hledané vektory Uk a Pk jsou

Uki= uf , i= l, o.. , L a Pki = p7, i = l, ... A1.

Tento systém musíme řešit nčkterou z metod , kt cré jsme popi sovali při řešení tacio
nárního Navierova-Stokesova problérnu,
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Navierovy-Stokesovy rov} i
se hr

. ,
1 1

., ,
J 1

V této kapitole se již bud 111 '\ zal).\' \'čll problom.u ikou. kd .\' ,'(' hr.ini " \ ' ~' I )( ) '('t n Í (1)

lasti mční. Tento probl ém budcnic l'C':it 111('t orlou :\ I.J ~ (:\ rh it 1'<11',\' I..člgrčlll(l·ičlll I~ ul('-
rian). ejdříve přcdst a ví m '\ o bccno u formulaci A . '1 P )t ' ji aplikuj 111 ll' .. . , v ir-rr vy-
Stokesovy rovnice.

5.1 Metoda ALE
Idea metody ALE je podobná jako idea r efer ell t n Íh o ('lell1('llt II v nu-t od(~ koncč nvch

prvků, Uvažujme referen čn í oblast ~lo. což je \ ' <"~ t.V' i llO ll llčl.~(' ol >la.' t v ('(1..'(' t == O. ''1.1 ,
nechť A t je množina zobraz eni. kt er á ka žd ému hod u ~\. z ref('r(, Il(, IlÍ ol)lél .' t i ~2o p ř iiacl i
bod x ze současné oblasti Oti t E (O . T ):

A t : Oo c JR 2 -+ r2 , c JR '2 . .I' ( ~ \ ' . I ) - , (~\ ' ).

Platí tedy Ao(..X) == ~y .

O zobrazení A t předpokl ád áme , že je to h on icomorfi..inus. tj. I E ( ~ 2 (}) 111 '1 .'} ojitou

inverzi Ai1 E C(Ot).

Symbolem QT rOZllII1Íme QT == {(.Ti t); .1' E ~2 /' I E (0. 7) }.

Nechť f : QT ---+ JR je funkce definovan á na ohlaxt.i ~ 2 , . . mboloin .f Z llčl.t Í l l1C oclpo -ida j ic í
funkci na referenční oblasti

j : Do x [O, TJ --t JR i .1 (~\' . I) == .l(AI (~\') . t ).
Definujme rychlost bodu --,Y v čase t, kt erý se v řa.'c I Il(d (~zú l) ocl(~ .l'

DA" (~\')
uii», t) = Dt .

(5.1.3)

(5.1.1)alL+ L ('lL .])) == [,ot J • I

kde L je diferenciální operátor , který obsahuj e pouze derivace podle pro .t orové 1)1'0

mčnné x . Zřejmč dle řetízkového pravidla platí

d d du 2 I OlL _ [J?L . . . I I '

-u(x , t) == -u(At(X) , t) == - + L Wj-. - ~(.T, t) + W(.L, 1,) . \7U (.I/, t) . (5.1.2)
dt dt ot j== l [J.Tj di

Proto problém (5.1.1) můžeme přepsat do t varu

~~ + L (U, p)- w · Vu = f.

Označme dále jakobián zaobrazenÍ At

(

8All (.X) 8AL2()() \
oAt(X) 8>"'1' 8 /\"1 ,

J(X ,t) = ax = BAl} (X) BAt2( X) )'

8 /\ 2 ' 8 A'2

Determinant jakobiánu značíme

J(X ,t) == det J(~>'; , t).

Uvažujme nyní následující problém. Chceme n: jí t u : (2 ,1' -+ !Jl a,

p : Qr -+ JR tak, že

Nyní vyslovíme užitečné lemma.
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Lemma 5.1 cchť to E (O. T ) a. Vlo j 111 ze11á blust t e]:
tedy rcťcrcučui oblEl t .) Dále 11 cc11 ť Al E C l (--:0) '
Pak existuje interval (tl ~ t2) :3 to tuk: ž -

J (_\ ~ t ) > O V_\- E Vlo ' Vf E ( f l , f'2 )

a
aj
at C\"·t ) = J (S. t ) di v w (. l'. t ).

Důkaz .lekobiňu jc spojit,ý, ~poji t(~ cl i f("\rcl l ('ova.tcl l 1,ý ( 1, J)ln.tí

37

J (~>': , t ==O ) == ( ~:~ :. ~ :~~) == (1.0).
eJ.\l ~ O 1
8 .\2' a ·\"2 '

Proto

J (~\ , O) == 1 > O.

Ze spojitosti jalcobiánu ptytie, že 3(t l , t2 ) t.nk: že J (~\ , t) > O pro t E (t l t 2 ) .

P v • / Vt der: aJ 11/;::: " . J '. k- . f k .: A ~ " ,1 (aAt 1 aAt 2 aAt 1 aAt2 )rl vypoc u crivncc at po 1 lZIIIle tu: Jel () llcl. 1111 Cl '~1 prC)111Cllll.YC1 ox 1 ' 8 ./\2 ex 2 ex 1 .

Symbolem At l rozumíme ptvui složku zohrezeni A l A /' 2 j e druu« lozka tohoto zobra
zcui. POZnalTICllcjlTIC ještč, že do konec: dllkélz11 nebudeme pro jednoduchost pSéit pro

lnČlI11é X a t.
J = aAt l aAt2 _ aAtl aAt2

a~\ I a}{2 0_>':2 a~>.:1 '

tedy

a(aAtl
) aj a( 8A:.2) o~J a (~aAx!'2 ) aj a(aA,:2)aj aj ax; + 8 )\2 + . + 8)\1

ai - a (~i: ) ai a (~~;; ) ai a ( ~~~~ ) Bi B(~: ) Bi

oA t 2oWl oA t l OW2 oA l2owI

= aX2 aX1 + BX1 aX2 - aX1 aX2

oAt l aW2
O-LY 2 O~Yl

== J div W + O+ o == J div w.

o metodč ALE lze více nalézt např. v (Nobile, 2001).

D
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(5.2.4)

(5.2.5)

(5.2.6)

(5.2.7)

5.2 Metoda ALE pro Navierovy-Stokesovy rovnice
V této části uk ážeme konkrétní aplikac i metody ALE na, avierovy-Stok sovy rovnice.
Hledáme funkce rychlost u (x , t ) : QT -+ lR2 a tlak p(x , t) : QT -+ JR takové, Ž

div u == O V QT,

oU 2 ou
- - v ~u + L U j- + \7 p == J V QT,ot j==1 oxj

u(x , t) == O pro x E ont , t E [O, TJ,
u (x, O) == u a(x ) x E no ,

kde konstanty v , T > O a funkce ua : no -+ JR2 a f : QT -+ lR2 jsou dané.
Abychom mohli pokračovat dále , musíme mít v každé oblasti nt definované prostory
funkcí. Definujeme je následujícím způsobem:

Ck(QT) == {v : Qr -+ JR; v(x, t) == v(At 1(x )), V E Ck(na)},
Ht(QT) == {v : Qr -+ JR; v(x, t) == v(A;:l (x )), V E Ht(na)},
L5(QT) == {v : Qr -+ JR; v(x, t) == v(At 1(x)), V E L5(no)} .

Tučnč budeme opčt značit prostory vektorových funkcí.

Definice 5.2 Klnsickytv: icšciiiui ncetncioiuimícu Navicrových-Stokcsových rovnic s po
hyblivou hranicí a homogenní okrajovou podmínkou rozumírne funkce u E C 2 (QT) a

pECl (QT) spliiiijici (5.2.4)-(5.2.7).

Standardním způsobem nyní odvodíme variační formulaci a definujeme slabé řešení.

Nechť u(x , t) a p(x , t) je klasické řešení a nechť A t a A i 1 je spojitč diferencovatelné
vzhledem k x i t . Vynásobíme-li rovnici (5.2.5) libovolnou test ovací funkcí
v (x, t) E Hb(Qr) , t ak integrací přes oblast nt a použitím Grcenovy včty 1.9 dost áváme
rovnost

Jou J 2 OU" ov" J 2 OU " J J- -v dx+v L - '" - '" dx+ L Uj-'" Vi dx- pdiv v dx == J-v dx , (5.2.8)ot i "- I OX j OXj i "- I O X jnt nt -i> nt ,)- nt nt

kt erá platí Vv(x, t) E H6(Qr).
echť u E C 2

(Qr ) a v E HJ (Qr) pak

Jau~~, t )v (x, t) dx = J~~ (At(X) , t) v (X) J(X , t) dX
nt no

== J~(u v J) - w · vu v J - u v aJ dX
dt ot '

no

kde jsme využili (5.1.2), pravidla o derivování součinu a skutečnosti , že testovací funkce
na referenční oblasti nezávisí na čase , tedy ~~ = 0, pro zpřehlednění navíc nepíšeme
prom ěnné. Ve vý po čtu pokračujeme použitím lemmatu 5.1.

= J:t(u 'Íj J ) - w · vu vJ - u v J div w dX = :tJu vJ dX - Jw · vu vJ dX
00 no no

-Juv Jdiv wdX = ~Juv dx - Jui- \lu vdx - Juvdiv w dx
no nt nt nt
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Proto člen J aa~ · v dx v rovnici (5.2.8) můžeme zapsat ve tvaru
nt

Jau ·v dx = ~Ju . v dx - Jt W j ~Ui u, dx - Ju . v div w dx.
Bt dt i ) "-1 BXjnt nt nt ,- nt

Zaveďme následující značení:

30

(5.2.9)

2

dt(u, v , w) = JL div W Uj V j dx.
nt ) ==1

Potom rovnici (5.2.8) můžeme pomocí (5.2.9) a nyní zavedeného značení přepsat do
tvaru

:t(u,v)t+vat(u,V)+bt(u-w,u ,V)-Ct(P,V)-dt(U,v,w) = (! ,v)t \Iv E H6(Qr).

(5.2.10)
Vynásobíme-li ještě rovnici (5.2 .4) libovolnou funkcí q E L5(QT) , dostáváme

Ct(q ,u)==O VqEL~(QT)' (5.2.11)

Nyní již můžeme definovat slabé řešení.

Definice 5.3 Slabým řCŠC11ílTI uceuiciotuiruicu Nnvicrovycu-Stokesovycu rovnic v ob
lasti s pohyblivou hranicí a s homogenní okrajovou podmínkou rozumíme funkce
u E H6(QT) a p E L5(QT) , ktcré splilují (5.2.10)-(5.2.11) a funkce u iievic splňujc

počnic čui podmínku (5.2.7) .

5.3 N urnerické řešení

Přibližné řešení budeme hledat stejným způsobem jako v předchozí kapitole. Provedeme
ČélS0VOU diskretizaci a nakonec na každé časové hladinč úlohu vyřešíme pomocí metody
konečných prvků.

Uvažujme dělení intervalu (pro jednoduchost opčt ekvidistantní) tvořené body tk ,

k == 0, ... ,n, n E IN , kde T == tk - tk - 1 Vk == 1, ... , n .
Zint egruj erne-li rovnici (5.2.10) přes časový interval (tk-1' tk) a použijeme-li opět j ako
kvadraturní formuli obecné 19-scherrla (4.2.9) , dostáváme

1 1
T (Utl,,' Vtl" )tk - T (Utk_l' Vtk_l )tk - l + v '13 atk (Utl,, ' Vtl,,) + (1 - '13 ) v atk_l (Utk_l' Vtk_l )

+ {) btk (Utk - Wtk,Utk,Vtk) + (1- 19 ) b(Utk_ l - Wtk_l ,Utk_l ,Vtk_l )

- 19 Ctk (Ptk, Vtk) - (1 - 19) Ctk_l (Ptk- l , Vtk_l) - () dtk(Utk , Vtk, Wtk)

- (l-'I3)dtJ.,_l(Utk _p Vtk _p Wtk _J = 'I3 (!tk, Vtk )tk+(l-'I3 ) (!tk_l, Vtk-Jtk -l \Iv E H 6(Qr ).



urvIERICKÉ ŘESE Í 40

Post upujeme-li stejnč i u rovnice (5.2.11) , dostaneme

{) Ctk (qt k , U tk ) == - (1 - {)) Ct j.o_ l (qtj.'-l , U tk_ l ) 'tj q E L~ (Qr ) .

Takže U t l vypočítáme pomocí U to == u'' , potom U t2 vypo čít áme pomocí U tl atd. J ak jej
vypočítáme , ukážeme nyní.
Hledáme tedy U tk a všechny U tl ' l == 0, ... , k-I známe. Budeme postupovat metodou
konečných prvků. Musíme ale zavést další značení.

Oblast nt aproximujeme oblastí O h,t a zobrazení z Oh ,O na Oh ,t buderne značit A h ,t.

Triangulaci oblasti Oh ,t značíme Th,t a dále značíme Qh ,T == {( x, t); x E Oh ,t , t E (O ,T )}.
Dále nechť X h je prostor konečných prvků pro rychlost v oblasti Oh ,O , prostor
X ho == { v E X h; v lao h,o == O} a prostor Qh je prostor konečných prvků pro t lak.
Definujme prostory

X h(Qh,T) = {Vh : Qh,T ---+ JR?;Vh(X, t) = vh (Ah,~ (X ) ) , Vh E X h},

X ho(Qh,T) = {Vh : Qh,T ---+ JR?;vh(x , t ) = vh(Ah,~(X)) ,Vh E X ho},

Qh(Qh,T) = {Vh: Qh,T ---+ 1R; Vh(X, t) = VAh (Ah,~ (X ) ),Úh E Qh}'

Dále definujme následující formy
2

(u, vh,t = L j LUj vjdx ,
KETh,t K ) ==1

j 2 8Ui 8 Vi
ah,t(u, v ) = L .L 8x 8x . dx,

KETh ,t K 1,,)==1 ) )

j 2 8 Vi
bh,t(u, v, w)= L .L Uj 8x .Wi dx ,

KETh ,t K 1,,)==1 )

Ch ,t(q,U)= L jqdiv udx,
KETh,tK

2

dh,t(U, v , w ) = L j L div w Uj Vj dx .
K E7h ,t K ) ==1

V případč nekonformních konečnýchprvků bychom pochopitelněmuseli formu bh ,t (u , v , w )
definovat jinak (viz kapitola 3).
Hledáme tedy Uh ,tk E X ho (Qh,T) , což je přibližné řešení k U tk ' a Ph ,tk E QQh ,T je při

bližné řešení k P i ; tak, že

1
- (Uh ,t k , V h ,tk) h ,tk + {) v ah ,tk (Uh ,tk , V h ,tk) + {) bh ,tk (Uh ,tk - W h ,tk , U h ,tk , V h ,tk)
T

- {) Ch,tk (Ph ,tk ' V h ,tk) - {) dh ,tk (Uh ,tk , V h,tk ' W h ,tk) == {) (f tk ' V h, tk ) h ,tk

1
+ (1 - '13 ) (l tk- 1' Vh ,tk- Jh ,tk-1 + T (Uh ,tk_I1 Vh,tk- 1h ,tk- 1- (1- '13 ) v ah,tk- 1(Uh ,tk_I1 Vh ,tk_1)

- (1 - .{)) bh ,t j.' _ 1 ( U h ,tk-I - Wh ,t k - I , U h ,t k- I , V h ,tk-I ) + (1 - {)) Ch,tk-I (Ph ,tk-I , V h ,tk-I )

(5.3.12)

a

13 Ch,tk (qh , t j.~ , Uh ,tk) == - (1 - {)) Ch,tk_ l (qh ,t k- l , Uh ,tk_ l) \:jqh E Q h (Q h,T ). (5.3.13)

Přibližná řešení hled áme opčt jako lineární kombinaci bázových funkcí , tedy
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L

I: kU h t == U . tl., ., J.... J T J
j ==l

f.d

" kPh ,tJ.... == ~ Pj I j .
j == l

(5.3.14)

Dosazením (5.3.14) do (5.3.12) a (5.3 .13) dostáváme nelineární y tém

(
A+ lIJ)(Uk) ,lB ) ( Uk) (Fk ) ,
lBT ,O r; Gk

kde A je matice řádu L x L s prvky

1
a,j == - ('Pi ' 'P j ) h ,t k + 'l3 vah ,t k ( 'Pi' 'P j) - {) dh ,t J.... ( 'Pi ' 'P j ' W h ,t J...~ ) i, j == 1, . . . , L ,

T

lB je matice řádu L x M s prvky

bij == -{) Ch,tk (VJj, div h 'Pi) i == 1, ... , L, j == 1, .. . , M,

lIJ) je "matice" řádu L x L s prvky

dij == r{) bh,tk (Uh,tk - W h ,tk ' 'P j ' 'Pi ) i, j == 1, .. . , L ,

Fk je vektor délky L s prvky

Fk i == (1 - {))(!(tk - 1) , 'Pi ) h ,tk- l + r{) (f(t k ) , 'Pi ) h ,tk

- (1 - r{)) [ah, tk-I ( U h ,t k-I , 'Pi) + bh, tk-I ( U h ,t k- I , U h, tk- I , 'Pi ) - dh ,tk - I ( U h ,tk -I , 'Pi ' Wh ,t J...~ - 1 ) ]

1
+ - (u h, t k -I' 'Pi ) h ,tk- I + (1 - 'l3) Ch,tk-I (Ph, tk-I , 'Pi ) h , i == 1, . . . , L ,

T

Gk je vektor délky M s prvky

Gk i == -(1 - {)) Ch,tk_l (VJi' U h ,tk_ l ) ' i == 1, . .. ,M

a hledané vekt ory Uk a Pk jsou

Uk i == u~, i == 1, .. . , L a Pk i == P~, i == 1, . . . , M .

Tento nelineární systém opčt vyřešíme některou z metod , které byly uvedeny ve 3.
kapitole .



Kapitola 6

Numerická realizace a výsledky

Závčrečnoukapitolu bychom chtčli včnovat našim výpočtům. Popíšeme, jak ópoužív áme
konkrétní metody z tčch , které jsme v práci uvádčli jako možn é, a nakonec uvedeme i
samotné výsledky.

6.1 Použité metody
Nejprve se budeme zabývat prostory konečných prvků.

Uvažujeme oblast rl a její (prozatím) polygonální aproximaci rl h , kde máme trojúhelní
kovou triangulaci ~. Jak jsme se již zmínili ve 3. kapitole , hledáme prostory konečných

prvků X h a Qh. Funkce ~ tčchto prostorech definujeme pomocí referenčního elementu.
Jako referenční element K uv~žujeme trojúhelník s vrcholy v bodech [O,O], [1, O] a [0, 1].
Lineárním zobrazením FK : K ---+ K se referenční element zobrazí na trojúhleník K a
libovolná funkce j E P2(K) přejde na funkci f E P2(K ) předpisem f = j o Fi(l.
Na referenčním elementu definujeme následující funkce (barycentrické souřadnice)

j'o(x) == 1 - Xl - X2 ' j'l(X) == Xl , j'2(X) == X2·

Tyto funkce jsou lineární a právč v jednom z vrcholů referenčního trojúhelníku nabývají
hodnoty 1 a ve zbývajících vrcholech nabývají hodnoty o.
Pomocí zobrazení FK získáme funkce Af!, Af a Af{, které jsou definované na elementu
K. Označme

A\K == span{A&<, Af, Af, Af!Af, A~{Af, AfAf , A&<AfAf}·
Jako prostor X h pak volíme prostor

X h == {v E C(f2h); viK E ~K VK E ~}.

Používáme tedy konformní konečné prvky, neboť zřejmč X h C Hl(Oh).
Definujme ještč následující funkce

Co (x) == 2:i1 + 2x2 - 1, Cl (x) == 1 - 2:i1 , C2 (x) == 1 - 2:i2.

Pomocí zobrazení FK opčt získáme funkce cf!, cf a cf{. Označme

A\K = span{c&< , cf , cf}·

Prostor Qh volíme takto:

Qh = {v E L2(0.h ) ; viK E A\K VK E ~}.

Doposud jsme uvažovali pouze polygonální aproximaci oblasti rl , tj. všechny trojú
hclníky mčly rovné strany. Hranice ale může být křivá, proto z důvodu lepší aproximace
hranice oblasti konstruujeme elementy na hranici s křivou stranou.
Křivost elementu je způsobena tak, že mezi dvčma hraničními uzly Bi a Bj máme bod
Bij , který leží na křivé hranici , a proto neleží na úsečce BiBj.

A A

Nyní se budeme zabývat konstrukcí zobrazení FK , které zobrazí referenční element K
na n áš "křivý" element K.
Zobrazením FK se bod Ba == [O,O] zobrazil na nčjaký uzel Bi: bod Bl == [1, O] se zob
razil na uzel B i a bod 132 = [O, 1] se zobrazil na bod B j . Stejně tak střed strany 130131
(tedy bod [ ~ , O]) se zobrazí na střed strany BkBi , střed strany 130132 se zobrazí na střed

42
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strany Bi B, a konečnč střed strany B I B 2 se zobrazí na třed t rany BiBj . Zobraz ní
A

FK konstruujeme, tak aby střed nejdelší strany referen čního t rojúh lníku zobrazilo na
náš bod Bij. Zobrazení FK má proto následuj ící tvar:

FK(x) == FK(x) + GK(x), kde G]{(x) == 4 (Bij - S) . ~'r X2'

kde S je střed úsečky BiBj .

V programu jsme také museli počítat integrály. 1 Tčkteré jsme umčli spočítat př II v

ale nčkteré jsme museli pouze aproximovat. Nyní ukážeme, jak jsme postupovali.
Při výpočtu integrálu

/ f · 'Pi dx = / h <Pil dx + / 12 <Pi2 dx
K K K

stačí pochopitelnč vysvčtlit postup jen pro výpočet integrálu

/ l, <Pi l dx.
K

Použitím substituce převedeme tento integrál na integrál přes referenční element . Tedy

/ fl <Pil dx = / Jl <pi l J di, kde A= fl o FK ,

K k
A

kde J je determinant jakobiánu zobrazení FK .

(Pokud element K není "křivý" pak pochopitelněFK = FK . )

Protože známe funkci fl (ta je zadaná) , známe také funkční hodnoty v uzlech , středech
stran a tčžišti referenčního elementu. Tčmito body proložírne Lagrangeův interpolační

polynom a dostaneme funkci fL. Integrál pak aproximujeme následujícím způsobem

/ Jl <pi l J di ~ / fL <pil Jdi.
" "K K

Integrál na pravé straně jsme pak spočítali programem Maple.
Při výpočtu integrálů obsahujících derivace jsme pak používali numerickou kvadraturu.
Integrál na referenčním elementu jsme proto aproximavali takto:

N

/ g(i) di ~ L W k g(X k) , ( 6.1.1 )
A k ==l

K

kde Wk, k == 1, ... , N jsou váhy, X k, k == 1, .. . , N jsou uzly numerické kvadratury a 9
je libovolná funkce.
Zabývejme se nyní integrálem

/

ocp
8x 'IjJ dx ,

K 1

kde cp E ~~h a ?/J E Qh. Substitucí a řetízkovým pravidlem dostáváme

; . 8 <p 'IjJ dx = / ( 8~ 8Fill + 8~ 8Fi:) ?/J Jdi.
OXl 8 XI 8 Xl O X2 OXI

K k
A

Protože ale jakobián zobrazení F i(l je inverzní maticí k jakobiánu
protože pro každou regulární matici A platí

A-I == (al l ,aI 2)-1 1 ( a 22,-a 2l)

a 21 , a22 - detx -a12 , all '

(6.1.2)

A

zobrazení FK, a
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dostáváme

OFK1
l _ ~OFK2 OFK1

l _ 1 OFK2 oFK;
8Xl J fJX2 ' OX2 J OX1 ' fJXl

Proto můžeme (6.1.2) přepsat do t varu

J(oep OFK1
l

+ oep OFi<;) 1jJ J di == J(oep OFK2 _ oep OFf{l) 1jJ di .
fJXl fJXl fJX2 fJXl 8Xl fJX2 OX2 OX2

k k
Tento integrál vypočítáme kvadraturou (6.1.1). Dostáváme tak

Jo<p 7jJ dx ~ t Wk (Oep(:k) OFK2A(Xk) - Oep(:k) OFKIA(Xk)) 1jJ (Xk)'
K OXl k=l OXl OX2 OX2 OX2

Podobnč

J O<p o7jJ dx ~ t Wk (Oep(Xk) OFK2(Xk) _ Oep(Xk) OFK1(Xk) )
K OXl OXl k=l OXl OX2 OX2 OX2

(
o7/; (Xk) OFK2 (Xk) _ o7/; (Xk) OFKl (Xk)) 1 .

OXl fJX2 fJX2 OX2 J(Xk)
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Dále jsme v práci používali Crankovo-Nicholsonové schéma, tedy volili jsme () == ~.

Nelinearitu v Navierových-Stokesových rovnicích jsme řešili Oseenovými it eracemi.

Jako poslední ještč uvedeme, jak řešíme soustavu, kterou dostaneme po časové a
prostorové diskretizaci:

(
A ,Iffi) (U) == (F)
IffiT , O P G' (6.1.3)

Protože řešíme Navierovy-Stokesovy rovnice a používáme Oseenovy iterace , musíme
tuto soustavu řešit velmi často. Velmi efektivní a častou používanou metodou je metoda
více sítí , kterou jsme používali i my. Soustava (6.1.3) je ekvivalentní řešení problému
najít u E Vh a p E Qh (prostory Vh a Qh jsou nčjaké prostory funkcí , jejihž přesnou

volbou jsme se zabývali dříve) tak, že

a(u , v ) + b(v ,p) == (j , v ) \Iv E Vh,

b(u , q) == (g, q) \Iq E Qh. (6.1.4)

(Formy a(·, -} , b(· , .) a pravé strany byly také popsány v dřívčj šich částech práce.)
Metoda více sítí je iterační proces. Máme tedy nčjaké UO a pO , z nich vytvoříme u 1 a p l

atd .
Nejprve provedeme tzv. zhlazení , tj. z UO a pO vytvoříme Uh a P-h' My jsme používali
Vankův zhlazovač , viz (Matthies , 2002).
Nyní řešíme úlohu najít Uh E Vh a Ph E Vh tak, že

a(Uh, Vh ) + b(Vh, Ph) == (j ,Vh) - a(Uh ,Vh) - b(un , Ph ) \lVh E Vh,

b(uh, qh) == (g, qh) - b(Uh , qh) \lqh E Qh.

Pokud tuto úlohu vyřešíme, pak už U-h + Uh a Ph + Ph je řešení úlohy (6.1. 4).
Řešení Uh E Vh a Ph E Qh nyní nahradíme řešením UH E VH a PH E QH, které splňuje

a(U H, vH) + b(VH ,PH) == (j , Jl vH) - a(ufI, Jl VH) - b(Jl VH ,pfI ) \lVH E "/H,

b(UH ,qH) == (g,JlqH) - b(ufI ,JlqH) \lqH E QH, (6.1.5)

kde Jl je interpolační operátor z VH na Vh a JI je interpolační operátor z QH na Qh.
Úlollu (G.1.5) vyřešíme "přesnč" nebo celý postup rekurentnč opakujeme. Úlohu (6.1.5)
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řešíme na hrubší síti , proto matice oustavy bude III n Ví <:1 rychl ji řešit lná.
Jako řešení pak tedy uvažujeme U-h + rr U H a Pll + lIpH. akoncc jcšt č mů žeme prové t
nčkolik kroků zhlazení.

a hrubších sítích jsme navíc používali upw inding.

6.2 Výsledky
Správnost programu pro stacionární Navierovy-Stokesovy rovnice jsme te tovali na
úloze jejíž řešení známe, byla to podobná testovací úloha jako v (Sýkorél, 2002).

OBR. 6.2.1.

Ul == x2(x i + x~ - 1)
U2 == - x1(xi + x~ - 1)

3 3
P == Xl + x 2

fl == - 8X2 + 3xi + 2X1X~(xi + x~ - 1) - x1(xi + x~ - l)(xi + 3x~ - 1)

f2 == 8X2 + 3x~ + 2xix2(xi + x~ - 1) + x2(xi + x~ - 1)(-3xi - x~ + 1)
v==lm2/s , p==lkg/m3

Řešení této úlohy je na obr. 6.2.1. Na tomto příkladu jsme zkoumali rychlost konvergence
a také jsme porovnávali afinní (rovné) a izoparametrické (křivé) elementy. Výsledky jsou
shrnuty do následujících tabulek.

h L 2 chyba Hl chyba řád v L2 řád v HJo
1 2.7721 e - 1 7.9407 e - 1

0.5 8.125ge-2 3.4623 e - 1 1.7704 1.1975

0.25 1.9941 e - 2 1.3187 e - 1 2.0634 1.3926

0.125 4.4165 e - 3 4.7028 e - 2 2.1381 1.4875

0.0625 1.0221 e - 3 1.6599 e - 2 2.1114 1.5024

řád konvergence na afinních prvcích



h L 2 chyba Hl chyba ř á d v L 2 ř á d v HJo
1 8.7684 e - 2 6.296e-1
0.5 1.4626 e - 2 1.8485 e - 1 2.5839 1.7681
0.25 1.7185e-3 4.5042 e - 2 3.0893 2.037
0.125 2.077e-4 1.1067 e - 2 3.0486 2.025
0.0625 2.5283 e - 5 2.7129 e - 3 3.0383 2.0284
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řád konvergence na izopararnetrických prvcích

Parametr h je maximální průmčr prvků v t riangulaci. Ve sloupci L 2 chyba je rozdíl
přesného a přibližného řešení v L 2 norrnč , ve sloupci řád v L 2 je potom ř á d konvergence
v L 2 normč. Podobnč pak zbývající sloupce.
V první tabulce máme výsledky, které jsme dostali výpočtern na , rovnýcll' elementech
ve druhé tabulce jsme využívali izoparamctrických prvků.

Vidíme, že rychlost konvergence odpovídá teorii a lepší aproximací hranice pomocí
izoparametrických prvků dostáváme lepší řád konvergence.

Stacionární Navierovy-Stokesovy rovnice jsme dále testovali na, úloze, která je dis
kutována v (Schafer a Turek, 1996).
Řešili jsme nestacionární nestlačitelné Navierovy-Stokesovy rovnice v oblasti z obr.
6.2.2.

o
2.2 m

OBR. 6.2.2.

0.41 m

Máme tedy dlouhý kanál jehož délka je 2.2 m a výška je 0.41 m. Ve vzdálenosti 0.2 m
od levé stčny a zároveň od spodní stčny je střed nčjakého kruhového tčlesa, které je
obtékáno tekutinou. Polomčr tohoto tělesa je 0.05 m. Tekutina vtéká do kanálu "zleva" .
Dále máme zadané následující hodnoty:

v==10- 3m2/s , p==lkg/m3
, 1==0

a okrajová podmínka
1.2x2(0.41 - X2)

Ul (O, X2) = Ul (2.2, X2) = 0.1681 mls
na ostatních částech hranice je

UI==Om/s

a
U2 == Om/s na celé hranici.

Proudční charakt erizuje tzv. Reynoldsovo číslo, můžeme jej definovat t akto:

R e = UD ,
v

kde U == ~ Ul (O, 1.1) == ~ 0.3m/s == O.2m/s a D je průměr tčlesa obtékaného tekutinou,
tedy D == 0.1 m . V našem případč je tedy R e == 20.



~ý LEDKY

Počítali jsme na následujících dvou sítí h.
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Tuto síť jsme vytvořili my a obsahuje 3456 elementů.

Druhá síť byla vytvořena programem Angener a obsahuje 13776 element ů.

Na tčchto sítích jsme počítali rozdíl tlaků na začátku a konci kruhového tčlčsa, tedy
hodnotu ~p ~ p(0.15, 0.2) - p(0.25, 0.2).
Na námi vytvořené síti jsme vypočítali ~p ~ 0.1183.
Na síti vytvořené programem Angener máme ~p ~ 0.1143. Tyto hodnoty velmi pčknč
odpovídají výsledkům z (Schafcr a Turek, 1996).
Rychlost je znázornčna na dalším obrázku.
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Protože jsme se zabývali problematikou Navierových-Stokesových rovnic v oblasti
s pohybující se hranicí , rozpohybovali jsme obtékané tčleso. Střed tohoto tčlesa v čase t
mčl souřadnice

Xl(t) ~ 0.2

X2(t ) ~ 0.05 sin(t) + 0.2

Protože nebyla zadaná počáteční podmínka v čase t == O, tak jsme úlohu nejprve řešili

jako stacionární Stokcsův problém a jako počáteční podmínku jsme zvolili jeho řešení.

Časový krok T jsme volili T ~ 0.1 s.
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a následujícich obrázcích ukazuj eme ít v v nčk rý II v a h , na kt rý 11 j m po
čítali.

t == 0.8

Detail sítč v čase t == 0.8 s.
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t == 1.6 s

49

Detail sítě v čase t == 1.6 s.
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Všechny výpočty byly provádčny progrc 111 111 \ T - t vo ř ným pro II ~ 1. ' t pr á . Od
vedoucího práce jsem do tal program, který ř Vil Stok \ r ni pr různ é kon Vn '
prvky a, na tento program bylo v práci navázáno. Byl naprogramov án v jaz c C v
vývojovém prostředí .l icrosoft Visual Studio. I3}Tlo nutn é implcmcnt vat V V llI1Y po
stupy, které jsme během práce uvádčli, museli j mc vytvořit t.riangula i obla .r. i, kd
jsme počítali, a vypořádat se s problémy způsobenými pohybem hranice , 21 tedy takó
pohybem triangulace.

Jak jsme již uvádčli dříve, program potvrdil teorcti ké odhady ch -b a také potvrdil ,
že izoparametrické prvky jsou výhodnčjší než afinní.

Správnost výpočtu úlohy pro nestacionární avierovy-Stoke ovy rovnic v obla ti
s pohyblivou hranicí by se dala ovčřit porovnáním s jiným programem ncbo ' vý 'ledky
experimentů z aerodynamického tunelu.

Co říci závčrem? Tato prácc stručnč představuje problematiku řešení avicrových
Stokesových rovnic a jsou v ní vysloveny základní poznatky o tomto t ématu, Definujeme
slabé řešení a hledáme jeho aproximaci. Jsou vysvčtleny numerické metody, které vedou
k vypočtu slabého řešení. I3yly provedeny numerické experimenty se stacionárním i
nestacionárním proudčním v pevné i pohyblivé oblasti. Práce dále potvrdila teoretické
výsledky o afinních a izoparametrických konečných prvcích.
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