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Abstrakt: V praci nejprve predstavime rovnice popisujici proudéni tekutin a poté formulujeme jejich zjed-
noduseni, tedy Navierovy-Stokesovy rovnice, pripomeneme nékteré vety a definice a zavedeme znaceni. které
budeme v celé praci pouzivat.

Navicrovy-Stokesovy rovnice v praci resime metodou koneénych prvku, kterou podrobné popisujeme a uvadime
jednoduchy priklad.

Dale resime stacionarni Navicerovy-Stokesovy rovnice, definujeme slabé reseni a dokazujeme jeho existenci a
jednoznacnost pro homogenni okrajové podminky. Zabyvame se také nchomogennimi okrajovymi podmin-
kami a nakonec sc zabyvame nalezenim priblizného reseni, je zde také diskutovana problematika nelinearity
Navierovych-Stokesovych rovnic.

Pozdéji fesime nestacionarni Navierovy-Stokesovy rovnice, zabyvame se casovou diskretizaci a pribliznym re-
senim.

V dalsi ¢asti fesime problematiku pohybujici se oblasti. Popisujeme metodu ALE a aplikujeme ji na Navierovy-
Stokesovy rovnice.

Zavér prace je vénovany popisu metod, které jsme zvolili k feseni Navierovych-Stokesovych rovnic, a vysled-
kum. Na prikladu, jehoz feseni zname, porovnavame priblizné a presné reseni a ukazujeme, proc¢ je vhodna
volba izoparametrickych koneénych prvki. Nakonee uvadime vysledky prikladu, ktery jsme resili.

Klicova slova: Navicrovy-Stokesovy rovnice, pohybliva hranice, metoda koneenych prvku, ALE

Title: Numerical solution of incompressible Navier-Stokes equations on domains with moving boundaries
Author: Petr Sedivy

Department: Department of numerical mathematics

Supervisor: Mgr. Petr Knobloch, Dr.

Supervisor’s e-mail address: knobloch@karlin.mff.cuni.cz

Abstract: In this work we introduce equations describing fluid flow and then we formulate their simplyfi-
cation i.e. the Navier-Stokes equations, we recall some theorems and definitions and we introduce the notation
used in this work.

We solve the Navier-Stokes equations using the finite element method, which we describe and we show a simple
example.

Then we solve the stationary Navier-Stokes equations, we define the weak solution and its existence and unique-
ness for homogenous boundary conditions are proven. We also deal with nonhomogenous boundary conditions
and we look for an approximate solution. At the end of this part we discuss the nonlinearity in Navier-Stokes
equations.

Later we solve nonstationary Navier-Stokes equations and we consider their time discretization and approxi-
mate solution.

We also deal with moving boundary problems. We introduce the ALE method and we apply it to the Navier-
Stokes equations.

At the end of this work we describe the methods, which were used for solving the Navier-Stokes equations
and we present our results. We compare the approximate solution with the exact one and we show why it is
convenient to use isoparametric finite elements. Finally we present the results of the solved problem.
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Uvod

Navierovy-Stokesovy rovnice jsou rovnice popisujici proudéni tckutin. Jsou to mate-
matické formulace fyzikalnich zakont-zakona zachovani hmotnosti. zakona zachovani
hybnosti a zakona zachovani momentu hybnosti.

Jak jsme jiz zminili na zac¢atku, tyto rovnice popisuji proudéni tekutin (napr. voda.
vzduch., olej). Jejich feseni je tedy spjato s radou praktickych tloh. Miize to byt obtcékani
vzduchu kolem kridla letadla, proudéni vody v turbin¢ nebo proudéni krve v cévach.

Analytické feseni téchto rovnic neni obeené znamo, a proto je musime fesit nume-
rickymi metodami. Pomoci téchto metod navie mizeme omezit mnozstvi nakladnych a
narocnych experimentii, protoze na pocitacich je simulovano chovani prislusnc¢ho zari-
zeni. 'V fadé pripadii je numericka simulace jedinou moznosti, jak zjistit chovani riiznych
zarizeni nebo pribch procesti v pripadech, kdy experimentalni ovérovani neni technicky
proveditelné nebo je nebezpecdné, napr. funkce umélého srdee. Takové experimenty na
pacientech by byly velmi riskantni.

Tato prace se zabyva numerickym resenim Navierovych-Stokesovych rovnic v ob-
lasti s pohyblivou hranici (pro¢ numerickym jsme jiz vysvétlili). Pohybujici se hranice
je opét motivovana skute¢nymi problémy. Problematiku pohybujici se hranice mtizeme
rozddlit do ncékolika skupin. Prvni skupinou by mohly byt problémy spojené s volnou
hranici, napf. akvarium ncbo proudcéni v ¢astecné zaplnéné pohybujici se nadobé. Dru-
hou skupinou by mohly byt problémy, kdy tvar oblasti zavisi na proudici tckuting,
napr. v disledku pruznosti stén, ve kterych tekutina proudi. A konecéné treti skupinou
je proudéni v oblasti, jejiz hranice se méni, ale je predem znama, tedy proudéni kolem
pohybujici se soucastky. Touto tieti skupinou se budeme zabyvat i my.

Prace je rozdélena do Sesti kapitol.

V prvni nejprve predstavime rovnice popisujici proudéni tekutin a poté formulujeme
jejich zjednoduseni, tedy Navierovy-Stokesovy rovnice a nakonce pripomeneme nékteré
véty, definice a zavedeme znaceni, které budeme v celé praci pouzivat.

Navicrovy-Stokesovy rovnice v praci resime metodou koneénych prvki, kterou popi-
sujeme ve druhé kapitole a uvadime jednoduchy priklad.

Ve treti kapitole feSime stacionarni Navierovy-Stokesovy rovnice, definujeme slabé
feSeni a dokazujeme jeho existenci a jednoznac¢nost pro homogenni okrajové podminky:.
Zabyvame se také nehomogennimi okrajovymi podminkami a nakonec se zabyvame nale-
zenim priblizného feSeni, je zde také diskutovana problematika nelinearity Navierovych-
Stokesovych rovnic.

Ve ctvrté kapitole fesime nestacionarni Navierovy-Stokesovy rovnice, zabyvame se
casovou diskretizaci a pribliznym feSenim.

V paté kapitole resime problematiku pohybujici se oblasti. Popisujeme metodu ALE
a aplikujeme ji na Navierovy-Stokesovy rovnice.

Posledni kapitola je vénovana popisu metod, které jsme zvolili k feSeni Navierovych-
Stokesovych rovnic a vysledkiim. Na prikladu, jehoz feSeni zname, porovnavame pfi-
blizné a presné reseni a ukazujeme, proc¢ je vhodna volba izoparametrickych konec¢nych
prvkia. Nakonec uvadime vysledky prikladu, ktery jsme resili.



Kapitola 1

Z.akladnl rovnice v mechanice tekutin

1.1 Velic¢iny popisujici proudéni

Uvazujme casovy interval (0.7). T > 0. ve kterém nas zajima proudéni tekutiny. Ob-

last, ve které tekutina proudi, zavisi na ¢ase, znacime ji tedy Q, € IRV,

N € {1,2,3}.

V této praci sc budeme zabyvat rovinnym proudénim, proto uz budeme uvazovat jen
N = 2. K popisu tekutiny pouzivame eulerovsky popis. To znamena, ze pro r € (); a

t € (0,7) je w(x,t) = (uy(x,t), us(x, t)) rychlost tekutiny v bodé x a v case t.

Daéle pouzivame nasledujici znaceni: p - hustota, p - tlak, f = (fi. f2) - hustota vnéjsich
objemovych sil (napt. gravitace). E - celkova energie, ¢ - hustota zdroju tepla a 6 - ab-
solutni teplota. Rovinné proudéni tekutiny v ¢asoprostorovém valei Qp — € x (0,7) je

popsano nasledujici soustavou parcialnich diferencialnich rovnic:

%? +div(pu) =0,
(S:I) +div(puyu) = p fi +div(T);.
d(pu
(g:g) +div(pusuw) = p fo + div(T)a.
oF , . .
N +div(Eu) = p f-u+div(T u) + pq — divg,

p=(y-1) (E = %pIUIQ) ,

1 (E 1
o= — (———m]?),
Cy P 2

kde g je tepelny tok, pro néjz plati Fourieriv zakon
q=—-kVo, k je koeficient tepelné vodivosti.
Dale 7 je tenzor napéti, ktery ma tvar:
T=(—p+Adivu)I+2uD,

kde D je tenzor rychlosti deformace

1 (0u; Ou,
D = (dij)ijo1s dij = 5 (67-- + alf) :
x; g

10
= (o1)

[ je jednotkova matice

A, it jsou koeficienty vazkosti, v € (1,2) je Poissonova adiabaticka konstanta

a cy je mérné teplo pri konstantnim objemu.

(1.1.1)

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)
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Poznamka 1.1 Znacune

J 9,
V= =z
0.1'1 ().I'-_g
Divergenci vektoru w rozumime
1 0“1 0”2
AVY = —— + —
0‘1'1 d.l'g

Divergenci tenzoru T rozumime vektor divergenci jeho sloupci, tedy
divT = (divTy, divTs).

Rovnice (1.1.1) se nazyva rovnice kontinuity a je matematickou formulaci zakona
zachovani hmotnosti. Rovnice (1.1.2)-(1.1.3) jsou pohybové rovnice a predstavuji zakon
zachovani hybnosti. Rovnice (1.1.4) je rovnice energie a rovnice (1.1.5)-(1.1.6) jsou
odvozeny z termodynamickych vztaht.

Vice o problematice téchto rovnic je k nalezeni v (Dolejsi a kol., 2002) a (Feistauer
a kol., 2003).

1.2 Navierovy-Stokesovy rovnice

Navierovy-Stokesovy rovnice jsou zjednodusenym modelem rovnic (1.1.1)-(1.1.6). Neu-
vazujeme tepelné zdroje a tepelné vymeény. proto ztracime rovnici energie. V celé této
praci sc navic zabyvame nestacitelnymi Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi. To zna-
mena, ze hustota je konstantni:

p = konst. > 0.

Nestlacitelné Navicrovy-Stokesovy rovnice maji tedy tvar:

divu = 0, (1.2:7)
ou 2. Ou
— — vAu + Z Ui=— + Vp = F, (1.2.8)
37‘ = .'I.'j
s pocatec¢nimi podminkami
u(z,0) = u’(x), z€ Q (1.2.9)
a okrajovymi podminkami
u‘agfx(o!'}") = %, (1210)

Pro zjednoduseni uvazujeme kinematicky tlak g misto dynamického tlaku p a znovu
znacime p. Kinematicky koeficient vazkosti % = v = konst. > 0 a hustota vndéjsich
objemovych sil f je dana.

Symbolem Awu funkce u : 2 — IR rozumime

0%u  0*u

ox? ¥ x5

Je-li u vektorova funkce u = (uy, us) : Q — IR?, pak symbolem Awu rozumime vektor

At = (AEI, A’Uﬂg).

Nasim tkolem je tyto rovnice vyresit. Musime tedy rozumndé definovat pojem reSeni
Navicrovych-Stokesovych rovnic a néjakou metodou jej nalézt. Timto sc budeme zaby-
vat v nasledujicich kapitolach.

Nyni jesté musime definovat vSechno znaceni, které budeme nadale pouzivat, a pripo-
menout néktera tvrzeni a definice.

N =
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1.3 Prostory funkci a ivod do funkcionalni analyzy

Necht 17 je Hilberttv prostor se skalarnim soucinem (-, -)y-, pak pro indukovanou normu

definovanou vztahem |[v|[y- = /(v.v)y. v € V7 plati Cauchyova-Schwarzova nerovnost
[(vow)y| < |lv|lv [|w]ly Ve,w € V. (1.3.11)

Véta 1.2 (Rieszova)
Necht V' je Hilbertiiv prostor.
Pak pro kazdy linearni spojity funkcional F' definovany na \" existuje prave jeden prvek
u €V tak, ze
F(v) = (v,u)y YvelV.

Dukaz Viz (Taylor, 1958), str. 245. O

Véta 1.3 (Laxovo-Milgramovo lemma)

Necht' V' je Hilbertiiv prostor a necht a(-, -) je bilinearni forma na V" takova, ze

i) 3C; = konst. > 0 tak, ze |a(v,w)| < Cy||v||y [|w]]y Ve,w € V' (spojitost),

ii) 3C5 = konst. > 0 tak, Ze |a(v,v)| > Col|v||}: Vv €V (V - elipticita).

Pak pro kazdy spojity linearni funkcional definovany na V' existuje prave jeden prvek
u eV tak, ze

a(u,v) = F(v) YveV,
Diukaz Viz (Evans, 1998), str. 297. O
Symbolem C*(Q), k € {1,2,...} rozumime prostor skalarnich funkei, jejichz klasické
derivace az do radu £ jsou v €2 spojitc¢ rozsiritelné az do hranice. Déle prostorem ncko-
neéné diferencovatelnych funkel rozumime prostor
C* () = [ CHQ).
k=1

A prostorem nckonecné diferencovatelnych funkci s kompaktnim nosicem v omezené
oblasti {2 rozumime prostor

C () = {v € C*(Q): suppv C 0},
kde

suppv = {z € ; v(z) # 0}.

Dale Lebesguetiv prostor funkei na oteviené mnoziné €, které jsou integrovatelné
s mocninou p € [1,00), znacime LP(2) a opatiime normou

1

P

[oloe = | [IoPdz)  ve (@)
Q

Prostor L*(Q2) je Hilbertiiv se skalarnim soucinem

(’U, 'U.J)L2(Q) = / vwdzx.

Q
Dale definujme prostor L3(2) takto

Laﬂ):{ueL%Qy/de:oy
Q

Definice 1.4 Mnozina I' C 0f) sc nazyva relativné oteviena v 0f2, jestlize
pro kazdé x € T' existuje oteviena koule B C IR? obsahujici x tak, ze BN oY C T.
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Definice 1.5 Omezenou oblast v IR? nazveme oblasti s lipschitzovskou hranici, jestlize
jeji hranice je po castech hladka krivka bez bodi vratu.

Necht € je omezena oblast s lipschitzovskou hranici. Pro ¢ € C™(€2) a multiindex
m = (my.ms). m; € IN definujeme m-tou klasickou derivaci
0|m| 3
0}”3[0[”33 1

D™y =

kde
im| = my + ma.

Rekneme., ze funkee v € L?(€2) ma m-tou zobeenénou derivaci v L#(€2), jestlize existuje
z € L*() tak, ze

/:: wdr = (—1)'"™ /t'D’” wdr Yw € Cy7(2).

Q Q
Funkei z nazyvame m-tou zobeenénou derivaci funkee v a klademe D™ v = 2.

Symbolem H*(€2) k£ = 0,1, ... rozumime Soboleviiv prostor

H*(Q) = {v € L*(Q); D™v € L*(Q), |m| < k}.

Sobolevovy prostory H¥(€2) jsou Hilbertovy prostory se skalarnim soucinem
(v, W) gk = Z /D'”’ D™wdz, v,we H Q).

Déle zavedme indukovanou normu

ol = | 22 / [Dmol2de, ve HYQ),

|m|§kQ

a seminormu

ey = | X [ IDmvf2dz, v e HY@),
m|=k ¢
Zicjmd plati:

o)l a1y < llvllgry Yo € HYQ), k=1,2,...

v gry < lvllgr@y Yo € HYQ), k=0,1,.... (1.3.12)
Plati také, ze prostor H'(Q) jec ziplnénim prostoru C*(€2) v normé || - || 1, tedy
H'Y(Q) = C=(Q).
Véta 1.6 (O stopach) Necht €2 je oblast s lipschitzovskou hranici.
Pak existuje pravé jeden linearni spojity operator T - H'(Q2) — L?(0Q) tak, ze
T(v) =v|sq Vv € C®(Q),
tedy existuje konstanta C' > 0 tak, ze
[vllz200) < Cllvllai@) Vv € HY(Q).
Dukaz Viz (Necas, 1967) str. 86. O
Symbolem Hy(2) rozumime prostor
Hy(Q) = {ve HY(Q); v = 0 na 09}.
Opét plati, ze prostor Hy(2) je ziplnénim prostoru C§°(€2) v normé || - || 51, tedy
Hy(Q) = C5°(9).
Definujme jestc prostor H%(aﬂ) takto:
H2 (00) = {v e L*(00Q); g € H'(Q) : glosq = v}.
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Véta 1.7 (Friedrichsova nerovnost) Necht €2 je omezena oblast s lipschitzovskou hranici
a I’ je relativné oteviena podmnozina hranice 0.
Pak existuje konstanta (' > () Tdk .2(

|-

))E Yo e HY(Q).

H“HHI(Q) S C}“lﬁ'(Q) VF - H{%(Sz) (1313)
Dukaz Viz (Nccas. 1967), str. 20. O

Z (1.3.12) a (1.3.13) plyne, ze |u|y1(q) je norma v prostoru Hj(€2) ckvivalnetni normé
||| g1 (q)- Znacime proto

Specialne

(v, w) 1) = ¥ / D" v D" wdr.

im|=1q
H’-’”?;g(m = (v, ")H(g(m-
Véta 1.8 Necht Q) C IR* je omezena oblast s lipschitzovskou hranici.
Pak je prostor H'(Q2) topologicky vnoien do prostoru LP(Q2) Vp € [1,00), existuje tedy
konstanta C' > 0 tak, ze
[olla) < C lvllaey Yo € HY(Q).
Dukaz Viz (Necas, 1967)., str. 72. O
V celém textu budeme ¢asto pracovat s dvourozmérnymi vektorovymi funkcemi, jejichz
slozky jsou prvky ncékterych vyse uvedenych prostori.
Budeme proto pouzivat nasledujici znaceni:
CY () = {u = (u1, u2); uy, us € C(N2)},
L*(Q) = {u = (uy, ug); uy,us € L3(Q)},
H'(Q) = {u = (uy,ug); uy,ups € H()},
() = {u = (uy,uz); ur,up € Hy(2)}, atd.

Skalarni soucin a norma v L*() je

2
(v, w) L@ Z Vi, Wi)[2(Q) V,W E LQ(Q),
r=i1

||'vHL = (v, 0) 2 VE L*(9).

Podobné zavadime skalarni soucin a normu v Hy(Q2) a H'(Q), tedy

(v W) f ) = / Z 3;; g:: 5, e H (),
(v, w) g = ('v,'w)L i T ('v,w)H:)(m, v,we H'(N),
ol 0y = (0:0) priyr 0 € HYD),
0131 g = (@0 iy © € H'(®)
V celém textu budeme pouzivat nasledujici zjednoduSené znaceni:
(v, w) = (v, w)L2q),
(v,0) = (v,w) 2
(v, w)) = (v,0) g1 .
loll = o]l 72,y

llolll = loll g2 -
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Véta 1.9 (Greenova)
Necht () je oblast s lipschitzovskou hranici. Pak pro kazde i € 1.2 plati

u'%d.r' = / n;vwdS — Z tg—i dr Yv,w e H'(Q).

QO 99
kde n; jsou slozky vncjsi jednotkove normaly n = (ny.ny) k hranici 0f).

Dukaz Viz (Nccas, 1967), str. 28.

Véta 1.10 (Brouwerova)

Necht M C IR" je neprazdna, omezena, uzaviena, konvexni mnozina a necht
F : M — M je spojité zobrazeni.

Pak cxistuje alespon jeden pevny bod u € M zobrazeni F, tedy F(u) = u.

Diukaz Viz (Zeidler, 1986), str. 52.



Kapitola 2

Metoda konecnych prvku

V této kapitole popiseme metodu konecnych prvki. ktera je vhodnou numerickou meto-
dou pro reseni parcidlnich diferencialnich rovnic. Touto metodou budeme pozdéji resit
Navicrovy - Stokesovy rovnice. Ukazeme. proc je vhodné definovat tzv. variacni formu-
laci ilohy a slab¢ reseni.

2.1 Idea metody konecnych prvku
Mectodu koneénych prvka vysvétlime stejné jako (Rektorys. 1995) a (Krizek a Segeth.
2001) na Poissonove uloze najit funkei u : €2 — IR tak, ze plati:
—Au=f v}, (2.1.1)
uloq = 0, (2.1.2)
kde © je omezena oblast s lipschitzovskou hranici 9 a f € L*(Q) je zadana funkce.
Definice 2.1 Reckneme, Ze funkce u je klasické feseni Poissonovy iilohy, jestlize
u € C?*(Q) a splnuje (2.1.1)-(2.1.2).
Klasické reseni ale obeené neni znamo, a proto musime pouzit k jeho nalezeni néjakou
numerickou metodu. V tomto pripadé tedy metodu koneénych prvkia. Nyni odvodime

variacni formulaci Poissonova problému.
Zavedme prostor testovacich funkei

V =H)(Q) = {ve H(Q); v=0na 60}.
Pripomenme, ze
ov Jw  Ov Jw

— - d.f.
J Oxr; 0x,  O0x9 01y

('UP’ ’w)‘

je skalarni soucin na prostoru V' a indukovana norma je

v\’ v \”
o3 2/ — ] + dzx.
Q

8.’13'1 8:1.'2

Necht u je klasické feseni Poissonovy tlohy, vynasobenim rovnice (2.1.1) libovolnou
funkci v € V' a integraci pres celou oblast €2 dostaneme rovnost

—/Au vdx = /f'u dx.
Q

Q
Pouzitim Greenovy véty 1.9 dostaneme

ou
~//_\u vdr = — 52—{1,! dsS + / Vu-Voudz.
Q sa " O

Protoze v = 0 na 02, mamece

— / Auvdzxr = / Vu-Vuvdz.
Q 0

Odvodili jsme tedy nasledujici variacni formulaci Poissonovy tlohy

fVu-V*vda: :/f’ud:r Yv eV, (2.1.3)
Q Q
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Definice 2.2 Rckneme, Ze funkce u je slabym reSenim DPoissonova problému, jestlize
u € V7 a spliuje (2.1.3)

Poznamka 2.3 Zicjmd plati, ze je-li u klasické reSeni, pak je také slabym resenim.
Takze slabé feseni je zobeenénim klasického fesent. Na slabé reseni jsou kladeny slabsi
predpoklady. Staci aby bylo prvkem prostoru V. Oproti tomu klasické reseni musi byt
z prostoru C%(Q)).

Velmi snadno se da dokazat, ze je-li slabé reseni dostatecné hladké (tedy z prostoru
C%(Q)), pak je uz klasickym Fesenim.

Vyslovili jsme definici slabého fesni, nyni prirozend vyvstava otazka, zda takové reseni
existuje a zda je jednoznac¢né.

Véta 2.4 Existuje prave jedno slabé reseni Poissonovy tilohy.

Diukaz K diikazu staci ovérit prepoklady Laxova-Milgramova lemmatu 1.3. Tedy, ze
forma

alw) 3= /V-n -Vwdr
Q

je bilinearni, spojita a V- elipticka a zZe fukcional

F(w) i= / fodx
Q
je linearni a spojity.
Pak jiz bude jednoznacné zarucena cxistence prvku u takového, ze a(u,v) = F(v)
Vv € V., tedy u je slabé feseni.
Bilinearita formy a(-,-) a linearita formy F'(-) jsou zfcjmé a plynou z lincarity integralu.
Nyni spojitost:

ov Ow - ov ow
2 a.fCl 8.’1?1 (9.’1’)2 8;1..'2

la(v, w)| = dz| = |(v,w)v| < ||v]|v [|w]|v-

Odhad tedy plyne ihned z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti (1.3.11).
V- elipticita:

v \? ov \*
a(v,v) = — | + dz = ||v||%
@)= [{5) {5 ol

Q
Tato podminka je tedy také splnéna a zbyva jen spojitost funkcionalu F'.

F(v) = (f,v)120) < fll2@ [[0lle2@) < Cllf le2@ llvllv
Prvni nerovnost je opét Cauchyova-Schwarzova nerovnost (1.3.11) a druha je Friedri-
chsova nerovnost 1.7.
O

Existenci a jednoznacnost slabého feSeni tedy mame zaruc¢enou, zbyva slabé reseni (nebo
jeho aproximaci) najit. Budeme postupovat Galerkinovou metodou.

Predpokladejme. ze mame netrivialni koneéné rozmdérny Hilbertiv prostor V, C V.
Hledejme u;, € V), takové, ze

/Vuh_ o Ny di = / fopdx  Yu, € V. (2.1.4)
Q Q

Prostor V}, je Hilbertiv. Z Laxova-Milgramova lemmatu 1.3 opét plyne, Ze tloha (2.1.4)
ma jediné feSent.
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Hledejme toto feseni jako linearni kombinaci bazovych funkei 4. ... .y, prostoru
Vi (m = dimVx )

i

Up = Z w;; Uu; € IR. (-

i—1

o
Pt
o
—

Potom z (2.1.4) a (2.1.5) dostaneme soustavu linearnich algebraickych rovnic pro ne-

znameé uy, ... .U, € IR:
AU =b. (2.1.6)
kde
[ ferdr
q Q
=1 i | b= E A= (ag)i =1 @ = /V»i‘s"v»?_;‘ d.r.
Uy, [ fo,de Q
Q

Matici A nazyvame matici tuhosti.

Konstrukci prostoru 1}, se budeme zabyvat v nasledujici ¢asti. Timto postupem a vy-
feSenim soustavy rovnic (soustavu opét fesime néjakou vhodnou numerickou metodou)
ziskame jediné FeSeni wuy,. Prirozenou otazkou je to, jaky ma vztah k nami hledanému
slabému reseni u. To strucné naznacime v posledni ¢asti této kapitoly.

2.2 Konstrukce konecnych prvku

Mectoda konecénych prvki je Galerkinovou metodou se specialni volbou koneéné dimen-
zionalniho prostoru V) a jcho baze. Volba baze ncovlivni feseni uy, (protoze je jedno-
znacné), ale ovlivni matici tuhosti A. Proto volime prostor 1}, a jeho bazi tak, aby matice
tuhosti A mdcla priznivé vlastnosti z hlediska numerického reseni prislusné soustavy. Je
vyhodné, aby matice tuhosti A byla ridka, tedy vétSina prvkia matice bude nulovych.
To je vyhodné ze dvou divodii. Ulozeni takove matice zabere méné paméti pocitace a
nasobeni vektoru matici bude vyzadovat ménc¢ opceraci a tedy kratsi vipocetni cas.
Ridkosti matice dosdhneme v nasledujicich tfech krocich:

1. Dana oblast sc rozdéli na mnoho podoblasti. Vytvorime triangulaci 7, uzavéru ob-
lasti  na jednodussi uzaviené podoblasti. Ty se nazyvaji prvky a jsou to obvykle
trojuhelniky nebo ¢tyrihelniky. Symbol A (tzv. diskretizaéni parametr) charakte-
rizuje maximalni priamdér prvki v triangulaci.

Na obr. 2.2.1 vidime ptiklady triangulace oblasti 2 = (0,1) x (0, 1).

/? } | 1

o8

NWN

o6 p | o8

o - 0
0 L o4 (1 08 ' (] [P 04 08 LY)

OBR. 2.2.1.

2. Prostor V}, volime tak, ze kazda funkce v, € V), ma velice jednoduchy tvar (vétsinou

polynom) na kazdém prvku. Tento prostor se nazyva prostorem konecénych prvki.
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3. V prostoru 1}, je mozno zvolit bazi 2. ... .2, ve 1}, tak. ze vSechny bazové funkce

2; jsou nenulové jen v malych oblastech. (Tyto malé oblasti jsou sjednocenim
nckolika malo prvki z triangulace 7,.)

Cely tento postup ilustrujeme na konkrétnim prikladu.

2.2.1 DPriklad

V této ¢asti budeme pro prehlenost misto souradnic (g, .rp) psat (i@, y).
Na ¢tverci € — (0.1) x (0, 1) hledame feseni diferencialni rovnice

—Au =1,
ulpg = 0.

Triangulaci vytvorime pomoci trojihelnikovych prvki a predpokladame. ze dva troji-
helniky maji bud spolecnou prave jednu celou stranu. nebo jediny spolecny vrchol, nebo
nemaji zadny spolecny bod.

Uvazujme prvni triangulaci z obr. 2.2.1. Symbolem A nyni znacime velikost dvou krat-
ich stran trojihelnick@ (pramér trojuhelnicku je tedy hv/2). Ocislujme vnitini uzly
triangulace po radeich. Tedy uzel o souradnicich |2, h| ma c¢islo 1, oznac¢me jej By. uzel
o soutadnicich [2h, h| ma ¢islo 2 a budeme jej znacit By atd. Trojuhelnicky budeme
znacit symbolem KA. Plati tedy

Q= U KA.

KeT,
Prostor 1}, volime takto:
Vi ={vn € V; up|x € Pi(K), VK € Ty},

kde P;(K') je prostor lincarnich polynomi na trojuhelniku A. Lze dokdzat, ze funkce
z V}, jsou spojité.
Bazi prostoru 1}, volime tak, ze

I proi=g
pi(Bj) = 04 = 0 proi#j° (2.2.7)

Tvar bazové p; funkce mizeme vidét na obr. 2.2.2.

OBR. 2.2.2.
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Bazova funkce 2, odpovidajici vnitinimu uzlu B; je tedy nenulova pouze na Sesti
trojuhelniceich. tuto oblast oznacme R,. To zarucuje. ze matice A bude ridka. Nyni ji
vypocitame:

) 4)

‘ 0‘;:’ ; ()‘;r ’ < ()‘r:f ) 9, %
af@iai) = + | — drdy = / —/— | + | = drdy.
(Pis i) R/ o Dy ¢ ;T or Dy 4

Symbolem 7; jsou oznaceny trojihelniky. z nichz je oblast R; slozena.

Integraci provedeme pomoci tzv. referencéniho elementu.

Referencni clement 7o je prvek, na némz lze integraly pocitat pohodlInéji. a proto
je na n¢j prevadime. Uvazujme jako referenéni clement trojuhelnik o souradnicich
0.0].[1,0]. [0, 1] a souradnice na ném ozna¢me promcénnymi & a §. Linearni funkcee,
které nabyvaji prave v jednom vrcholu trojuhelniku hodnotu 1 a v ostatnich 0 maji
nasledujici tvar. Vrcholu o soutradnicich |1, 0| odpovida funkce (. y) — . Vrcholu o
soufadnicich [0, 1| odpovida funkce @2(2, ) — § a vrcholu o souradnicich |0, 0] odpovida
funkce g3(z,9) =1—2 — g.

Oznacme trojuhelniky 77, ..., T kolem bodu B; tak jako na obr. 2.2.3 a integrujme na
kazdém zv]ast.

e
T /T
i
TG ,.-"// T4
7 Ty

OBR. 2.2.3.

Trojuhelnik 73

OBR. 2.2.4.

Trojahelnik o souradnicich |z; —h, y;], [, vi], [zi, yi + h| se na refereéni clement trans-
formuje napt. zobrazenim

T=gi(z,y) =5 -5+ 1,
§ = ga(z,y) = e

Pritom i-ty uzel [x;,y;| pfejde do vrcholu [1,0]. Takze

pi(z,y) = £1(2, 9) = b1(91(z, ¥), 92(2, y)),
tedy
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07::' - 07-:1 0.(11 ()y«:l 0."/‘.’:‘ o 1 )= 1
dr O Ox dy dr  h h
dpi 051091 051092 1 g .
dy  OF Oy oy dy  h R
Proto
v ()7: ° 0,:;' ’ 2 2 .-,].
i3 mm——/mm— /Jmm——r-:L
J{(am) (m, YT e T2 TR 3
1
kde .J je jakobian inverzniho zobrazeni k zobrazenl g= (_(jl._(j-g). tedy J = h°.
Trojuhelnik 75
Trojuhelnik o soutadnicich [xy, yil. [xi yi + Al [x; + h.y; + h| se na referecni clement
transformuje zobrazenim
&= gile, y) = —54 4 1,
g=g(z,y) = =
Pritom i-ty uzel [x;, y;| prejde do vrcholu |1, 0]. Takze
wi(z,y) = H1(Z,9) = S1(g1(x,y), g2z, y)),
tedy
Jp; 0P O¢ 0P D¢
‘v _ \;:1 .}1+ vﬁl _'}“:O—f—OzO.
ox or dr 0y Ox
0y, 0Y, ¢ dp1 0g: 1 |
o .‘f/nl ..}1 4 -\;—:1 ..]2 0= _—
Dy or Oy dy Oy h h
Proto
0pi ’ 0p; ’ 1 1 1 1 1
— ] + dedy = —/d.z:d.z = — / Jdidij=— h*= = =,
/[(3.}') dy YT he AN T * k2 2
T, Ts :

kde J je jakobian inverzniho zobrazeni k zobrazeni g = (g, ¢2), tedy .J = h2.
Trojuhelnik 75

Trojthelnik o souradnicich |z;, v, [x; + h,yil, [x; + h,y; + h| se na refere¢ni clement

transformuje zobrazenim

>-3>

= g1(z,y) = 58 — H,
I=my)= 5

Pritom -ty uzel [z;,y;| pcjde do vrcholu [0, 0]. Takze
wi(z,y) = 43(2,9) = Sa(g1(z, ¥), 92(x, y)),

tedy
Jpi _ 0¥3 09 " 0p3dga 1 0= 1
Ox 0% Ox 0y Ox h h’
dp;  0p3 09 L 0p3 0gy l L 0
dy or dy 0y Oy h h '
Proto

/

13

AN LAY 1 1 1 .11

) | dedy = [dedy = — [ Jdidg= 025 =

(&L‘) = (ay) xdy hQT xdy hzT J dzdy e h 5= 3
3 ref

kde J je jakobidn inverzniho zobrazeni k zobrazeni g = (g, ¢2), tedy J = h?.
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Integraly pres trojuhelniky 7. 15 a Ty vyjdou stejné. Proto

)i 22\
alZi; i) Z/ ((Y) (L) drdy = 4.
dy

Vsechny diagonalni prvky matice A jsou tedy rovny hodnoté 4. Nimodiagonalni prvky
jsou vétsinou nulové., kromdé dvojic bodu, které spolu v siti sousedi

vodorovné”
.svisle” jako na obr. 2.2.5.

A

OBR.

Pak stejnym postupem jako vyse vypocteme

al@i; @5 = =1
V kazdém radku matice A

jsou tedy nejvyse ¢tyri nenulové mimodiagonalni prvky.
Matice A vypada takto:

(B. —1

kde

—I,B —I
—I,B, —1I
A =
—1,B, —I
Y
(4,-1 \
—-1,4,-1
=1,4, -1 ! U
B = a =[L=
~1,4,-1 . -
. i)
Zbyva vypocet pravé strany. Postupujeme stejné jako vyse:
,'2
fl ; drdy = / o1 J dzdy = %
Tl'f-'f
h2
/1 w; dxdy = / b1 J didy = R
T[Pf
h?
/1 ; dxdy = /Lpr;]drdy-——
[l'l'-'f

Stejné tak ostatni integraly.

Nakonec tedy

/loapi drdy = h*.
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Vviesenim soustavy (2.1.6). dostaneme koeficienty linearni kombinace urcujici feseni.
Reseni uy, je tedv dano vztahem (2.1.5) a z (2.2.7) plvne:

I

up(Bj) = Z wi il By) = uj.

=1
tedv j-tv koeficient linearni kombinace je primo hodnotou reseni v uzlu B,
Na tomto prikladu vidime. ze ¢im vice uzlin ma trinagulace 7. tedy ¢im je parametr
h mensi. tim vice bazovveh funkel budeme mit a reseni by mohlo byt v jistém smyslu
lepsi. Vonasledujici ¢asti vyslovime nektera tvrzeni o této problematice a ukazeme. kdy
up—u pro h—0.

2.3 Konvergence metody konec¢nych prvkn
Uvazujme ulohu najit v € 17 tak, ze
a(u,v) = F(v) Veel, (2.3.8)
kde a. F a V" splnuji predpoklady Laxova-Milgramova lemmatu 1.3.
Priblizné reseni uy, je pro kazdy netrivialni. konecné dimenzionalni prostor 1), € 1

definovano rovnici

”(”h- -“h.) - F(Ph) Vf'h € ‘h (2‘39)

Definice 2.5 Necht' {V},} je systémm podprostorit prostoru Vo a {u,} je odpovidajici
systém pribliznych feseni problému (2.3.8).
Rekneme, ze priblizna reseni konverguji, jestlize

}111{1} |lu — wup||y = 0. (2.3.10)

Mame tedy definovanou konvergenci a budeme odhadovat normu |[u — ||y

Lemma 2.6 (Céovo lemma)
Necht jsou splncny predpoklady Laxova-Milgramova lemmatu 1.3, u je feseni 1lohy
(2.3.8) a uy, je feSeni tilohy (2.3.9).
Pak existuje konstanta C' > 0 nezavisla na podprostorech 1}, takova, ze
lu — up||vy < C inif. ||[u — vp ||y (2.3.11)
EVi

UhE Vi
Dukaz Necht wy, € V},. Pak a(u — uy, wy) = 0, ncbot” dosazenim v := wy, v (2.3.8)
a vy = wy v (2.3.9) dostaneme a(u,wy) = F(wy) a a(uy,w,) = F(wy). Odec¢tenim
dostaneme pozadované tvrzeni. Dale z V-elipticity a spojitosti formy a(-,-) mame pro
libovolné v, € V),
2
Cy ||lu — upl|y < alu—up,u—up) =a(u —up,u—vy) + alu — up, vy — up)
= a(u — up,u —v) < Cq||u— uply ||u — vp|v-
; C
. - — Y1
(2.3.11) tak plyne pro C' = o 0O
Nyni jsme odvodili postacujici podminku konvergence. Staci totiz, aby existoval systém

V;, podprostorii prostoru V' takovy, ze Vv € V lim 1161‘f lv = vi||lv = 0.
1—U UV CVp
Nerovnost (2.3.11) nam tedy prevadi problém odhadu chyby ||u — uy||y na ulohu od-
hadnout vzdalenost in? |lu — vp||v mezi funkei u a prostorem V}. Abychom mohli
VREVH
pokracovat, musime zavést dva nové pojmy.

Definice 2.7 Mcdjme triangulace uzavéru ). Mnozinu T = {T,} téchto triangulact
nazveme systémem triangulaci, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje triangulace T, € T
takova, ze h < e.
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Vviesenim soustavy (2.1.6). dostaneme kocficienty linearni kombinace urcujici reseni.
Reseni uy, je tedy dano vztahem (2.1.5) a z (2.2.7) plyne:

It

up(B;) = Z u; i(Bj) = uj.
=1
tedy j-tv koeficient lincarni kombinace je primo hodnotou reseni v uzlu B;.
Na tomto prikladu vidime. ze ¢im viee uzlit ma trinagulace 7. tedy ¢im je parametr
h mensi. tim vice bazovyeh funkel budeme mit a reseni by mohlo byt v jistém smyslu
lepsi. V nasledujici casti vyslovime nektera tvrzeni o této problematice a ukazeme, kdy
up—u pro h—0.

2.3 Konvergence metody konecnych prvkn
Uvazujme tlohu najit « € 17 tak. ze
a(u,v) = F(v) Veel, (2.3.8)
kde a. F" a 1" splnuji predpoklady Laxova-Milgramova lemmatu 1.3.
Priblizné reseni wuy, je pro kazdy netrivialni, konecéné dimenzionalni prostor 1, <€ V7

definovano rovnici

a(up,vp) = F(vy) Vo, € 1. (2.3.9)

Definice 2.5 Necht {V},} je systémm podprostorii prostoru V' a {u,} je odpovidajici
systém pribliznych reseni problemu (2.3.8).
Rekneme, ze piiblizna reseni konverguji, jestlize

}111{1} lu — up|[y- = 0. (2.3.10)

Mame tedy definovanou konvergenci a budeme odhadovat normu |[u — uy||y-.

Lemma 2.6 (Céovo lemma)

Necht' jsou splncény predpoklady Laxova-Milgramova lemmatu 1.3, u je resSeni lohy
(2.3.8) a uy, je reseni lohy (2.3.9).

Pak existuje konstanta C' > 0 nezavisla na podprostorech V), takova, Ze

|lu — uplly < C finf. | — v ||y (2:3.11)

'h h
Dukaz Nccht wy, € V. Pak a(u — uy,wy,) = 0, ncbot” dosazenim v = wy, v (2.3.8)
a vy = wy v (2.3.9) dostaneme a(u,wy) = F(w,) a a(up, wy) = F(wy). Odeétenim

dostaneme pozadované tvrzeni. Dédle z V-elipticity a spojitosti formy a(-,+) mame pro
libovolné vy, € 1},

Co|lu — up|l} < alu — up,u — up) = alu — up, u — vn) + a(u — up, vp — up)
= a(u — up,u —vp) < Cy||lu—upl|v ||u — vpl|v.

(2.3.11) tak plyne pro C' = g—; 0
Nyni jsme odvodili postacujici podminku konvergence. Stadci totiz, aby existoval systém
Vi podprostorti prostoru V' takovy, ze Vo € V' lim inf |[v — v,[|y = 0.

h—0 v, VY
Nerovnost (2.3.11) nam tedy prevadi problém odhadu chyby |[u — uy|[1- na tlohu od-

hadnout vzdélenost iﬂ,‘f. |lu — vp||v mezi funkei u a prostorem V},. Abychom mohli
VpEVH .

pokracovat, musime zavést dva nové pojmy.

Definice 2.7 Mcjme triangulace uzavéru €). Mnozinu T = {Tn} téchto triangulaci
nazveme systémem triangulaci, jestlize pro kazdé e > 0 existuje triangulace T, € T
takova, ze h < e.
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Definice 2.8 Svstem trojuhelmkovyeh triangulact se nazvva regularmi. jestlize existuje
konstanta o > 0 tak. ze ax > oy pro vsechnv trojuhelmky W € T, a vsechny triangu-
lace Ty, € T. kde oy je nejmens: uhel v trojuhelniku K

Nvnui iz muzeme vvslovit vetu o rvehlostt konvergence. Prostor Vonvnt volime jako
prostor H*71(€).
Véta 2.9 Necht u jo resent ilohy (2.3.5) a uy, je resenn nlohy (2.3.9). Dale necht
we HYQ) Voo ke IN anceht’ T je reguliarng svstem triangulact a nccht
l),g-(]\-) C "h:f\' Vi € 7_,.
Pak existuji konstantv h,. (" > 0 tak. ze pro kazdou triangulact T, € T s h € (0. hy)
plati
w — ity || g eny < CHE fu Bk - E

Dukaz Viz (Krizek a Segeth. 2001). O

Na zaver jeste uvedeme vetu udavagicr postacujicr podmmku pro konvergencer metody
koneenyveh prvkn bez dodatecnveh predpokladn na hladkost slabeého resen

w eV c HYQ) ulohy (2.3.8). Toto resent miuze it 1 singularity, a presto metoda
koneényveh prvki konverguje v norme |- | 000 1) jak hodnoty, tak vsechny prvig
zobeeneéné derivace konverguji v normae L=(€2).

Véta 2.10 Necht' Ty, je regularni svstem triangulacr oblasti € a necht prostor C™ (£2)0V
je husty ve V" v normd

i'H\ = I 'I‘H-m]-

Pak
[1m HH Uy rresy — ().
h—+0) '
Dukaz Viz (Krizek a Segeth. 2001). O

Na zaver této kapitoly pripomenme. ze predpoklad o hustote v predehozi vete je v pri-
pad¢ dvourozmernych (a tedy i nasich)! oblasti splnen.

" . i - . 2
'V tivodu prvni kapitoly jsme se rozhodli v celé praci uvazovat jen IR~



Kapitola 3

Stacionarni Navierovy-Stokesovy rovnice v oblasti
s neménnou hranici

\ této k'l})ilnlt‘ budenie resit stacionarnt Navierovv-Stokesovy rovnice. Odvodime vari-
acnl formulact této tlohy o detinujeme slabe resent. Zminime problematiku okrajovyeh
l)ntlllllllt‘k a1 Zaver l)lhlt'lllt' hledat ])Illill/!li' Fesent Navierov AL ll'hllihl'hl!\_\i h rovnic

Uvazujeme-li stacionarni proudeni. znamena to, ze vaechny veliciny popisujici prou-
dent tekutiny se v Case nement. tedy
Ju
)
kde € je oblast s lipschitzovskou hrancer, ve Kterd nas proudent zajinid, a ti se v case

0 Q  Q

takeé nemeni.

3.1 Slabé reseni a homogenni okrajova podminka
Nejdrive uvazujme stacionarni Navierovv-Stokesovy rovnice s homogenni okrajovou
podminkou. Tedy:

div 0 v ) (3.1.1)
£ Ju

A+ Zu,_‘} “Vp=f v (3.1.2)
U

Wiaey = L. 3.3

kde konstanta v a funkce f jsou dany.
Definice 3.1 D‘L'{)ji('t‘ (w.p) se Ms!%_\"\‘;i klasicke resenr Navierova-Stokesova pruhh;nm
s homogenni okrajovou podminkou. jestlizew ¢ C*(2). p € C'Y(Q2) a tyvto funkce splinji
(3.1.1)-(3.1.3).
Nvyni odvodime béznym zpusobem variacni formulact problému (3.1.1)-(3.1.3).
Definujme prostory V a V' takto:

VY ={veC; () dive = 0}.

V = {ve H,(Q): divv = 0},

|
H )

Lze dokazat, ze V =V
Necht (w. p) je klasické resend.
Vynasobenim (3.1.2) libovolnou vektorovou funkei v = (4. 0) € YV dostavame

x du,
/—J/Au.vd.r—— / Z u, b ; tT /T:: VEY = /f vdr

Q Q
Pouzitim Greenovy véty 1.9 (in.si avame

; ) = Ou, Ov,
ﬂr//Au-vd.r:—//(u U(IS*://Z(_”ff

: Oz; Oz

Q A

a2 an J=1
/Vp cvdr = /p'v ndS — /p(!ivv dr,
Q) 96 9)
kde n = (n;,ny) znaci jednotkovou vnéjsi normalu k 0§2 a (—;’ﬁ je derivace ve sméru n.
Integraly podél 052 sc nuluji. protoze v|yq — 0. Stejné tak se nuluje [ pdiv v dr, protoze

Q

17
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dive =0 prov € V.
Dostavame tak identitu:
va(u.v) ~ blu.u.v) — (f.v) Yve V.
kde

a(w.v) — ((u.v)) / N — ——dr.

. - )!'
hlu.v. w) / Y ", 3 w, dr
I == (L,

(f.v) / f-vdr.
O

prouw = (. tuz). v = (rp. o). w — (wy.ws) definovane v €

Definugme nvni slabdé resem
Definice 3.2 Necht' v > 0 a f € L°(Q). Rekneme, ze w jo slabe feseni Navierova -
Stokesova problemu s homogenni okrajovou podmimkou pokud w « 'V

va(u.v) - blu.u.v) — (f.v) Yve V.

Opct (tedy jako v prikladu z kapitoly 2) plati. ze klasicke reseni je zaroven slabyvm
resenim. Tedy slabé resent je rozsirenim pojmn klasicke reseni.
Neznamymi funkcemi v Navierovveh-Stokesovveh rovnicich jsou rvehlost w a tlak p.
Ovsemn slab¢ reseni hovort pouze o rvehilosti. Proto byehom ke slabému resem potre-
bovali néjak priradit tlak. Tvrzeni o existenct takoveho tlaku za chvilku vvslovime. ale
k jeho dikazu je nutné seznamit se s vlastnostii formy b.

Lemma 3.3 Zobrazeni uw.v.w — b(uw.v. w) je spojita trilinearni forma na

H'(Q) x H'(Q) x H'(Q).

Dukaz Ncecht tedy w.v.w € H'(Q). u (. 1s). v (1. t9). w — (wy.us). Pak
w;, v w; € HYSY). @ = 1.2, Takze 25 € L2(S2).

L)

V disledku vnoreni prostoru H(€Q) do prostoru L*(€) pucllv vety 1.8 mame

. ‘ S : ) < f o et :
uj,w; € L*(Q). z cechoz plyne. ze ;,‘,—"Lu, e L'(Q). tedy [ L e, dae existuje a je
1

konecny. Forma b je tedy na H'(Q) x H'(Q)) x H'(Q) (lvlnm\';m:l a lincarita plyne z
linearity integralu a derivace.
Zbyva dokazat spojitost.
7 davodu vnoreni H'(2) do L1(€) existuje konstanta € > 0 tak. ze
|| 5 a < y : . J.1.:
\‘uHL sy = ( HUHHI{H] Vu € H (1) (3.1.4)

Necht w.v.w € H'(£2). Cauchyova-Schwarzova nerovnost (1.3.11) a (3.1.1) davaiji:

() i [ ('_)f'; 9 g v (:)f'., : 3
/:1}01 w; d.r \i < g( ffjaaff', dr < ./(u_) wi; ) e / 5 dr

Q 9 Q

< /(H’;)J d.r /(u‘,-)'1 d.r / ( : d.r
— R ' ? ().!'j'

Q2 Q2 Q

< lwjll sy lwill oy il ey < C2 sl @y lwillaey lvill i g-
Souctem téchto nerovnosti pro 2. ) = 1,2 dostaneme
. e
|b( L) HU”H]{Q) Hw||H1(m Vu,v.w € H ({)).
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Dusledkem predchoziho lemmatu je. ze b je spojita trilinearni formana V x V x V.,
tedy existuje konstanta (™ tak. ze
hlu.v.w) < (" u v w Vu.v.w € V. (3.1.5)
Lemma 3.4 \lastnosti formy b

1) bu.v.v) =0 YuecV Vovoe H ()
2) blu.v.w) — —blu.w.v) YueV vv.we HY(Q).

Dukaz Protoze mnozina Y je husta ve V oa C™N () je hustia v H' () a protoze forma
b je spojita. stact dokazat prvni tvrzent prouw e YV a prov € C™ ()
Pro tvto funkce dava Greenova vota 19

t‘)( i., A l fl) y
hlu.v.v) Z /u ) v, \ /u, ) ) tr‘:‘i:/:'
o e “2 U

i, 5

.
B Z / X z‘) ‘/”f'.,“tli\‘ il i = ).

)
(3 8 | <

Druhé tvrzeni plvne z ])l'\'lli]ln dosazenim v+~ w za v:
O=bu.v—-wv+w)  bhluv.v) - bluv.w) - hlu w.v - blu w.w)

= bhlu.v.w) - blu. w.v).

K tvrzeni o tlaku potrebujeme jeste nasledujiet lemma.
Lemma 3.5 Necht' [ € (Hﬂ,(!!)) a<l.v>—0 YveVP
Pak existuje funkce p € L7(S)) tak. ze
<A, v >S=—(p.dive) = = /;nli\' cdr Ve e Hi(82)

{2

Cili <l.v >=<Vp.v> VeeOCr) al =Npvesmyslu distribuct.

Dukaz Viz (Girault a Raviart. 195806). O
A nyni jiz uvedeme slibované tvrzeni.

Lemma 3.6 Necht uw je slabé reseni Navierova-Stokesova problémn s homogenni okra-

jovou podminkoul.
Pak existuje funkce p € L7(S2) tak. ze

va(u.v) + blu.u.v) — (p.dive) = (f.v) Yo e H{’,(Q). (3.1.6)
Dvojice (w.p) tedy splingje (3.1.2) ve smyslu distribuct.
Dukaz Z lemmatu 3.3 a z dikazu véty 2.4 vime. ze zobrazeni

veE HQ) — rvalu.v) +blu.u.v) — (f.v)

je spojity linearni funkcional. ktery se nuluje na V' a tedy i na V. Z lemmatu 3.5 plyne,
7e existuje p € L?(Q) tak. zc

va(u.v) + blu.u.v) — (f.v) = (p.dive) Yo € H\(Q)
coz dokazuje (3.1.6).
Déle méame a(u,v) = — < Au,v >. (f.v) =< f.v >. (p.divv) = — < Vp.v >

Yv € C™(1).
Tedy u a p splnuji (3.1.2) ve smyslu distribuci. O
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Nyvni tedy mame detinovane slabé resent a vime, ze k nemu existuje tlak. Zbvva tedy
Z(ul[)n\'("tlt"l otazku existence samotncho slabého resent
Nez vvslovime vétu o existenct, vvslovime jeste dve pomocnit tvrzeni
Lemma 3.7 Nechtw".ue V. n=12... au" »uv L () pron - x.
Pak b(u".u".v) = blu.u.v) Yve V.

Dukaz Z lemmatu 3.1 vime. ze

: S QERT' |
hlu". u". v) hlu". v.u") > / u" ——u) dir.
' | Il“‘ {)!I

Z predpokladu. ze w" — w v L7(Q) plvne. zc

Dale mame v € V. tedv existuje ¢ > 0 tak. ze
Jr, o
—i(ar)| < C Mre€fk 1. 1.2,
()J",

Dohromady tedy

‘ A, A, )
nooon : : ' TR .
Wy Wy —=—— — Wy, di| < ( T t, u, | de — (.
i 3 ! ] /
: < @y iy ;

takzoe

Sectenim dostavame

, ) i
()z' = ' e
b(u".u". v) = Z / ", ——f dr — Z / Uity “dr = blu.w.v).
tup=1 ) ’

-
=

Lemma 3.8 Necht' N je konecnd rozmcruy Hilbertiv prostor se skalarninm soucinemn

(«.+)x a normou || - |y a m'rhr' l’ : N — X jespojite zobrazeni takove. ze
(P(£).E)y >0 f'e X. |lEllx = & > 0. (3.1.7)
Pak cxistuje alespon jedno £ E ; |\ v < A tak, ze
P(f') = .

Dukaz Polozme By (0) = {€€ X: |[]|ly < A} Bi(0) je zrepme neprazdnad. konvexni.
uzaviena a omezena podmnozina v .\
Predpokladejme na chvili. ze P(€) # 0 VE € By (0). Muzeme tedy definovat zobrazeni
S : Bx(0) — X takto:
P(€)

\ 1Py
S je tedy spojit¢ zobrazeni By (0) do B;\-(()) Podle Brouwerovy vety 110 existuje
£ € Bg(0) tak, ze S(&*) = £" tedy

—-'—‘-\1.

5(€) =

a tedy ||€*]| = K.
Ale podle (3.1.7) je (P(£%).£*) > 0 a tedy

0< K2 = ||} = () = (—

a to je spor.
Tedy existuje £&* € By (0) tak, ze P(£") = 0. O

P(e) (P(€%). €y
e L TR = —K
M TPES f) b 8
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Véta 3.9 Existuje alespon jedno slabe reseni Navierova-Stokesova problémm s homo-
gennl okrajovou podminkou.

Dukaz K dukazu pouzijeme Galerkimovu metodu

Protoze V' je separabilni Hilbertay prostor. existuje posloupnost {v'} >, husta ve V.
Z definice prostoru Vodostavame. 7e pro kazde ¢ existuje posloupnost {w'/} >, C Y
takova. ze w'’ — v, pro j — .

Scradime-li vSechny prvky w'™ . ) — 1.2.. .. do posloupnosti (s vvnechanim téch, které
jsou lincarni kombinact predchozich) dostaneme posloupnost {w'}>, € VYV lincarné
nezavislveh prvkn takovveh. ze

= ITREEEY
V-] X, : (3.1.8)
kol
kde X4 = (w'. ... . w" je lincarni prostor generovany mnozinou {w'. ... .w*}. Xy je
konecne rozmerny Hilbertuv prostor se skalarnim soucinem ((«.+)).
Necht pro kazdé A = 1.2, .. u* € X, splnuje
k 1 h(: IS k ! 2l y ) . QO
vau'.w') - bhu" . u.w') - (f.w') WV | T (3.1.9)
k k ok k ‘
Protoze u" € Xy. tedv u > afw!. of € IR tak podminka (3.1.9) predstavuje
g1
systém A nelincarnich algebraickyveh rovnie s A neznamymi uf. s U

Dukaz dokoncime v nasledujicich krocich.

1. Ukazeme. ze o* splnujici (3.1.9) existuje.

2. Dokazeme. ze posloupnost {u”} > | je omezena ve 17

3. Z omezené posloupnosti vvbereme slabe konvergentni posloupnost ve Voa dokazeme.
ze jeji limita je slabd resent.

Existence u* splnujici (3.1.9).

Existenci dokazeme pomoci lemmatu 3.8, Zohrazeni

vE€ Xy 2 rvalu.v) - blu.u.v)— (f.v)

je spojity linearni funkcional na X, pro kazde v € X .
Z Rieszovy véty 1.2 plyne. ze existuje P (uw) € X tak. ze

((Pp(uw).v)) =va(u.v) +blu.u.v)— (f.v) Yu.v e X;.

Protoze prostory X a IR* jsou izomorfni a kvadratické funkee

K‘
(g, ... .0p) € R* 5 va(u.w') + blu.u.w') — (f.w"). kde u = Z o, w’
7=I
jsou spojité pro vSechna ¢ = 1. ... . k. tak zobrazeni I’ je také spojité.
Dale
(Pe(w). w) = v [[[ull|? = blu. . w) — (F.) = v[[ul]]® = (f.u)

> v[lulll* = ClIFIllulll Yo e Xy

Pokud u € X, a |||u||| = K > 0, pak pro A dostatec¢né velkd je v |||ul|| — C'|[f]| > 0 a

tedy ((Pi(uw),u)) > 0. Proto podle lemma 3.8 existuje pro kazdé k£ = 1,2,... alespon

k

jedno feseni uf rovnice P(u*) = 0. kterd je ekvivalentni systému (3.1.9)
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ro
o

Nvni ukazeme. ze posloupnost {u*} | je omezena na V'
Dosazenim w' := u* do (3.1.9) dostiavame
k2 koo k ok ko2 i . :
v u =blu'.u®.u') = v|||lu (Fu™) < |If]] ™l <C £ |]|w

z ¢choz plyne. ze

iw* (|| < il Voo = 1 Ziseons
"
Z omezendé posloupnosti lze vvbrat slabe konvergentui podposloupnost {u®} x| tedy
ut S auve Vopron — x. (3.1.10)
\" dusledku V. C Hj(©2) a kompaktuiho vooreni H \(Q) © L7 () vyplyvi. ze
u’ — u v L°(9)).
Z (3.1.10) dostavame

(u*. w")) = ((uw.w")) pran =% 3 Wi = L
dale podle lemmatu 3.7 mame
hlub . ub . w') = hlu. w w') Proci = 5 Wiy — 1 2. ..
Podle (3.1.9) mame
va(ub  w') - bur . ub . w') (fiw') o= b ooo by Y= 1.2..:4;

Limitnim prechodem pro no— x dostavame
vau.w') -~ blu.w.w') = (f.w') W [.2.....
tedy podle (3.1.8) je
ra(w.v) ~ blu.u.v) — (f.v) Yve V.
COZ Znamena. 7z¢ u ]( slabd resent Navierova-Stokesova [)l'(llll("]]lll ) htll]lt)j_;t‘lllli :)k[‘uju\'tnl
podminkon. O
Prave jsme dokazali existenct slabého resent. Logickvim pokracovianim je nvni otiazka
jednoznacnosti (existujiciho) slabcho resent.
Véta 3.10 Necht (™ je z (3.1.5) a C' je z (1.3.13) a necht plati v= > C* || f|.
Pak cxistuje prave jedno slabé reseni Navierova-Stokesova problemmn s homogenni okra-
jovou podminkou.
Dukaz Necht w. us jsou dve slaba reseni. tedy
va(u;.v) + b(u,.u;.v) = (f.v) VveV. (3.1.11)
Dosazenim v :— u, dostavame
’/H‘urH‘2 = (f.w) < ||fllfwi]] £C

ClIfl

Pl e ]

a tedy

lluilll = —= (3.1.12)

Polozme u := uw; — wy. Odectenim rovnice (3.1.11) a z lincarity forem a a b dostavame:
0=rva(lu;.v) +blu;.u;.v) — ra(us, v) — b(us, us, v)
—va(u,v) +blu. u,.v) — b(u;. us.v) + b(u;, us. v) — b(us, us. v)

=va(u.v) - blu.u.v) +blu.us,v) Vo e V.

Dosadime-li v := u. pak pomoci lemmatu 3.4 dostavame
va(u.u) = —b(u, uy, u).

Z tohoto a dale pak z (3.1.5) a (3.1.12) mame

v||u|l]* < C* [[lw]|® lluall] < CC* v || 1] []ae]]|?,
cili

llw|[|*(v —CC*v7 | £]]) < 0.

coz s predpokladem véty dava |||ul]|=0 a tedy w; = u,. O
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3.2 Slabé reseni a nehomogenni okrajova podminka

V' této casti zformulujeme Navieruv-Stokesuv problém s nehomogenni okrajovou pod-
minkow. odvodime slabé resent a vvslovime vetu o jeho existenct.
Stacionarnl Navierovv-Stokesovy rovnice maji tvar:

diva 0 v Q) [(3:2.1.3)
= Ju
IAM'ZHW +Xp=F %) (3.2.14)
y =i o,
U0 — P, (3.2.15)

kde konstanta v a funkece f a ¢ jsou danv.

Predpokladejme. ze f € L7(Q) a @ € H:(09) necht splinuje podminku
/ @ -mdS — (), (3.2.106)
1;[}

Tato podminka je nutna. nebot je-li w € H'(82) a splnuje-li rovnice (3.2.13)-(3.2.15)
pak

/ @ - ndS = (.

(319!

ncebot

£ = /cli\' wdr — / w-ndS /cp TS,

() 1) 182
Dale uvazujme funkci g € H'(Q2) takovou. ze divg 0 v 2 a gl,o — . Jeji existenci
nyvni dokazeme. Opct ale budeme potrebovat jedno pomocend tvrzeni.
Lemma 3.11 Operator div je zobrazeni H \(2) na L2(£2).
Dukaz Viz (Girault a Raviart. 1986). O
Lemma 3.12 Necht funkce o € H 2 (082) splije (3.2.16).
Pak existuje funkce g € H'(Q2) tak. ze divg — 0 v ) a glog — .

Dukaz Z véty o stopach 1.6 plyne. ze existuje funkee g, € H'(Q) takova. 7ce g, lon = .
Mame tedy

/(li\'gl dz = /gl sdS = /Lp -ndS = 0.

52 12 (919

proto divg, € L3(2). Takze z lemmatu 3.11 dostavime existenci funkee g, € Hj(92)
takové, ze divg, = divg,. Polozme g := g, — g,. Zicjm¢ g € H'(€).
divg = divg, —divg, = 0 a glosa = . O

Nyni jiz muzeme definovat slabé reseni.
Definice 3.13 Rckncine, 7e w je slabé reseni Navierova-Stokesova problémn s nehomo-
genni okrajovou podminkou, jestlize
u e H'(Q). (3.2.17)
u—gevV, (3.2.18)
va(u,v) +b(u,u,v) = (f,v) YveV. (3.2.19)



NUMERICKE RESENI 24
Véta 3.14 Necht' f € L-(4)) a uu'hr' pro funkei g plati. 70 g € H'()

divg=0. goo =@ ayg— (5% —42%) kde ¥ € H*(Q).
Pak ma Ulnht (3.2.17)-(3.2.19) alespon jedno resent.

Dukaz Dukaz se provadi podobne jako dukaz very 3.9 a je mozno jej nalézti napr.

(Feistauer. 1993). O
Jednoznacnost resent je zarucena jen pro velkon vazkost a mala data (1), malé objemove
silv a Ilmltm okrajovou podminku). Existun priklady nejednoznacnyeh resent stacionar-
nich Navierovveh-Stokesovveh rovnie,

3.3 Numericke reseni

Reseni budeme hledat metodou konecnveh prvkn

Uvazujme omezenou oblast © C IR7 o jep polveonalnt aproximact €. Dale T, znaci
triangulact oblasti €2, tvorenou prvky A tak. ze

1y 9= I K,
KNeT,

2)  kazdv prvek A je uzaviend mnozina s neprazdnvim voitrkem A
3) KINAK]={} VK,.K, €T, K # k..
1) kazdyv prvek A ma lipschitzovsky spojitou hramei o,
5)  kazda strana prvku A € T, je bud podmmnozinou hramee 942, nebo stranou jincho
prvku z 7.
Pripomenme nas problém.
Hledame funkci w € H'(2). tak zc w — g € V a plati
vauw.v) ~blu.w.v) — (f.v) Yoe V.
Nvyni cheeme najit aproximaci wy, : ) — IR u, ~u.
Zavedme prostor konecénych prvki Xy, ktervin aproximujeme prostor M), V tomto
prostoru budeme hledat rychlost. ktera resi diskrétni alohu.
Prostor X, muze byt napr. Ny, = {¢, € () enli € Py(K) YR € T }. tedy prostor
spojitveh funkei. které jsou na kn?,tl(‘m prvku A nejvvse linearni funkei.
Jina moznost je |mln')il napr.

X, ={u, € L*(2): vl € Pi(K) a vy, jo spojita ve vsech stiedech st ran}.
Druhy prostor se¢ v praxi pouziva. ale mluvime pak o tzv. nekonformnich konecénych
prvcich, protoze N, H'(€),). Dalsi prostory koneényveh prvki je mozno nalézti napi.
v (Matthies, 2002) nebo v (Girault a Raviart. 1986).

Podobné zavedeme prostor (Qy,. ve kterém budeme hledat tlak.
Dale zavedme prostory Xy, a
X, = {vn € Xy; tnlog, = 0},
(v.,)h;, = (2!.' M L(.i(szhj'

Protoze hledame funkci wy, : ), — IR*. budeme potichovat nasledujici prostory:

X;,_ = -\’}, X -\P;, da X,i,“ — -\-h“ X _\.;,ﬂ.
Nakonce zavedme prostor V. kterym aproximujeme prostor V.

= {’U;, € X, / gn divoy, = 0 Vg, € Qp,}.

£y,
Protoze vypocetni oblast je nyni €25, a nikoli €2, nmsimv pro wy. v,. wy, € X, definovat

Dy, Ovy,
”h(uh-vh.) — ((uh 'Uh Z: / Z ((,;?: (01; (]I'
J J

hETh i f}_l
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H' X H’ f’:
A+ ] A /
foon= 3 [ £ vndi
M Te g
Na prostoru X, je (o0 ge skalarmn soudam, ktery moan dava mdukovanou normu

kKterou budeme znacit -

Pouzivame-li nekonformmi prvky, vvuziviane nasledupor formu by,

l - I -I-q. 1’1"r I‘"J’i
hj, (Wy,. V. Wy, \ / \ (f Yy Iy Ty (.
") — U ) 1 ' b
- 1 . (1] (11
A 2N
Pro takto definovanou formu b, ztepne plat
by (wy,. v),. wy, | Iyl wy,. vy, Vuy. v wy, « Xy,
h!: (W W O () VU Oy ¢ X e

Tuto bilinearni formu budeme uvazovat po zbvtek cele prace
Pokud uvazujeme nckonformm prvky. pak pro v, « X, H' () nema vvraz div v,
smysl. Definujeme proto diskrétm divergener divy, - X0 = L5(40),)

{tli\’ h l’}f i I (]l\' | l‘jl h I, l’.’. [ _‘Y ) 1\ 1 'T'. _

Aby metoda konecnveh prvkn fungovala, must prostory X a (2 spliovat tzy
Babuskovu-Brezziho podminkn

- - (hiv b Uty g,
i > () nt SUp t
Qg . . X o124, O lin

V otomto miste se Jeste musime zininit o tzv upwindingu

Proudeént je charakterizovano tzv. Revooldsovvin éislem. ktere je primo tuncerne rvchlosti
proudent a neprimo wmerne na koceficientu kincrsaticke vazkosti. Pro velka Revnoldsova
Cisla mohou byt numerické vvpocty nestabilin a nemust konvergovat. Proto se casto
pouziva upwinding,.

Necht S,. 7 € {1..... pt e mmozina vsech stredu stran trojuhelnika 77 triangulace 7T,
a p je pocet hran v triangulact, Uvazupme dva trojpihelniky 2 tnangulace. kKterd magi
spolecnou strami. Jsou tvoreny vrcholy B3 130 13, a I3, B, 13, Tenste tropihelniku
s vrcholy By By, B, omacime Ty a 1,, je teaste trophelnika s vecholy 13, B, B3,
viz obr. 3.3.1. Oblasti I?, rozuunime ctvinhelnik s vrecholy 3,0 Ty, 13,0 1,,. (Pokud bod

S,
B B

s ) r 1

[ 75 T
S -8
R ‘.l‘ S
T . r
. ‘&

8 S B8

WBR: 3.3-1.

S. lezi na hranici. pak R, je trojihelnik s vrcholy B,,. Ty. ;. viz obr. 3.3.2. Nadale se
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OBR. 3.3.2.

uz liljani-i‘nimi body zabyvat nebudeme. protoze nasledujici tvahy mohou byt snadno
pouzity 1 na tento pripad.) Nvni ukazeme diskretizact konvekt ivniho e \:‘l;,'i(‘l'()\'\"('h—
Stokesovych rovnic, reprezentovancho formou b(w. v. w). Postupujeme tak. ze oblast €2
pal}radime oblasti €. Integral pres 2, napiseme jako soucet integrali pres R, a tyto
%Ilfcgrzily nakonec aproximujeme specialni numerickou kvadraturou. l’i‘('(lpt)klz'ul(‘jlm(‘
jesté, Ze u, v, w jsou dostatecné hladké a w|;g, = 0. protoze budeme pouzivat Greenovu
vétu 1.9.

b(u,v,w) = Z /uJ u,d: = Z /()—:[“ o ) d. Z/:, cdiv wdr

Li=1g Ly=1q t=1q
Z/(): u,z,u,r/:-Z/z,u, v wdr
1J_1Q J L |Q!
/ qu,uwh-ZZ/:,u,(hvud;
!';_lf_lh) J_li" lh)
2 p 2,
2 ZZIU.,-_(S;)/(IIV(UJ )dx — Zz vi(Sp) wi(S;) /(liv wd.r
i=1 =1 R, i=1 (=1 7,
2 p 2 P
=YY wlS) [ viundS =30 Y (S wi(S) [ w-nds
1=l l= OR, =1 =1 H.H,l
2 p 2 4
=3 Y wilS) z/“u g dS—3" 3 vi(S) wilS) 3 [ w-mas
=1 = q= IF;,{ i=1 =1 q__]l:,
U
2 P 2 P
SSRATC) Ny BRIEE ICE Y. [ migds.
i=1 l=1 Fie i=1 =1 =17
U]

kde my, je jednotkova vnéj§l normala k R; na tsecee Iy a vy, je aproximace v;|r,
L s . . .1
definovana pomoci upwindingu:
1 pro [ u-n,dS >0,

— [h!
Vitg = Nig(1) v:(S1) + + (1= Aig(u)) 0i(S), kde Aig(u) = 0 pro [ uw-mn,dS <O.

FJ’{;

Pokud tedy tckutina protcéka tseckou [, do oblasti R, pak hodnota v, Fio je definovana
jako hodnota v;(S,;) a pokud tckutina protéka tseckou ['y, z oblasti Rg pak hodnota
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‘)

- | v
bp(wp. vy wy) = Z / Z Uy — i wy, du.
KET), i ig=1 dr,
(f vh.)h — Z / f - Uy d.r.
RET, i

Na prostoru X, je ((-.+)), je skalarni soucin. ktery nidm dava indukovanou normu,
kterou budeme znacit ||| - ||,

Pouzivame-li nekonformni prvky. vvuzivame nasledujict formu b,

1 o v Juw
- h, gy
bh(ﬂh_.vh. wh) == 3 E / E | ty 5 Wy, — Uy, =k, (’.1'.
N

) ()_rj

TKETy ) 1y
Pro takto definovanou formu b, zicjme plati
bh (uh, V. 'wh) = —[Jh (_u,:,. wy,. ’U,a,] \'fu;, LUy Wy, € X;,.
b;,(u;,.vh. ’U,a,) =0 Vu,.v, € X,,.

Tuto bilinearni formu budeme uvazovat po zbytek celé price.
Pokud uvazujeme nekonformni prvky. pak pro v, € X, ZH"'(),) nema vyraz div vy,
smysl. Definujeme proto diskrétni divergenci divy, : X, — L%(£2,)

(divpop) |k =div(vy|x). v, € Xy, K €T,
Aby metoda kone¢nych prvki fungovala. musi prostory X, a 0, spliovat tzv.
Babuskovu-Brezziho podminku

| ) div , vy, qn)),
36 >0: inf sup (v 1 Vs Gn ) > 3.

4h E€Qn v,e X, lanll L2y Hlonllln — |

V tomto misté sc jesté musime zminit o tzv. upwindingu.

Proudéni je charakterizovano tzv. Reynoldsovym ¢islem. které je primo timérné rychlosti
proudéni a neprimo imérné na kocficientu kinematicke vazkosti. Pro velka Reynoldsova
¢isla mohou byt numerické vypocty nestabilni a nemusi konvergovat. Proto se casto
pouziva upwinding.

Necht S;, i € {1,...,p} je mnozina vscch stred stran trojithelnika 7" triangulace T,
a p je pocet hran v triangulaci. Uvazujme dva trojihelniky z triangulace. které maji
spole¢nou stranu. Jsou tvoreny vrcholy By, By, B, a By, B,,, B,. T¢zisté trojuhelniku
s vrcholy By, By, B,, oznacime Ty a T, je tézist¢ trojuhelniku s vrcholy By, B,,, B,,
viz obr. 3.3.1. Oblasti R; rozumime c¢tyfiuhelnik s vrcholy B,,, Ty, B, T,,. (Pokud bod

OBR. 3.3.1.

S; lezi na hranici, pak R; je trojihelnik s vrcholy B,,, Ty, By, viz obr. 3.3.2. Nadale se
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'z:?-[r(q je definovana jako hodnota 0:(5). Tedy hodnota ¢/, je vybrana proti sméru
proudéni. Proto

bh(u v, w ZZ Z u \h} (TN (H‘;) = ll == ,\;,itu')') ,-[_H‘q] == {‘.(5!) / u-ny dS

1=1 [=1 ¢=1 I
lq

p 4

- Z Z/u n-"'ffd(’ w {S )(l o "\fr;(u).} Ulf(-\.q] o {‘;(-H‘f)] U.vE Xh- w € Xhu'

1=1 !:1 q—-—ll' lq
Mame tedy dalsi moznost volby formy b;,.
Nyni jiz mzeme vyslovit definici diskrétniho Feseni.

Definice 3.15 Rckneme, Ze wy je reseni diskrétniho Navierova-Stokesova probléma,
jestlize

thy 5 X, (3.3.20)
—g, €V (3.3.21)
vap(up, vy) ‘f'bh(uh up.vy) = (f.on)n Yo, € V. (3.3.22)
kde g, € Xy, s"z]h qn div pg,, de = 0 Vg, € Qy, a g, |00, = g.

Véta 3.16 Necht g, = 0.
Pak problém (3.3.20)-(3.3.22) ma alcspon jedno resent.
Dukaz Zobrazeni
vp € Vi = vap(up, vy) + bp(wp. wpvy) — (Foon)
je spojity linearni funkcional na V', pro kazdé u,, € V.
Z Rieszovy véty 1.2 plyne, ze existuje P, : 'V, — V), tak, ze
((Pn(un), vn))n = v ap(wp, vp) + by(wp. wp.vy) — (F.oon)n Yup v, € V.
Uloha nalezeni diskrétniho feseni je tedy ckvivalentni loze najit wy, tak, ze (P, (w,) = 0.
Zobrazeni P, je spojité a plati
((Pyu(wp),wn))n = vap(up, wp) + bp(wy. up, wp) — (F,up)y,
=37 |Huh|H,2? — (Fyun)n > v||unlll; — HfHL'“’(sz;,) HuhHLﬁmh)

Norma, ||| - |||» i || - HLQ(Q ) jsou normy na V', tedy na konecné rozmérném prostoru,
h

a proto jsou ekvivalentni. Proto existuje konstanta C'(h) > 0, kterda obeené zavisi na
dimenzi prostoru, a proto na h, ale nezavisi na zadné funkci tak, ze
HuhHLQ(Qh) < C(h) H\Un\Hh Vuy € V.
(Navic lze dokézat, ze pro regularni triangulaci C'(h) na h nezavisi.)
Proto
((Pa(un), wn)n > vllwnll2 = C) 11l g2, lesalln = o0, pro [flass]ls — o

A thy dK >0 tak% ze ((Ph.(uh): uh.))h. Z 0 vuh € Vh-. |HuhH|h = K.

TakZe z lemmatu 3.8 plyne existence prvku u, € V), tak, ze P, (u,) = 0. ]
Poznamka 3.17 Je-li forma by, definovana takto:
% vy,
bh(uhavhawh Z / Z Up, —a—ibh dr, wp, vy € Xy, wy, € Xy,
KET j 6=l Lj

Ize ukazat, ze v okoli kazdého nesinguldrniho fesent problému (3.1.1)-(3.1.3) je diskrétni
problém (3.3.20)-(3.3.22)jednoznacné fesitelny, je-1i h dostatecné malé. Viz (Girault a

Raviart, 1986).
cud ije for definovana pomoci upwindingu, pak predchozi véta také plati.
Pokud je forma by, p
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Existenci méme tedy pro homogenni okrajovou podminku dokazanou. Situace s neho-
mogenni okrajovou podminkou je mnohem slozit&si.
Vyslovme jesté vétu. ktera hovoii o existenci diskrétniho tlaku.
Véta 3.18 Necht' [ g, -ndS = 0. Funkce wy, € X, je Fesenim problému

0
(3.3.20)-(3.3.22) prave tehdy. kdvz plati nasledujicr podminky

a) Up o0, = Gploq, - (3:3:23)
b) ((Ih' di\" h uh) =0 vqh € (L).-'f- (: 3 24)

\:‘u‘ L
o v
o
n
S —

c) existuje p, € Y, tak. ze (-
Vah-(uh-.'vh) T bh(uh-uh-vh) — (pr.divyvp)y = (f-'Un)h Vo, € Xh“~

Dukaz Dikaz je mozno opét nalézt napr. v (Feistauer. 1993). O

Nyni se jiz za¢neme zabyvat vypoctem priblizného reseni.

Zacneme nejprve vypoctem priblizncho reseni Stokesova problémmi. Ten se od Navierova-
Stokesova lisi tim, ze ncobsahuje konvektivni ¢len (w- V) w. a tedy neobsahuje formu b.
Zaciname Stokesovym problémem. protoze je lincarni a lze jej tedy snadndji resit.
Necht {;}2, je baze prostoru X, tvoiena vektorovymi funkceemi (2,.0). (0, ;). kde
p; jsou prvky baze prostoru Xj,. Dale necht {v)}}, je baze prostoru ().

Proto feseni problému (3.3.23)-(3.3.25) lze napsat ve tvaru

L M
Up =gp+ D WP Ph=)_ DYy (3.3.26)

J=1 g=l

Dosazenim do vztahi (3.3.24) a (3.3.25) dostavame soustavu lincarnich rovnic

A, B U F o
kde U = (uy, ... S s B =Py 14 .pa)t. A je matice fadu L x L s prvky
Aj; = r/a;,_(cp,,v_.c,oj). f; —— i - L,
B je matice fadu L x M s prvky
bij = —(’_-"ib;,di\/h (,O?_-)h, = L, ...,y j = 1‘”

a F je vektor délky L s prvky
Fi=(f.0)n —van(gne). i=1.....L.

Mame tedy soustavu rovnic se symetrickou maticl pro neznameé Uy, ..., U, Pry ..., PM-
Ta je singuldrni, protoze tlak je urcen az na aditivni konstantu. Hledame proto tlak z
prostoru L2(£2;,). Soustavu vyfesime a dostancme priblizné feseni stacionarniho Stoke-
sova problému.

Piiblizné Feseni Navierova-Stokesova problému je ponckud komplikovangjsi. Je to
zptisobeno formou b, protoze nakonec dostaneme nelinearni tilohu. Matice A tak neni
konstantni, ale zavisi na vektoru U. Resenim tohoto problému se budeme nyni zabyvat.

Prvni moznost je fesit tzv. Oseentv problém.
Definujeme nejprve spojity Oscenttv problém a pak jej aplikujeme na priblizné feSeni
Navierovych-Stokesovych rovnic.
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Definice 3.19 Necht w € CH(Q). divw = 0 v Q. f:Q > IR? a necht @ : 00 — IR?
spliuje (3.2.16).

G Tl 'Rt rAGHATY T Y = . . - e D5y =] )
Klasickym fesenim Oscenova problémm rozumime dvojici (u.p) € C*(Q2) x C''(Q) spl-
nujici

diva 0v Q. (3.3.28)

: ) .

—vAu + Z u',_(—E +~Vp=Ff v Q. (3.3.29)
=1 o,

U‘t'jgg — L. (.3:330)

Stejné jako v piedchozich ¢astech formulujme slabé reseni Oscenova problému.

. . 9 P .
Definice 3.20 Necht w € V. f € L*(Q) a necht g € H' (). divg = 0 a glyso = .
Rekneme, ze w je slabvin fesenim Oscenova problcmu (3.3.28)-(3.3.30). jestlize

uc H'(Q). (3.3.31)
u—geV. (3.3.32)
va(u,v) +blw.u.v) = (f.v) Vv e V. (3.3.33)

Véta 3.21 Uloha (3.3.31)-(3.3.33) md jediné iesent.
Dukaz Polozme

aw (w,v) = va(u.v) +blw.u.v) u.veV.
Z vlastnosti formy b plyne, Zze aqy je spojita bilinearni forma definovand na V x V.
Déle pak z lemmatu 3.4 plyne, ze aqy je V- elipticka, protoze

aw(uw,u) =va(u,u) + blw.u.u) = a(u.uw) = |||u|||* Yu € V.
Hledejme nyni feseni ve tvaru w = u + g. kde uw € V' je neznamé.
Potom (3.3.33) je ekvivalentni rovnici
aw(a,v) = (f,v) —va(g.v) —blw.g.v) YveV.

Z Laxova-Milgramova lemmatu 1.3 uz plynce jednoznacné reseni w a tedy také jedno-
znacné u. O

Predtim nez ukdzeme, jak pomoci Oscenova problému resit Navierovy-Stokesovy
rovnice, definujeme jeste prostor W, takto
W, = {v, € Xy; / qn div v, de = 0 Vg, € Qp, }.
Q,

Navicrovy-Stokesovy rovnice fesime nasledujici iteracni metodou.

, 4 k+1 2 k+1 il M k+1
Zvolime u) apro k = 0,1,... hledame u;, ™ € Wihrapy,™ € Qp, tak, Zeu,™ —g, € Xy,

a plati
z/a.h.(uﬁ.ﬂ-.’vn) T bh(“ﬁv uﬁ-'-lavh.) - (Pﬁ.*lﬁli‘fh vp)n = (Fion)n Yo, € Xy,

: k1Y,
(qfh. div h Wy, )h =0 Vflh = (Jh.o-
Resime tedy soustavy rovnic

AF B\ (U F
kde UF+! = (uf*1, ... ,uf™)T, P = (P AT DT, AR je matice Fadu Lx L s prvky
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B je matice fadu L x M s prvky

bij = —(vj.divyp)y. i=1..... L. j=1...... \/
a F je vektor délky L s prvky

Fi=(f.e)n—vau(g,.@,). i=1..... L.
V pripadé Stokesova problému jsme tedy resili jedinou soustavu rovnic se symetrickou
matici. Nyni jich musime vytesit nckolik o navie matice soustavy neni symetricka a
také musime néjak zvolit uy. Vhodnou volbou 4! muze byt napriklad feseni Stokesova
problému. Soustavu pak fesime napt. metodou GMRES. BiCGstab nebo metodou vice
siti.
Mectoda nejmensich ¢tveret.

Pro funkci u, € W, takovou, ze u, — g, € V, definujeme pomoci Rieszovy véty 1.2
funkci &, (uy) € V), tak, ze plati

((gh(u’h)f 'Uh‘))h =V ”h(ua‘}~ Uh) L bh(uh- wy . 'U},] _ (f vy, ).-‘.J vvh S Vh-
Déle definujme funkcional Jy (uy) := 3|([€, (ws)|||7-
Zicjmé up = gy, + Vi, vy € Vi, je tesent problému (3.3.20)-(3.3.22) prave tehdy, kdyz

) = min Jy(g, +v,) = 0.

hE h

Minimalizaci funkcionalu .J, provadime napr. metodou sdruzenych gradienti,

Newtonova metoda.

Resime nelinearni problém nalézt vektor

U»
£
o L + M neznamych tak, ze zobrazeni

(U ._ (A+DW) 3\ (V) _(F
p) = \s 0)\r) o
1 (""* -
()

kde vSechny matice a vektory jsou definovany jako vyse a ,matice” D(U) je tadu L x L
s prvky

sc v ném nuluje, tedy

dij = by (wp. P ;)

Newtonova metoda nam pak dava iteracnl proces:

S
A ) o) e
()
kde gf = (g‘i)Hﬁf akde Vi=wprod=1,...; La Vg =p; pre t = 1,..., M.
! 3 /=
Proto 1
(1) _ (a o
DG k D ((U)U
P*) _ (a+=577.BY
B! ,0

8
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R b
j)(, ' :(-3,',)5;,::1 a Jj .—h,,[u,,.go_,.cpl'}*f);,[cp_,.u;,.go,)-

Matice iteracniho procesu (3.3.31) je nesvimetricka a jeji vipocet zabird prilis mnoho vy-

pocetniho ¢asu, proto casto pouzivame moditikovanon Newtonovu metodu. kde maticl
-;‘,

ph

matici vypocitame znovu.

odpovidajici vektoru pouzivime i pro nckolik nasledujicich iteract. po kterych



Kapitola 4

Nestacionarni Navierovy-Stokesovy rovnice
v oblasti s neménnou hranici

Tato kapitola je vénovana problematice nestacionarnich Navierovyveh-Stokesovych rov-
nic. Stejné jako v predchozi kapitole odvodime variacni formulaci. definujeme slabé a
hledame priblizné reseni.

P11 reseni Navierovych-Stokesovyeh rovnie budeme pracovat s funkceemi. ktere zavi-
scjl na ¢asc a jejichz hodnoty jsou v néjakém Banachove prostoru.
Mame-li funkei u(x,t) prostorové promeénné . a casu f. je vhodné tyto proménné oddélit
a na funkei u hledét jako na funkei u(t) = u(-. 1), ktera kazdému ¢ priradi hodnotu u(?).
coz je funkce proménné x, pattici do vhodncého prostoru funkei.
Tedy u(t) je zobrazeni

r— [u(t)](r) = ule.t).
Necht a,b € IR a X je Banachiiv prostor s normou || - || y.
Pro p € [1, | znac¢ime LP(a, b; X') prostor funkei takovy. ze

1

b .“
|ullLo(ap:x) = / lu(t)|sdt] <oc prol<p<oc.
a
||w||Lo(apx) = ess sup |ju(t)][x = inf sup |lu(t)||x < oc pro p = oc.
te(a,b) meas(N)=0 te(a.b)—N

4.1 Slabé resSeni

Resime nestacionarni nestlacitelné Navierovy-Stokesovy rovnice v oblasti, jejiz hranice
sc neméni. Pro zjednoduseni predpokladame homogenni okrajovou podminku. P'ri ne-
homogenni okrajové podmince bychom postupovali stejne Jako v sckei 3.2,

Hledame tedy rychlost w(z,t) : Q x [0.T] — IR* a tlak p(x,t) : 2 x [0,T] — IR tak, zZe

divu=0 vQ = x(0,1), (4.1.1)

Ju = du
w=0 nadQx|[0,T]. (4.1.3)
u(z,0) =u’(x), =€l (4.1.4)

Konstanty v, T > 0 a funkce u° : 2 — R? a f:Q — IR? jsou zadané.

Definice 4.1 Klasickym resenim nestacionarnich N?erl'OVIJ’f('E—Stokosor,'lx,'rch rovnic s ho-
mogenni okrajovou podminkou rozumime funkce u € C*(Q) a p € C'(Q) sphiujici
(4.1.1)-(4.1.4).

Stejné jako v predchazejicich Castech odvodime varia¢ni formulaci nestacionarnich
Navierovych-Stokesovych rovnic.

32
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Necht u, p je klasické feseni. Vyndsobenim (1.1.2) libovolnou funkei v € V. integraci
pres oblast Q a pouzitim Greenovy voty 1.9, dostaneme rovnost

ou |
5{(%”-” *V”(U('-f).'vl-h(u(-.f"}.u(—.rr.'v)— (f(-.t).v) Vv e V.

ktera je splnéna pro kazdé ¢ e (0 T

Prostor V je definovan stejné jako v predehazejicl kapitole, tedy
V={v e Cy(Q):dive =0l

Dale budeme jesté pouzivat nasledujici prostory funkei

V ={v e Hy): divv = 0}.

H vL-‘(_SEI‘

Plati, Ze V ¢ H c L*(Q).
Pro u € L*(0,T; V) plati

ou (l _ - =
(;?(f)v) = {/—f(u(-.f).v) VU E V.

Definice 4.2 Necht v, T >0, f € L*(0.T: V') au' € H jsou dané.
Reknemne, Ze u je slabé fesent problemu (4.1.1)-(4.1.4). jestlize

u e L*(0,T; V)N L>*(0.T; H) (4.1.5)
1
d(—('u,,'v) +va(u,v) +blu,u.v) =< f.v> VYvoeV (4.1.6)
u(0) =u’ v Q. (4.1.7)
Rovnici (4.1.6) chdpeme ve smyslu distribuci na intervalu (0, 7). tedy
T P
— /(u(t) v) ' (t) dt + /[r/ a(u(t). v) +blu(t), w(t),v)l p(t) dt
0 0
-
= / <f(t)v> p(t)dt Yy e CF0.T).
0

Véta 4.3 Necht v, T >0, f € L*(0,T;V*) a necht u° € H.

Pak cxistuje prave jedno reseni problému (4.1.5)-(4.1.7).

Dikaz Existenci feSeni dokazeme tzv. Rothcho metodou.

Pro libovolné pfirozené ¢islo n > 0 sestrojime déleni intervalu [0, 7 tvofené body
tp, =k7, k=0,...,1., kder= —?{;

Hledame wg, wy, ws, ... ,u, € H spliujici

(U‘“ _ u’“"l,v) + v a(ug, v) + b(ug, up,v) =< fr,v> VYoveV, (4.1.8)
-
1 Ly
f.== / ft)dte V*, k=1,..., n.
+=
br—1

Prepiseme-li rovnici (4.1.8) do nasledujiciho tvaru

1
l('r..',;rm’v) + va(ug,v) + b(ug, ug, v) =< fr,v > ‘1‘;(“&—14’) VweV,
-
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vidime, Ze fesime podobny problém jako ve vote 3.9, Takze stejnvin zpusobem dokazeme
existenclt up VA =0..... n.

Nyni sestrojime po ¢astech konstantni funkei w. - (0.7 — V

u-(0) = u,

Pro n — oc dostavame posloupnost {u.}. ...
Lze dokdzat, Ze z posloupnosti u; lze vybrat podposloupnost slabé konvergujici v L#(0.T; V)
k néjakému prvku u, ktery je hledanym slabvin resenim.
Detaily tohoto ditkazu a ditkaz jednoznacnosti je mozno nalézt opét v (Feistauer. 1993).
O]

O obecené teorii Navicrovych-Stokesovyeh rovnic lze vice nalézt napr. v (Temam. 1995).

4.2 Numerické resSeni

Budeme postupovat stejnym zpusobem jako v dikazu voty 1.3,

Zavedeme déleni ¢asového intervalu [0, 7' a na kazd¢é casove vrstve (tedy ¢ = £, = konst.)
reSime tllohu nalézt funkce w(x. ;) a p(r. ty). To jsou funkee pouze prostorove promdeénne
xr a tuto ulohu vyresime opét metodou konecnych prvkii.

Uvazujme n € IN a ekvidistantni (tj. ¢, — f;,_; = konst. VA = 1..... n) dcélent intervalu
[O,T], tk = Tk‘., T = %
Oznal¢me dale uy, (z) = w(x,t). Zintegrujeme-li rovnici (1.1.6) pres casovy interval

(tx_1,tx) a aproximujeme-li

i
/ w(t)dt = 7[(1 — D) w(tp-1) + Vw(ty)], 0 €]0,1], (4.2.9)

th—1

dostavame nasledujici tlohu.
Najit u;, € V., k=0,...,n tak, ze

()
'U,m:u EH

('u,t;\._ — Uy, ,'U) 4 (1 - 1))[1/ (1_(1!,“__'.'0) T ,)(Ufk 13 u“‘—l‘v)]
T

+ 0 afu,, v) + bty wy,, )] = (1= 0)(F(ty,_,).v) + O(F(tk).v) Yo e V.

Tato tiloha ma alespori jedno feseni. Ditkaz je podobny jako ve vété 3.9.
Volbou parametru 9 dostavame riznd diskretizacni schémata:
e ) — 0 - touto volbou dostavame dopredne Eulerovo schéma. coz je explicitni

schéma;
e J — 1 - tato volba dava zpétné Eulerovo schéma, toto schéma je implicitni;

e J — L - tato volba je znama jako Crankovo-Nicolsonovo schéma, které je také
2
implicitni.
Hledejme nyni konkrétni w,, k = 1,....n a predpokladejme, ze vSechna w,,, [ =

0 k — 1 jiz znamec. Jak jsme jiz uvedli na zacatku, budeme postupovat metodou
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konecnych prvki. Znaceni bude stejne jako v predchozi kapitole.
Hledame tedy funkci u,,, € V), tak. 7e

(uh.fk _ uh.f;(_l

T

: 'U) -+ ll = f)]if’ (1y, l_’u.,:,',; V) + {)h(u;;_,r\ . Uh_h . ’U)
h ' ) ' '

+ O an(wh by 0) + bn(Wny- i, v) = (1= D) (F(tx )0y = O(F(te).v)n Vv € Vi

Tato uloha ma aleson jedno fesSeni (viz vota 3.16) a je ekvivalentni nasledujicimu pro-
blému (analogic véty 3.18).

Najit wpy, € X}, a ppy, € Qp, tak, 7e plati
(uh..fg- — Uy
T

.fk_.l \ T . \ ]
.'u) + (L =)|ray(upy, ,.v)+by(wpy, ~wpy, . 0)
h . ' ' |

T I)[V ”h(uh.h.- 'U) i bh (_u.’.'..',; WUy U)

— V(ppy,.divyv), — (1 = V) (Phi, - divy, o)y

= (1= ) (F(tir).0)n + U(F(te).0)s. Yo € Xy, (4.2.10)
a zaroven
(qn.divyup ) =0 Vg, € Q- (4.2.11)
Reseni opét hleddme jako linedarni kombinaci bazovyeh funkei ve tvaru
L Al
Uy, = DU Py P =D Py (4.2.12)
J=1 J=1

Dosazenim (4.2.12) do (4.2.10) a (4.2.11) dostavame nasledujici nelinearni systém

A+ D(Uy) .B Uy (F
B! 0 P 0

Kde A je matice radu L x L s prvky

1 o
G = ;(cpi-_. @) +Vvap(p, ;) .j=1,..., L,

B je matice fadu L x M s prvky
bij = =V (W, divag)n i=1,..., E i=1,...,4 \/.
D je ,matice” fadu L X L s prvky
dij = D bp(Wne, P Pi) I =1,..., L,
F}. je vektor délky L s prvky

Fy, = (1-9)(f (tr-1); @)+ (F (), @i)n— (1=V) [V ap(wps, @) Fon(Uh e Uh s s ;)]

1 ,. . ‘
+ _(uhstk—l" (Pz)h + (1 o !}) (pf-'-,fk_l 3 (.hV h (Pj)h- =3 (- " L.
-

a hledané vektory Uy a P jsou
Dyki:u';'ﬁa l:]-aL a Pk,:P?‘}, '-’.:l....,;’\[.

Tento systém musime Fesit nékterou z metod, které jsme popisovali pri feseni stacio-
narniho Navierova-Stokesova problému.



Kapitola 5

Navierovy-Stokesovy rovnice v oblasti s pohybujici
se hranici

V teto kapitole se jiz budeme zabyvat problematikou. kdy se hranice vipocetni ob-
lasti méni. Tento problém budeme fesit metodon ALE (Arbitrary Lagrangian Eule-
rian). Nejdrive predstavime obecnou formulaci ALE a pot¢ Ji aplikujeme na Navierovy-
Stokesovy rovnice.

5.1 Metoda ALE
Idca metody ALE je podobna jako idea referencniho clementu v metode konecényceh
prvka. Uvazujme referenéni oblast €. coz je vétsinou nase oblast v case £ = 0. Dale
necht A, je mnozina zobrazeni. kterd kazdému bodu .\ z referencni oblasti g pritadi
bod x ze soucasné oblasti ;. t € (0.7):

Ay : Qo CIR* - O C IR*. r(N.t) = A(Y).
Plati tedy Aq(X) = X.
O zobrazeni A; predpokladéame, Ze je to homeomortfismus. tj. A, € C(£)) ma spojitou
inverzi A; ' € C(£),).

Symbolem @ rozumime Qp = {(x.t); x € . 1 € (0.7T)}.
Necht f: Qr — IR je funkee definovand na oblasti £2;. Symbolem f znacime odpovidajici
funkci na referencni oblasti
f:Qx[0,T] = R, f(X,t)= f(A(X),1).
Definujme rychlost bodu X' v casc ¢, ktery se v ¢ase 1 naléza v bodé
OA (X)
el = ————
;7] Ot
Uvazujme nyni nasledujici problém. Chceme najit u : Qp — IR a
p: Qr — IR tak, ze
du .
— + L(u.p) = [, 5.1.1
gy I (5.1.1)
kde £ je diferencialni operator, ktery obsahuje pouze derivace podle prostorové pro-
ménné x. Ziejmé dle fetizkového pravidla plati

d d ou & Ju  Ju
“ulz,t) = —u(A(X), 1) = = wj— = —(x,t) + w(x,t) - Vu(z,t). (5.1
"8 = gl =5 T2 Yigg; T B (#:8) + wiz,t) - Vulz,t). (5:1.2)
Proto problém (5.1.1) miiZzeme prepsat do tvaru
lu :
%—l—ﬁ(u,p)—w-Vr: = f. (5:1.3)

Ozna¢me dale jakobidn zaobrazeni A,

aA ( \r) l;).Afl [\) E)Apzl.\.)
» £\~ ax; ? OX |
FIX, )= -

0X | 04, (X) 8A,(X)
X2 ' 0X»

Determinant jakobidnu znacime

J(X,t) = det J(X,1).

Nyni vyslovime uziteéné lemma.

36
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Lemma 5.1 Necht' ty € (0.7) a V,, je omezena oblast takovd, ze V,, C Q. (4, Jje
tedy referencni oblast.) Dale necht” A, € C'(Qy).
Pak existuje interval (t;.t;) 3 t, tak. Ze

J(X.t) >0 VX eV, . Vte (t.t)

d.J
ot

Dukaz Jakobian je spojity, spojité diferencovatelny a plati
90X, 9N
. OX1' OX) .0
JiXAd=0l=1 .. .. |= :
dN] dNa 0.1
AR A L

J(X.0)=1>0.

—(X,t) = J(X.t)div w(x, t).

Proto

Ze spojitosti jakobianu plyne, ze 3(t,.t,) tak, ze J(X.t) > 0 prot € (t;.t5).

()J . ‘ VA 0A, O0Ay  O0A,
Privypoctu derivace 7 pohlizime na J jako na funkci 4 proménnych (‘._j_\.} » XL X DX ).
Symbolem Ay, IOAUIIHII]P prvni slozku zobrazeni A;, A,, je druha slozka tohoto zobra-

zeni. Poznamencjme jesté, ze do konce ditkazu nebudeme pro jednoduchost psat pro-

menne X at.

OA, DA, DA, DA,
0X, 0Ny 0X; OX; '

J =

tedy
o7 _ a7 0(%)  os 0(%w) o 9(%) o1 0(%)
o T o(Zw) ot o(Zm) ot o(Zu) o o(Zm) o

00X OXo N

~ 09X, 0X, ' 0X,0X, 0X,0X, 0X,0X;

('3,4152 '()'wl n aAg} OWQ 0./4;2 OTU| (')../4“ 0‘11)2

8)&’2 81‘1 8\1 a.'If')_ 8.\’1 0,\’1 0;1:1 84\72 8;132 (‘)‘\rg

A,
X,

8 a./:lfl awl dAtQ) o 8./4,{1 (aw2 aAtl 81.02 dAtg)

= .3
(‘)4\2 81:1 8‘\71 8.’1.72 8.\'1

aqu (C)wl aAil 0w1 d.AgQ) g aAgl (()'UJ; 8,4;_, 5 O'UJQ dAtQ)
(8,{31 (‘)Xg (9.‘1’.'2 8‘\’2

3.«4;1 aAtz aAtz dAtl) L 8?.02 ((’)Ah 8,4;{2 aAe‘.g dAtl
- 811 0)&1 8\2 8X1 84\’2

(9.’[‘2 aXl (‘)Xg - 8){1 a)(2

aAt,’ a.Am aAgz d.AQ) n awg (8«4;1 8./-1,_, 8Ah dAtl)

X, 0X, 0X; 0X,) 0r; \9X, 0X, 98X, 0X,

=Jdivw+0+0=Jdivw.

O metodé ALE lze vice nalézt napi. v (Nobile, 2001).
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5.2 Metoda ALE pro Navierovy-Stokesovy rovnice

V této c¢asti ukazeme konkrétni aplikaci metody ALE na Navierovy-Stokesovy rovnice.
Hleddme funkce rychlost w(z,t) : Q7 — IR* a tlak p(z.,t) : Qr — IR takové, ze

divu=0 v QT, (324)

ou . Ou
W—I/AunLZujaJ] +Vp=f vQr, (5.2.5)
u(x,t) =0 proxz € I, te€0,T], (5.2.6)
u(z,0) = u’(z) =z € Ny, (5.2.7)

kde konstanty v, T > 0 a funkce u® : Qy — IR* a f : Qr — IR? jsou dané.
Abychom mohli pokracovat déle, musime mit v kazdé oblasti €2, definované prostory
funkci. Definujeme je nasledujicim zptisobem:

C*(Qr) ={v: Qr — R; v(z,t) = 9(A;}(z)), © € C*(Q)},
Hy(Qr) ={v:Qr — R; v(z,t) = 5(A; ' (z)), o € Hy(Q)},
Ly(Qr) = {v: Qr — R; v(z,t) = 8(A; (), o € L()}.

Tucné budeme opét znacdit prostory vektorovych funkei.

Definice 5.2 Klasickym resenim nestacionarnich Navierovych-Stokesovych rovnic s po-
hyblivou hranici a homogenni okrajovou podminkou rozumime funkce u € C*(Qr) a
p € CYQr) sphiujici (5.2.4)-(5.2.7).

Standardnim zptisobem nyni odvodime variac¢ni formulaci a definujeme slabé feSeni.
Necht w(z,t) a p(x.t) je klasické feseni a necht A; a A;' je spojité diferencovatelné
vzhledem k z i t. Vynasobime-li rovnici (5.2.5) libovolnou testovaci funkei

v(z.t) € H(Qr), tak integraci pics oblast € a pouzitim Greenovy véty 1.9 dostavame
rovnost

0 2. Ou; Ov;
_uvd.z—f—ufz u; Ov, dx+/ ZUj—Utd.T /pdw 'udx—/f'vd:r (5.2.8)
] ('3;'rj 8:{7}

Q Q I

kterd plati Vv (z,t) € H)(Qr).

Necht uw € C*(Qr) a v € Hy(Qr) pak

8*{1(1;1?)". - ou ) . r ]
f 5 U@t dr = [ = (A(X)t)0(X) J(X,t)dX

1] x Q0

— /—(uu —w-VuvJ — U’E}aJ dX,
ot

kde jsme vyuzili (5.1.2), pravidla o derivovani soucinu a skutecnosti, ze testovaci funkee
na referencéni oblasti nezavisi na case, tedy % = 0, pro zprechlednéni navic nepiseme
promenné. Ve vypoctu pokracujeme pouzitim lemmatu 5.1,

—/ j:;(ut J)—w-VutJ —udJdivwdX = r /iu‘Jd\ ~/'w Vuv.JdX
;
Q(, QO

/u&]dwwd\ ;/zu*d1~/'w Vuvdx*—/uvdwwdr

Qo Q4 O
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Proto ¢len da? v dx v rovnici (5.2.8) muzeme zapsat ve tvaru
9%
ou d [ e ou,;
Fr vdr = = / u-vdr— [ ) u W=y dr — /u v div w dr. (5.2.9)
; , - x
Qy £ 2y U J_ '} €y

Zavedme nasledujici znaceni:

2
(u,v); = /Zu}- v; dz,
Q I=1

ou; Ov;
a(u, v) :/ Z | OL 505 =
Q B

be(u, v, w) = /Zujaz w; de,
a

Qf 1,]= 1

c(q,u) = /qdiv wdz,

di(u,v,w) = /Zle’qudel"
Q J= 1
Potom rovnici (5.2.8) mizeme pomoci (5.2.9) a nyni zavedeného znaceni prepsat do
tvaru

d

E(U, v); +va(u,v)+b(u—w,u,v) — ¢(p,v) — di(u,v,w) = (f,v), Vv € H{IJ(QT)

(5.2.10)

Vynasobime-1i jesté rovnici (5.2.4) libovolnou funkei ¢ € L3(Q7), dostavame
ci(g,u) =0 Vg e Ly(Qr). (5.2.11)

Nyni jiz mizeme definovat slabé feseni.
Definice 5.3 Slabym resenim nestacionarnich Navierovych-Stokesovych rovnic v ob-

lasti s pohyblivou hranici a s homogenni okrajovou podminkou rozumime funkce
u € Hy(Qr) ap € L3(Qr), které sphiuji (5.2.10)-(5.2.11) a funkce w navic spliuje
pocatecni podminku (5.2.7).

5.3 Numerické reseni

Priblizné reSeni budeme hledat stejnym zptisobem jako v predchozi kapitole. Provedeme
casovou diskretizaci a nakonec na kazdé casové hladiné tlohu vyresime pomoci metody
koneénych prvki.

Uvazujme déleni intervalu (pro jednoduchost opét ckvidistantni) tvorené body ty,
k=0,....n, n€IN,kdet =t —t,_1 Vk=1,.

Zintegrujeme-li rovnici (5.2.10) pres ¢asovy interval (t_q, tx) a pouzijeme-li opét jako
kvadraturni formuli obecné -schema (4.2.9), dostavame

1 1 )
;(Ur;\-s Vi Jtn — ;(Ut;.--uvtk_l)u_l +viay, (uy,vy,) + (1= va,  (u_,,v,_,)

+ v btg.(utg- — Wy, Uy, vt;,-) i (]' - l)) b(utk—l — Wiy g Uty vtk—l)
—1) &, (pt.;.‘-. ’U.f.,x.) — el — l)) Ctr—y (pfk—l ; 'Ut;\-—l) -V dy, (u’f-k » Uty wtﬁ')
— (1—-¥) df-k—l (uu»-i* Uty_1s wt;\.ﬁl) = ﬁ(fﬁ;\.a ’Utk)lk_{_(lf?y) (ftk—l ) Ut!\'—l)tk—l Vv € Hé(QT)
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Postupujeme-li stejné 1 u rovnice (5.2.11), dostancme

l) Ct*_((]f_k., U;A‘) = ~(1 = U‘) Ct;._, (qtk~1‘ uh\_ﬁ]) Vq = Lg(Q;)

Takze u;, vypocitame pomoci u;, = u”, potom u,, vypocitame pomoci u,, atd. Jak jej
vypocitame, ukazeme nyni.

Hledame tedy w,, a vSechny w;, [ =0,...,k —1 zname. Budeme postupovat metodou
konecnych prvki. Musime ale zavést dalsi znaceni.

Oblast €2; aproximujeme oblasti €2, ; a zobrazeni z €, o na €2, budeme znacit Ay ,.
Triangulaci oblasti €, ; zna¢ime 7y, a dale znac¢ime Qpr = {(x,t); x € Qpy, t € (0,T)}.
Dale necht X, je prostor konecnych prvki pro rychlost v oblasti €2, o. prostor

X, = {v € Xp; v|sg,, = 0} a prostor (), je prostor kone¢nych prvki pro tlak.
Definujme prostory

X1 (Qnr) ={vn: Qunr — R*vp(z,t) = Up(A; 1 (2)), U € X1},
Xno(Qnr) ={vn: Qur = R* v (z,t) = Up(A; (), U € X},
Qn(Qnr) = {vn : Qnr = R;vp(z,t) = Up(Ap(2)), U € Qn}-

1

Dale definujme nasledujici formy
2

(u,V)pe= > /Zuj'vjd;c,

KETh‘f h' J=1

2. Ouy 81)z

ans(u,v) = 3 /Z ij 813

KeETht g 1.3=1

bpi(uw, v, w) = Z fz ujc‘?r dz,
j

KeTh ¢ K =1

cia(g; ) = Z /qdiv udz,
Keﬁt[\'

dp(u,v,w) = > /Zdlv w u; v, d.

KeThe j i=1

V pripadé nckonformnich koneénych prvki bychom pochopitelné museli formu by, 4 (uw, v, w)
definovat jinak (viz kapitola 3).

Hledame tedy wj,, € Xp,(Qnr), coz je piiblizné feseni k wy,, a pry, € Qg, , je pri-
blizné¢ feseni k py, tak, ze

1 _.
;(Uh,rw Ut ) hte T OV any, (Why,,One, ) + Vbny (Wht, — Whis Wht, s Vnt,)

_ ’19 Ch-,f-,!.- (ph.,tk ? vhatk) o 19 dhatk (uhsth ? vh'stk"- what}\‘) = 19 (ftk ? vh"‘t’k )h"tk

1 .
i (1 - 1)) (ft;.._1 ) vhnf.&-—l)hs‘k—l ) ;(uhstﬁ-—l’ vh»stk—l)hwtk—l o (1 - l)) VQhpty_, ('th,,t;._l ’ ’Uh,,f,,‘,_l)

T (1 - Ul) bh,f;‘._l (uh,f,;\._l - wh,t;‘._la uh,,tk_l ’ vh.,t,g._ 1) T (1 - t)) Ch,t;‘._l (ph.,t;\._l ’ vh,t;\._l)

+(1 =9 dny ,(Uhty s Vnty s Whit ) YUR € Xpo(Qnr) (5.3.12)

U Ch,ty (Qh,!;.. ) uh..!.;‘-) - (1 - ZL)) Chitr—1 ((Jh._f,(-_l » Whty, 1) th < Qh‘ (Qh‘T)' (5313)

Priblizna reSeni hledame opdét jako linearni kombinaci bazovych funkei, tedy
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L Al
k | k. .
Uhg, = D USP5,  Dhy = D P (5.3.14)

Dosazenim (5.3.14) do (5.3.12) a (5.3.13) dostavame nelinedrni systém

A+DWU),B\ (Ur) _ [ Fx
) ()= (a)

kde A jec matice radu L x L s prvky

| , , o
a5 = (@i @ + IV O (01, 05) = D (0505 W) inj =1, L,

B je matice tadu L x M s prvky
bi = =g, (0 dive®;) = Loosdi d=1 .00 M,
D je ,matice” fadu L X L s prvky
dij = O bpg, (Uht, — Whi 05, 0:) L,J=1,...,L,
F}. je vektor délky L s prvky
Fi, = (1 = 9)(F (tk-1)s Pidnti_y + 9 (F(Ek), Pi)nt,

- (1 - 19) [a'h,,t;\.__l (uh,,t;,-__l 3 @a) e bh,t;.-_l (uh,,tk_l ’ uh,t;,-_l ’ (pz) - dh,t;.-_l (uh,l;‘._ [? (|02'_,_ wh,.f.;\-_ 1 )]

1 ; :
4~ (Ut @ty + (1= ) Chty Py @y 1= 1. L

G je vektor délky M s prvky
Gr, =—1 -9 cny,_, Wiy upyg,_,), i=1,....,.M
a hledané vektory U, a P jsou
U =uf, i=1,...,L a B, =pf, i=1,...,M.
Tento nelincarni systém opét vyresime nékterou z metod, které byly uvedeny ve 3.
kapitole.



Kapitola 6

Numericka realizace a vysledky

Zaverecnou kapitolu bychom chtéli vénovat nasim vypoctim. PopiSeme., jaké pouzivame
konkrétni metody z téch, které jsme v praci uvadéli jako mozné, a nakonee uvedeme i
samotné vysledky.

6.1 Pouzité metody

Nejprve se budeme zabyvat prostory konecénych prvki.

Uvazujeme oblast €2 a jeji (prozatim) polygonalni aproximaci €2, kde mame trojihelni-
kovou triangulaci 7. Jak jsme se jiz zminili ve 3. kapitole. hledame prostory koneénych
prvki X, a (Qy. Funkce v téchto prostorech definujeme pomoci referenéniho elementu.
Jako referenéni clement K uvazujeme trojihelnik s vrcholy v bodech [0, 0], [1, 0] a [0, 1].
Linedrnim zobrazenim Fy : K — K se referenéni clement zobrazi na t10J111110I11k K a
libovolnd funkce f € P»(K) piejde na funkei f € Py(K) predpisem f = fo Fyl.

Na referenénim clementu definujeme nasledujici funkce (barycentrické souradnice)

@) =1—% —2, ME) =21, M) =5

Tyto funkce jsou linearni a pravé v jednom z vrcholi referenéniho trojuhelniku nabyvaji
hodnoty 1 a ve zbyvajicich vrcholech nabyvaji hodnoty 0.

Pomoci zobrazeni Fj ziskdme funkce \X, )\{{ a \K které jsou definované na elementu
K. Oznac¢me

Ko = 8paR{NE; ATy Ary AS AL, AT D, A AT, A AR AT,
Jako prostor X, pak volime prostor
X, ={veC(Q); vlxk € ANy VK € Ty}

Pouzivame tedy konformni koneéné prvky, nebot zicjmé X, € H'(Q,).
Definujme jesté nasledujici funkee

Co(Z) =281+ 20— 1, G(2)=1-24;, éE(2)=1- 22,.
Pomoci zobrazeni F opét ziskame funkce ¢l c{" a cX. Ozna¢me
A = span{ck, ok, cf}.
Prostor (7 volime takto:
n={v e LXM); v|x € Ay VK € Tp}.

Doposud jsme uvazovali pouze polygonalni aproximaci oblasti €2, tj. vSechny troju-
helniky mély rovné strany. Hranice ale mize byt kriva, proto z diivodu lepSi aproximace
hranice oblasti konstruujeme clementy na hranici s kfivou stranou.

Kiivost clementu je zptisobena tak, Ze mezi dvéma hraniénimi uzly B; a B; mame bod
Bij, ktery lezi na krivé hranici. a proto nelezi na tsecee B;B;.

Nyni se budeme zabyvat konstrukeci zobrazeni F, které zobrazi referenéni clement A
na nas krivy’ clement KA.

Zobrazenim Fjy se bod BO — [0, 0] zobrazil na né&jaky uzel By, bod By = [1,0] se zob-
razil na uzel B; a bod B, = [0, 1] se zobrazil na bod B;. Stejné tak stied strany By B,
(tedy bod [ . 0]) sc zobrazi na stied strany By B;, stfed strany BoyB5 sc zobrazi na stied
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strany By B; a kone¢né stied strany B;B; sc zobrazi na stied strany B;B;. Zobrazeni
Fx konstruujeme, tak aby stred nejdelsi strany referencniho trojuhelniku zobrazilo na
nas bod B;;. Zobrazeni Fx ma proto nasledujici tvar:

FI\(.}‘) = F}\(f’) o o8 G;\(f') kde Gh(f) = .4 (B-E'J' — S) I1 Lo,
kde S je stred usccky B;B;.
V programu jsme také muscli pocitat integraly. Nékteré jsme uméli spocitat presndé,

ale nckteré jsme museli pouze aproximovat. Nyni ukazeme, jak jsme postupovali.
Pri vypoctu integralu

/f -, dx = /f1 %‘ldﬂ-’ +/f2 Pis dx
K K K
stacl pochopitelné vysvétlit postup jen pro vvpocet integralu
/f1 Pi; dx.
5

Pouzitim substituce prevedeme tento integral na integral pres referencni element. Tedy

/fl pi, AT :/fl vi, J dz, kde fl = f1 OFAK-.
K 4

kde J je determinant jakobidnu zobrazeni Fi.

(Pokud element A neni ,kiivy” pak pochopitelné Fxy =F K-)

Protoze zname funkci f; (ta je zadana), zname také funkéni hodnoty v uzlech, stfedech
stran a tézisti referencéniho clementu. Témito body prolozime Lagrangetuv interpolacni
polynom a dostaneme funkci f;. Integral pak aproximujeme nasledujicim zptisobem

/ﬂ%Jﬁz/h%Jﬁ.

Integral na pravé strané jsme pak spocitali programem Maple.
Pri vypoctu integraltt obsahujicich derivace jsme pak pouzivali numerickou kvadraturu.
Integral na referencénim elementu jsme proto aproximavali takto:

N
/g )di ~ ) wi g(xk), (6.1.1)
k=1

kde wi, k= 1505 N jsou vahy, xr, k=1,..., N jsou uzly numerické kvadratury a ¢
je libovolna funkce.
Zabyvejme se nyni integralem

/8.’1‘1 e

kde p € X}, a ¢ € Q). Substituci a retizkovym pravidlem dostavame

B 0P GF}}I 0P 8F§2
/a—nL dr = / 01, 0x, +3f2 011

b J di. (6.1.2)
}-"\_.

Protoze ale jakobian zobrazeni Fi' je inverzni matici k jakobidnu zobrazeni Fy, a
protoze pro kazdou regularni matici A plati

-1
11, A12 - 1 (22, —d21

ATl = =
(o1, A9 detA \ —ai2, ap
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dostévéme ) A h
OFg! 10Fg, 0Fg!  10Fg, 0Fg  10Fx, 0Fg  10Fy
Or, J 0fy  Oxe  J OF, Ory  J Ofy  Ors J OF

Proto mtizeme (6.1.2) prepsat do tvaru

8p OFg' 8¢ OFgl\ . 0p 0Fg, 0p OFy
[ o252+ o222 pudi= [ (2552 - 225 )y
| \ 07, Ox, 02y 01 ] \O0x, 0T, 0Ty 0T
K K
Tento integral vypocitame kvadraturou (6.1.1). Dostavame tak

( N S 1. 1 IS é o
a‘r/ (,’f»' - Zwk (8\,9(.'LL) aFA?(JL) B d\,,(r.k) aF;\l(Ik)) '{;”(,]‘k),

83}1 =1 83?1 a.fg 8;1‘.“2 aIAg
Podobné ‘ X
o % ﬁ: 5 0 (k) OF k., (x%) _ 0P(xy) OF k, (@)
dxy Oz ’ or, 01, Ory; 07
aW(Tk) 8F;\»2(;rk) B C)’(‘(’:‘(.I'A)aﬁ;\l (.I,'k) 1
o7 O Oy Oy J (k)

Déle jsme v praci pouzivali Crankovo-Nicholsonové schéma, tedy volili jsme ¥ = %
Nelinearitu v Navicerovych-Stokesovych rovnicich jsme resili Oseenovymi iteracemi.

Jako posledni jesté uvedeme, jak resime soustavu, kterou dostancme po ¢asové a

prostorové diskretizaci:
A B\ (U F
(5:3) ()~ (6) 613

Protoze tesime Navierovy-Stokesovy rovnice a pouzivame Oscenovy iterace, musime
tuto soustavu resit velmi casto. Velmi efcktivni a ¢astou pouzivanou metodou je metoda
vice siti, kterou jsme pouzivali i my. Soustava (6.1.3) je ckvivalentni feSeni problému
najit u € Vi, a p € @y (prostory V,, a @ jsou né¢jaké prostory funkei, jejihz presnou
volbou jsme se zabyvali diive) tak. ze

a(u,v) + b(v,p) = (f,v) Yv €V,

b(u,q) = (9.9) Vq € Q. (6.1.4)
(Formy a(-,-), b(-,-) a pravé strany byly také popsany v di"ivfljélch ¢astech prace.)
Metoda vice siti je iteracni proces. Mame tedy néjaké u® a p°, z nich vytvorime u! a p!
atd.
Nejprve provedeme tzv. zhlazeni, tj. z u
Vankuv zhlazovac, viz (Matthics, 2002).

Nyni resime ulohu najit w, € V), a pp, € V), tak, ze
a(up, vp) + b(ve, Pr) = (f,vn) — a(up, vy) — b(vp, pr) Vo, € Vi,
b(@h, qn) = (9, qn) — b(tn, qn) Vg € Q.
Pokud tuto ulohu vyresime, pak uz uy, + up a pp + Pi je feseni ulohy (6.1.4).
Reseni @, € Vy, a pp, € Q, nyni nahradime fesenim g € Vi a pg € Qg které spliiuje
a(tg,vy) +b(vy,pr) = (f, Ivy) — a(uy,lvg) — b(lvg, py) VYvy € Vi,

b(@w,qu) = (9, Vqu) — b(vw, Vqu)  Vqu € Qu, (6.1.5)
kde I je interpolacni operator z Vi na Vj, a J je interpolacéni operator z Qg na Q.
Ulohu (6.1.5) vyfesime ,,piesné” nebo cely postup rekurentné opakujeme. Ulohu (6.1.5)

0 a pY vytvoiime up a p,. My jsme pouzivali
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resime na hrubsi siti, proto matice soustavy bude mensi a rychleji resitelna.
Jako Teseni pak tedy uvazujeme uy + 1y a py, + J p. Nakonee jeSté muzeme provést
nckolik krokiti zhlazeni.
Na hrubsich sitich jsme navic pouzivali upwinding.

6.2 Vysledky

Spravnost programu pro stacionarni Navierovy-Stokesovy rovnice jsme testovali na
tloze jejiz feseni zname, byla to podobna testovaci tloha jako v (Sykora, 2002).

OBR. 6.2.1.

uy = a(xf + 2 —1)
—z1 (2] + 25 — 1)

s p B L )
p_qu+nr2

o
fi=—=8x3+4 323 + 2x22(zl + 22 — 1) — 21 (2 + 23 — 1) (23 + 322 — 1)
fo =8z + 3z5 + 2x3xq(x? + 25 — 1) + zo(z] + 25 — 1)(—3z] — 25 + 1)

v=1m?/s, p=1kg/m®

Reseni této tlohy je na obr. 6.2.1. Na tomto pifkladu jsme zkoumali rychlost konvergence
a také jsme porovnavali afinni (rovné) a izoparametrické (kfivé) elementy. Vysledky jsou
shrnuty do nasledujicich tabulek.

h L? chyba H; chyba tad v L* rad v H,
1 2.7721e =1 7.9407e -1

0.5 8.1259¢ — 2 3.4623e — 1 1.7704 1.1975
0.25 1.9941e — 2 1.3187e—1 2.0634 1.3926
0.125 4.4165e — 3 4.7028 e — 2 2.1381 1.4875
0.0625 1.0221e — 3 1.6599¢e — 2 2.1114 1.5024

rad konvergence na afinnich prveich
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h L? chyba H; chyba rad v L? fad v H}
1 8.7684 e — 2 6.296e — 1

0.5 1.4626 e — 2 1.8485e — 1 2.5839 1.7681
0.25 1.7185e — 3 4.5042e — 2 3.0893 2.037
0.125 2.077e — 4 1.1067 e — 2 3.0486 2.025
0.0625 2.5283e—5 2.7129e — 3 3.0383 2.0284
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rad konvergence na izoparametrickych prveich

Parametr h je maximalni primdér prvki v triangulaci. Ve sloupci L? chyba je rozdil
presného a priblizného feseni v L? normé, ve sloupci tad v L? je potom rad konvergence
v L? normé&. Podobné pak zbyvajici sloupce.

V prvni tabulce mame vysledky, které jsme dostali vypoctem na .rovnych” elementech,
ve druhé tabulce jsme vyuzivali izoparametrickych prvkii.
Vidime, Ze rychlost konvergence odpovida teorii a lepsi aproximaci hranice pomoci
izoparametrickych prvkh dostavame lepsi rad konvergence.

Stacionarni Navierovy-Stokesovy rovnice jsme dale testovali na tloze, ktera je dis-
kutovana v (Schéfer a Turek, 1996).
Resili jsme nestacionarni nestlacitelné Navierovy-Stokesovy rovnice v oblasti z obr.
6.2.2.

O 041 m

22m
OBR. 6.2.2.

Mame tedy dlouhy kanal jehoz délka je 2.2 m a vyska je 0.41 m. Ve vzdalenosti 0.2 m
od levé stény a zaroven od spodni stény je stfed néjakého kruhového télesa, které je
obtékano tckutinou. Polomér tohoto télesa je 0.05 m. Tekutina vtéka do kanalu ,,zleva”.
Dale mame zadané nasledujici hodnoty:

v=10"m?/s, p=1kg/m*, f=0
a okrajova podminka
1212(041 — 11'52)
0.1681

ui(0,®s) = wil2.2, 23] =

na ostatnich ¢astech hranice je

m/s
u; =0m/s

us = 0m/s na celé hranici.

Proudéni charakterizuje tzv. Reynoldsovo ¢islo, miizeme jej definovat takto:
UD
Re = —,
%
kde U = 2u,(0,1.1) = 20.3m/s = 0.2m/s a D je primér télesa obtékancho tekutinou,

tedy D = 0.1 m. V nasem piipadé je tedy Re = 20.
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Pocitali jsme na nasledujicich dvou sitich.

Tuto sit jsme vytvorili my a obsahuje 3456 clementi.
Druha sit byla vytvorena programem Angener a obsahuje 13776 clementi.

Na tcéchto sitich jsme pocitali rozdil tlaki na zacatku a konci kruhového télésa, tedy
hodnotu Ap = p(0.15,0.2) — p(0.25,0.2).
Na nami vytvorené siti jsme vypocitali Ap = 0.1183.
Na siti vytvorené programem Angener mame Ap = 0.1143. Tyto hodnoty velmi pékndé
odpovidaji vysledktim z (Schifer a Turck, 1996).
Rychlost je znazornéna na dalSim obrazku.

e = =% a3~ — —F —h —F —F — —h —F —F —h —F —% —h % = % —h —h & = & —+ & 4 —% % 4 o~ = — % = = =% = = = = = = = ==

-)-—a-HHM)—)—)—}-—)——)—Q—)—%%}—%—%—%—%—#—&—»—*%—)—)—)—)—)—)—)—»—)—)—»—;—)—v—»—»—)—-)-—)—-)—;—’——)—-)—)—l-»-’—)—»—)
e M i e A o e e g o T S e e e i G T oy O S S ST i e (R i ot el i e e e o it et i e
e e e e S B e 2
_}_>'¥ L T T I e B B S e
_>_>___)" I e B e R o o o L S S QT AN L S S e e e S S S - e e S o e e e e o o o
—}—m\ S B et o v o o e o o e oy oy o o Sy o e ooF S B e S S E e e S e S e e e
B =SSP I I I IO I I I I I I I I I I I I I I I I I I IS
e o= = = =P —F S —h = = = = 4 — — S+ = 4 — g = S IpliEe A e e M = kA S = b A = —h =b e e ol ah e ek =

Protoze jsme se zabyvali problematikou Navierovych-Stokesovych rovnic v oblasti
s pohybujici se hranici, rozpohybovali jsme obtékané téleso. Stred tohoto télesa v Case t
m¢l souradnice
1 (l() = {).2
zo(t) = 0.05sin(t) 4 0.2

Protoze nebyla zadana pocateéni podminka v ¢ase ¢ = 0, tak jsme ilohu nejprve tesili
jako stacionarni Stokestiv problém a jako pocatecni podminku jsme zvolili jeho reSeni.
C‘abovy krok 7 jsme volili 7 = 0.1 s.
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Na nasledujicich obréazcich ukazujeme sit¢ v nékterych casech. na kterych jsme po-
¢itali.
t=08s

Dectail sit¢ v case t = 0.8 s.

NN NN NSNS
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=165
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LAAN
b

Dectail sit¢ v ¢ase t = 1.6 s.
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C

Nakone

uvadime detaily za obtékanym télesem v riiznyceh casovych okamzicich.
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Vsechny vypocty byly provadény programem vytvorenym pro ucely této prace. Od
vedouciho prace jsem dostal program, ktery resil Stokesovy rovnice pro ruzné konecéné
prvky a na tento program bylo v praci navazano. Byl naprogramovan v jazyce C ve
vyvojovém prostredi Microsoft Visual Studio. Bylo nutné implementovat vsechny po-
stupy, které jsme béhem prace uvadéli, museli jsme vytvorit triangulaci oblasti, kde
jsme pocitali, a vyporadat sc s problémy zptusobenymi pohybem hranice. a tedy také
pohybem triangulace.

Jak jsme jiz uvaddéli drive, program potvrdil teorctické odhady chyb a také potvrdil.
ze izoparametrické prvky jsou vvhodndéjsi nez afinni.

Spravnost vypoctu ulohy pro nestacionarni Navierovy-Stokesovy rovnice v oblasti
s pohyblivou hranici by se dala ovérit porovnanim s jinym programem ncbo s vysledky
experimentli z acrodynamického tunelu.

Co r1ici zavérem? Tato prace stru¢né predstavuje problematiku feseni Navierovych-
Stokesovych rovnic a jsou v ni vysloveny zakladni poznatky o tomto tématu. Definujeme
slab¢ feSeni a hledame jeho aproximaci. Jsou vysvétleny numerické metody. které vedou
k vypoctu slabého rfeseni. Byly provedeny numerické experimenty sc stacionarnim i
nestacionarnim proudénim v pevné i pohyblivé oblasti. Prace déle potvrdila teoretické
vysledky o afinnich a izoparametrickych konecénych prveich.
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