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Uvod

Prace se zabyva vlastnostmi mér rizika s diirazem na rizikové miry, které se
pouzivaji v oblasti financi. Pro tyto rizikové miry popiseme zakladni matematické
vlastnosti, které splituji a které jsou v praxi vyzadovany. Uvedeme nékolik skupin
rizikovych mér a pro tyto skupiny budeme jejich teoretické vlastnosti ilustrovat
na pocetnich prikladech.

Hlavni skupinou rizikovych mér, kterou se zde budeme zabyvat jsou kohe-
rentni rizikové miry. Tyto rizikové miry jsou provazany s dalsimi skupinami rizi-
kovych mér, které zde uvedeme. Jedna se o skupiny spektralnich rizikovych mér a
také pokfivenych rizikovych mér (distorted risk measures). UkdZeme, Ze skupina
koherentnich rizikovych mér spliuje pozadavky, které bychom od rizikové miry
intuitivné ocekavali. Jednim z takovych hlavnich pozadavki je subaditivita, kdy
slouc¢enim portfolia dostaneme stejné nebo nizsi riziko nez pfi portfoliu rozdéle-
ném. Tento pozadavek je jednim z nékolika, které v nésledujicim textu zavedeme.
Na zakladé tohoto pozadavku dikladné rozebereme rizikovou miru VaR (hodnotu
v riziku), kterd patfi mezi jedny z nejznaméjsich a nejpouzivanéjsich rizikovych
meér. Tuto rizikovou miru také aplikujeme na nékolik ptikladt, abychom ukéazali
jeji klady a zapory.

Ve financich jsou rizikové miry dtlezitym nastrojem k hodnoceni jednotli-
vych investic, jak ukdzeme na pfikladé s redlnymi financénimi daty.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V této kapitole pripomene zakladni pojmy a definice z oblasti pravdépodob-
nosti, které jsou nutné pro zavedeni nékterych rizikovych mér a jejich aplikace.
Dale v této kapitole zavedeme pojem rizika a jeho zakladni déleni podle oblasti,
v nichz riziko vznika.

1.1 Zakladni pojmy pravdépodobnosti

Jak uvedeme dale tak, na riziko nahlizime jako na nejistotu z budoucich uda-
losti. Na zakladé této predstavy o riziku je dilezité, abychom hned na zacatku
pripomnéli pojem pravdépodobnosti. Jako definici pouzijeme Kolmogorovu defi-
nici pravdépodobnosti.

Definice 1.1 (Kolmogorova definice pravdépodobnosti). Necht 2 je libovolnd
mnozina a A je o-algebra podmnozin Q). Funkci P : A — [0,1] nazveme pravdeé-
podobnosti, kdyz plati

1. P(Q) =1,
2. P(A)>0, VAeR,
8. P(UXA;) =372, P(A), A;nNA; =0 pro libovolnd i # j.

Definice 1.2 (Néhodné veli¢ina). Méritelné zobrazeni X : (2, A) — (X, B), kde
X je néjaka mnozina a B néjakd o-algebra na X, nazyvame nahodnd velicina.

S touto definici potfebujeme zavést jesté dve zakladni funkce, které nam pak
pomohou lépe definovat nékteré miry rizika, a to distribuc¢ni funkci a kvantilovou
funkci.

Definice 1.3 (Distribu¢ni funkce). Funkce
Fx(z)=P(X <z), ze€R (1.1)
se nazyvd distribucni funkce nahodné veliciny X .

Definice 1.4 (Kvantilova funkce). Necht Fx(x) je distribucni funkce redlné nd-
hodné veliciny X. Funkce

Fil(u) =inf(r €R: Fx(z) >u), 0<u<l (1.2)

se nazyvd kvantilovd funkce.



1.2 Riziko

Pro zavedeni pojmu rizika budeme uvazovat ucastnika trhu jako v [4]. Tedy
uvazujme ucastnika trhu s portfoliem v ¢asovém intervalu [0,7]. Toto portfolio je
tvofeno k pozicemi V; pro 1 < ¢ < k. Oznacime e; ndhodnou veli¢inu oznacujici
hodnotu i-té pozice v ¢ase T' (napt. sménny kurz, cena akcie) a ozna¢me velikost
i-té pozice v ¢ase T jako V;(T') (napf. nomindlni hodnota mény, pocet akeii). Poté
pro takovéhoto tcastnika definujeme riziko nasledujicim zptisobem.

Definice 1.5 (Riziko). Rizikem portfolia ucastnika popsaného viyse rozumime
cistou budouci hodnotu

V=> eVi(T). (1.3)

Ptredpokladame, ze vSechny mozné pozice na konci sledovaného obdobi jsou
znamy. Také predpokladame, ze dané pozice v case T jsou likvidni. Kdybychom
tento predpoklad uvolnili, bylo by zapotiebi mnohem komplikovanéjsich modeli
ke stanoveni rizika portfolia.

7 definice rizika vidime, ze odpovida nejistoté spojené s budoucimi vynosy.
Rizika jako takova mtizeme rozdélit podle piivodu budouci nejistoty. Jedno z moz-
nych déleni rizik je na financ¢ni rizika a nefinanéni rizika:

Finan¢ni riziko
e kreditni riziko
e trzni riziko
e riziko likvidity

Nefinanéni riziko
e operacni riziko
e riziko modelu

Kreditni riziko je riziko, které vychazi z neuhrazeni smluvnich zavazkt z divodu
selhani protistrany. V bankovnictvi toto riziko predstavuje 50 — 70% vSech rizik.

Trzni riziko je riziko zmény budouci hodnoty pozice kviili zméné trznich podmi-
nek, na kterych dana pozice zavisi.

Riziko likvidity je riziko, ze dany subjekt ztrati schopnost dostat svym finan¢nim
zavazktim v dobé jejich splatnosti.

Operacni riziko se tyka rizika ztraty spojeného s nepatfi¢nym vnitinim procesem
nebo jeho selhanim.

Riziko modelu je riziko plynouci z nespravného pouziti modelu pro ocenéni da-
ného instrumentu.



Kapitola 2
Mira rizika

V této kapitole zavedeme pojem miry rizika a nejc¢astéjsi pozadované vlast-
nosti, které by méla splnovat. Na zakladé téchto vlastnosti zavedeme rtizné sku-
piny rizikovych mér. Jako prvni uvedeme koherentni rizikové miry, z nichz pak
odvodime spektralni rizikové miry a pokfivené rizikové miry. Na zavér kapitoly
detailnéji rozebereme hodnotu v riziku definovanou jiz na zac¢atku této kapitoly.
Zaroven jsou také pripojeny demonstracni piiklady pro jednotlivé uvedené rizi-
kové miry.

2.1 Rizikova mira

Predtim, nez definujeme rizikovou miru, budeme definovat konvexni kuzel.
V obecném pojeti rizikové miry bude konvexni kuzel slouzit jako defini¢ni obor
této miry.

Definice 2.1 (Konvexni kuzel). Mnozina K € R™ se nazgvd konvexni kuZel,
jestlize splnuje ndsledujict vlastnosti

e K,
Veye K, Vae(0l)=ar+ (1 —a)y €K,
Vye K, a>0=ayec K.

Definici rizikové miry a nasledné nahodnou veli¢inu reprezentujici rozdéleni
ztrat uvedeme dle [9].

Definice 2.2 (Rizikova mira). Oznaéme L° (Q,F,P) mnoZinu vsech ndhodnych
velicin na (2, F), které jsou skoro jisté konecné. Necht konvexni kuzel M C
LY (2, F,P) predstavuje portfolio ztrdt pres casovy usek A. Pak definujme riziko-
vou miru jako funkci

0: MR (2.1)



V této praci budeme vzdy uvazovat ndhodnou veli¢inu, kterd bude repre-
zentovat rozdéleni ztrat. Na takovouto nahodnou veli¢inu lze nahlédnout jako na
rozdil hodnot portfolia. Tedy pokud uvazujeme néjaké portfolio sestavajici z fi-
nan¢nich aktiv, pak jeho hodnotu v ¢ase s oznacime jako V(s). Pfedpokladame,
ze dané hodnota V' (s) je v ¢ase s zndma. Pro dany ¢asovy horizont A definujeme
ztratu pres casovy usek [s, s + A] jako

L[S,SJ’,A} = — (V(S + A) — V(S)) .

Tedy z pohledu ¢asu s neni hodnota veli¢iny V(s + A) zndma (predpokladéme,
ze takovato hodnota je zndma az v okamziku s + A). Z uvedené definice ztraty
pres Casovy usek je patrné, ze negativni hodnota této ndhodné veli¢iny znazornuje
zhodnoceni portfolia a naopak kladna hodnota znazornuje sniZzeni hodnoty port-
folia. V néasledujicim textu pouzivame pro nahodnou veli¢inu reprezentujici roz-
déleni ztrat pres Casovy tsek zjednodusené oznaceni L = L, .4 a). Rizikovou miru
definovanou v 2.2 lze interpretovat tak, ze o (L) pfedstavuje vysi kapitalu, ktery
je tfeba pridat k této pozici se ztratou L tak, aby po pfidani obnosu o (L) jiz
dana pozice byla akceptovatelna. Z uvedené interpretace lze nahlédnout, ze po-
zice s rizikovou mirou ¢ (L) < 0 jsou akceptovatelné bez potfeby dodat jakykoliv
kapitél. Dokonce pro o (L) < 0 lze kapitél v dané pozici odebrat.

Nésledujici vycet axiomi z [3] predstavuje nejéastéji pozadované vlastnosti
od vyse definované rizikové miry. Pro konkrétni skupinu rizikovych mér pak poza-
dujeme, aby spliiovala pouze nékteré z téchto axiomili. Nelze nalézt rizikovou miru,
ktera by spliiovala vSechny dané vlastnosti, nebof nékteré z axiomt si navzajem
odporuji.

Axiom 2.1 (Subaditivita). VL;,Ly € M spliiuje o (L1 + Lo) < o(L1) + 0 (L2).

e Tento axiom udava velmi dilezitou vlastnost rizikovych mér. Nebot absenci
subaditivity bychom dostali, ze pouhym délenim portfolia by bylo mozné docilit
mensiho rizika, nez bylo riziko piivodniho portfolia.

Axiom 2.2 (Invariance viuéi posunu). VL € M,VI € R spliuje o(L+1) =
o(L)+1.

e 7 axiomu 2.2 vyplyva, ze pokud pozici, ktera vede ke ztraté L, pridame
nebo ubereme hodnotu ve vysi [, pak riziko této nové pozice je stejné jako ptivodni
pozice upravena, pravé o tuto hodnotu /.

e Pokud piidame k pozici vedouci ke ztraté L hodnotu o (L). Pak tato
operace vede k upravené pozici vedouci ke ztraté L = L — o(L), kde o(L) =
o(L)—o(L)=0.

Axiom 2.3 (Pozitivni homogenita). VL € M,V > 0 spliiuje o (AL) = Ao (L).
e Pokud budeme ptredpokladat platnost axiomu 2.1, plati
o(nL) =o(L+---+ L) <np(L).

Tedy pro n stejnych portfolii je pfirozené v pravé uvedeném vztahu uvazovat
rovnost, nebot v takovéto kombinaci portfolia neziskdvame diverzifikaci ztrat.

Axiom 2.4 (Monoténnost). VL, Ly € M, Ly < Ly skoro jisté splriugi o(Ly) <
o(Lz).



e Pokud zachovavame interpretaci rizikové miry jako vysi kapitalu, ktery
je nutno pridat k pozici vedouci ke ztraté L, aby jiz byla akceptovatelna, pak
vyznam axiomu 2.4 je zcela zfejmy, nebot pro pozici vedouci k vétsi ztraté je pri
dané rizikové mire nutné dodat vice kapitalu, abychom danou pozici dorovnali.

Axiom 2.5 (Konvexnost). VL, Ly € M,V € [0, 1] splriuji (AL + (1 —\)Ly) <
Ao(Ly) + (1= No(La).

e Prévé uvedeny axiom ma podobny vyznam jako axiom 2.1. Nebot konvex-
nost zarucuje, ze pouhou konvexni kombinaci portfolia nelze dosahnout nizsiho
rizika, nez bylo riziko ptivodniho portfolia.

Axiom 2.6 (Imunita vici posunu). VL € M, VI € R spliuje o(L +1) = o(L).

e Vidime, rizikové miry nemohou spliovat soucasné axiom 2.6 a axiom 2.2.
Axiom 2.6 je vyuzivan rizikovymi mirami zaloZenych na rozptylu. Nebot pro
takovou rizikovou miru plati

var(L+ 1) =E[(L+1) —E(L+1)]*=E[L +1—E(L) —[]* = var(L).

Axiom 2.7 (Nezapornost). VL nekonstantni splriuje o(L) > 0 a VL konstantni
splriuje o(L) = 0.

e Dany axiom nezapornosti lze interpretovat pro riziko, jako nejistotu z bu-
douci hodnoty portfolia. Pokud mame konstantni riziko, pak v tomto pfipadé
zadna nejistota nehrozi. Naopak pro nekonstantni hodnoty zde urcita nejistota
nastava. Stejné jako u pfedchoziho axiomu i tento axiom je vyuzivan rizikovymi
mirami zakladajicich se na rozptylu. Nebot var(L) > 0 a var(l) = 0, kde L je
nahodné veli¢ina a [ je konstanta.

Ptedtim nez uvedeme jednotlivé skupiny rizikovych mér, budeme definovat
hodnotu v riziku (Value at risk, VaR) podle [9], které se dikladnéji budeme
vénovat ke konci této kapitoly (je dtlezitd v souvislosti s koherenci rizikovych
mér).

Definice 2.3 (Hodnota v riziku, VaR). Pro predem dané o € (0,1) definujeme
VaR daného portfolia na hladiné spolehlivosti o jako nejmensi c¢islo | pro, které
plati, Ze pravdépodobnost ztraty L > | neni vétsi nez (1 — «), tj.

VaR,(L)=imf{leR: P(L>1)<1—a}=inf{leR: F () >a}. (2.2)

V takovéto definici hodnoty v riziku se za « nejcastéji voli hodnoty oo = 0.95
nebo o = 0.99. Ve vzorci (2.2) z pravé strany je patrné, ze VaR na hladiné
spolehlivosti a je o kvantil daného rozdéleni ztrat. Mozna interpretace VaR je, ze
s pravdépodobnosti (1 — «) ztrata daného portfolia nepiekroc¢i hodnotu VaR,,.

2.2 Koherentni rizikové miry

V této casti se budeme zabyvat koherentnimi rizikovymi mirami, pro tuto
¢ast byl primérni zdroj [9].



Definice 2.4 (Koherentni rizikova mira). Necht M je konvexni kuZel, ktery lezi
v definicnim oboru rizikové miry p. Pokud p spliuje axiomy 2.1 - 2.4 pak se
rizikovda mira p nazyvd koherentni na M.

V definici 2.3 jsme zavedli hodnotu v riziku. Tato rizikova mira vSak neni
koherentni, nebot nespliiuje pozadavek subaditivity (axiom 2.1), toto poruseni
subaditivity bude demonstrovano pozdéji, ale nékteré rizikové miry odvozené od
hodnoty v riziku jiz koherentni jsou zde uvedeme podminénou hodnotu v riziku.
Nésledujici véta z [1] udava zakladni vlastnosti pro koherentni rizikové miry.

Véta 1. Necht p; jsou koherentni rizikové miry pro i =1,... n. Pak

a) pro kazdou konvezni kombinacije p = ., c;p; pro (a; € RS0 oy = 1)
koherentni rizikovd mira.

b) pro jednodimenziondlni rizikovou miru p,, « € |a,b] a pro libovolnou miru
du(a) na [a,b], takovou Ze f; du(a) = 1 plati, Ze p = f; padp() je kohe-
rentni.

Diikaz. Axiom 2.1, 2.3, 2.4 jsou zfejmé. Ukazeme Axiom 2.2

a)
p(L+1)= Z@iﬂi(L +1) = Z%’(Pi(L) +1) = Z@iﬂi(L) + Zlai

:p(L)+lZai:p(L)+l.

p(L+1) = / palL + dp(a) = / (9 (L) + Ddp(a)
_ / pa(L)du(a) +1 / d(o) = p(L) +1.

]

Definice 2.5 (Podminénd hodnota v riziku). Necht L je ztrata s distribucéni
funkei Fi, a |L| md stredni hodnotu E(|L|) < co. Definujeme podminénou hodnotu
v riziku na hladiné spolehlivosti o € (0,1) jako

CVaR,(L) = - ! / 1 Fo(u)du, (2.3)

-«
kde F; ' je kvantilovd funkce pro Fy.

Integral v definici CVaR lze prepsat tak, aby bylo patrné, ze tato rizikova
mira je odvozena od VaR. Tedy dany vzorec (2.3) za pouZiti definice 1.4 pfepiSeme
do tvaru

1

—

1
CVaRa(L) = - / VaR,(L)du.



CVaR nam umoznuje odhadnout vysi ztraty pokud ztrata ptrekroc¢i VaR.
Nebot z interpretace hodnoty v riziku vime pouze, s jakou pravdépodobnosti
dana ztrata prekroci tuto hodnotu, ale jiz neni mozné zjistit, jak se chova dana
ztrata v (1 — )% piipadt. Tato vlastnost je demonstrovana ke konci tohoto
oddilu vénovaného podminéné hodnoté v riziku. Nyni uvedeme vétu, ktera tomuto
nahledu na CVaR da jasné€jsi charakter.

V nékterych pfipadech je vhodné vyjadiit CVaR pomoci distribué¢ni funkce
Fp. Takova interpretace je vhodna pii praci s pokfivenymi rizikovymi mirami,
které budou popsany v podkapitole 2.4. Vyuzijeme ideu uvedenou v [3] a oznac¢ime
St(z) =1 — Fr(z). Pak plati pro « € (0,1).

CVaRa(L) = - ! <(1 — a)ga / N SL(x)dx> | (2.4)

Fakt, Ze dand rovnost plati vychézi z jednoduchého néhledu na funkci Sp(z)

z jejiho vztahu k q,.

Véta 2. Pro integrovatelnou ztratu L se spojitou distribucni funkci Fr, a libovolné
a € (0,1) plati

E(L; L> qa(L))

CVaR,(L) = 1 — o

= E(L|L > VaR.). (2.5)

Diikaz. M&me ndhodnou veli¢inu U ~ R(0,1) a F; ' kvantilovou funkci ndhodné
veli¢iny L. Pouzijeme vztah, kde ndhodna veli¢ina F; *(U) mé distribuéni funkci
Fy. Chceme ukézat, ze E(L; L > q,(L)) = f; F;Y(u)du. Za predpokladu spoji-
tosti [}, coz nam zaruci F ! ryze rostouci, sestavime nasledujici rovnosti.

E(L; L > qa(L)) = E(F (U); F'(U) > F () = B(F'(U); U > a).

Z posledni rovnosti jiz dostavame pozadovanou rovnost tedy E(F, '(U); U > a) =
fal F;'(u)du. Druhé vyjadieni CVaR, tj. CVaR, = E(L|L > VaR,) ziskime
pomoci vztahu P(L > ¢,(L)) =1 —a.

]

Vzorec (2.5) ndm umoznuje nahlédnout na CVaR jako stfedni hodnotu
ztraty za podminky, ze ztrata prekroc¢i hodnotu v riziku. Z této interpretace
vychézi jednoduché pozorovani

OVaRa(L) > VaRa(L).

Ptedtim nez si ukazeme, ze tato rizikova mira skutecné patti do koherentnich
rizikovych mér, je nutné uvést tvrzeni, které pomtze ukazat naslednou subaditi-

vitu CVaR.

Tvrzeni 3. Pro posloupnost (L;)ien, kde L; jsou nezavislé, stejné rozdélené nd-
hodné veliciny s distribucni funkci Fr, oznacime Ly, > --- > L, , porddkovou
statistiku. Pak plati

Ln(l—a)] L.
lim —21:1 il

tm S =) = CVaR,(L).



Diikaz. Viz C. Acerbi, D. Tasche (2002) [2] O
Véta 4. Podminénd hodnota v riziku je koherentni rizikova mira

Diikaz. Invariance viuéi posunu: checeme o (L +1) = o (L) + [. Pouzijeme vyjé-
dfeni CVaR,(L) = E(LIL > VaR,) z vlastnosti podminéné stiedni hodnoty
dostavame ze E(L + [|L > VaR,) = E(L|L > VaR,)+ E(l|L > VaR,) =
CVaR,(L)+!. Pozitivni homogenita: opét pouzijeme stejné vyjadieni podminéné
hodnoty v riziku a z vlastnosti podminéné stfedni hodnoty dostavame rovnosti
pro A > 0 CVaR,(L) = E(AL|L > VaR,) = AE(L|L > VaR,). Monoténnost

1
plyne z vyjadieni CVaR,(L) = 1o fi VaR,(L)du a z faktu, ze pro Ly < Lo
—«
jeiVaR,(Ly) < VaR,(Ly) coz je ziejmé z definice VaR. Zbyva dokazat subadi-
tivitu.
Uvazujme posloupnost nahodnych veli¢in L4, ---, L, a k nim pfislusnou porad-
kovou statistiku L; , > -+ > L, ,,. Pro pevné zvolené m, 1 < m < n plati

m
ZLi,n:sup{Lil+~~+Lim:1§i1<~'<z'm§m}.
i=1

Nyni uvazujme dvé ndhodné veli¢iny L a L se sdruzenou distribuc¢ni funkei /' a po-
sloupnost nezévislych stejné rozdélenych ndhodnych vektorti (L, L), - -+, (Ln, L)
Oznac¢ime (L + L); := L; + L; a potadkovou statistiku (L + L);,. Pak

m

D (LA L) =sup{(L+ L))+ -+ (L+ L)) : 1 <iy < - < iy <m}
=1
S Sup{Lil + e + Lim

+sup{zi1+---+l~}im:1§i1<~--<im§m}

1 <ip <-or <y <m}

m

=1

i=1

Volbou m = [n(1 — a)] a limitnim pfechodem pro n — oo a za pouziti tvrzeni 3
dostavame CVaR,(L + L) < CVaR,(L) + CVaR,(L). O

Nasledujici tvrzeni dava jasnou strukturu jak spocitat hodnotu v riziku pro
ztraty pochéazejici z normalniho rozdéleni.

Tvrzeni 5. Necht ztrdta L ~ N(u,0?) pochdzi z normdlniho rozdéleni se stiedni
hodnotou p a rozptylem o*. Pro pevné o € (0,1) plati

¢(@~(a))

l1—«

CVaR,(L) = p+o

?

kde ¢ oznacuje hustotu standardniho normdalniho rozdélent.

Diikaz. Ztratu L ~ N(u,0?) mtzeme piepsat jako L = pu+ Ko, kde K ~ N(0,1).
Diky vlastnostem koherentnich mér dostavame vyraz

Aziom2.3

CVaR.(L) = CVaRa(p + Ko) 2% 1+ CVaR,(Ko) (i + oCVaR,(K).
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¢(2~(a)

Nyni sta¢i ukézat, ze CVaR,(K) = . Tato rovnost plyne jednoduse

-«
tpravou vzorce (2.3):
evan, () = - [ i m= 1 [T oty -
o _1—0[ o L\ u—]_—Oé ¢.71(a)y Yy =
_ 1 o _ (@7 (a))
1 4 [=o(W)]e-1(a) = g

kde druhd rovnost plyne pomoci substituce u = ¢(y). Navic vime, Ze pro normalni
rozdéleni plati F; *(u) = @1 (u). O

Nyni pro nazornost uvedeme demonstrac¢ni piiklad, abychom ukézali jakou
informaci nam CVaR poskytuje.

Priklad. Uvazujme financ¢ni instrument D jehoz ocekavané ztraty jsou uvedeny
s prislusnymi pravdépodobnostmi v tabulce.

80% | 15% | 4% | 1%
—100 | —1 | 100 | 10000

Z téchto hodnot vypocteme CVaR. Pro tento vypocet budeme uvazovat hladinu
spolehlivosti a = 0.95 a pozijeme vzorec 2.5. Z uvedené tabulky je patrné, Ze
VaR.(D) = —1 a tedy CVaR,(D) = (0.04 - 100 + 0.01 - 10000) - 0.05~* = 2080.

2.3 Spektralni rizikové miry

V této podkapitole uvedeme spektralni rizikové miry (SRM) s vyuzitim [5]
a [1]. Spektralni rizikové miry jsou rizikové miry, které jsou upraveny na zakladé
averze k riziku daného ucastnika pii zachovani vlastnosti koherence. SRM jsou
tedy jistym vahovym primeérem, kde pro vahovou funkci stanovime jisté nutné
predpoklady. Jeden z intuitivnich pozadavkid na tuto funkci bude, aby horsi do-
pady byly brany v potaz s vétsi vahou. S tim pak souvisi, ze takto vytvorena
rizikova mira tcastnika trhu, ktery ma vétsi averzi k riziku, bude nabyvat vyssich
hodnot, nez rizikova mira tcastnika s nizsi averzi k riziku. Nasledujici definice
uvadi nékolik nutnych predpokladi ke stanoveni SRM.

Definice 2.6. Meritelnd funkce ¢ : [0, 1] — R se nazgvd pripustné rizikové spek-
trum, pokud splnuge

1. ¢(p) je nezapornd,
2. ¢(p) je neklesajict,
3. [ o(p)dp = 1.

Nyni pied zavedenim definice SRM, ukazeme vytvoreni nové rizikové miry
za pomoci CVaR dle [1]. Pfipomene vzorec CVaR na hladiné spolehlivosti a:

1
CVaRa(L):ll / F (u)du.

—
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Oznac¢ime miru du(a) pro a € [0,1] s vyuzitim véty 1, b) dostéavame, ze

M, (L) = /1(1—a)C’VaR / / p)dpdu(c) (2.6)

0

je koherentni rizikova mira, pokud je splnéna podminka

/0 (1— a)du(a) = 1. (2.7)

S vyuzitim Fubiniho véty lze rovnost (2.6) pfepsat jako

// @—AET@A%www
aAL<wuw My(L),

a tedy normaliza¢ni podminku (2.7) lze pfepsat pro funkei ¢ jako

/01 P(p)dp = /01 /Op dp(a)dp = /01 /{: dpdu(a) = /01(1 —a)dp(a) =1. (2.8)

Z odvozeni plyne, ze M, (L) = My(L), coz je nova rizikovd mira pro li-
bovolnou miru du(a) spliiujici normalizaci. Rovnost mezi nimi nastava, pokud

= [7du(a). Pro kazdou kladnou rostouci funkci ¢(p) splitujici normalizaci
(2.8) je rovnost splnéna, pokud du(a) = do(a).

Definice 2.7 (Spektralni rizikova mira). Necht funkce ¢ je pripustné rizikové
spektrum. Spektralni rizikovou miru generovanou rizikovym spektrem ¢ definu-

jeme jako
_ /0 6 (1) P (w)du. (2.9)

Pozndmka. V nasem pripadé uvazujeme rozdéleni ztrat, pokud bychom uvazovali
rozdéleni ziski, pak je nutné pozménit pozadavky na pripustné rizikové spektrum.
Uvaha takového rozdéleni by vedla ke zméné bodu dvé v definici 2.6 (bylo by
nutné uvazovat rizikové spektrum, které je klesajici). S tim je spojend zména
definice SRM tak, ze My(X) = — fol Fi'(p)¢(p)dp, kde X je ndhodna velicina
predstavujici zisky.

Véta 6. Necht My(L) je definovana jako

Ammzlﬁywmwm

a ¢ € LY[0,1]). My(L) je koherentni rizikovd mira praveé tehdy, kdyZ ¢ je pri-
pustné rizikove spektrum.

Diikaz. Ukédzeme, ze vlastnosti v definici 2.6 jsou nezbytné, aby byla splnéna
vlastnost koherence.

U vlastnosti 1 uvazujme, ze 31 = [g¢1,q2] C (0,1) tak, Ze plati [, ¢(u)du < 0.
Nyni oznac¢ime dvé ndhodné veliciny Y > X na pravdépodobnostnim prostoru
(Q,F,P) tak, ze Q = {w;,ws,ws} s pravdépodobnostmi:

12



w1 Q1 X1 Yi =X,
Wo q2 — q1 X Yo=Xo+a
w3 1 —q X3 Y; = X3,

predpokladame X; < Xy < X3 a a > 0 tak, ze Y} < Yy < Y;. Pak plati

p Fi'(p) Fy(p)
p € (0,q] X Y)
p € (q1, ¢ X Y,
p € (g2,1] X3 Y;

Z uvedenych tabulek jiz plyne

My(Y) — My(X) = / 6(u)(Fy () — Fgh(w))du = a / o(u)du < 0,

€0z je v rozporu s axiomem 2.4.
Vlastnost 2, tedy vlastnost, ze funkce ¢ je rostouci, lze vyjadrit jako

/qi o(u)du < /qqﬂ o(u)du

pro Vg € (0,1) a Ve > 0 takové, ze [¢ — €,q + €] C [0,1].
Jako u vlastnosti 1 i zde pouzijeme dikaz sporem. Tedy uvazujme, ze 3¢ € (0,1)
a Je > 0 takové, Ze [¢ — €,q + €] C (0,1), pro néz plati

/q i (u)du > /q " sw)du.

Nyni uvazujeme tii ndhodné veliciny X, Y, X + Y, pro jednodusi znaceni ozna-
¢ime Z = X +Y na pravdépodobnostnim prostoru (£2,F,P) s elementarnimi jevy
Q = {wy, wy,ws3,wy }. Uvazujeme néasledujici

w P(w) X(w) Y(w) Z(w)

wq q—¢€ Xy Y 21 =X1+Y,
w2 € Xy Y3 Zy = Xo+ Y3
w3 € X3 Y, Z3=X3+Y;
Wy 1—qg—c¢ X, Y, Zy=X4+Y,

Cislovani je zvoleno tak, aby platilo X; < X, pokud i < j. Pfedpokladame, Ze
Opét ukdzeme tabulku kvantilovych funkcich zvolenych ndhodnych velic¢in.

p Fx'(p) Fy'(p) Fy'(p)
pe(0,g—¢€ =1 X, Y, 7
pe(g—eq =10 Xo Y, Zy
peE(qq+e=1Is X3 Y3 Z3
peE(gtel] =1, Xy Yy Zy
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Tedy

My(Z) — My(X) — My(Y) = / 6(u)(Fy () — Fg'(u) — Fyr(w))du

= Z /I o(u)(Z; — X; — Yy)du

= (Y3 — Y2)< 5 o(u)du — /13 (b(u)du) > 0.

Pak je uvedena vlastnost v rozporu s axiomem 2.1.
Jesteé je dulezité ukazat vztah s axiomem 2.2. Tento vztah je patrny z rozpisu

My(L +a) = / o(u) Fi L (u)du = / 6(u)(F;(u) + a)du
= My(L) + a/o o(u)du.

To odpovidd danému axiomu pouze pokud fol o(u)du = 1. ]

Jak jsme jiz zminovali na zacatku predchozi kapitoly, tak hodnota v riziku
neni koherentni rizikovou mirou a na zakladé véty 6 je zfejmé, Ze neni ani spekt-
ralni rizikovou mirou. Pokud by mélo platit

VaR,(L) = My(L) = /0 F(u)g(u)du.

Pak je nutné volit ¢(u) = d0(u — «), kde 9 znaéi Diracovu delta funkci, nebot pro
ni plati fab f(x)d(z — c)dx = f(c), Ve € (a,b). Pak plati

1 1
/ Fo () b(u)du / Fo (w)6(u — a)du = F-Y(a) = VaRa(L).
0 0

Takto zkonstruovana rizikova mira vSak neni spektréalni rizikova mira, nebot Dira-
cova delta funkce nespliuje pozadavky stanovené definici 2.6, konkrétné nesplnuje
bod 2. Diracova delta funkce je funkce, pro kterou plati 6(0) = oo a d(z) = 0,
Vz € R\ {0}. Tedy VaR neni spektralni rizikovou mirou.

Pro druhou zminovanou rizikovou miru z predchozi kapitoly tedy pro CVaR
ukazeme, Ze jiz patii mezi spektralni rizikové miry. Ukolem je tedy ukézat, Ze

CVaR,(L) = My(L) = /0 FrH(w)é(u)du.

S vyuzitim vzorce (2.3) polozime ¢(u) = 1—H{a<u<1}. Tato funkce je pfipustné
—_— a - -
rizikové spektrum dle definice 2.6. Nebot pro Va € (0,1) je ¢(u) nezdporna,

1
neklesajici a fol mﬂ{aﬁuﬁl} = 1, tedy plati

Lio<u<ind
_a{sgl}“

[ Ftstin= [ R

1
N / Fr ' (w)du = CVaRy(L).

l—«
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Obrazek 2.1: Prubéh pripustného rizikového spektra pro riizné volby parametri
funkce ¢ (p).

Lze tedy tvrdit, ze CVaR nalezi mezi spektralni rizikové miry.

V tvodu SRM jsme zminili, Ze na tyto rizikové miry lze nahlizet jako na
jisty vahovy priameér. Tedy, Ze ticastnik trhu mutze zohlednit svou averzi k riziku.
Pokud nahlédneme na CVaR jako na SRM, pak rizikové spektrum pro CVaR je
po c¢astech konstantni funkce, dana averze k riziku zde neni nijak zohlednéna.

Nyni uvedeme pfiklad rizikové miry, kde vyuzijeme odvozenou funkei z [5],
u které se jiz averze k riziku projevi.

Priklad. Uvazujme funkci

Le—*(1-p)
o(p) = T (2.10)
pro k > 0. Parametr k ve funkci ¢(p) se nazyva Arrow-Prattiv koeficient abso-
lutni averze k riziku, ktery vychéazi z uzitkové funkce U(z) = —e~**. Cim vétsi
je tento parametr volen, tim vétsi je averze k riziku. V nasem pfipadé si danou
rizikovou miru ukézeme pro dvé volby koeficientu, a to pro k£ = 5 a k£ = 10.
Pro konkrétni volbu parametru oznac¢ime funkci ¢y (p). Pribéh této funkce pro
nasi volbu parametri je zndzornén na obrazku 2.1. Snadno nahlédneme, ze takto
definovana funkce je piipustné rizikové spektrum, nebot postupné plati

1. pro k > 0 je zfejmé ¢ (p) > 0.

2.
d k,267k(1fx)
d—p¢k(p) =7_—.+ >V
pro Vk > 0.
3.
1
or(p)dp = 1.

0

15



Uvazujme ndhodnou veli¢inu oznacujici rozdéleni ztrat portfolia L ~ N(0,1).
Oznacme spektralni rizikovou miru jako

M(;f(L):/O or(u) Fy (u)du.

Pak pro konkrétni hodnoty dostavame
k=5: Mg(L) = 1.08157,
k= 10: M%O(L) = 1.50499.

2.4 Pokrivené rizikové miry - Distorted risk me-
asures

V této casti si predstavime dalsi skupinu rizikovych mér. Tato skupina se
nazyva poktivené rizikové miry (znaméjsi anglicky nazev distorted risk measures,
zde pro tyto rizikové miry budeme pouzivat ¢esky nazev), nebot k jejich vytvoreni
se pouziva pokfivujicich funkci. Na tyto funkce budou opét kladeny specialni
predpoklady, jako tomu bylo u spektralnich rizikovych mér. Pro jejich zavedeni
bylo pouzito [7] a [3].

Definice 2.8 (Pokiivujici funkce). Funkce g : [0,1] — [0,1] se nazgvd pokiivugict
funkce pokud splnuje vlastnosti:

1 g(0)=0ag(l)=1,
2. g je neklesagict.

Na takto definovanou pokfivujici funkci 1ze nahlédnout, stejné jako tomu
bylo u spektralnich rizikovych mér, tedy jako na funkci vah. Nebot dané funkce
je neklesajici a tedy veétsi ztraty budou zohlednény vice nebo stejné nez ztraty
mensi. Tuto podobnost se SRM déle v této podkapitole vyuzijeme a ukazeme, Ze
za jistych omezeni na pokfivujici funkci se tyto rizikové miry rovnaji.

Definice 2.9 (Pokfivena rizikova mira). Rizikovd mira p,(L) definovand jako
0 oo
w0 = [ lalsu@) - do+ [ g(Spla)da, .11)
—00 0
kde Sp(x) = P(L > x) = 1 — Fr(z), se nazgvd pokfivend rizikovd mira.

Nyni ukdzeme konkrétni zapis vybranych rizikovych mér pomoci pokfivujici
funkce. K tomuto Gcelu pouzijeme jiz diive pouzité miry VaR a CVaR, které jsou
obé pokfivené rizikové miry. Jako prvni uvazujme zapis VaR.

Definujeme pokftivujici funkei

g(z) = {1’ reloa (2.12)
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Takto definovana funkce zfejmé spliiuje pozadavky stanovené v definici 2.8. Aby-
chom ukazali, Ze takto definovana pokfivujici funkce skutecné urcuje VaR, je
nutné si uvédomit nasledujici implikace

T < ga= Si(r) 21— a= g(Si(z)) =1,
T >y = Sp(r) <1—a=g(Sc(x)) =0,

kde ¢, znaci a-kvantil ndhodné veli¢iny L. S jejich vyuzitim dostaneme postupne:

1. prog, <0

= [ s -t [ s
I

0 o9
(1-1) d:c—l—/ (—1)d$+/ 0dx = 4.

o] o 0

2. pro g, >0

plt) = [ lotsuta) = 1ldo+ [ g(Sple)is

—0o0

0 o e’}
= / (1-1)dx +/ ldx +/ 0dx = qq4-
—0o0 0 qo

Tedy ze vzorce (2.2) vime, ze VaR,(L) = qa.

Nyni chceme vyjadrit CVaR jakozto pokifivenou rizikovou miru. Definujeme
funkci

1, r>1—«
g(x) = x Cr<l-a (2.13)
l -«

Takto definovana funkce spliiuje definici 2.8. Obdobné jako u funkce (2.12) ukazeme,
jakych hodnot dané funkce g nabyva pro konkrétni hodnotu z.

< go= Spe) > 1—a = g(Si() = 1,
SL(JI)

1—a’

T>qo = Sp(z) <1—a= g(Si(z)) =

Pro lepsi znézornéni vysledkt opét rozdélime na dva pripady

1. prog, <0

plt) = [ lo(Suta) 1o+ [ g(Spl)is

—00

:/_i(l—l)d:c—i—/o(fLT(sz—de—l—/ooofLT(mozdx

1 o0
gt —— dz.
q—l—l_a/qa Sp(x)dx
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p) = [ sty - de+ [ o5 = / v

qa o0
—i—/ 1dx+/ Si(@ )d +—/ Sr(x
0 Qo 1

Ziejmé pokiivujici funkce (2.13) udava hodnoty shodné s vyjadienim (2.4).
Ukézali jsme tedy, ze funkce CVaR a VaR jsou pokfivené rizikové miry.
V tvodu této podkapitoly jsme zminili, Ze za jistych okolnosti se SRM a poktivené
rizikové miry rovnaji. Vyuzijeme vztahu popsaném v [8] a uvedeme nésledujici
vetu.

Véta 7. Necht L je ndhodnd velicina se spojitou distribucéni funkci. Necht ¢ je
po castech spojiteé pripustné rizikové spektrum pro nahodnou velicinu —L tak, Ze
My(—L) je konecné. Pak plati, Ze py(L) = My(—L) je pokiivend rizikovd mira

s konkdvni pokrivugjici funkci splriujict g'(u) = ¢(u).

Diikaz. Uvaiujme nahodnou veli¢inu — L se spektralni rizikovou mirou My(—L) =

— fo u)du. Oznacime ¢ = ¢'. Pak jednoduchou transformaci u = F_(x)
dostavame nasledqucl

-/ () (u)du = — | st Fafwads,

kde f_r(z) je hustota ndhodné veli¢iny — L. P¥itom plati

My(—L) = — /OO vdj(), (2.14)

—00

kde pouzivime § = g o F_p(z). Rozpisem levé strany vzorce (2.14) dostavame

nésledujict
[ wtotw) = [ aaer + [ wigio
=—/0 d§<x>/0ds+/md§<w>/mds
faf e[
=—/m i(s)ds + [ (1= g9)ds

ve tfeti rovnosti jsme pouzili Fubiniho vétu a ve ¢tvrté rovnosti jsme vyuzili faktu,
ze g(0) =0 a g(1) = 1. Nyni ozna¢ime Sy (z) = P(L > z). Diky spojitosti plati

F (x)=P(-L<z)=P(L>—z)=S(—x).

Na zakladé predchozi rovnosti a s pouzitim substituce x = —t dostavame, ze

/ " wdg(z) = / (9/(Su(t)) — 1) dt — / T g(Su(t) dt = —py(L).

[e.e] —00
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Obréazek 2.2: Funkce pouzité v ptikladu pro konkrétni volbu parametru k = 10.

K této vété uvedeme demonstracni ptiklad, kde pouzijeme modifikaci pro
pripustné rizikové spektrum z ptikladu na konci kapitoly o spektralnich rizikovych
mirach.

Priklad. Nechf L je ndhodné veli¢ina oznacujici rozdéleni ztrat portfolia takova,
ze L ~ N(0,1). Pak pro ndhodnou veli¢inu —L uvazujme funkci ve tvaru

on(z) = : (2.15)

Tato funkce je pro k > 0 pripustné rizikové spektrum ve smyslu poznamky za
definici 2.6. Stejné jako v predchozim piikladé i zde plati, Ze ¢im je parametr k
volen vétsi, tim vétsi je investorova averze k riziku. Za parametr k zde budeme
volit stejné hodnoty jako dfive tj. Kk =5 a k = 10.

Na zdkladé véty 7 oznacime gj(u) = ¢r(u) tak, aby funkce gi(u) vyhovovala
definici 2.8. Tedy pro nasi konkrétni volbu parametru dostavame

€5f5u 10—10x

g5(u) = — [ 1.00678,  gio(u) = —

-+ 1.00005 .

ed — el _ 1

Dosazenim do prislusnych rovnic pro spektralni rizikové miry pak pro poktivené
rizikové miry dostavame shodné vysledky jako u pfikladu uvedeném na konci
kapitoly o spektralnich rizikovych mirach. Na obrazku 2.2 jsou uvedené prave
pouzité funkce pro parametr k£ = 10.

2.5 Hodnota v riziku - VaR

Tato ¢ast je vénovana nejpouzivanéjsi rizikové mite, a to hodnoté v riziku.
Tuto rizikovou miru jsme jiz uvedli v definici 2.3 a ukazali nékteré jeji vlast-
nosti jako naptiklad, ze VaR nélezi do pokfivenych rizikovych mér a naopak, ze
nespliiuje pozadavky pro spektralni rizikové miry.

Na zacatku kapitoly koherentnich rizikovych meér jsme uvedli, ze VaR ne-
spliiuje dtlezity axiom subaditivity 2.1. Pfedtim nez budeme demonstrovat, ze
VaR neni subaditivni, ukdzeme vlastnosti, které ma s koherentnimi rizikovymi
mirami spole¢né. S vyuzitim vzorce (2.2) dostavame nasledujici vlastnosti:

19



Axiom 2.2: mé&jme ndhodnou veli¢inu L a k € R pak pro a € (0,1) plati

VaRo(L+k)=inf{l: P(L+k>1)<1—a}=inf{l: P(L>1—-k)<1—-a}
=inf{l—k+k:P(L>1—k)<1-a}
=inf{z+k:P(L<z2)<1l-—a}.

Axiom 2.3: pro ndhodnou veli¢inu L = nL a pro o € (0,1) plati

vaRa(ﬁ)_inf{z:P(nL>1)gl—a}_inf{z:P(L>i) §1—a}
n

l l

= inf {—n  Fp (—) > oz} = inf{kn : F (k) > a},
n n

kde F, je distribuc¢ni funkce ndhodné velic¢iny L.

Axiom 2.4: pro nédhodné veli¢iny Ly, Lo takové, Ze plati L1 < Lo, a pro a € (0,1)

plati

P(Ly>1)> P(Li > 1) = P(Ly < 1) < P(Ly < 1)
= inf{l: Fr,(I) > a} > inf{l: F, (1) > a},

kde Fp,, Fp, jsou distribucni funkce pfislusnych nahodnych veli¢in.
Axiom 2.1: abychom ukazali, Ze VaR tento axiom nesplniuje, pouzijeme ideu pii-
kladu z [9].

Priklad. Uvazujme 4 dluhopisy (D;,D9,D3,D4) takové, ze cena kazdého dluho-
pisu je 5000, v dobé splatnosti dluhopisu dluhopis vyplati 5500, kazdy dluhopis
defaultuje s pravdépodobnosti 0.04 (v takovém piipadé dluhopis nevyplati nic.
Dluhopisy jsou navzajem nezavislé).

Oznacime Y; pro i € {1,2,3,4} pravdépodobnost defaultu i-tého dluhopisu.
Tedy Y; ~ Alt(0.04). Pak rozdéleni ztrat ptislusného i-tého dluhopisu lze zapsat
jako L; = 5000Y; — 500(1 — Y;) = 4500Y; — 500.

Méjme dvé portfolia tvorené pravé ¢tyimi dluhopisy. Portfolio A je tvorené
pouze dluhopisem D, a portfolio B obsahuje vSechny ¢tyti dluhopisy. Pro o = 0.95
plati

A:
La = 4Ly "2 > 4V aRyg5(Ly) = 4(—500) = —2000.
Vidime, ze VaRgo5(L4) < 0, tedy na zakladé takovéhoto hodnoceni je tato
pozice akceptovatelna.
B:

4
Lp :L1+L2+L3+L4:45002Yi—2000

i=1

Axiom 2.2, 2.3
=

4
4500V aRo.5() ;) — 2000.

=1

Vime, Ze soucet ¢tyf nezavislych nahodnych veli¢in s alternativnim rozdéle-
nim s parametrem 0.04 ma binomické rozdéleni s parametry (4,0.04). Tedy
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kvantil odpovidajici VaRg 95 z binomického rozdéleni s uvedenymi parame-
try je roven 1. Tedy

VaRo.es(Lg) = 4500 — 2000 = 2500.

Protoze VaRyos5(Lg) > 0, je nutné k této pozici dodat dodateény kapital,
aby tato pozice byla akceptovatelna.

Za definici 2.5 jsme zminili, ze hodnota VaR udava pouze hodnotu ztraty,
kterou by finan¢ni instrument nemél pii dané hladiné spolehlivosti prekrocit. Na-
sledujici ukazkovy priklad demonstruje, jak tato omezena informace o finanénim
instrumentu miize byt zasadni pii rozhodovani o investici. Tato vlastnost byva
casto soucasti kritiky VaRu.

Priklad. Uvazujme dva finanéni instrumenty D;,D-, jejichz ocekavané ztraty jsou
uvedeny v tabulkach.

D 80% [ 15% | 4% | 1%
" 100 | =1 | 100 | 10000
b, .| _90% [5% | 5%
271000 | =1 | 40

Evidentné instrument D, je pro potencionalniho investora vyhodnéjsi, nebot
oproti D; poskytuje s vyssi pravdépodobnosti vyssi vynos. U instrumentu D,
s pravdépodobnosti 1% hrozi ztrata 10000. Pokud bychom nastavili hladinu spo-
lehlivosti a = 0.95, pak vysledné hodnoty VaR jsou nésledujici

VCLR().95(D1) = Va/RO.95(D2) = —1.

Tedy cisté na zakladé VaRu bychom dané finan¢éni instrumenty mohli hodnotit
jako stejné rizikové.

V [9] 1ze nahlédnout, jak se chova hodnota v riziku, pokud mame ndhodnou
veli¢inu popisujici rozdéleni ztrat pochazejici z néjakého normalniho rozdeéleni,
tedy uvedeme obdobné tvrzeni jako tvrzeni 5 pro CVaR.

Tvrzeni 8. Necht ztrdta L ~ N(u,o0?) pochdzi z normdlniho rozdéleni se stredni
hodnotou u a rozptylem o*. Pro pevné a € (0,1) plati

VaR,(L) = p+o® '(a),

kde ¢ znaci distribucni funkci normovaného normdlniho rozdélend.

Diikaz. Ozna¢ime K ~ L(0,1), pak plati L = p+ oK a tedy

Awxiom 2.2, 2.3

VaR,(L) =VaR,(u+ oK) pw+ oVaR,(K).

To je pozadované tvrzeni, nebot plati VaR,(K) = ®7!(a). O
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VaR,(L) pro L~N[0,1]

Frl(@) = 1.28155

Pravdepodobnost
10%

-4 -2 0 2 4

Obréazek 2.3: Rozdéleni ztrat pro L ~ N(0,1) s vyznaenym VaR na hladiné
spolehlivosti e = 0.9.

V pravé uvedeném tvrzeni pouzivame VaR z ndhodné veli¢iny z normova-
ného nahodného rozdéleni. Na obrazku 2.3 je znazornéni jak vypada hodnota
v riziku z takovéto nahodné veliciny. V tomto piipadé je hladina spolehlivosti
rovna o = 0.9. Za téchto podminek je VaR pfiblizné roven hodnoté 1.28155.

Hodnotu v riziku lze pro dany finan¢ni instrument pocitat i z historickych
dat, pokud jsou dostupna. Tento neparametricky pfistup v [6] je vhodné pouzit,
pokud rozdéleni ztrat financéniho instrumentu neni znamé.

Pokud urcujeme hodnotu v riziku neparametrickym zptisobem, pak pfed-
pokladame, ze mame k dispozici napozorovana data z urcitého predem daného
obdobi. Tedy pokud uvazujeme obdobi délky 7', pak mnozinu napozorovanych
dat oznacime L = {Lj;,Ls,--- ,Lr}. Prvky z mnoziny L setiidime vzestupné,
tedy Lli < L2¢ <. < LTZ"

Pokud uvazujeme hladinu spolehlivosti na trovni a € (0,1), pak uréime
vybérovy a-kvantil jako

L | T
VaR.(L) = {1 (ITa+1):: a g N (2.16)

2 (L(Ta)i + L(Ta-i—l)i) , TaeN.
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Kapitola 3

Priklad s realnymi daty

V této kapitole ukazeme pouziti rizikovych mér uvedenych v predchozi ka-
pitole na realnd data. Tato data jsme ziskali pomoci programu Wolfram Mathe-
matica 9.

Konkrétné se v této kapitole budeme zabyvat portfoliem, které je slozené
ze dvou aktiv. Jedné se o akcie spole¢nosti GE Capital (GE) a First Solar, Inc.
(FSLR). Dané vypocty jsou vztaZeny na vyvoj akcii v jednom kalendainim roce,
zde uvazujeme vyvoj uvedenych akcii v roce 2014, tedy od 1. ledna 2014 do 31.
prosince 2014 (celkem se jedné o 252 obchodnich dntt). Na obrazku 3.1 1ze detailné
nahlédnout, jak se dané akcie vyvijely v case.

Nyni si na takovémto portfoliu predvedeme, jak vypadaji rizikové miry uve-
dené v predchozi kapitole. V tomto ptrikladu budeme uvazovat hladinu spolehli-
vosti na drovni a = 0.95. Jako prvni uvedeme hodnotu v riziku.

Pro vypocet hodnoty v riziku pouzijeme vzorec (2.16). Na zdkladé tohoto
vzorce jiz vypocteme hledané hodnoty:

GE Capital:
VaR,(Lgg) = 04,

First Solar, Inc.:

VCLRQ(LFSLR) = 2.86.

Tento priklad nam dava znovu moznost zdiraznit fakt, ktery jsme v tomto textu
jiz. nékolikrat zminili, a to ze VaR porusuje axiom 2.1, a to pokud uvazujeme
napozorovanou ztratu slouceného portfolia, ne kazdé akcie zvlast. Pak hodnota
v riziku takového portfolia je rovna

VCLRO((LGE_;_FSLR) = VaRa(LGE + LFSLR) =3.28 > 2.86 + 0.4 = 3.26.

Tedy rozdélenim portfolia je velikost kapitalu, ktery je nutny dodat k dané pozici
nizsi, nez je tomu u slouceného kapitalu.

Nyni pro uvedené portfolio spocteme podminénou hodnotu v riziku i pro
tuto rizikovou miru vyuzijeme pravé vypoctené hodnoty pro VaR a s pouzitim
vzorce (2.5) ihned ziskdme CVaR pro hladinu spolehlivosti o = 0.95. Tedy

GE Capital:
CVaRa(LGE) = E(LGE‘LGE Z VCLRQ(LGE)) = 0.516923,

23



Vyvoj cen akcii GE Vyvoj cen akcii FSLR

T T
265 A n' E o1 \
1 A g n N AN
N\ [ 1 \ 70F [ A yi SN
260 | P ‘\ W/ ‘\ ] ‘ VN\,V,’\\_‘,‘ I \\ / iy
danl AL A Y ™| b an P ‘
ol AT N \ﬂ‘ 65 | 1 |
s | LA T T B P B W
[ LT I (| [ |/ ! |
Foy N VoW ‘ 6of Ly
2s0F | [\ H‘\‘\\l‘ “ \V /W M\'\ [ ‘\‘ ‘ 7 [y N J V | N
F “ \‘U\“ | Nl M\ f‘ ‘ 55 | Mv\\ | IV 1
25F N [ '\J A / \‘ 4l [ ‘\“’/ ‘
E ‘ M ‘J ‘V“\ | ‘ ‘f \\ ‘ 505 W\V‘M\ ‘\‘\/ (,‘ | M“ ’/‘
240 ||| | . oY N
3 V\\ / [ S
Bs) U ‘ “r | M
5 r \l
E \v L L Ll L L L L L L \‘ 1=
Apr Jul Oct Jan Jan Apr Jul Oct Jan
(a) (b)

Obréazek 3.1: Vyvoj cen akcii v roce 2014 pro spolecnosti (a) GE Capital a (b)
First Solar, Inc.

First Solar, Inc.:

CV(LRQ(LFSLR) = E(LFSLR‘LFSLR Z VCLRQ(LFSLR)) = 4.10615.

Z uvedenych vypocth ziejmé plati jiz diive zminény fakt, ze VaR,(L) < CVaR,(L).
Dale spocteme podminénou hodnotu v riziku slouc¢eného portfolia a srovname
s pravé vypoctenymi hodnotami 0.516923 + 4.10615 = 4.62307.

CV&RQ(LGEJFFSLR) = CV&RQ(LGE + LFSLR) = 4.62308 < 4.62307.

To jsme ve spojitosti s vétou 4 ocekavali.

Pokud bychom chtéli hodnotit rizikovost portfolia pomoci spektralnich ri-
zikovych mér nebo pomoci poktivenych rizikovych mér, pak je vhodné pracovat
se spojitymi rozdélenimi. Proto opét za pomoci softwaru Wolfram Mathematica
9 zjistime pfislusné parametry pro normalni rozdéleni a t-rozdéleni takové, ze
nejlépe prokladaji prislusné ztraty danych akcii. Na obrazku 3.2 jsou zobrazeny
histogramy jednotlivych ztrat akcii i ztrat slou¢eného portfolia spolec¢né s ptislu-
snou hustotou.

Abychom ovéfili, Ze prolozeni prislusnymi rozdélenimi na obrazku 3.2 odpo-
vida skutecnému rozdéleni ztrat, otestujeme uvedena data a prislusna rozdéleni
za pomoci Kolmogorovova-Smirnova testu. Tento test pro kazdé prolozeni testuje,
zda empirické distribucéni funkce ztrat se prilis nelisi od distribu¢ni funkce, ktera
ji proklada. Tedy méjme nulovou hypotézu Hy : Fy(x) = Fy(x) proti alternativé
H, : Fr(x) # Fy(z), kde Fy je distribu¢ni funkce pfislusna hustoté, ktera proklada
ztraty. Protoze dana data pochazeji ze sledovaného obdobi jednoho roku, mame
dostatek pozorovani, abychom dany test mohli pouzit.

Pro hladinu testu a = 0.05 dostavame na zakladé Kolmogorovova-Smirnova
testu tyto p-hodnoty:

GE
0.8178

FSLR
0.5230

sloucene

0.1739

p — hodnota

Z uvedené tabulky je patrné, Ze na zakladé tohoto testu nelze zamitat nulovou hy-
potézu ve prospéch alternativy. Tedy vyuzijeme prolozeni hodnot k nasledujicim
vypoctim.

24



Prolozeni ztrat GE Prolozeni ztrat FSLR
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Obrazek 3.2: Prolozeni ztrat danych akcii normélnim rozdélenim a t-rozdélenim.
(a) jsou proloZenda data akcii GE Capital, kde parametry pro normalni rozdéleni
jsou p = 0.0051, 0 = 0.2362. (b) jsou proloZena data akcii First Solar, Inc.,
kde pocet stupnt volnosti v t-rozdéleni je v = 2.71. (c) jsou prolozené ztréaty
slou¢eného portfolia, kde pocet stupni volnosti v t-rozdéleni je v = 2.44.

Pro vypocet SRM z téchto finan¢nich instrumentt zvolime opét funkei (2.10)
vychazejici z uzitkové funkce. Opét danou funkci budeme uvazovat pro dvé volby
parametru pro k = 10 a k£ = 15. Jiz vime, Ze tato funkce je piipustné rizikove
spektrum. Oznacime Lap ~ N(0.0051,0. 0558) Lrsip ~ tar a LGE+FSLR ~ t9 44.

GE Capital:

M (L) = /0 Su(w) F) (u)du

k =10: M}*(Lgr) = 0.360389,
k =15: M*(Lgg) = 0.410349.

First Solar, Inc. :

LFSLR / or(u LFSLR (u)du,

k=10: M}*(Lrsir) = 2.66298,
k= 15: M}*(Lpspr) = 3.24743.
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Slozené: k = 10: M}*(Lgpsrsir) = 2.91811,
k =15: M}*(Lopirscr) = 3.59613.

Opét je zde demonstrovano, ze SRM spliuji axiom 2.1 pro pfipustné rizikové
spektrum. Protoze plati

k = 10:

M}*(Ler) + M}*(Lrsir) = 0.360389 + 2.66298
= 3.02367 > 2.91811 = M}*(Lgp+rsir),

M}*(Lag) + MJ*(Lrsir) = 0.410349 + 3.24743
= 3.65778 > 3.59613 = M}*(Leptrsir)-

P1i aplikaci pokfivenych rizikovych mér na tento pripad budeme postupovat dle
véty 7 a piikladu za touto vétou nasledujicim. Uvazujeme funkci (2.15), zde bu-
deme tuto funkci aplikovat pouze pro jeden parametr, a to k = 15.

Opét budeme uvazovat funkci

156—15x
Pele) = T
Na zakladé véty 7 uvazujme funkci
p15-152
g15(ZL’) =1 - @15 — 1

Tato funkce je pokrivujici funkce dle definice 2.8. Pak lze spocitat pokiivenou
rizikovou miru

GE Capital:

0 00
Pais(Lae) = / 915(St., (7)) — 1dz + / 915(S}., (v)dx = 0.410349.
0

—00

First Solar, Inc.:

0

Pgis(LrsLr) = /

—00

(915(5;,, () — 1) dz + / 915(S .., (T)dz = 3.24743.
0

SloZené:
0

Pg1s (LGE+F5LR) = /

—00

(95 s ren@) = 1) ot [ 15(Si D

= 3.59613.

Opét je zde demonstrovana vlastnost z véty 7, totiz axiom 2.1 je splnén. Protoze
plati

pors(Lar) + pos(Lpsir) = 0.410349 + 3.24743 = 3.65778 > 3.59613 = p,,. (Lap+rsir)-

26



Z.aver

V této praci bylo hlavnim cilem zavést obecny pojem rizikové miry. Tuto
miru jsme v obecném smyslu zavedli a dale ukazali specialni rizikové miry, se kte-
rymi se na finan¢nich trzich pracuje. Zejména byl kladen diraz na (podminénou)
hodnotu v riziku. U nichz jsme ukazali jejich vyhody a nevyhody. Pro hodnotu
v riziku jsme demonstrovali, jakym zptisobem narusuje nase ivahy absence vlast-
nosti subaditivity, na druhou stranu jsme ukézali jednoduchost ve vypoctu této
rizikové miry. Podminéna hodnota v riziku naopak byla zavedena jako vylepSeni
hodnoty v riziku za icelem napravit hlavni nedostatek hodnoty v riziku. U podmi-
néné hodnoty v riziku jsme také ukazali, ze patii mezi hlavni skupinu rizikovych
mér, a to mezi koherentni rizikové miry.

Tato skupina rizikovych mér prostupovala i do dalsich ndmi uvedenych sku-
pin. Konkrétné mezi spektralni rizikové miry a pokfivené rizikové miry (distorted
risk measures). U téchto dvou skupin jsme ukazali zajimavé spojitosti s ostatnimi
rizikovymi mirami. Mezi hlavni takové vlastnosti patii to, ze za jistych okolnosti
jsou pokiivené rizikové miry a spektralni rizikové miry shodné (tuto vlastnost
jsme dokézali a nasledné demonstrovali na prikladu v kapitole o pokfivenych ri-
zikovych mirach). Podobné byla vySetfovana shoda spektralnich a koherentnich
rizikovych mér (tato vlastnost je také dokdzana a demonstrovana na podminéné
hodnoté v riziku).

Pro praktické znazornéni popsanych vlastnosti jednotlivych rizikovych mér
je v této praci zahrnuta aplikace uvedenych rizikovych mér na realna data za-
znamenavajici vyvoj vybranych akcii na finanénim trhu. Pficemz jsme ziskali
hodnoty, které odpovidali popsané teorii.
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