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Uvod

V bakaléarské praci Ulohy optimélniho investovani fesitelné pomoci linearniho
programovani se zabyvame tlohou optimalizace portfolia. Nasim cilem je popsat
ruzné miry rizika, které vedou na tlohu linearniho programovani, jejich vlastnosti
a nasledné je aplikovat na realna data z financ¢nich trhu.

Optimalizaci portfolia se v praci prevadi na dvou-kriteridlni problém, kde se ma-
ximalizuje o¢ekavany vynos a minimalizuje riziko. Aby bylo mozné minimalizovat
riziko, je potfebné mit néstroj pro jeho meéreni. Timto néstrojem jsou miry ri-
zika, které pritazuji portfoliu realné ¢islo v zavislosti na tom, jak je portfolio rizi-
kové. Cely model je pak zavisly na pouzité mite rizika. Tento pristup byl zaveden
v (Markowitz, |1952)). Markowitz ve své préaci pouziva za miru rizika smérodatnou
odchylku, respektive rozptyl, a tiloha pak vede na kvadratické programovani. Od
té doby bylo uskuteé¢néno mnoho pokusu o linearizaci celého problému, kterd by
podstatné snizila vypocetni narocnost.

V teoretické ¢asti prace nejprve zavadime nezbytné pojmy a poté zkoumame tro-
jici zédkladnich modelu vedoucich na tlohu linearniho programovéani, které jsou
popsané v kapitolach 2 az 4. Jde o model s podminénou hodnotou v riziku, MAD-
model a minimax. Déle jsou zpracovany dvé rozsiteni podminéné hodnoty v ri-
ziku, které je mozno shrnout pod nazev vazena podminéna hodnota v riziku, a
jedno rozsiteni MAD-modelu, které se nazyva m-MAD-model. V numerické ¢asti
prace poté aplikujeme nase poznatky na realnd financni data z frankfurtské burzy.
Konkrétné slo o vybrané akcie z indexu DAX. Optimalni portfolia byla vybrana
na zakladé historickych dat z obdobi 2011 az 2014. Ke zhodnoceni vysledku byla
pouzita data z nasledujiciho roku.

Ve druhé kapitole vénujeme pozornost podminéné hodnoté v riziku, coz je mira
rizika objevujici se na pocatku tohoto tisicileti (Rockafellar a Uryasevj [2000).
Podminéna hodnota v riziku je velice G¢innym ndastrojem pro meéteni rizika, coz
dokladaji jak jeji teoretické vlastnosti obsazené v této praci, tak aplikace na ruzné
finanéni problémy. Citace na ruzné aplikace je mozno nalézt v (Mansini a kol.,
2014). Podminéna hodnota v riziku timto v mnoha ohledech ptevysuje hodnotu
v riziku (VaR - Value at Risk), kterd je dnes hojné pouzivanym néstrojem pro
méfeni rizika (Mansini a kol., 2007). Pro podrobnéjsi srovnani hodnoty v riziku
a podminéné hodnoty v riziku odkazujeme ¢tenafe na (Rockafellar a Uryasev,
2002).

Déle se zde také zabirdme rozsifenim podminéné hodnoty v riziku vedouci na
vicekriterialni optimaliza¢ni problém, ktery fesime aplikaci vazeného souctu dle
(Mansini a kol 2007). Vyslednou miru rizika nazyvame vézend podminéna hod-
nota v riziku. Aplikace na data z milanské akciové burzy ukazaly dobré vysledky
tohoto modelu ve srovnani s podminénou hodnotou v riziku i Giniho prumérem
rozdilu (Mansini a kol., [2007)).



Ve tteti kapitole rozebirame historicky starsi MAD-model (Konno a Yamazaki,
1991). Za miru rizika je zde vzata stfedni absolutni odchylka, ktera je podob-
nou charakteristikou jako smérodatna odchylka. MAD-model jiz ale na rozdil od
smérodatné odchylky vede pro diskrétné rozdélenou ndhodnou veli¢inu na lohu
linearntho programovani. MAD-model byl velice zivé testovan na ruznych ak-
ciovych trzich. Piikladem muzou byt (Konno a Yamazaki, 1991)) a (Mansini a kol.|
2003). Pro nasi préci jsme si zvolili MAD-model jako zastupce klasickych modela
pouzivajici sttedni hodnotu rizika. Navic diky svému rozsiteni na m-MAD-model
(Michalowski a kol., [2000) 1ze ziskat model s vypocetni ndro¢nosti srovnatelny
s vazenou podminénou hodnotou v riziku.

Ctvrt4 kapitola obsahuje modelem s ndzvem minimax (Young, 1998). Jedn4 se
o model vyuzivajici miru bezpecnosti nejhorsi realizaci. Ve srovnani s podminénou
hodnotou v riziku a MAD-modelem se zda jit o hrubou miru rizika, coz ma ale
za nasledek lepsi vypocetni vlastnosti.



Kapitola 1

Zakladni terminy a definice

V této kapitole se zamétime na definice pojmu, které vyuzijeme v nasledujicich
kapitolach. Predevsim se jedna o pojem miry rizika. Velka ¢ast kapitoly je vénovana
vlastnostem mér rizika. Déle formulujeme problém optimalizace portfolia.

1.1 Miry rizika a jejich vlastnosti

Tato podkapitola se zabyva zavedenim dulezitého pojmu mira rizika. Prave
za pomoci miry rizika budeme moci uchopit pojem rizika. Prakticky to znamena,
ze mira rizika nam da ohodnoceni rizika realnym ¢islem. V této praci bude mira
rizika klicovy pojem pro formulaci tlohy optimalizace portfolia. Déle se v této
podkapitole zabyvame nejdulezitéjsimi vlastnostmi mér rizika, kterymi jsou ko-
herence ve smyslu definice z (Artzner a kol., [1999)) a SSD konzistence.

Definice 1 (ztrdtova funkce). Necht X C R™ a necht ® € X je vektor. Necht
Y je ndhodny vektor z pravdépodobnostniho prostoru (2,A, P) do (R™ B(R™)).
Ndhodnou velicinu f(x,Y) s hodnotami v (R,B(R)) nazjvame ztrdtovd funkce.
Oznacéme mnozZinu vsech ztrdtovych funkci jako Z.

Pozndmka. Jelikoz se tato prace zabyva optimalizaci finanéniho portfolia pouziva
se v dalsim pro prvky mnoziny X oznaceni portfolio. Potom jednotlivé slozky
vektoru x € X oznacuji vahy prislusnych aktiv v portfoliu.

Definice 2 (mira rizika). Mirou rizika nazjvime funkciondl ze Z do R.

Nyni jsme dospéli k pojmu mira rizika, ktery je ovSsem moc obecny na to,
aby odpovidal nasi predstavé o ohodnoceni rizika. K tomu, aby slo o pfijatelny
nastroj se od miry rizika ocekavaji jesté dalsi vlastnosti, které jsou shrnuté pod
pojmem koherence.

Definice 3 (koherence). Miru rizika p nazveme koherentni, jestlize plati
Transla¢ni invariance VZ € Z,Va e R: p(a+ Z) = a + p(Z);
Subaditivita V7, Zs € Z : p(Z1 + Zs) < p(Z1) + p(Z3);

Positivni homogenita VZ € Z Va > 0: p(aZ) = ap(Z);

Monotonie V7,7 € Z, 71 < Z5 s.j.: p(Z1) < p(Z3).



Pozndmka. Tato definice je pfevzata z (Artzner a kol |1999) a upravena zménou
znaménka dle (Mansini a kol., 2003)).

Pozndmka. Strucéné okomentujme nékteré pozadované vlastnosti. Transla¢ni inva-
riance zajistuje jednotku, ve které mira rizika méfi. To umoZiuje urcité vzajemné
porovnani vice koherentnich mér rizika. Subaditivita je ptirozena vlastnost, ktera
zajistuje rozlozeni investice do vice riznych aktiv - diverzifikaci. Monotonie k4,
ze pokud je jedna ztratova funkce vzdy vyssi, pak je i rizikoveéjsi.

Nyni se podivejme na druhou dulezitou vlastnost mér rizika, kterou je SSD
bezpecéna konzistence. Zkratka SSD je z anglického second order stochastic domi-
nance. Tato vlastnost je svym smyslem podobnd vlastnosti monotonie z definice[3]
Pokud je jedno portfolio v uré¢itém smyslu lepsi nez jiné, pak ma byt méné rizi-
kové. V definici konzistence timto smyslem byla hodnota ztratové funkce. Nyni
prejdeme k citlivéjsimu nastroji stochastické dominance druhého stupné.

Definice 4 (stochastickd dominance pro portfolia). Rekneme, Ze portfolio x € X
dominugje nad portfoliem y € X ve stochastické dominanci druhého stupné (second
order stochastic dominance), jestlize pro vSechna a € R existuji konecné oba
ndsledugjici integrdly a plati

/ P(f(2Y) > €)de < / P((3Y) > €)de

s minimdiné jednou ostrou nerovnosti. Ddle vekneme, Ze portfolio x° je efektivni
ve stochastické dominanci druhého stupné, jestlize neexistuje portfolio x tak, Ze x
dominugje nad x° ve stochastické dominanci druhého stupné.

Pro definici SSD bezpecné konzistence je tieba jesté definovat miru bezpecnosti
prislusnou k mite rizika.
Definice 5. Necht p je mira rizika. Definujme prislusnou miru bezpecnosti jako

1p(@) = pi(x) — p().
Pozndmka. Obcas také budeme hovofit o ptislusné mite rizika k mite bezpecnosti,
tim mame na mysli miru rizika takovou, ze uvedend mira bezpecnosti je ji prislusna.
Déle je tfeba si v§imnout, ze minimalizace p(x) vzhledem k x neni obecné ekvi-
valentni maximalizaci 1,(x).
Nyni muzeme pristoupit ke slibované klicové definici.

Definice 6. Necht p je mira rizika. Rekneme, Ze jeji prislusnd mira bezpecnosti
L, je SSD konzistentni, jestlize pro kazdou dvojici portfolii x,y € X takovou, Ze
portfolio x dominugje pri druhém stupni stochastické dominance nad portfoliem y,
platt, zZe p,(x) > p,(y). Pokud je p, SSD konzistentni, nazveme p SSD bezpecné
konzistentni.

Dulezitost zavedeni tohoto pojmu ilustruje nasledujici véta.

Veéta 1. (Ogryczak a Ruszczyriski, |1999) Necht p je SSD bezpeéné konzistentnd
mira. Necht p(x) = —Ef(x,Y) je stredni hodnota zisku portfolia x. Necht Vx,y €
X plati p(x) # p(y) nebo p,(x) # p,(y). Potom je kaZdé jednoznacné tesent
bikriteridalniho problému

max{[p(x),p,(z)] - ® € X}
SSD efektivni portfolio.



1.2 Optimalizace portfolia

Problém optimalizace portfolia lze matematicky vyjadrit tak, ze se snazime
investovat kapital do aktiv z predem dané mnoziny a pfitom maximalizovat zisk
a minimalizovat riziko.

Definice 7. Oznaéme mnozinu vsech moznyjch aktiv J = {1,....n}. Vektor x =
(Ij)j:L...,n za podminek

ij =1, 2;>0, proj=12,..n. (1.1)
j=1

Vektor x ma j-tou sloZku odpovidajici ¢dsti kapitalu, kterd se investuje do aktiva
jedJ.

MnoZinu vsech portfolii oznacme jako X .

Pozndamka. Podminky ze vzorcell.1|lze tedy vysvétlit tak, ze neuvazujeme prodeje
na kratko a aktiva povazujeme za neomezené délitelna. V aplikacich se mohou na
mnozinu X klast dalsi omezeni dle pozadavku investora a omezeni trhu.

Abychom mohli urcit vhodné portfolio, musime byt néjakym zpusobem schopni
modelovat riziko. K tomuto ucelu vyuzijeme miry rizika. Oznacme Ry = — f(x,Y),
kde f je ztratova funkce urcujici ztratu portfolia x € X. Potom ndhodna velic¢ina
Ry oznacuje vynosnost portfolia x a u(x) = ERy. Necht p je mira rizika. Nyn{
muzeme formulovat problém optimalizace portfolia jako bikriteridlni problém

max{[u(x), = p(x)]}-

V této praci budeme fesit tento problém zavedenim omezeni na stfedni hodnotu
portfolia. Necht py € R je pevné. Pak dostdvame problém

max{—p(X)|u(x) = po} & min{p(x)|u(x) = po}. (1.2)
To odpovidd tomu, ze investor pozaduje minimélni zisk vétsi nez pug, které je
voleno tak, aby tloha byla pripustna, a snazi se minimalizovat riziko dosazeni
tohoto zisku.

1.2.1 Ocekavany vynos v diskrétnim pripadé

Situaci z definice [1] si mtzeme jesté zjednodusit, uvazujeme-li stejné dimenze
prostoru redlnych cisel, tedy ve znaceni v této definici m = n. Déle uvazujeme
f(xY) = fi(x1,Y1)+ ...+ fu(x,,Y,). Potom zavddime R;z; = — f(x;,Y;). Celkem

n

dostavame Rx = ) Rjz;.
j=1
Uvazme nyni T € N scénait s pravdépodobnostmi p;, kde t = 1,...,T. Necht plati

T

> pr = 1. Typicky se jednd o historickd data s p; = %, pro t = 1,...,T. Necht

t=1

nahodna velicina R; nabyva hodnot r; s pravdépodobnosti p, pro j = 1,....n a
T

t =1,..T. Oznac¢me pu; = E R; = > rp;. Dle muzeme psat vynos z portfolia
t=1

n
X pIi scénéii ¢ jako y = Y rjx; a otekdvanou hodnotu portfolia x jako p(x) =
7=1

T
Z YtDt-
t=1



Kapitola 2

Podminéna hodnota v riziku

Kapitola je vénovdna podminéné hodnoté v riziku (v anglictiné Conditio-
nal value at risk nebo Expected shortfall). Podminéna hodnota v riziku byla
predstavend v (Rockafellar a Uryasevl 2000) a méla zdsadni vliv na vyvoj mér
rizika na pocatku 21. stoleti (Mansini a kol., 2014])). Za dspéchem podminéné hod-
noty v riziku stoji predevsim jeji dobré teoretické vlastnosti, kterymi prevysuje
velmi oblibenou miru rizika hodnota v riziku (Value at Risk). Tato kapitola se
také vénuje rozsiteni podminéné hodnoty v riziku na vazenou podminénou hod-
notu v riziku a predstavuje dva systémy vah.

2.1 Definice podminéné hodnoty v riziku

V této podkapitole si ukdzeme zavedeni podminéné hodnoty v riziku pro
obecné rozdéleni dle (Rockafellar a Uryasev,, 2002). Tato definice je rozsitenim
definice z (Rockafellar a Uryasev, [2000)), kde se podminénd hodnota v riziku
definuje pouze pro spojita rozdéleni. V piipadé spojitého rozdéleni muzeme zjed-
nodusené definovat podminénou hodnotu v riziku s parametrem [ portfolia x
jako stfedni hodnotu podminéného rozdéleni se ztratou vyssi nez (1 — 8)-kvantil
rozdéleni ztraty:

E[fGY)If(xY) = FTV(1- ). (2.1)
Nyni prejdeme k formalnéjsi a obecnéjsi definici, kterd ovsem vyzaduje podrobnéjsi

zavedeni.

Definice 8. Necht f je ztratovd funkce. Definugme pomocnou funkci i predpisem

(o) = P{f(zY) < a}.

Pozndmka. V nésledujicim textu predpokladejme, ze f(x,Y") je spojitd v proménné
x a méfitelnd v proménné Y. Dale predpoklddejme, ze E |f(x,Y)| < oo pro
vSechna x € X.

Pozndmka. Vidime, Ze pro fixni x je ¢ distribu¢ni funkce ztraty f(x,Y"). To mimo

jiné znamena, ze 1 (x,a) je v proménné « neklesajici a zprava spojita.

Definice 9 (Hodnota v riziku). Zvolme /5 € (0,1), potom definujeme 5-VaR az(x)
predpisem
ag(x) = min{a € R[y(z,a) > 5}



a ddle definugme [3-VaR™ ag(m) predpisem

aj (x) = inf{ald(z,0) > G}

Poznamka. Hodnota v riziku je hojné pouzivanou mirou rizika. Nam vsak slouzi
jako predstupen k definici podminéné hodnoty v riziku. Pov§imnéme si, ze pro
spojitd rozdéleni mame azg(x) = ag(x) = F,Efl)(ﬁ), kde Fi{Y je kvantilova funkce
ztraty. Prvni rovnost ovsem neplati, pokud neni v bodé § kvantilova funkce spo-
jita. To nés privadi k dalsimu postupu ve smyslu vzorce [2.1]

Definice 10 (Podminéna hodnota v riziku). Definujeme podminénou hodnotu
v riziku (CVaR) ¢g(x) jako stredni hodnotu ndhodné veliciny s distribucni funkci

0, a < ag(x)
ﬁ(l/)(flﬁ,a) - 5)7 a > aﬂ(w) ‘

2.2 Vlastnosti podminéné hodnoty v riziku

vvvvvv

hodnota v riziku. Predevsim se jedna o klicovy dikaz fundamentalni minima-
liza¢ni formule. Na zakladé této minimaliza¢ni formule se poté odvozuje fesitelnost
v linedrnim programovéani a vlastnosti koherence, SSD konzistence a stability.
Nejprve zavedeme znaceni

(]t = max{z,0}, [z]” = max{—z,0},z € R.
Poté ziejme plati
[z]" + [z]” = |z|,z € R. (2.2)
Definice 11. Pro € (0,1) definujeme funkeci Fg
Fﬁ(aI,Oé) =a+ (1 - B)_l E [f($,Y) - (1/]+.

Véta 2 (fundamentalni minimaliza¢ni formule). Funkce Fs(x,o0) z definice|11] je
v proménné o € R konecnd a konvexni. Dadle plati:

¢p(x) = min F(x,a).

«

A navic plati argmin Fg(z,a) = [os(),a (z)]. Specidiné ap(x) € argmin Fa(,a)

0 65(3) = Fy(mas(a)).

Diikaz. Rozsitujeme dukaz z (Rockafellar a Uryasev), 2002). Kone¢nost funkce F
plyne z predpokladu u¢inénych v pozndmce pod definici [§ Konvexita F' plyne
z konvexity [f(x,Y) — a]t. Jako konecnd konvexni funkce o mé F' konecéné pravé
a levé derivace pro vechny o € R (Rockafellar, [1970). Oznacime si



Nejprve dokazeme

0T Fa(x,a) _ pH(x)—B 0 Fs(x,a) B (x)—p

iz e i A
Upravujme vyraz
Fobeot) = Fylbea) 1 E{”“y**ﬂ*—mxm—a“}
af —a 1- 5 R
Pro a* > o méme:
ey o[

af — «
€ (—1,0), jinak.

Protoze P(f(x,Y) > o*) = 1-¢(x,0*) aP(a < f(x,Y) < o) = ¢¥(x,0%) —)(x,)
je celkem pro néjaké ¢ € (—1,0):

E { fxY) =" = [f(xY) = of"

! b=~ vlxat) + etuea’) - v

Diky spojitosti ¢ zprava v proménné o dostavame

o £ {OEY) ol ) —af

ax\ af — «

b=~ - vixa)

Z toho jiz jednoduse dostaneme

0t Fs(x,a) 1 Y(x,a) —
A it e [T )= =
coz je prvni ¢ast vzorce [2.3
Podobné odvodime i vzorec pro parcidlni derivaci zleva. Necht o* < «, potom
mame:
_17 pI‘Of(X,Y)
YY) —af]t — YY) —alt
) o)t~ fxY) ol _ ) S
€ (—1,0), jinak.

)
*

(07
«

IN IV

af — o ’

Déle plati P(f(x,Y) > a) =1 —¢(x,a”) a P(a* < f(x,Y) < a) = ¢¥(x,a7) —
Y(x,a%), z ¢ehoz dostavame pro néjaké ¢ € (—1,0):

E { [f(X’Y) B Oé*]+ — [f(X’Y) B Oz]+

Lol b= (1= vxan) +elwixa) - vixa®),
A tedy i v limité

lim E { [f(X7Y) - a]Jr — [f(XaY) - O./]+

ak S af — «

b=~ vxa),
Ted jiz muzeme spocist parcidlni derivaci

a_Fg(X,Q) - 1 - _ ¢(X7O‘_) —
a—a_l—l—m(w(x,a)—l)_—l_ﬁ :



Nyni si staci uvédomit, ze

8+F5(X,Oé) 8_Fﬂ(x,a)

li — i —1
an o o o
are 9t F o F
iy OEs(xa) 0 Fs(xa) B
a——o0 Ox a——o0 Ox 1-p

Na zdkladé téchto limit dostaneme, ze mnozina {a|Fs(x,a) < m} je omezend
Vm € R. Z toho dostavame, ze funkce F' nabyva svého minima vzhledem k o a
mnozina argumenti minima je uzavieny omezeny interval. Hodnoty o v tomto
intervalu jsou charakterizovany nerovnostmi

0™ Fz(x,a) Ot Fs(x,a)
o da
7 jiz. dokézaného vzorce jde o hodnoty splaujici ¢ (x,a7) < 8 < ¥(x,a). Dle
definice jsou krajni body intervalu as(x) a aj(x).
Tim jsme dokazali, ze argmin Fj(x,a) = [ag(x),a5 (x)].
Déle dokazeme, ze F(x,a3(x)) = ¢g(x). Tim bude dukaz dokoncen. Nejdiive
upravime

IN

0<

E[(f(x,Y) —as(x)1fxv)2as00] = ELf(X9)15xv)2a500] = @8(X) E[Lpxy)>as(x)]-

Z deﬁnice vime, 7e E[f(xay)lf(x,Y)Zaﬁ(x)] = (1 — ﬂ)gzﬁﬂ(x) a E[lf(x,Y)Zocg(x)] =
1 —Y(x,a5(x)7) =1— [. Celkem tedy mame

min Fy(x,0) = Fp(x,a5(x)) = as(x) + (1= 8) " E [f(xY) — ap(x)]"
= ag(x) + (1= B) (1 = B)es(x) — as(x)(1 — B)) = ds(x).

J

Dusledek (konvexita). (Rockafellar a Uryasev, 2002) Jestlize je funkce ztraty
f(x,Y) konvexni vzhledem k x, pak je i ¢3(x) konvexni funkce vzhledem k x.
Obdobné pro sublinearitu.

Véta 3 (koherence). (Pflug, 2000) Podminénd hodnota v riziku je koherentni.

Véta 4 (stabilita). (Rockafellar a Uryasev, |2002) Hodnota ¢pz(x) je spojitd vzhle-
dem k o € (0,1). Navic md vZdy derivaci zleva i zprava s predpisy:

0 ¢s(x) 1 .
82 (1 —-a)? E{lf(zY) — ag()]"}

O os(x) 1 L
(‘)(ﬁy o (1—a)? E{[f(z)Y) - Qg (x)]"}.

Véta 5 (SSD konzistence). (Ogryczak a Ruszczynski, |2002a) Mira bezpeénosti
—¢s(x) je SSD konzistentni.



Véta 6. Miru rizika ¢g(x) je pro diskrétni ndhodnou velicinu mozZno spocitat
pomoct ulohy linedrniho programovdni

T
s(@) =miin {a+ = > diih
t=1

S.t. dtZ—Oé—yt,dtZ(],t:].,...,T,
ac R

Uloha optimalizace portfolia je s mirou rizika ¢g(x) pro diskrétni ndhodnou
veli¢inu resitelnd pomoci linedrniho programovdni jako

T
. 1
min {a + m Z dtpt},
t=1

st. dy>—a—y, d>0,t=1,...,T,

T
CYGR,ZBGX, Zytptzp’()-

t=1

2.3 Vazena podminéna hodnota v riziku

Jelikoz je podminénd hodnota v riziku zavisla pouze na extrémnich hodnotach
rozdéleni zisku, zd4 se byti trochu hrubym nastrojem pro modelovani rizika. Tento
argument spolecné s nizkou vypocetni naroc¢nosti vedl k rozsiteni podminéné hod-
noty v riziku na vicendsobnou podminénou hodnotu v riziku.

Necht pro m € N jsou 1 > 3; > ... > f8,, > 0 parametry podminéné hodnoty
v riziku. Potom muzeme formulovat vicekriterialni model

min{[¢g, (X),....05,, (x)] : x € X}.
Okamzité se objevuje otazka, jak takto zadany model fesit. Asi nejjednodussi
moznosti je pouziti vazeného souctu.
Pozndmka. Pro specidlni volbu f,, = 0 dostavame miru rizika ¢g(x) = —pu(x).
To umozinuje implicitné zahrnout o¢ekavany vynos.
Definice 12. Necht pro m € N jsou 1 > 31 > ... > B,, > 0. Ddle necht jsou
m

wg > 0, pro k = 1,...;m, takové, Ze > wy = 1. Potom miru rizika
k=1

o () = > widp, ()
k=1

nazveme vdazend vicendsobnd podminénd hodnota v riziku.

Pozndmka. Vézend podminénd hodnota v riziku byla poprvé predstavena v (Ogry-
czak, 2000)). Z koherence podminéné hodnoty v riziku a jeji SSD konzistence plyne
koherence a SSD konzistence vazené vicendsobné podminéné hodnoty v riziku
(Mansini a kol., 2007).
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Véta 7. Miru rizika (bq(ﬂm)(w) je pro diskrétni ndahodnou velicinu mozno spocitat
pomoct ulohy linedarniho programovdni

m T
d)q(vm)(;p) =min {Z wk(ak + ﬁ Z dktpt)},
k=1 =

st dy > —ap — vy, d >0, t=1,....T:k=1,...,m,
ap€R, k=1,...,m.

Uloha optimalizace portfolia je s mirou rizika gbq(ﬂm)(m) pro diskrétni nahodnou
velicinu resitelnd pomoci linedrniho programovdni jako

m T
. 1
min {Zwk(ak—i- =5 detpt)},
k=1 k=

st. dy > —ap —y,dy >0, t=1,....T;k=1,...,m,

T
$€X, Zytptzu(bakeRa kzlv"'am'
t=1

Nyni si ukdzeme urcita nastaveni vah pro vazenou podminénou hodnotu v ri-
ziku. Tato nastaveni vah jsou urcena jen parametry 1 > 5y > ... > [, > 0 a
véhy jsou pak jiz témito parametry jednoznacné uréeny. Pro tento icel uved me
jesté jednu miru rizika odvozenou od Giniho prumeéru rozdilu, ktera byla poprvé
predstavena v (Yitzhaki, [1982)).

Definice 13. Definujme miru rizika Giniho pruméru rozdilu I' predpisem
I(z) = E |RY — RY,

kde RS ¢ RY jsou stejné rozdelené nezdvislé nahodné veliciny urcugjici zisk port-
folia . Ddle definujeme prislusnou miru bezpecnosti ur dle definice|1. 1.

Jak bylo ukdzdno v (Mansini a kol [2007), tak vhodnym nastavenim meér
pro m = T — 1 lze doséhnout ekvivalence ¢;" (x) s —pr(x). To nés privadi
k moznosti aproximovat —ur(x) za pomoci vazené podminéné hodnoty v riziku
s mensim po¢tem parametru. V praxi se ukazalo, ze velice dobrych vysledku se da
dosdhnout i s velmi nizkym m. Napiiklad s m = 3 jako v (Mansini a kol., 2007,
kde bylo pouzito lichobéznikové aproximace. Pro zjednoduseni zapisu dodefinujme
Bo=1> 06y > ... > Bpy1 = 0. Potom lichobéznikovd aproximace vede na
nastaveni vah

Wy = (Bk—l - ﬁk—l—l)(l - Bk)a k= 17‘“7m7 Wo = ﬁm7 (24)
kde wq je vaha odpovidajici parametru (3,11 = 0 ¢ili mife rizika —pu(x).

Definice 14. VaZenou podminénou hodnotu v riziku s nastavenim vah na-
zveme Sirokou vazZenou podminénou hodnotou v riziku.

Dalsi moznosti je pouzit nastaveni vah zalozenou na chvostové verzi Giniho
prumeérného rozdilu.
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Definice 15. Zadefinujme miru rizika pro B € (0,1] jako

B «
2
—pir, ( :—5—//F ~V(p)dpda,
0

kde Féfl)(p) = inf{a|F.(a) > p} je zleva spojitd kvantilovd funkce k distribucéni
funkci F.

Pozndmka. Tato mira rizika vznikla jako opacné ¢islo k mite bezpecnosti ptislusné
k chvostové verzi Giniho prumeérného rozdilu.

I tuto miru rizika je mozno aproximovat pro 1 > g1 > ... > B, = >0
lichobéznikovou aproximaci, a tedy dostaneme nastaveni vah:

Wy = (Be—1 — Brs1)(1 = Br)
(1-p)?
prok=1,..m—1aw,, = (B 1( /BT%))(; ﬂm), kde By = 1.

Definice 16. Vizend podminénd hodnotu v riziku s nastavenim vah|[2.5 se nazjvd
chvostova vazend podminénd hodnota v riziku.

(2.5)

Pozndmka. V anglické literatute se chvostova vazena podminénd hodnota v riziku
nazyva Wide Conditional Value at Risk.
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Kapitola 3

Stredni absolutni odchylka

V roce 1991 byla predstavena mira rizika odvozena od stfedni absolutni od-
chylky (Konno a Yamazaki, [1991)). Pro tlohu optimalizace portfolia s touto mirou
rizika se ujal ndazev MAD model dle anglické zkratky mean absolute deviation.
Z historického hlediska jde o krok nahrazeni smérodatné odchylky (Markowitz,
1952)) podobnou charakteristikou, ktera vsak jiz vede pro diskrétné rozdélenou
nahodnou veli¢inu na tlohu linedrniho programovani. V kapitole také rozebirame
rozsiteni MAD modelu na takzvany m-MAD model. V obou téchto ptipadech
prechazime k mife bezpecnosti, ktera ma lepsi vlastnosti.

Definice 17 (Stfedni absolutni odchylka). Definujeme miru rizika stiedni abso-
lutni odchylka 6 pro portfolio x jako

0(x) = E |p() — Ral.

Definice 18 (Dolni polo-odchylka). Definujeme miru rizika Dolni polo-odchylka
0 pro portfolio x jako B
5(@) = Elu(a) — RJ*.

Véta 8. Plati rovnost E[u(x) — Ry]™ = E[u(x) — Ry ™, a tedy i

5(x) = 25(x).
Dikaz. Je pro pevné x € X
w(x) 0o
Eu)~Ru]* = [ (n60=r1dPu(r) = [ [0 =r1dPrs(r) = E ()~
—o0 p(x)

Rovnost §(x) = 20(x) dostaneme z identity [2.2}
4

Poznamka. Dolni polo-odchylka se v anglické literature nazyva downside mean
semideviation from the mean. Pro nase potteby ji ztotoznime se stiedni absolutni
odchylkou na zdkladé predchdzejici véty [8]

Nyni prejdeme k prislusné mite bezpecnosti pz. Tato mira bezpecnosti ma
lepsi vlastnosti nez dolni polo-odchylka.

Véta 9. (Ogryczak a Ruszczynski, | 1999) Mira bezpecénosti ug je SSD konzistentnd.
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Véta 10. (Ogryczak a Ruszczynski, |2002a) Mira rizika —us je koherentnd.

Veéta 11. Miru rizika —p;s je pro diskrétni nahodnou velicinu mozno spocitat jako
ulohu linedrniho programovani

= min {Z — Yo)pi}

st dy >Z — )z, dy >0, t=1,...,T.

Uloha optimalizace portfolia je s mirou rizika —us pro diskrétni ndhodnou
veli¢inu resitelnd pomoci linedrniho programovdni jako

min {Z —y)p}

st dy >Z =)z, ds >0,t=1,...,T,

ze X, Zytpt > pg.

t=1

3.1 Rozsireni MAD modelu

Také MAD model se dockal ruznych rozsiteni. Pro potteby této préce si
ukdzeme miru rizika vedouci na takzvany m-MAD model. Za timto ucelem lze
pridat k celému modelu parametr. To nam umozni prejit k vazenému prumeéru,
jako tomu bylo u podminéné hodnoty v riziku.

Definice 19. Definujeme pro o € (0,1] miru rizika oo portfolia © € X jako

0o = E[u(z) — aR,)".

Pozndmka. Vsimnéme si, ze pro o = 1 dostavame miru rizika 4.

Pro rozsfienf MAD si ukdzeme postup z (Michalowski a kol., 2000). Necht pro
m € N je pi(x) = u(x) a déle 6;(x) = 0(x). Potom rekurzivné definujeme:

or(x) = E [pk(x) — Rx]+ = Efu(x) — : i(x) — RXW_’

P () = i (x) = O(x) = pa(x) — Z 0;(x).

Nyni muzeme za miru rizika vzit



kde 1 =w; > wy > ..., > wy, > 0.

Mira rizika 64" (x) jde také vyjadiit jako E {u([u(x) — Rx|T)}, pro u rostouct
po castech linedarni funkei s body zlomu bg(x) = p(x) — ux(x) a smérnicemi
Sg = wy + ,..., + wg pro k = 1,....m. Z tohoto duvodu se tato mira v anglické
literatufe nazyva mean penalized semideviation, ¢ili polo-odchylka s penalizaci
(Mansini a kol., 2003).

Nynf prejdeme k prislusné mite bezpetnosti o (x) = pu(x) — 5o (x). Tato
mira bezpecnosti je SSD konzistentni (Michalowski a kol., [2000)) a plati také, ze
— iz (x) je koherentni mirou rizika (Mansini a kol., [2003]).

Véta 12. Miru rizika —pisom () je pro diskrétni ndhodnou velicinu moZno spocitat
jako ulohu linedrniho programovant

m T
— i () =min > weze — Yy,
k=1 1

t=

T
s.t. zk:detpt, k=1,...,m,

t=1

n k—1
dktZZ(,Uj—”f’jt)l'j—Zzi, ]{3:1,,7’R7t:1,,T
j=1 i=1
Ay >0, k=1,... mt=1,...,T.

Uloha optimalizace portfolia(1.4 je s mirou rizika —fusm) (x) pro diskrétni nahodnou
velicinu resitelnda pomoci linedrniho programovdni jako

m T
min {Z Wg2k — Z Yipe},
k=1 t=1

T
s.t. Zk:detpt,kzl,...,m,
t=1

n k—1
dkt > Z(;uj_rjt)xj_zzia dkt7 Zoa k= 177mat: 17'-'7T7
j=1 i=1
T
ze X, Y yp > o
t=1

Zbyva problém, jak vhodné zvolit vahy 1 = wy > ws > ..., > w,, > 0. To je
mozné vyresit zavedenim parametru a € (0,1] a definovanim

wy=a"1k=1,..m, (3.1)

jako v (Mansini a kol., |2003)).
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Kapitola 4
Minimax

V této kapitole si uvedeme intuitivni a vypocetné nenaroény model nazvany
minimax. Tento model se poprvé objevuje v (Young, [1998), a to za pomoci
miry bezpecnosti, kterou nazyvame nejhorsi realizace. Pro nase ucely pfejdeme
formalné k mife rizika definované jako opa¢nd hodnota nejhorsi realizace. Déle
uvadime souhrn zakladnich vlastnosti.

Uvazujme diskrétni rovnomérné rozdélenou ndhodnou veli¢inu Ry udavajici zisk
portfolia. Nyni muzeme hledat vhodné portfolio, tak abychom minimalizovali
ztratu pres vSechny mozné scénéfe.

Definice 20. Zvolme scéndre 1,...,T. Oznacme minimdlni ztrdtu pres vsechny
scéndre jako
M(x) = min (—y:).
(x) = min (—y)
Dostavame miru bezpecnosti, kterd se nazyvd nejhorsi realizace. Nyni muzeme
prejit k mire rizika —M (). Model[1.9 s mirou rizika —M (z) se nazyjvd minimax.

Jak je vidét jiz z definice, tak tato mira rizika bere v tivahu jen hodnoty ztraty
v nejhorsim ptipadé. Dala by se tedy oznacit za velmi hrubou miru rizika.

Véta 13. Mira rizika —M (x) je pro diskrétni ndhodnou veli¢inu tesitelnd pomoct

linedrnim programovdni

—M(z) = min{—v : v < ertxj,t =1,..,T}.
j=1

Uloha optimalizace portfolia je s mirou rizika -M(x) pro diskrétni ndhodnou
veli¢inu resitelnd pomoci linedrnim programovani jako

—M(z) = min{—v : v < ertxj,t =1,.,T,z € X, u(x) > uo}-
j=1

Véta 14. (Ogryczak a Ruszczynski, |20020) Nejhorsi realizace M(x) je SSD kon-
zistentni mira bezpecnosti.

Véta 15. (Mansini a kol., |2003) Mira rizika —M je koherentni mirou rizika.

Véta 16. (Ogryczak a Ruszczynski, |20020) Necht © € X je pevné. Potom pro 3
gdouci k 1 zleva jde ¢pg(x) k —M ().
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Kapitola 5
Numericka cast

V této ¢asti jsou zkoumané miry rizika uplatnény na finan¢ni data z frank-
furtské akciové burzy. Presnéji jde o akcie z indexu DAX se symboly ADS.DE;,
ALV.DE, BAS.DE, BAYN.DE, BEL.DE, BMW.DE, CBK.DE, DAIL.DE, DB1.DE,
DBK.DE. Celkovy pocet akcii N je 10. Dale oznacme T + 1 pocet tydnu ve sle-
dovaném obdobi. Nyni muzeme vypocist r,; je relativni vynos n-té akcie v ¢t-tém
tydnu vzorcem:

o Ht+1,n - Ht,n
Tt = —F—
Ht,n

kde H;, je cena n-té akcie v t-tém tydnu. Data neberou ohled na dividendy.
Vypocty byly provedeny v programu Wolfram Mathematica 9.0 funkei LinearPro-
gramming. Hodnoceny byly nasledujici modely: minimax (Véta , podminéna
hodnota v riziku (Véta [)) trikrdt s parametry 8 = 0,9, 8 = 0,75 a 8 = 0,5 (déle
znaceno CVARJ0,9], CVAR[0,75] a CVAR|0,5]), MAD-Model (Véta[L1]), m-MAD-
model (Véta[l2)) s parametry m € {2,3} a a = 0.75 (Vzorec[3.1)) a nakonec vdzena
podminénd hodnota v riziku (Véta 7)) s parametry 8, = 0,9, 52 = 0,75, B3 = 0,5.
Nastaveni vah bylo zvoleno pro sirokou vazenou podminénou hodnotu v riziku
(dale WeighedCVAR) i pro chvostovou vazenou podminénou hodnotu v ri-
ziku (dale WideCVAR). Hodnoty vah ve vazenych modelech uvadi tabulka
5.1l Vsimnéme si, ze wp je u obou modelech vézené podminéné hodnoty v riziku
dosti vysoka. Oba tyto modely se tedy budou snazit o maximalizaci o¢ekdavaného
vynosu s vahou wy.

t=1,..,Tan=1,. N,

Wo w1 W2 Ws
9-MAD x 1 075  x
3-MAD X 1 0,75 0,5625

Weight CVAR[2] 0,75 0,025 0,225  x
WeightCVAR[3] 0,5 0,025 0,1 0,375
WideCVAR[2] x 04 06 x
WideCVAR[3] x 01 04 05

Tabulka 5.1: Vahy pro viceparametrické modely.

Pocet pomocnych proménnych a pomocnych omezeni v tloze linedrniho progra-
movani pro vypocet jednotlivych mér rizika uvadi tabulka [5.2 kde vidime, ze
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minimax ma z modelu nejméné pomocnych proménnych. Naproti tomu u vazené
podminéné hodnoty v riziku a m-MAD modelu roste poc¢et proménnych i omezeni
v zavislosti na m, a to ptiblizné T-nasobné.

Mira rizika p(x) Pomocné proménné Pomocna omezeni
MINIMAX  —M(x) Veéta 2 T
CVAR Pp(x) Véta T+2 T
MAD —uz(x)  Véta T T
m-MAD  — gz (x)  Véta mT mT
WCVAR gbg'% (x)  Véta m(T+2) mT

Tabulka 5.2: Pomocné proménné a omezeni.

5.1 Optimalizace portfolia

V této casti jsou pouzita data z vybranych akcii v obdobi mezi 1.1.2011 a
30.12.2013. Data byla vybrana tydenni a celkem slo tedy o obdobi o délce T+ 1 =
157 tydnu. Pravdépodobnost p; byla zvolena konstantni p; = %, t=1,..T.7Za
minimélni pozadovany vynos pg byla brana cisla 0,35 % az 0,5 % s krokem 0,03 %.
Celkem tedy bylo provedeno Sest méteni. U pg = 0,35 % je ocekavany vynos vsech
nalezenych portfolii definovanych tabulkou [5.3| vyssi nez pg, a tedy jde v jistém

v/

V tabulce [5.3] také vidime, ze se vSechny modely omezily pouze na ¢tverici akcii.

ADS.DE BAYN.DE BELDE DBI1.DE

MINIMAX 0,015 0, 0,713 0,272
CVAR[0,9] 0, 0, 0,796 0,204
CVAR[0,75] 0,031 0, 0,791 0,178
CVARJ[0,5] 0,058 0,037 0,745 0,159
MAD 0,062 0,102 0,723 0,113
2-MAD 0,058 0,029 0,798 0,115
3-MAD 0,029 0,029 0,777 0,165
Weight CVAR[2] 0,104 0,031 0,759 0,106
WeightCVAR[3] 0,056 0,044 0,749 0,15
WideCVAR[2] 0, 0, 0,797 0,203
WideCVAR[3] 0,034 0, 0,781 0,185

Tabulka 5.3: Optimélnich portfolia v letech 2011-2014 s po = 0,35 %.

Veétsinovy podil vSechny modely prisoudily akciim BEIL.DE. Akcie DB1.DE jsou
také obsazeny ve vsech optimalnich portfoliich. Zbylé dvé vyuzité akcie jsou ak-
cie s vyssim ocekdvanym vynosem, okolo 0,5 %. Akcie BEL.DE mé ocekdvany
DB1.DE ma4 oc¢ekavany vynos 0,2 % a nejvyssi smérodatnou odchylku.

Shrnut{ zdkladnich charakteristik portfolif s y19 = 0,35 % uvadime v tabulce [5.4]
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Shrnuti vSech vyslednych optimalnich portfolii v priloze.

Ocekéavany zisk v tabulce [5.4 uddvé prumérny vynos optiméalniho portfolia za sle-
dované obdobi. Diverzita portfolia pocitd, kolik ruznych akcii ma v optimalnim
v portfoliu.

Dalsi zajimavym hodnocenim jednotlivych modelu je graf zavislosti pozadovaného

Ocekdvany zisk[%] Diverzita Max. podil Min. podil

MINIMAX 0,366 3 0,713 0,015
CVAR[0,9] 0,377 2 0,796 0,204
CVAR[0,75] 0,385 3 0,791 0,031
CVARJ0,5] 0,394 4 0,745 0,037
MAD 0,409 4 0,723 0,062
2-MAD 0,402 4 0,798 0,029
3-MAD 0,39 4 0,777 0,029
Weight CVAR[2] 0,408 4 0,759 0,031
Weight CVAR|[3] 0,396 4 0,749 0,044
WideCVAR[2] 0,377 2 0,797 0,203
WideCVAR|3] 0,384 3 0,781 0,034

Tabulka 5.4: Charakteristiky optimdlnich portfolii v letech 2011-2014 s py =
0,35 %.

zisku na hodnotach miry rizika. Moznost pouzit takovy graf ndm umoznuje vlast-
nost transla¢ni invariance z definice |3| a to, Ze vSechny pouzité miry rizika jsou
koherentni. Pro prehlednost jsou miry rizika rozdélené do dvou grafu. Miry rizika
minimax, CVaR a MAD jsou v grafu a miry rizika m-MAD,WCVaR jsou

v grafu 5.2

0.50 A e =
* ,Y Lo —e—  MINIMAX
/
Y i "
Fol ! ? / -m- CVAR[0.9]
— 0451 ! ! /
SR BV
% 0 .- CVARI0.75]
N ' '
‘v A ¢ m
040 . ! a- CVARI0.5]
*
, -v- MAD
0.35 I I Il I I Il I I Il I I Il I I I
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Obrazek 5.1: Graf zavislosti funkéni hodnoty na zisku - modely s jednim para-
metrem
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Obréazek 5.2: Graf zavislosti funkéni hodnoty na zisku - modely s vice paramtery

5.2 Vykonnost portfolia v nasledujicim obdobi

Tradi¢nim zpusobem srovnani optimalnich portfolii je jejich aplikace na data
v nadchéazejicim obdobi. V této ¢asti se hodnoti optimalni portfolia vypoctena
v ptredchozi sekci na datech z obdobi od 1.1.2014 do 1.1.2015 opét po tydnech.
Celkem jde o T + 1 = 52 tydnu.
Hodnocen{ optimdlnich portfolif s yy = 0,35 % je mozno nalézt v tabulce [5.5]
U vybranych portfolii se hodnoti pocet tydnu, kdy se dosdhl zisk vyssi, nez byl
pozadovany zisk pg. Pocet takovych tydnu je oznacen #. Déle je uveden mi-
nimalni zisk, prumérny zisk, median zisku, maximalni zisk; vSe v procentech.
Dalsi moznosti, jak hodnotit vysledné zisky, je pouzit odchylky od pruméru. Zvo-
lili jsme stiedni absolutni odchylku (MAD) a smérodatnou odchylku (sd).

Vidime, ze prumérny zisk u vSech vybranych portfolii v roce 2014 je zaporny. To

#¢  Min[%] Pramér[%] Median[%] Max[%] MAD®  sd¢

MINIMAX 25  -4,928 20,06 0,22 3652 1,712 2,06
CVARJ0,9] 26 -5,035 -0,063 0,212 3,781 1,717 2,079
CVAR]|0,75] 26 -5,073 -0,089 0,266 3,83 1,741 2,092
CVAR]|0,5] 26 -5,151 -0,096 0,239 3,985 1,77 2,113
MAD 24 -5313  -0,084 0,083 428 1,795 2,152
9-MAD 95 -5209  -0,108 0,136 4042 1,777 2,134
3-MAD 26 -5,133 -0,079 0,194 3,947 1,748 2,102
WeightCVAR[2] 25  -5221  -0,139 0,139 4066 1,809 2,157
Weight CVAR[3] 26 -5175  -0,095 0,216 4023 1,772 2118
WideCVAR[2] 26 -5,037  -0,064 0,211 3783 1,717 2,08
WideCVAR[3] 26  -5,062  -0,089 0,266 3817 1,742 2,09

Pozn: * # znaci pocet obdobi se splnénou podminkou zisk > pg.
Pozn: ® MAD znadi stiedni absolutni odchylku.
Pozn: ¢ sd znaci smérodatnou odchylku.

Tabulka 5.5: Charakteristiky optiméalnich portfolii v roce 2014 s ug = 0,35 %.

odpovida celkovému vyvoji vSech deseti zvolenych akcii, které mély prumérnou
ztratu 0,008 %. Ctvefice akcii, které jsou obsazeny v portfoliich, tedy akcie se
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symboly ADS.DE, BAYN.DE, BEIL.DE, DB1.DE; si vedla v jednotlivych charak-
teristikdch dle tabulky [5.6]

Daéle si muzeme vSimnout, ze pro minimalné rizikova portfolia je median vzdy
veétsi nez prumérny vynos viz. tabulka [5.5] Zajimavé je, ze jediné akcie DB1.DE
maji nizsi medidn nez prumérny vynos. Je také mozné si povsimnout vysokého
medianu akcii ADS.DE. Celkové je vhodné zhodnotit, ze akcie BEI.DE, které
chylku i smérodatnou odchylku, dokonce z celé desitky uvazovanych akcii. Kazdy
model také vybral akcie DB1.DE, které maji také nizkou smérodatnou odchylku
i stfedni absolutni odchylku. Podivdme-li se do piiloh (tabulky |A.4] [A.7] [A.10]

ADS.DE BAYN.DE BEILDE DBI1.DE

Prameérny zisk  -0,759 0,268 -0,103 0,092
MAD* 2,941 2,418 1,775 2,085

sd® 4,048 3,134 2,223 2,672
Median 0,481 0,315 0,236 -0,066

Pozn: ® MAD znagdi stiedni absolutni odchylku.

Pozn: b sd znaéi smérodatnou odchylku.

Tabulka 5.6: Charakteristiky akcii v roce 2014.

na slozen{ portfolif s vy$§im pozadovanym vynosem ji, miZeme za-
znamenat posun k akciim s vyssim ocekdavanym vynosem ADS.DE a BAYN.DE.
Tim u veétsiny modelu roste diverzita. Zlom poté nastava u g = 0,47 %, kde
vSechny modely vypousti akcie DB1.DE, které maji nizky o¢ekavany vynos (ta-
bulka . Nejvice na to doplaci minimax a podminéna hodnota v riziku s pa-
rametrem [ = 0,9, které maji nejhorsi vysledek v ocekavaném zisku, medianu i
minimalnim zisku (tabulka [A.15)).

21



Zaver

V préci je zkouman dvou-kriteridlni problém optimalizace portfolia. Po za-
vedeni nezbytnych pojmu jsou zde charakterizovany tii miry rizika vedouci pro
diskrétné rozdélenou ndhodnou veli¢inu na tlohu linearniho programovani.
Prvni mirou rizika je podminéna hodnota v riziku. Pro tuto miru rizika je uveden
dukaz fundamentalni minimaliza¢ni formule, kterda umoznuje fesit lohu hledani
optimalniho portfolia metodami linearniho programovéani. Jedna se o koherentni
miru rizika, kterd navic v opacné hodnoté splnuje SSD konzistenci.

Druhou popsanou mirou rizika je stfedni absolutni odchylka. Byl ukazan vztah
mezi stfedni absolutni odchylkou a dolni polo-odchylkou. Daéle jsou uvedeny vlast-
nosti koherence a SSD bezpecné konzistence.

Tteti zkoumanou mirou rizika je opa¢na hodnota k nejhorsi realizaci. Tato mira
rizika je zavedena pomoci miry bezpecnosti nejhorsi realizace. Opacna hodnota
je SSD konzistentni a jeji opacna hodnota je koherentni.

V numerické ¢asti jsou ziskané modely pouzité na financéni data z Némecké ak-
ciové burzy z let 2011, 2012 a 2013. Pouzitim ruznych parametri u zkoumanych
modelu jsme ziskali celkem jedenact vybranych portfolii pro kazdy ze Sestice mi-
nimalnich pozadovanych vynosu. V téchto portfoliich jsou obsazeny maximélné
¢tyti z desiti uvazovanych akcii. Pro kazdé portfolio jsme uréili zékladni charak-
teristiky. Ukazalo se, ze MAD-modely a modely se sirokou vazenou podminénou
hodnotou v riziku maji u portfolii s minimédlnim rizikem (tabulka vyssi
ocekavany vynos nez ostatni portfolia. Vysoky ocekavany vynos u portfolia s mi-
nimalnim rizikem ma také model s podminénou hodnotou v riziku s parametrem
nimax. Vétsina vybranych portfolii ma maximalni podil vyssi nez 0,5. Z tohoto
hlediska by se zddlo vhodné vynutit vyssi diverzifikaci, jako tomu bylo v (Mansini
a kol., [2007)).

V dalsi ¢éasti numerické studie jsme nalezend portfolia hodnotili dle vysledku v
roce 2014. Rok 2014 nebyl pro akcie z naseho vybéru ptili§ piiznivy a prumeérny
zisk byl zdporny. U nejbezpecnéjsich portfolii (tabulka si na prumérny zisk
nejlépe vedl minimax, ktery byl ve ztraté pouze 0,06 %. Nejhuie si vedla sirok4
folif za zhodnoceni také stoji nejvyssi median, kterého dosahla podminéna hod-
nota v riziku s parametrem 5 = 0,75 a chvostova vazena podminéna hodnota v
riziku s trojici parametru. Vysledky podminénd hodnoty v riziku s parametrem
B = 0,75 jsou obecné dobré i se zvysujicim se pozadovanym vynosem.

Zvolené miry rizika jsou studovany teoreticky i na realnych datech z finan¢nich
trhu. Pro lepsi porovnéni jednotlivych modelu zvlasté z hlediska diverzifikace by
bylo vhodné podstatné rozsitit mnozinu uvazovanych akcii, jak tomu je napiiklad
u (Mansini a kol., 2003)). V teoretické ¢asti byl z kapacitnich divodu vynechan ge-
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ometricky vyznam meér rizika resSitelnych pomoci linearniho programovani, jakozto
mér disperzniho prostoru ¢ dudlniho disperzniho prostoru (Ogryczak a Rusz-
czynski, 2002al). Pro pfipadné rozsiteni prace by se nabizelo tuto ¢ast doplnit.
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Priloha A

Tabulky

ADS.DE BAYN.DE BELDE DBI1,DE

MINIMAX 0,015
CVARJ0,9] 0,
CVARJ0,75] 0,031
CVARJ[0,5] 0,058
MAD 0,062
2-MAD 0,058
3-MAD 0,029

Weight CVAR[2] 0,104
Weight CVAR[3] 0,056
WideCVAR[2] 0,
WideCVAR[3] 0,034

0,713
0,796
0,791
0,745
0,723
0,798
0,777
0,759
0,749
0,797
0,781

0,272
0,204
0,178
0,159
0,113
0,115
0,165
0,106
0,15
0,203
0,185

Tabulka A.1: Optimalnich portfolia v letech 2011-2014 s p9 = 0,35 %.

Ocekavany zisk Diverzita Max. podil Min. podil

MINIMAX 0,366 3 0,713 0,015
CVARJ0,9] 0,377 2 0,796 0,204
CVAR]|0,75] 0,385 3 0,791 0,031
CVARJ0,5] 0,394 4 0,745 0,037
MAD 0,409 4 0,723 0,062
2-MAD 0,402 4 0,798 0,029
3-MAD 0,39 4 0,777 0,029
Weight CVAR|[2] 0,408 4 0,759 0,031
Weight CVAR[3] 0,396 4 0,749 0,044
WideCVAR|2] 0,377 2 0,797 0,203
WideCVAR|3] 0,384 3 0,781 0,034

Tabulka A.2: Charakteristiky optimalnich portfolii v letech 2011-2014 s g

0,35 %.
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# Min[%] Prumeér[%] Medidn[%] Max[%] MAD sd

MINIMAX 25  -4,928 -0,06 0,22 3,652 1,712 2,06
CVAR[0,9] 26 -5,035 -0,063 0,212 3,781 1,717 2,079
CVAR[0,75] 26 -5,073 -0,089 0,266 3,83 1,741 2,002
CVAR[0,5] 26 -5,151 -0,096 0,239 308 1,77 2,113
MAD 24 -5,313 -0,084 0,083 428 1,795 2,152
2-MAD 25  -5,209 0,108 0,136 4,042 1777 2,134
3-MAD 26 -5,133 0,079 0,194 3,047 1,748 2,102
Weight CVAR[2] 25 -5,221 0,139 0,139 4,066 1,809 2,157
Weight CVAR[3] 26  -5,175 -0,095 0,216 4,023 1,772 2,118
WideCVAR[2] 26 -5,037 -0,064 0,211 3,783 1,717 2,08
WideCVAR[3] 26 -5,062 -0,089 0,266 3817 1,742 2,09

Tabulka A.3: Charakteristiky optimalnich portfolii v roce 2014 s o = 0,35 %.

ADS.DE BAYN.DE BELDE DBI1,DE

MINTMAX 0,088 0, 0,679 0,232
CVAR[0,9] 0, 0, 0,811 0,189
CVARJ0,75] 0,031 0, 0,791 0,178
CVARJ[0,5] 0,058 0,037 0,745 0,159
MAD 0,062 0,102 0,723 0,113
2-MAD 0,059 0,029 0,798 0,115
3-MAD 0,054 0,015 0,773 0,159
Weight CVAR[2] 0,104 0,031 0,759 0,106
Weight CVAR[3] 0,056 0,044 0,749 0,15
WideCVAR2] 0, 0, 0,811 0,189
WideCVAR[3] 0,036 0, 0,779 0,186

Tabulka A.4: Optimalnich portfolia v letech 2011-2014 s po = 0,38 %.

Ocekavany zisk Diverzita Max. podil Min. podil

MINIMAX 0,38 3 0,679 0,088
CVAR[0,9] 0,38 2 0,811 0,189
CVAR[0,75] 0,385 3 0,791 0,031
CVAR[0,5] 0,394 4 0,745 0,037
MAD 0,409 4 0,723 0,062
2-MAD 0,402 4 0,798 0,029
3-MAD 0,392 4 0,773 0,015
Weight CVAR[2] 0,408 4 0,759 0,031
Weight CVAR[3] 0,396 4 0,749 0,044
WideCVAR2] 0,38 2 0,811 0,189
WideCVAR3] 0,384 4 0,779 0,

Tabulka A.5: Charakteristiky optimalnich portfolii v letech 2011-2014 s pg =
0,38 %.
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# Min[%| Prumer[%] Medidn[%] Max[%] MAD  sd

MINIMAX 25 -4,984 0,116 0,228 3,727 1,767 2,093
CVAR[0,9] 26 -5,06 -0,067 0,202 3,81 1,72 2,086
CVAR[0,75] 26 -5,073 -0,089 0,266 3,83 1,741 2,092
CVAR[0,5] 26 -5,152 -0,097 0,24 3084 1,77 2,113
MAD 24 5314 -0,084 0,083 4279 1,795 2,152
2-MAD 25 -5.21 -0,109 0,136 4,041 1,777 2,134
3-MAD 26 -5,121 -0,102 0,275 3012 1,763 2,108
WeightCVAR[2] 25  -5,223 0,139 0,139 4,066 1,809 2,158
Weight CVAR[3] 26  -5,176 -0,095 0,216 4,024 1,772 2,118
WideCVAR[2] 26  -5,06 -0,067 0,202 3,81 1,72 2,086
WideCVAR[3] 26  -5,061 -0,09 0,265 3,815 1,743 2,09

Tabulka A.6: Charakteristiky optimalnich portfolii v roce 2014 s o = 0,38 %.

ADS.DE BAYN.DE BELDE DBI1,DE

MINTMAX 0,245 0, 0,608 0,147
CVAR[0,9] 0, 0,116 0,803 0,081
CVAR[0,75] 0,108 0,031 0,766 0,095
CVAR[0,5] 0,088 0,081 0,722 0,108
MAD 0,069 0,104 0,718 0,11
2-MAD 0,092 0,066 0,739 0,103
3-MAD 0,098 0,054 0,748 0,1
Weight CVAR[2] 0,108 0,031 0,766 0,095
Weight CVAR[3] 0,088 0,077 0,729 0,106
WideCVAR[2] 0,103 0,03 0,776 0,091
WideCVAR[3] 0,105 0,053 0,738 0,103

Tabulka A.7: Optimalnich portfolia v letech 2011-2014 s po = 0,41 %.

Ocekavany zisk Diverzita Max. podil Min. podil

MINIMAX 0,41 3 0,608 0,147
CVARJ0,9] 0,41 3 0,803 0,081
CVARJ0,75] 0,41 4 0,766 0,031
CVARJ0,5] 0,41 4 0,722 0,081
MAD 0,41 4 0,718 0,069

2 MAD 0,41 4 0,739 0,066
3-MAD 0,41 4 0,748 0,054
Weight CVAR[2] 0,41 4 0,766 0,031
Weight CVAR[3] 0,41 4 0,729 0,077
WideCVAR2] 0,41 4 0,776 0,03
WideCVAR3] 0,41 4 0,738 0,053

Tabulka A.8: Charakteristiky optimalnich portfolii v letech 2011-2014 s pg =
0,41 %.
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# Min[%| Prumer[%] Medidn[%] Max[%] MAD  sd

MINIMAX 25 -5,478 -0,235 0,23 3,886 1,905 2,26
CVAR[0,9] 24 5388 -0,045 0,015 4384 1,775 2,165
CVAR[0,75] 25 -5,241 -0,144 0,104 4,088 1,813 2,166
CVARJ0,5] 24 -5,29 0,11 0,061 422 1,807 2,159
MAD 24 -5.321 -0,089 0,07 4,201 1,8 2,157
2-MAD 25 5277 0,119 0,058 4,183 1,808 2,16
3-MAD 25 -5,264 0,128 0,075 4149 1,81 2,161
WeightCVAR[2] 25  -5,241 -0,144 0,104 4,088 1,813 2,166
WeightCVAR[3] 24  -5,288 0,111 0,053 4212 1,807 2,159
WideCVAR[2] 25 -5,244 -0,142 0,092 4,089 1,81 2,165
WideCVAR[3] 25 -5,257 0,132 0,093 4141 1814 2,163

Tabulka A.9: Charakteristiky optimalnich portfolii v roce 2014 s po = 0,41 %.

ADS.DE BAYN.DE BELDE DBI1,DE

MINTMAX 0,402 0, 0,53 0,062
CVAR[0,9] 0,209 0,13 0,632 0,029
CVARJ0,75] 0,165 0,15 0,668 0,017
CVARJ[0,5] 0,177 0,121 0,694 0,009
MAD 0,217 0,116 0,641 0,026
2-MAD 0,214 0,104 0,662 0,019
3-MAD 0,214 0,104 0,662 0,019
Weight CVAR[2] 0,165 0,146 0,674 0,015
Weight CVAR[3] 0,189 0,135 0,654 0,021
WideCVAR[2] 0,166 0,144 0,677 0,014
WideCVAR[3] 0,171 0,142 0,671 0,016

Tabulka A.10: Optimélnich portfolia v letech 2011-2014 s po = 0,44 %.

Ocekavany zisk Diverzita Max. podil Min. podil

MINIMAX 0,44 3 0,536 0,062
CVAR[0,9] 0,44 4 0,632 0,029
CVARJ0,75] 0,44 4 0,668 0,017
CVARJ[0,5] 0,44 4 0,694 0,009
MAD 0,44 4 0,641 0,026

2 MAD 0,44 4 0,662 0,019
3-MAD 0,44 4 0,662 0,019
Weight CVAR[2] 0,44 4 0,674 0,015
Weight CVAR[3] 0,44 4 0,654 0,021
WideCVAR2] 0,44 4 0,677 0,014
WideCVAR3] 0,44 4 0,671 0,016

Tabulka A.11: Charakteristiky optimélnich portfolii v letech 2011-2014 s pg =
0,44 %.
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#  Min[%] Pramér[%] Medidn[%] Max[%] MAD  sd

MINIMAX 21  -8,095 -0,354 0,122 4,044 2,065 2,536
CVAR[0,9] 24 5471 0,187 0,096 4525 1,924 2,309
CVAR[0,75] 24 -5522 -0,153 0,004 4,613 1,906 2,282
CVARJ0,5] 23 -5,493 0,173 0,03 4,536 1,909 2,287
MAD 23 -5,455 -0,198 0,113 4,485 1,927 2,314
2-MAD 23 545 0,201 0,108 4,462 1,925 2,311
3-MAD 23 545 0,201 0,108 4,462 1,925 2,311
WeightCVAR[2] 23 -5,519 -0,155 0,005 4,604 1,906 2,282
Weight CVAR[3] 23 -5,492 0,173 0,054 4,558 1,915 2,295
WideCVAR[2] 23  -5,518 -0,156 0,005 4,599 1,906 2,282
WideCVAR[3] 23  -5,512 -0,16 0,016 4,589 1,908 2,285

Tabulka A.12: Charakteristiky optimalnich portfolii v roce 2014 s pg = 0,44 %.

ADS.DE BAYN.DE BELDE DBI1,DE

MINIMAX 0,542 0,065 0,393 0,
CVARJ[0,9] 0,531 0,077 0,392 0,
CVARJ0,75] 0,334 0,282 0,384 0,
CVARJ0,5] 0,415 0,198 0,387 0,
MAD 0,423 0,189 0,388 0,
2-MAD 0,413 0,2 0,387 0,
3-MAD 0,394 0,22 0,386 0,
WeightCVAR[2] 0,355 0,26 0,385 0,
WeightCVAR[3] 0,415 0,198 0,387 0,
WideCVAR[2] 0,394 0,22 0,386 0,
WideCVAR[3] 0,388 0,226 0,386 0

Tabulka A.13: Optimélnich portfolia v letech 2011-2014 s po = 0,47 %.

Ocekavany zisk Diverzita Max. podil Min. podil

MINIMAX 0,47 3 0,542 0,065
CVAR[0,9] 0,47 3 0,531 0,077
CVAR[0,75] 0,47 3 0,384 0,282
CVAR[0,5] 0,47 3 0,415 0,198
MAD 0,47 3 0,423 0,189
2-MAD 0,47 3 0,413 0,2
3-MAD 0,47 3 0,394 0,22
Weight CVAR[2] 0,47 3 0,385 0,26
Weight CVAR[3] 0,47 3 0,415 0,198
WideCVAR[2] 0,47 3 0,394 0,22
WideCVAR([3] 0,47 3 0,388 0,226

Tabulka A.14: Charakteristiky optimélnich portfolii v letech 2011-2014 s pg =
0,47 %.
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#  Min[%] Pramér[%] Medidn[%] Max[%] MAD  sd

MINIMAX 22 -10,551  -0,434 0,229 5016 2,256 2,863
CVARJ0,9] 21 -10,379  -0,423 -0,206 4,086 2,244 2,842
CVAR[0,75] 22 -7,427 0,218 0,168 5064 2,08 2,572
CVARJ0,5] 23 -8,633 -0,301 0,048 4,796 2,14 2,66
MAD 23 -8,763 -0,31 0,04 4767 2,147 2,672
2-MAD 23 -8,61 0,3 0,049 4,801 2,139 2,658
3-MAD 22 -8,323 0,28 0,092 4,865 2,124 2,634
Weight CVAR[2] 23 -7,74 0,239 0,15 4,995 2,094 2,592
Weight CVAR[3] 23  -8,633 -0,301 0,048 4,796 2,14 2,66
WideCVAR[2] 22 -8,319 0,28 0,093 4,866 2,124 2,634
WideCVAR[3] 22  -8,23 0,273 0,115 4,885 2,119 2,627

Tabulka A.15: Charakteristiky optimalnich portfolii v roce 2014 s pg = 0,47 %.

ADS.DE BAYN.DE BELDE DBI1,DE

MINIMAX 0,638 0,307 0,055 0,
CVARJ[0,9] 0,754 0,187 0,059 0,
CVARJ0,75] 0,549 0,401 0,051 0,
CVARJ[0,5] 0,68 0,263 0,056 0,
MAD 0,641 0,304 0,055 0,
2-MAD 0,659 0,286 0,055 0,
3-MAD 0,615 0,332 0,053 0,
WeightCVAR[2] 0,549 0,4 0,051 0,
Weight CVAR[3] 0,638 0,307 0,054 0,
WideCVAR[2] 0,733 0,209 0,059 0,
WideCVAR[3] 0,602 0,345 0,053 0

Tabulka A.16: Optimélnich portfolia v letech 2011-2014 s o = 0,5 %.

Ocekavany zisk Diverzita Max. podil Min. podil

MINIMAX 0,5 3 0,638 0,055
CVARJ0,9] 0,5 3 0,754 0,059
CVARJ0,75] 0,5 3 0,549 0,051
CVARJ0,5] 0,5 3 0,68 0,056
MAD 0,5 3 0,641 0,055

2 MAD 0,5 3 0,659 0,055
3-MAD 0,5 3 0,615 0,053
Weight CVAR[2] 0,5 3 0,549 0,051
Weight CVAR[3] 0,5 3 0,638 0,054
WideCVAR[2] 0,5 3 0,733 0,059
WideCVAR]3] 0,5 3 0,602 0,053

Tabulka A.17: Charakteristiky optimélnich portfolii v letech 2011-2014 s pg =
0,5 %.
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# Min[%] Pramer[%] Medidan[%] Max[%] MAD sd

MINIMAX 21 -12,556  -0,408 -0,092 7207 2,447 3,225
CVAR[0,9] 21 -14,285  -0,528 -0,484 75 2,576 3,44
CVAR[0,75] 23 -11,209  -0,314 0,07 6,98 2,374 3,001
CVARJ0,5] 22 13,186  -0,451 -0,163 7314 2492 3,298

MAD 21  -126 0,411 -0,096 7215 245 323
2-MAD 21 -12,865  -0,429 -0,121 72590 2467 3,26
3-MAD 22 12,198  -0,383 -0,058 7047 2,428 3,186

Weight CVAR[2] 23 -11,215  -0,315 0,07 6,981 2,375 3,001

Weight CVAR[3] 21 -12,552  -0,407 -0,001 7207 2,447 3,224

WideCVAR[2] 22 -13,97 -0,506 -0,392 7446 2,552 3,397
WideCVAR[3] 23 -12,008 0,37 0,04 7115 2,418 3,166

Tabulka A.18: Charakteristiky optimalnich portfolii v roce 2014 s pug = 0,5 %.
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