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a matematické statistiky
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Kapitola 1

Úvod

Tématem této bakalářské práce jsou modifikace model̊u ARCH slouž́ıćı pro ana-
lýzu finančńıch časových řad, a to jak jejich úrovně, tak předevš́ım jejich volatility.
Toto téma je v současném světě velmi aktuálńı předevš́ım pro lidi, kteř́ı p̊usob́ı
na finančńıch trźıch. Základy autoregresńım model̊um s podmı́něnou heteroske-
dasticitou (ARCH) položil Engle (1982), daľśı modifikace těchto model̊u vznikaly
ke konci 80. a předevš́ım v 90. letech minulého stolet́ı. Jedná se tedy o poměrně
mladý matematický obor a modelováńı finančńıch časových řad touto metodou
zat́ım v podstatě nebylo překonáno.

V této práci si nejdř́ıve přibĺıž́ıme obecné vlastnosti finančńıch časových řad,
jako jsou podmı́něná heteroskedasticita, shlukováńı volatility, pákový efekt a daľśı.
Následně poṕı̌seme modely GARCH, předevš́ım model prvńıho řádu GARCH(1,1),
který je v praxi nejpouž́ıvaněǰśı. Ukážeme, které vlastnosti finančńıch časových
řad tento model vystihuje, poṕı̌seme postup při praktickém použit́ı tohoto mo-
delu spolu s testy pro diagnostiku modelu a zmı́ńıme jeho nedostatky. Jako reakci
na absenci některých d̊uležitých vlastnost́ı tohoto modelu představ́ıme předevš́ım
modifikace EGARCH, GJR-GARCH, stručněji potom několik daľśıch, které tyto
nedostatky r̊uznými zp̊usoby řeš́ı.

Na závěr použijeme modely GARCH(1,1), EGARCH(1,1) a GJR-GARCH(1,1)
k analýze indexu FTSE 100 Londýnské burzy z let 2000–2004, respektive jeho
denńıch logaritmických výnos̊u a modelováńı jejich volatility. Následně těmito
modely předpov́ıme úroveň a volatilitu indexu FTSE 100 pro rok 2005 a výsledky
porovnáme se skutečnými hodnotami. Analýzu provedeme v programu EViews7
a doplněńıme ji výstupy z tohoto programu a vhodnými grafy.
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Kapitola 2

Finančńı časové řady

Obecně jsou časové řady jakékoli posloupnosti pozorováńı uspořádané v čase
od minulosti do př́ıtomnosti. Pokud jsou data, která řady sleduj́ı, finančńıho cha-
rakteru, mluv́ıme o časových řadách finančńıch. Tyto řady maj́ı některé specifické
vlastnosti (viz např. Cipra (2008)):

• nelinearita: vztahy ve finanćıch jsou často nelineárńı, tedy na jejich popis
je v mnoha ohledech lepš́ı použ́ıt nelineárńı model;

• leptokurtické rozděleńı: mı́ra zisku finančńıch aktiv mı́vá rozděleńı, které
je oproti normalńımu špičatěǰśı, tj. od středńı hodnoty se hustota snižuje
strměji, a má těžš́ı konce, tzn. dále od středńı hodnoty je hustota naopak
větš́ı, přičemž hustota a rozptyl z̊ustává stejný; d̊uležitou charakteristikou
takového rozděleńı je kladný koeficient špičatosti;

Obrázek 2.1: Porovnáńı normálńıho a leptokurtického rozděleńı
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• podmı́něná heteroskedasticita (conditional heteroskedasticity): volati-
lita (směrodatná odchylka) finančńıch časových řad je proměnlivá v čase;

• shlukováńı volatility (volatility clustering/bursting): volatilita má ten-
denci se shlukovat do obdob́ı s vysokou a ńızkou volatilitou, tzn. větš́ı změny
v mı́̌re zisku bývaj́ı sṕı̌se následovány velkými změnami a naopak;

• pákový efekt (leverage effect): jde o tendenci volatility reagovat jinak
na cenový nár̊ust a pokles; r̊ust ceny se z pravidla projevuje nižš́ım zvětšeńım
volatility než srovnatelný cenový pokles.

Obrázek 2.2: Logaritmická mı́ra výnosnosti indexu FTSE 100 v letech 2000–2005

V analýze finančńıch časových řad se snaž́ıme nacházet modely, které by co
nejlépe dokázaly podchytit jejich výše zmı́něné specifické vlastnosti. Důležité je
přitom modelováńı a předpov́ıdáńı volatility, která je v současné době základńı
mı́rou rizikovosti finančńıch aktiv (můžeme ji využ́ıt při tvorbě optimálńıho port-
folia či analýze hodnoty v riziku – VaR).
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Kapitola 3

Model GARCH

V současné době jedńım z nejlepš́ıch nástroj̊u k modelováńı finančńıch časových
řad a jejich volatility jsou modely typu GARCH (z anglického generalized autore-
gressive conditional heteroskedasticity, tedy zobecněná autoregresńı podmı́něná
heteroskedasticita). Obecný model GARCH navrhl Bollerslev (1986), přičemž
vyšel z modelu ARCH prezentovaného Englem (Engle, 1982). O tomto tématu
později pojednává též Arlt a Arltová (2003) a Cipra (2008). GARCH modely
vycháźı ze dvou předpoklad̊u:

• modely finančńıch řad maj́ı v čase proměnnou volatilitu (jsou tzv. heteros-
kedastické);

• volatilita záviśı na druhých mocninách minulých přepovědńıch chyb (odchy-
lek od podmı́něné středńı hodnoty) e2t a druhých mocninách svých předcho-
źıch hodnot (neboli zpožděných podmı́něných rozptylech) σ2

t .

3.1 GARCH(m,s)

Na základě těchto podmı́nek můžeme definovat model GARCH(m,s) jako

yt = µt + et, et = σtεt, σ2
t = α0 +

m∑
i=1

αie
2
t−i +

s∑
j=1

βjσ
2
t−j, (3.1)

kde yt je hodnota řady v čase t, µt je středńı hodnota řady v čase t, εt jsou nezávislé
stejně rozdělené (iid) náhodné veličiny s nulovou středńı hodnotou a jednotkovým
rozptylem, které maj́ı normálńı, t- nebo GED rozděleńı. Přitom αi, βj jsou koefi-
cienty, které muśı splňovat

α0 > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0,

max{m,s}∑
i=1

(αi + βi) < 1, (3.2)

kde pro i < m klademe αi = 0 a pro j > s klademe βj = 0. Posledńı nerovnost je
zároveň postačuj́ıćı podmı́nkou pro existenci rozptylu veličin et, který má tvar

var(et) =
α0

1−
∑max{m,s}

i=1 (αi + βi)
. (3.3)

Jak se k tomuto tvaru dostaneme, bude dále ukázáno na modelu GARCH(1,1).
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Podmı́něná středńı hodnota µt může být modelována r̊urným zp̊usobem. Často
jde o středńı hodnotu, která odpov́ıdá nějakému lineárńımu regresńımu modelu.
Např́ıklad pokud by µt odpov́ıdala modelu AR(p), dostali bychom pro GARCH(m,s)
tvar

yt = φ1yt−1 + ...+φpyt−p+et, et = σtεt, σ2
t = α0 +

m∑
i=1

αie
2
t−i+

s∑
j=1

βjσ
2
t−j.

3.2 GARCH(1,1)

V praxi se z model̊u GARCH použ́ıvá předevš́ım model GARCH (1,1), na který
se nyńı zaměř́ıme. Jeho tvar je zřejmě z předchoźıho

yt = µt+et, et = σtεt, σ2
t = α0+α1e

2
t−1+β1σ

2
t−1, α0 > 0, α1, β1 ≥ 0, α1+β1 < 1.

(3.4)

Nyńı ukážeme, že středńı hodnota veličin et je nulová

E (et) = E (E (et|Ωt−1) = E (σt E (εt)) = 0, (3.5)

protože σt je zřejmě Ωt−1 měřitelná s nulovou středńı hodnotou.

Pro rozptyl veličin et plat́ı

var(et) = E (e2t ) = E (E (e2t |Ωt−1)) = E (σ2
t ) = E (α0 + α1e

2
t−1 + β1σ

2
t−1) =

= α0 + α1 var(et−1) + β1 var(σt−1),

nav́ıc, protože var(σt−1) = var(et−1) a řada et je slabě stacionárńı, máme

var(et) =
α0

1− (α1 + β1)
. (3.6)

Zde vid́ıme, že posledńı podmı́nka vztahu (3.4) zaručuje, že tento rozptyl je kladné
č́ıslo. Nav́ıc je to postačuj́ıćı podmı́nka pro stacionaritu řady et.

Nakonec ještě ukážeme tvar koeficientu špičatosti veličin et. Opět budeme před-
pokládat εt ∼ N(0,1) a vyjdeme ze vztahu

E (e4t ) = E(E(e4t |Ωt−1)) = E (ε4t )E (σ4
t ) = 3E ((σ2

t )
2) = 3E ((α0+α1e

2
t−1+β1σ

2
t−1)

2) =

= 3(α2
0 + 2α0α1 var(et−1) + 2α0β1 var(σt−1) + 2α1β1 E (e2t−1σ

2
t−1) + α2

1 E (e4t−1)+

+β2
1 E (σ4

t−1),

protože E (e2t−1σ
2
t−1) = 1

3
E (e4t−1) a E (σ4

t−1) = 1
3
E (e4t−1), s použit́ım (3.6) máme

E (e4t )− 3α2
1 E (e4t−1)− β2

1 E (e4t−1)− 2α1β1 E (e4t−1) =
3α2

0(1− (α1 + β1)
2)

(1− (α1 + β1))2
.
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Celkem dostaneme

E (e4t ) =
3α2

0(1− (α1 + β1)
2)

(1− (α1 + β1))2(1− 2α2
1 − (α1 + β1)2)

, (3.7)

a pro koeficient špičatosti et tedy plat́ı

γ2 =
E (e4t )

(var(et))2
− 3 =

3(1− (α1 + β1)
2)

1− 2α2
1 − (α1 + β1)2

− 3 =
6α2

1

1− 2α2
1 − (α1 + β1)2

≥ 0

(3.8)
za platnosti postačuj́ıćı podmı́nky 1− 2α2

1 − (α1 + β1)
2 > 0.

Pokud bychom chtěli použ́ıt metodu GARCH (1,1) na analýzu a predikci
volatility finančńı časové řady, postup by byl následuj́ıćı:

1. Odhad modelu:
Pro odhad parametr̊u model̊u s podmı́něnou heteroskedasticitou se ob-
vykle použ́ıvá metoda maximálńı věrohodnosti, protože použit́ı metody
nejmenš́ıch čtverc̊u neńı z několika d̊uvod̊u vhodné. Pro př́ıslušnou hustotu
plat́ı vztah

f(e1, ..., en) = f(en|Ωn−1) · ... · f(e2|Ω1) · f(e1),

kde n je délka časové řady. Pokud máme εt ∼ N(0,1), má (podmı́něná)
věrohodnostńı funkce tvar

ft =
1

√
2π
√
σ2
t

exp

(
−(yt − µt)2

2σ2
t

)
, t = 2, 3, ..., n,

přičemž zřejmě et = yt−µt. Hodnoty t zač́ınaj́ı až od 2, protože podmiňujeme
počátečńı hodnotou e1. Logaritmická věrohodnostńı funkce je tedy tvaru

lt = −1

2
log (2π)− 1

2
log
(
σ2
t

)
− (et)

2

2σ2
t

, t = 2, 3, ..., n. (3.9)

Za volatility do vztah̊u (3.9) rekurzivně dosazujeme σ2
t = α0 + α1e

2
t−1 +

β1σ
2
t−1, t = 2, 3, ...,n. Maximalizace logaritmické věrohodnostńı funkce pro źıs-

káńı odhad̊u parametr̊u se poté řeš́ı softwarově (např́ıklad program EViews
nab́ıźı řadu metod).

2. Diagnostika modelu:
Po odhadnut́ı modelu GARCH můžeme źıskat

• předpovědńı chyby êt źıskané jako êt = yt − µ̂t, kde µt se nejčastěji
modeluje pomoćı nějakého autoregresńıho modelu;

• odhady rozptyl̊u σ̂2
t vypočtené modelem GARCH jako jednokrokové

předpovědi z rovnice volatility;

• standardizované odchylky ε̂t vypočtené jako pod́ıl êt a σ̂t.
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Pro diagnostiku modelu GARCH provád́ıme testy popsané např. Ciprou
(Cipra, 2008), a to

• Q-testy pro ověřeńı správnosti odhadnuté rovnice středńı hodnoty po-
moćı řady {ε̂t};
• Q-testy pro ověřeńı správnosti odhadnuté rovnice volatility pomoćı

řady {ε̂2t};
• LM-test (založený na Lagrangeových multiplikátorech) pro dodatečnou

ARCH strukturu řady {ε̂t}, která ještě nebyla zohledněna;

• test normality Bera-Jarque pro odhadnutý GARCH model nebo výpočet
koeficientu špičatosti řady {ε̂t}.

3. Předpovědi volatility:
Se znalost́ı odhad̊u koeficient̊u α0, α1 a β1 lze volatilitu předpov́ıdat z rov-
nice (3.4), tedy (t = n je počet člen̊u řady)

σ̂2
t+1(t) = σ̂2

t+1 = α0 + α1e
2
t + β1σ

2
t .

Pro předpověd’ σ̂2
t+2(t) bychom potřebovali ještě nějaký odhad e2t+1, ale

protože

σ2
t+2 = α0 + α1e

2
t+1 + β1σ

2
t+1 = α0 + (α1 + β1)σ

2
t+1 + α1σ

2
t+1(ε

2
t+1 + 1)

a plat́ı E (ε2t+1 − 1|Ωt) = 0, máme také

σ̂2
t+2(t) = α0 + (α1 + β1)σ̂

2
t+1(t),

obecně tedy

σ̂2
t+τ (t) = α0 + (α1 + β1)σ̂

2
t+τ−1(t), τ > 1. (3.10)

Postupným dosazeńım dostaneme

σ̂2
t+τ (t) =

α0(1− (α1 + β1)
τ−1)

1− (α1 + β1)
+ (α1 + β1)

τ−1σ̂2
t+1(t), (3.11)

takže pro τ →∞ máme

σ̂2
t+τ (t)→

α0

1− (α1 + β1)
. (3.12)

Tedy předpov́ıdaný rozptyl konverguje k rozptylu předpovědńıch chyb et
(3.6).
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Kapitola 4

Modifikace modelu GARCH

Klasický model GARCH dobře modeluje vlastnosti finančńıch časových řad
jako podmı́něnou heteroskedasticitu a shlukováńı volatility (rozptyl záviśı vždy
na svých předchoźıch hodnotách, ale pouze v omezeném časovém úseku). Finančńı
časové řady však maj́ı i daľśı vlastnosti, které se už tomuto modelu vystihnout
nedař́ı. Jde předevš́ım o pákový efekt (tj. asymetrické chováńı při reakci na ce-
nový nár̊ust a pokles), který model GARCH nemůže zohlednit už jen proto, že
pracuje pouze s druhými mocninami předchoźıch volatilit. Dı́ky snaze ho zdoko-
nalit postupem času vzniklo velké množstv́ı modifikaćı, které se snažili tento a jiné
problémy r̊uznými zp̊usoby řešit. V této kapitole obsáhleji pohovoř́ıme o modelech
E-GARCH a GJR GARCH (Threshold GARCH), které jsou zaměřené předevš́ım
na řešeńı problému s asymetríı a dále zmı́ńıme i některé daľśı známé modifikace
spolu s jejich stěžejńımi vlastnostmi.

4.1 EGARCH

Model EGARCH (z anglického exponencial GARCH ) navrhl Nelson (1991).
Podmı́něný rozptyl σ2

t zřejmě muśı být nezáporný. GARCH model toto zajǐst’uje
t́ım, že σ2

t je lineárńı kombinaćı kladných náhodných veličin s kladnými koe-
ficienty. Jiná možnost, jak tohoto dosáhnout, je položit log(σ2

t ) rovno lineárńı
kombinaci vhodných funkćı zpožděných hodnot εt závisej́ıćıch na čase, tedy:

log(σ2
t ) = α0 +

∞∑
i=1

βig(εt−i), β1 = 1. (4.1)

Abychom zajistili asymetrii, hodnota g(εt) muśı záviset jak na velikosti, tak
na znaménku εt. Jako vhodná možnost se ukazuje volit

g(εt) = ψ1εt + ψ2(|εt| − E |εt|), (4.2)

tedy g(εt) jako lineárńı kombinaci εt a |εt|, kde nav́ıc plat́ı, že
{
g(εt)

}∞
t=0

je iid
posloupnost náhodných veličin s nulovou středńı hodnotou. Asymetrie g(εt) je
vidět z následuj́ıćıho vztahu:

g(εt) =

{
(ψ1 + ψ2)εt − ψ2 E (|εt|), je-li εt ≥ 0,

(ψ1 − ψ2)εt − ψ2 E (|εt|), je-li εt < 0.
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Nyńı si rozebereme vliv chováńı funkce g(εt) definované v (4.2) ve vztahu
(4.1). Nejdř́ıve předpokládejme, že ψ1 = 0 a ψ2 > 0. Potom se log(σ2

t+1) zvětš́ı
(zmenš́ı), pokud je |zt| větš́ı (menš́ı) než jeho středńı hodnota. Dále pokud bychom
měli ψ1 < 0 a ψ2 = 0, log(σ2

t+1) se zvětš́ı (zmenš́ı), když je znaménko εt záporné
(kladné), tedy sńıžeńı hladiny řady přisṕıvá ke zvýšeńı volatility.

Pro log(σ2
t+1) však často použ́ıváme jednodušš́ı vztah než reprezentaci pomoćı

nekonečné řady v (4.1). V mnoha aplikaćıch je vhodné definovat model EGARCH
jako

yt = µt+et, et = σtεt, log(σ2
t ) = α∗0+

1 + θ1B + ...+ θpB
p

1− γ1B − ...− γsBs
g(εt−1), (4.3)

kde B je operátor časového posunu (Bj zpozd́ı veličinu v čase o j časových jedno-
tek, tedy Bjyt = yt−j). Posledńı rovnici v (4.3) můžeme zjednodušit následuj́ıćımi
úpravami

(1−γ1B−...−γsBs) log(σ2
t ) = (1−γ1B−...−γsBs)α∗0+(1+θ1B+...+θpB

p)g(εt−1),

kde g(εt) = ψ1εt + ψ2(|εt| − E |εt|), tedy celkem máme z předchoźıho (m = p+ 1)
model EGARCH(m,s):

yt = µt+et, et = σtεt, log(σ2
t ) = α0+

m∑
i=1

αiεt−i+
m∑
j=1

βj|εt−j|+
s∑

k=1

γk log(σ2
t−k)

(4.4)
pro upravené a zjednodušené koeficienty (vztahy k předchoźım koeficient̊um jsou:
α0 = (1 − γ1B − ... − γsBs)α∗0 − (1 + θ1B + ... + θmB

m)ψ2 E |εt| a αi = ψ1θi−1,
βj = ψ2θj−1 pro všechna i, j = 1, ...,m (θ0 = 1)), který byl v obdobném tvaru
popsán Ciprou (Cipra, 2008).

Ve vztahu (4.4) můžeme vidět, že pro αi < 0 nastává pákový efekt.

V praxi nejpouž́ıvaněǰśı EGARCH model je nejjednodušš́ı EGARCH(1,1),
který má tvar

yt = µt + et, et = σtεt, log(σ2
t ) = α0 + α1εt−1 + β1|εt−1|+ γ1 log(σ2

t−1).
(4.5)
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4.2 GJR-GARCH (Threshold GARCH)

Model GJR Garch navrhli Glosten, Jagannathan a Runkle (1993) a nezávisle
na nich také Zakoian (1994), který však tento model pojmenoval Threshold
GARCH. GJR-GARCH si bere za ćıl modelovat asymetrii, respektive pákový
efekt, avšak voĺı odlǐsnou (a možná přirozeněǰśı) cestu, než dř́ıve zmı́něný E-
GARCH. Rozptyl zde budeme, podobně jako u standardńıho modelu GARCH
modelovat pomoćı jeho předchoźıch hodnot a minulých předpovědńıch chyb, avšak
abychom dosáhli kýženého pákového efektu, je třeba, aby byl v př́ıpadě záporných
minulých předpovědńıch chyb vliv na současnou volatilitu větš́ı než v př́ıpadě je-
jich nezápornosti. S přihlédnut́ım k této úvaze definujeme, podobně jako Cipra
(2008), model GJR-GARCH(m,s) jako

yt = µt + et, et = σtεt, σ
2
t = α0 +

m∑
i=1

αie
2
t−i +

s∑
j=1

βjσ
2
t−j +

m∑
k=1

γke
2
t−kI

−
t−k, (4.6)

I−t =

{
1 pro et < 0,

0 jinak,

kde α0 > 0, αi, γi ≥ 0 (i = 1, ...,m), βj ≥ 0 (j = 1, ..., s).

Exponenciálńı a GJR-GARCH maj́ı podobné vlastnosti, a to předevš́ım asy-
metrii ve volatilitě. Zároveň se ale výrazně lǐśı v př́ıstupu k modelováńı volatility.
Druhý zmı́něný tvoř́ı volatilitu jako funkci minulých předpovědńıch chyb, nikoli
normovaných veličin εt = et/σt jako v př́ıpadě modelu EGARCH. Dı́ky tomu je
GJR-GARCH bĺıž klasické formulaci modelu GARCH.

Nejjednodušš́ı, zato však široce použ́ıvaný, je model GJR-GARCH(1,1) tvaru

yt = µt + et, et = σtεt, σ2
t = α0 + α1e

2
t−1 + β1σ

2
t−1 + γ1e

2
t−1I

−
t−1. (4.7)

Pro použit́ı metody GJR-GARCH(1,1) na analýzu a predikci finančńı časové
řady bychom postupovali obdobně, jako v kapitole 3.2. Drobná změna by zřejmě
nastala v rekurzivńım dosazováńı volatilit do vztahu (3.9), kam bychom nyńı
za volatility dosazovali σ2

t = β1σ
2
t−1 + γ1e

2
t−1I

−
t−1, t = 2, 3, ...,n.

Volatilitu bychom se znalost́ı koeficient̊u modelu GJR-GARCH(1,1) předpov́ıdali
z rovnice

σ̂2
t+1(t) = σ̂2

t+1 = α0 + α1e
2
t + β1σ

2
t + γ1e

2
t−1I

−
t−1

a podobně jako pro předpověd’ GARCH(1,1) bychom dostali obecnou rovnici

σ̂2
t+τ (t) = α0 + (α1 + β1)σ̂

2
t+τ−1(t), τ > 1. (4.8)
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Před konstrukćı asymetrických model̊u EGARCH a GJR-GARCH je vhodné
statisticky otestovat asymetrické chováńı řady. Většinou pracujeme s veličinami
êt vypočtenými pomoćı klasického modelu GARCH, kde následně pomoćı t-testu,
F-testu či LM-testu v lineárńıch modelech typu

ê2t = δ0 + δ1I
−
t−1 + εt, I

−
t =

{
1 pro êt−1 < 0,

0 jinak;
(4.9)

ê2t = δ0 + δ1I
−
t−1êt−1 + εt; (4.10)

ê2t = δ0 + δ1I
−
t−1 + δ2I

−
t−1êt−1 + δ3I

+
t−1êt−1 + εt, I

+
t−1 = 1− I−t−1, (4.11)

testujeme významnost parametr̊u, a to

• δ0 v (4.9) ukazuje na asymetrii volatility v dané časové řadě;

• δ0 a δ1 v (4.10) ukazuje na asymetrii volatility a vliv velikosti záporných
odchylek et na volatilitu v dané časové řadě;

• δ0, δ1, δ2 a δ3 v (4.11) ukazuje na asymetrii volatility a vliv velikosti kladných
i záporných odchylek et na volatilitu v dané časové řadě.

4.3 GARCH-M

V modelu GARCH-M (z anglického GARCH-in-mean), o kterém pojednává
např. Arlt a Arltová (2003) a Cipra (2008), vstupuje rozptyl př́ımo do rovnice
podmı́něné středńı hodnoty. Pro GARCH(m,s)-M máme tvar

yt = µt + γ1g(σ2
t ) + et, et = σtεt, σ2

t = α0 +
m∑
i=1

αie
2
t−i +

s∑
j=1

βjσ
2
t−j, (4.12)

kde nejčastěji g(σ2
t ) = σ2

t nebo g(σ2
t ) = σt. Tato modifikace reflektuje závislost

výnosu aktiva na jeho volatilitě, což v praxi často nastává. Pro výrazně kladný
parametr γ1 vede zvýšené riziko (volatilita) ke zvýšeńı úrovně celé řady.

Pro daľśı úvahy nyńı předpokládejme model GARCH(1,1)-M, kde g(σ2
t ) = σ2

t ,
tedy tvaru

yt = µt + γ1σ
2
t + et, et = σtεt, σ2

t = α0 + α1e
2
t−1 + β1σ

2
t−1. (4.13)

Zaměř́ıme se na rozd́ıly mezi středńı hodnotou procesu E (yt) a rozptylem var(yt)
modelu GARCH(1,1)-M ve srovnáńı s obyčejným modelem GARCH(1,1), pro kte-
rý zřejmě E (y∗t ) = µt a var(y∗t ) = var(e2t ). Pro GARCH(1,1)-M z (4.13) ale plat́ı

E (yt) = µt + γ1 E (σ2
t ) = µt + α0(1 +

α1 + β1
1− (α1 + β1)

) a

var(yt) = var(e2t ) + γ21 var
e2t
ε2t
,

tedy vid́ıme, že jak středńı hodnota, tak rozptyl jsou pro model GARCH(1,1)-M
větš́ı než v př́ıpadě standardńıho GARCH(1,1) modelu.
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4.4 IGARCH

Model IGARCH (z anglického integrated GARCH, integrovaný GARCH) je,
jak zmiňuje např. Cipra (2008), vlastně model GARCH s jednotkovým kořenem
autoregresńıho polynomu, tedy model IGARCH(m,s) má tvar modelu GARCH(m,s)
jako v (3.1), kde nav́ıc plat́ı

max{m,s}∑
i=1

(αi + βi) = 1, (4.14)

z čehož plyne neexistence rozptylu veličin et (3.3). V souvislosti s t́ım u modelu
EGARCH mluv́ıme o takzvané persistenci v rozptylu - zat́ımco v modelu GARCH
stacionárńım ve volatilitě konverguj́ı předpovědi druhých mocnin volatility s ros-
toućım časem k nepodmı́něnému rozptylu předpovědńıch chyb (3.12), v integro-
vaném GARCH modelu z̊ustává současná informace významná pro předpovědi
pro všechny daľśı časové okamžiky.

Pro nejjednodušš́ı a z této tř́ıdy nejpouž́ıvaněǰśı model IGARCH(1,1) máme
zřejmě tvar

yt = µt + et, et = σtεt, σ2
t = α0 +α1e

2
t−1 + (1−α1)σ

2
t−1, α0 > 0, 0 ≤ α1 ≤ 1.

(4.15)
Předpovědńı vztah definovaný v (3.10) se zjednodušuje do tvaru

σ̂2
t+τ (t) = α0 + σ̂2

t+τ−1(t), τ > 1,

neboli
σ̂2
t+τ (t) = (τ − 1)α0 + σ̂2

t+1(t), τ > 1. (4.16)

Zde můžeme vidět, že vliv současných volatilit na předpovědi opravdu přetrvává,
tedy vid́ıme zmı́něnou persistenci v rozptylu.

Rozptyl v modelu IGARCH(m,s) lze rovněž vyjádřit pomoćı operátoru časové-
ho posunu B jako

σ2
t = α0 + α(B)e2t + β(B)σ2

t−j,

kde znač́ıme α(B) =
∑m

i=1 αiB
i a β(B) =

∑s
j=1 βjB

j, tedy pokud definujeme

vt := e2t − σ2
t , podobně jako Arlt a Arltová (2003) máme

(1− α(B)− β(B))e2t = α0 + (1− β(B))vt.

Zároveň ze vztahu (4.14) v́ıme, že má polynom (1 − α(B) − β(B)) jednotkový

kořen, takže jde ekvivalentně zapsat jako θ(B)(1−B), kde θ(B) =
∑max{m,s}−1

i=1 (θiB
i)

je stupně max{m,s} − 1. Rovnice pro rozptyl v IGARCH(m,s) má tedy tvar

θ(B)(1−B)e2t = α0 + (1− β(B))vt. (4.17)
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4.5 FIGARCH

Model FIGARCH (z anglického fractional IGARCH ) popsali např. Arlt a
Arltová (2003). Tvar obecného modelu FIGARCH(m,s) je

yt = µt + et, et = σtεt, θ(B)(1−B)de2t = α0 + (1− β(B))vt, (4.18)

kde 0 < d < 1 a θ(B), β(B) jsou jako v (4.17). Hlavńı význam tohoto mo-
delu tkv́ı v jeho reakci na takzvané šoky, tedy v podstatě jak dlouho přetrvá vliv
současné informace pro budoućı předpovědi. V př́ıpadě modelu FIGARCH se šoky
do podmı́něného rozptylu zmenšuj́ı pomaleji než u klasického modelu GARCH,
avšak jejich vliv nepřetrvává věčně jako v př́ıpadě modelu IGARCH. Vzhledem
k pomalému (hyperbolickému) zmenšováńı reakce na šok mluv́ıme o modelu FI-
GARCH jako o modelu s dlouhou pamět́ı.

4.6 QGARCH

Jako posledńı zmı́ńıme model QGARCH (z anglického quadratic GARCH, kva-
dratický GARCH), který navrhl Sentana (1995). Jeho obecný tvar QGARCH(m,s)
je

yt = µt + et, et = σtεt, σ2
t = α0 +

m∑
i=1

(αie
2
t−i) +

s∑
j=1

(βjσ
2
t−j) +

m∑
k=1

(γie
2
t−k).

(4.19)
Vid́ıme, že do rovnice volatility zde vstupuje i prvńı mocnina předpovědńıch
chyb et. Dı́ky tomu model zohledňuje asymetrii. Zároveň je velmi podobný stan-
dardńımu modelu GARCH, d́ıky čemuž se až na asymetrii chová velmi podobně
a můžeme o něm dělat až na drobné změny podobné závěry a použ́ıvat ho po-
dobnou metodikou.
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Kapitola 5

Praktická analýza finančńı časové
řady pomoćı model̊u ARCH

V této kapitole aplikujeme některé z výše uvedených model̊u na časovou
řadu vývoje indexu FTSE 100 (z anglického Financial Times Stock Exchange)
Londýnské burzy, který zahrnuje sto společnost́ı s nejvyšš́ı tržńı kapitalizaćı, je-
jichž akcie se na této burze obchoduj́ı. K analýze použijeme program EViews,
kontkrétně verzi EViews7. Budeme pracovat s indexem FTSE 100 z let 2000–
2005, přičemž budeme postupně pomoćı model̊u GARCH(1,1), EGARCH(1,1)
a GJR-GARCH(1,1) analyzovat řadu denńıch logaritmických výnos̊u tohoto in-
dexu z let 2000–2004 (viz obrázek 2.2) a budeme předpov́ıdat vývoj indexu pro rok
2005. Denńı hodnoty indexu FTSE ze zmı́něných let lze vidět na obrázku 5.1.

Obrázek 5.1: Denńı hodnoty indexu FTSE 100 v letech 2000–2005

Na obrázku 5.2 je uveden výstup EViews7 pro zmı́něná data a modely. Rov-
nice středńı hodnoty v modelech odpov́ıdá vždy lineárńımu regresńımu modelu
ARMA(1,1) (viz např. Cipra (2008)).
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Obrázek 5.2: Výstup EViews7 s odhadnutými modely GARCH(1,1),
EGARCH(1,1) a GJR-GARCH(1,1) pro denńı logaritmickou mı́ru zisku
indexu FTSE 100 v letech 2000–2004
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Z tabulek snadno vyčteme odhady koeficient̊u jednotlivých model̊u:

• pro model GARCH(1,1):

yt = 0,6686yt−1 − 0,7389et−1 + et, et = σtεt,

σ2
t = 0,1045e2t−1 + 0,8851σ2

t−1;

• pro model EGARCH(1,1):

yt = 0,6933yt−1 − 0,7529et−1 + et, et = σtεt,

log(σ2
t ) = −0,1702− 0,1164εt−1 + 0,0611|εt−1|+ 0,9872 log(σ2

t−1);

• pro model GJR-GARCH(1,1):

yt = 0,6881yt−1 − 0,7554et−1 + et, et = σtεt,

σ2
t = −0,0212e2t−1 + 0,9292σ2

t−1 + 0,1453e2t−1I
−
t−1.

Koeficient α0 je u model̊u GARCH(1,1) a GJR-GARCH(1,1) velmi malý, a proto
ho v rovnićıch zanedbáváme. Q-testy pro standardizované odchylky a jejich druhé
mocniny provedené v EViews7 potvrzuj́ı správnost odhadnutých rovnic. Dı́ky
tomu nám nevad́ı, že odhad parametru α1 u modelu GJR-GARCH(1,1) vycháźı
jako nevýznamný. Po provedeńı LM-testu, vid́ıme (viz obrázek 5.3), že odchylky
nav́ıc nevykazuj́ı dodatečnou ARCH strukturu. Na histogramech standardizo-
vaných odchylek jednotlivých model̊u (viz obrázky 5.4, 5.5 a 5.6) s popisnými sta-
tistikami je vidět výrazně kladná špičatost jejich rozděleńı, takže by bylo zřejmě
vhodněǰśı pro modely předpokládat t- nebo GED rozděleńı.

Obrázek 5.3: ARCH LM-test pro odhadnuté modely GARCH(1,1),
EGARCH(1,1) a GJR-GARCH(1,1)
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Obrázek 5.4: Histogram standardizovaných odchylek modelu GARCH(1,1)

Obrázek 5.5: Histogram standardizovaných odchylek modelu EGARCH(1,1)

Obrázek 5.6: Histogram standardizovaných odchylek modelu GJR-GARCH(1,1)
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Podmı́něný rozptyl (druhou mocninu volatility) denńıch logaritmických měr
zisku pro index FTSE 100 odhadnutou na základě zkounstruovaných model̊u
GARCH(1,1), EGARCH(1,1) a GJR-GARCH(1,1) v programu EView7 můžeme
vidět na obrázćıch 5.7, 5.8 a 5.9.

Obrázek 5.7: Rozptyl denńı logaritmické mı́ry výnosnosti indexu FTSE 100 v le-
tech 2000–2004 modelovaný metodou GARCH(1,1)

Naše modely nám kromě předpověd́ı volatility mohou složit i k předpověd́ım
vlastńı úrovně časové řady. Na obrázćıch 5.10, 5.11 a 5.12 tyto předpovědi zkon-
struované programem EViews7 vid́ıme. Na prvńım grafu je vždy předpověd’ den-
ńıch hodnot indexu FTSE 100 a na druhém jejich rozptyl, vše pro rok 2005, a to
postupně pro modely GARCH(1,1), EGARCH(1,1) a GJR-GARCH(1,1). Tyto
předpovědi lze srovnat s pravými denńımi hodnotami indexu FTSE 100 v roce
2005 na obrázku 5.13. Reálný vývoj je velmi podobný předpověd́ım (v tabulce
5.1 je vidět srovnáńı předpovězených a reálných hodnot indexu FTSE 100 v roce
2005), a kv̊uli nedostatečnému grafickému rozlǐseńı ho tud́ıž bylo nutné uvést
na zvláštńım obrázku.
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Obrázek 5.8: Rozptyl denńı logaritmické mı́ry výnosnosti indexu FTSE 100 v le-
tech 2000–2004 modelovaný metodou EGARCH(1,1)

Obrázek 5.9: Rozptyl denńı logaritmické mı́ry výnosnosti indexu FTSE 100 v le-
tech 2000–2004 modelovaný metodou GJR-GARCH(1,1)
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Obrázek 5.10: Předpověd’ indexu FTSE 100 a jeho rozptylu pro rok 2005 mode-
lovaná metodou GARCH(1,1)
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Obrázek 5.11: Předpověd’ indexu FTSE 100 a jeho rozptylu pro rok 2005 mode-
lovaná metodou EGARCH(1,1)
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Obrázek 5.12: Předpověd’ indexu FTSE 100 a jeho rozptylu pro rok 2005 mode-
lovaná metodou GJR-GARCH(1,1)
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Obrázek 5.13: Denńı hodnoty indexu FTSE 100 v roce 2005
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Datum index FTSE před. GARCH před. EGARCH před. GJR-GARCH

3.1.2005 4814,3 4818 4818,2 4817,9
17.1.2005 4820,8 4801,4 4801,2 4801,3
31.1.2005 4832,8 4851,6 4851,8 4851,6
14.2.2005 5044,2 4996,7 4997 4996,6
28.2.2005 5006,8 4976 4975,4 4975,8
14.3.2005 4982 4965,4 4964,9 4965,3
28.3.2005 4922,5 4923,4 4923,4 4923,5
11.4.2005 4983,6 4973,4 4973,9 4973,5
25.4.2005 4849,3 4823,5 4823,1 4823,5
9.5.2005 4918,9 4898 4898,6 4898,2
23.5.2005 4971,8 4958,6 4959,1 4958,7
6.6.2005 4999,4 5003,5 5003,6 5003,5
20.6.2005 5077,6 5043,6 5043,8 5043,6
4.7.2005 5161 5111,2 5111,4 5111,2
18.7.2005 5230,8 5256,5 5256,8 5256,4
1.8.2005 5282,3 5268,7 5268,9 5268,7
15.8.2005 5345,8 5357,3 5357,4 5357,2
29.8.2005 5228,1 5258,9 5258,5 5258,8
12.9.2005 5359,3 5340,2 5340,2 5340,1
26.9.2005 5413,6 5385,8 5385,7 5385,7
10.10.2005 5362,3 5378,7 5377,7 5378,4
24.10.2005 5142,1 5171,4 5170,6 5171,5
7.11.2005 5423,6 5421,7 5423 5421,9
21.11.2005 5498,9 5458,3 5458,5 5458,3
5.12.2005 5528,1 5485,5 5485,6 5485,5
19.12.2005 5531,6 5496,6 5496,4 5496,6

Tabulka 5.1: Porovnáńı reálných a předpovězených hodnot indexu FTSE 100
v roce 2005, v tabulce je uvedena každá desátá hodnota
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Kapitola 6

Závěr

V této práci jsme popsali možnosti analýzy finančńıch časových řad pomoćı
r̊uznýh modifikaćı autoregresńıch model̊u s podmı́něnou heteroskedasticitou. Nej-
dř́ıve jsme se seznámili s obecnými vlastnostmi finančńıch časových řad, které
jsme se pokusili zohlednit v prezentovaných modelech. Jako prvńı byl zmı́něn
model GARCH, který kromě podmı́něné volatility dobře vystihuje i jej́ı shlu-
kováńı. Na prvńım řádu tohoto modelu (GARCH(1,1)) jsme popsali a dokázali
některé jeho vlastnosti jako nulovost středńı hodnoty předpovědńıch chyb et, tvar
jejich rozptylu a jejich koeficientu špičatosti, který vyšel kladný, což je v souladu
s leptokurtickým rozděleńım dat finančńıho charakteru. Dále jsme ukázali, jak by
se tento model použil pro praktickou analýzu finančńı časové řady, tedy jak se
provád́ı odhady jeho koeficient̊u, jaké testy je vhodné použ́ıt pro jeho diagnostiku
a jak se pomoćı něj předpov́ıdá volatilita.

V daľśı kapitole jsme se zaměřili na daľśı modifikace, a to předevš́ım EGARCH
a GJR-GARCH, které se, na rozd́ıl od klasického modelu GARCH, chovaj́ı asy-
metricky, a tedy dokáž́ı modelovat pákový efekt, který je ve finančńıch časových
řadách často zřetelný. Dále jsou popsány testy asymetrie, které je vhodné před
použit́ım těchto dvou model̊u provést. Z daľśıch je zmı́něn model GARCH-M, kde
rozptyl vstupuje př́ımo do rovnice podmı́něné středńı hodnoty, model IGARCH,
který je vlastně modelem GARCH, avšak s jednotkovým kořenem autoregresńıho
polynomu. Tento model se vyznačuje tzv. persistenćı v rozptylu. Nakonec jsou
velmi stručně uvedeny modely FIGARCH a QGARCH.

V posledńı kapitole jsme na základě model̊u GARCH(1,1), EGARCH(1,1)
a GJR-GARCH(1,1) analyzovali řadu denńıch hodnot, respektive jejich loga-
ritmických výnos̊u, indexu FTSE 100 v letech 2000–2004. K této analýze jsme
využili program EViews7. Pro modelováńı středńı hodnoty jsme u všech modifi-
kaćı použili tvar lineárńıho regresńıho modelu ARMA(1,1). Nejdř́ıve jsme odhadli
koeficienty model̊u, dále provedli Q-testy, LM-testy a test normality, které tvary
našich model̊u verifikovaly. Následně jsme přistoupili k modelováńı volatility, re-
spektive podmı́něného rozptylu, který jsme znázornili graficky. Na závěr jsme
předpověděli úroveň a podmı́něné rozptyly řady denńıch hodnot indexu FTSE
100 pro rok 2005. Tyto předpovědi jsme spolu se skutečnými hodnotami řady
v tomto roce pro názornost zobrazili graficky a pro porovnáńı uvedli předpovězené
a reálné hodnoty indexu do tabulky.
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tech 2000–2004 modelovaný metodou EGARCH(1,1) . . . . . . . 20
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