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Uvod

Objev kalkulu, zakladi matematické analyzy, je spjat se jmény Isaaca Newtona,
jednoho z nejvyznamnéjsich fyzik viibec a Gottfrieda Leibnize, slavného némec-
kého myslitele a matematika. Jejich velky objev kracel ruku v ruce s jejich sporem
o prvenstvi. Britska kralovska spolecnost dala z pocatku za pravdu Newtonovi.
Ovsem, jak se pozdéji ukazalo, Leibniz byl oznacen za plagiatora pravé Newto-
novou rukou. Cely spor skoncil az Leibnizovou smrti roku 1716. Dnes se vétsina
historikt piiklani k nézoru, ze jak Newton, tak Leibniz objevili kalkulus nezavisle
na sobé. [4]

Svého ¢asu umoznovalo zavedeni derivaci matematické uchopeni fyzikalni proble-
matiky pohybu. Soudobé nadseni timto objevem vedlo k silné vife v univerzalnost
diferencialnich rovnic, jakozto prostfedku k snadnému poznani zakonitosti nase-
ho svéta. Nanestésti, neni obecné snadné sestavit diferencialni rovnice popisujici
dany déj, jako neni snadné dobrat se jejich Teseni. Ptresto diferencialni rovnice
dodnes nachézeji své uplatnéni v mnoha disciplinach. [7]

Nasledujici text je zamyslen jako praktickd prirucka. Za svij cil si klade sezna-
mit Ctenaie se zdkladnimi metodami feseni obycejnych diferencidlnich rovnic a
na konkrétnich prikladech z praxe pak demonstrovat jejich vyuziti.

Cela fada dalsich tloh s fyzikalni tematikou vedoucich na diferencidlni rovnice je
k nalezeni napiiklad v [13].



1. Zakladni nazvoslovi

1.1 Diferencialni rovnice

Diferencidlni rovnici rozumime rovnici popisujici vztah mezi hledanou neznamou
funkci a jejimi derivacemi.

Je-li hledana funkce funkci jedné proménné, hovoiime o obycejné diferencidlni
rovnici. Jedné-li se o funkci vice proménnych, alespon dvou, hovorime o parcidlni
diferencidlni rovnici. Je-li nakonec dano m diferencialnich rovnic o n neznamgych,
hovofime o soustavé m diferencidlnich rovnic o n neznamgjch.

Diferencialni rovnice, ptfipadné jejich soustavy, dale rozlisujeme dle 7dadu, tedy
fadu nejvyssi derivace hledané funkce vyskytujici se v dané rovnici, pripadné v
dané soustavé rovnic. R4d diferencidlni rovnice musi byt alespoii jedna, jinak ho-
vofime o takzvané funkcionalni rovnici. [9][12]

Zadéni nasledujiciho piikladu je volné prevzato z [§].

Priklad 1
Jestlize C' je kapacita a ) ndboj kondenzatoru, pak jeho vybijeni skrze rezistor
o odporu R popisuje diferencialni rovnice!

o (2o

Protoze celkova velikost naboje kondenzatoru () zavisi na jediné proménné, a to
sice na dobé vybijeni ¢, neboli @ je funkci ¢asu Q = Q(t), jedna se o obycejnou
diferencialni rovnici.

Povsimnéme si dale, ze funkce Q(t) se v rovnici vyskytuje nejvyse ve své prvni
derivaci, fad rovnice proto bude jedna a my tak celkové hovoiime o obycejné
diferencialni rovnici prvniho fadu.

1.2 Reseni diferencialni rovnice obecné

Za tesent diferencidlni rovnice povazujeme kazdou funkci vyhovujici dané dife-
rencialni rovnici. Jednim konkrétnim fesenim rozumime partikuldrni reseni. Par-
tikuldrni feSeni, které jiz dale nelze prodlouzit, zveme 7esend mazimdlni (vice po-
drobnosti o maximalnim feseni nalezneme napiiklad v [7] na strané 3). Kone¢né
pak vzorcem, obsahujicim pfi vhodné volbé konstant vSechna feseni partikular-
ni, rozumime 7eseni obecné. Jinymi slovy, obecné feseni obsahuje vSechna feSeni
partikularni. [7]

I Tecka, dle Newtonovy notace, ve fyzice znaéi derivaci podle ¢asu. Toto znadeni Newton
zavedl ve svych Principiich v ramci zjednoduseni matematického zapisu. Fyziky totiz nejcastéji
zajimaji pravé zmeény veli¢in s ¢asem. [10] Déle v textu se vSak Castéji setkdme se standardnim
znacenim derivace pomoci ¢arky.



1.3 Pocatecni podminky a obecné reseni

Je-li nasim tkolem vytesit danou diferencidlni rovnici na blize nespecifikovaném
intervalu a bez blize specifikovanych podminek, obvykle se tim mysli nalézt jeji
obecné feseni na maximalnim mozném intervalu. Mame-li naopak nalézt feSeni
vyhovujici uréitym pocatecnim podminkam, je tim mysleno jedno konkrétni par-
tikularni feseni spliujici tyto podminky. Obvykle jej ziskdme z obecného Feseni
urcenim konkrétni podoby prislusnych konstant. Blizsi informace o pocatecnich
podminkach nalezneme napiiklad v [5] na strandch 35 - 40.

Vratme se jesté jednou k piikladu 1, kdy Q = — (%) @ byla obycejna diferencialni
rovnice prvniho fadu popisujici vybijeni kondenzatoru skrze rezistor. Zanedlouho
si ukazeme, jak se dobrat feseni této rovnice. Pro tentokrat nam ale postaci
védomi, Ze jeji obecné Teseni ma tvar

Q= Ke’gt,

kde K je integrac¢ni konstanta, jejiz konkrétni hodnotu uré¢ime z pocatecni pod-
minky Q(0) = Qo, a to tak, Ze ve vySe uvedeném vztahu pro obecné feSeni
polozime t = (. Celkové tak obdrzime partikularni feseni vyhovujici pocatecni
podmince

Q=Qoe "

1.4 Otazka resitelnosti

Pro nase ucely postaci predpokladat, ze kazda rozumné zadana diferencialni rov-
nice je tesitelna. Jak uvidime dale v textu, priroda nabizi pestrou paletu tako-
vychto ,rozumnych“ rovnic.? Vzpomenime piiklad jedna, kdy diferencidlni rov-
nice Q = — (%) () popisovala vybijeni kondenzatoru skrze rezistor, tedy realny
fyzikalni déj. S timto védomim se budeme zabyvat nanejvys rozsahem platnosti
nalezeného feseni. Otazkou FeSitelnosti se zabyva napiiklad zdroj [9] na stranich
6 - 9 nebo zdroj [5] na strandch 16 - 35, 46 - 53, 126 - 135 a 220 - 226.

2 Skuteénost, ze zdkony piirody lze zachytit pomoci matematiky, vystihuje nejlépe citace
Richarda Feynmana, amerického teoretického fyzika a drzitele Nobelovy ceny za kvantovou
elektrodynamiku.

,Pro ty, ktefi neznaji matematiku, je slozité dostat se k takovym pocitiim jako je krasa,
nejhlubsi krasa prirody... Pokud se chcete néco dozvédét o prirodé, ocenovat prirodu, je nutné
rozumét jazyku, kterym mluvi.“



2. Obycejné diferencialni rovnice
prvniho radu

Na uvod poznamenejme, ze v nasledujicim textu jsou jednotlivé typové rovnice
uvadény v upravenych tvarech, naptiklad ¢y’ = f(y,x). Pfed zahdjenim vypoctu
je proto nutné fesené rovnice na tento tvar nejprve upravit. Dale si uvédomme,
ze diferencidlni rovnice jsou zpravidla Tesitelné vicero zptsoby. Za vhodné fe-
seni obvykle povazujeme to nejefektivnéjsi ve smyslu casové tspory a elegance
provedeni.

2.1 Rovnice typu y = f(x), pfima integrace

I ze 1z Vi vnice i % i V. ¢imz bu-
Za predpokladu, Ze lze pravou stranu rovnice integrovat na intervalu I (¢imz bu
eme nadale v tomto kontextu rozumét, ze k dané funkci lze na I nalézt prislusnou
d dale v tomto kontext t, Zze k dané funkci 1 I nalézt 1
primitivni funkci), ziskdme hledané obecné fesSeni pfimou integraci

) = [ faldo.

Obdrzime tak

y(z) = F(z) + C,
kde C' je integra¢ni konstanta a F'(x) primitivni funkce k f(z) na I. Reseni celé
diferencialni rovnice tak pfechdzi v hledani primitivni funkce. [9]

Priklad 2
Naleznéte obecné feSeni diferencialni rovnice y'(x) =
Seni vyhovujici pocateéni podmince y(0) = 0.

2z
1422

na R. Déale urcdete fe-

2x
1422

Zadana rovnice je patrné tvaru y'(z) = f(x). Funkce f(x) = je dale defino-

vana a spojitd na R. Lze ji tudiz bez problému integrovat?

2z
= dx .
Y /1+x2x

Pro feseni integralu dale zavedeme substituci w = 1422, kde dw = 2xdx. Ziskdme

tak q
v= [ =t
w

po zpétné substituci pak
y=In|l+2°|+C,

kde C' je integrac¢ni konstanta.

Absolutni hodnotu v argumentu logaritmu miZeme vypustit, nebot (1 + 2?) > 0
pro vSechna realna cisla. Nami hledané obecné feseni proto bude mit na R tvar

y=In(1+2%)+C.

3 O skutecnosti, ze ke kazdé funkci spojité na intervalu I existuje na I primitivni funkce,
pojednava véta 49 na strané 58 ve zdroji [6].



Dalsim tkolem bylo urcit partikularni feseni vyhovujici pocatecni podmince
y(0) = 0. Pro tento ucel vyuzijeme ziskané obecné feSeni, kdy pro konkrétni
podobu konstanty C' polozime x = 0. Nebo-li

y(0)=In(1+0°)+C=0=In(1)+C=C=0.

Pro hledané partikularni feseni vyhovujici dané pocatecni podmince tak konecné
bude platit
y =In(1+2?).

Priklad 3

Uvazme volny pad, pohyb télesa o hmotnosti m v homogennim tihovém poli Ze-
mé o konstantnim gravitacnim zrychleni g. Téleso vypustime ve vysce hy nad
povrchem zemé pii vy = 0. U¢inek odporovych sil prostfedi zanedbejme. Nasim
ukolem je urcit funkce popisujici rychlost a vysku télesa v libovolném c¢ase. Jinymi
slovy, hledame funkce v(t) a x(t).

Protoze se téleso pohybuje po pfimce kolmé k povrchu Zemé, vystacime si s jed-
nodimenzionalnim pfiblizenim, kdy na téleso ptisobi pouze tihova sila F, = —mg
proti sméru osy x a z-ova souradnice znaci aktualni vysku télesa nad povrchem,
viz obrazek 2.1.

Z druhého Newtonova zakona F' = ma, volné prelozeného jako: ,kdyz zrychleni,
tak sila“ [10], ziskdvdme pohybovou rovnici

ma = —mg.

Obé strany kratime m. Déle vyuzijeme skutecnosti, Ze zrychleni udava zmeénu
rychlosti za ¢as [10]. Coz v feéi derivaci znamena a = ©. Celou rovnici tak prepi-
Seme nasledujicim zptisobem

0= -9,
¢imz obdrzime obycejnou diferencialni rov- z
nice ve tvaru y'(x) = f(z). Uvédomime si,
ze konstantni funkce f(x) = g je spojita na
R. Ziskanou diferencialni rovnici proto mt-
Zeme Tesit pfimou integraci

v:—/gdt:—gt+07

kde C' je integracni konstanta, jejiz pres-

nou hodnotu urcime z pocatecni podminky

v(0) = 0. Ve vztahu pro v proto poloZime 0
t = 0, nebo-li

0=—-0+C=C=0.

Celkové tak ziskdme partikularni feseni ve
tvaru Obrazek 2.1: Volny pad



Zbyvéa urcit funkci z(t), popisujici polohu télesa v case t. I v tomto piipadé si
uvédomime, Ze rychlost vyjadfuje zménu polohy za cas [10]. CoZ v Teci derivaci
znamend v = &. Vztah pro v(t) tak pfepiSeme nésledujicim zptisobem

T = —gt.

Opét pfed sebou mame obycejnou diferencialni rovnici ve tvaru y'(z) = f(z).
Linearni funkce f(z) = gt je spojitd na R. Ziskanou diferenciélni rovnici proto
miizeme opét fesit pfimou integraci

1
x:/—gtdt: —igt2+0,

kde C' je integra¢ni konstanta. Dale vyuzijeme pocateéni podminky z(0) = hy.
Po dosazeni
ho =0+ C=0C= ho

tak konecné ziskame hledané partikularni reseni ve tvaru

1
z(t) = —égt2 + hy .

2.2 Rovnice typu 3 = f(z)g(y) a separace pro-
ménnych

Vyraz f(z)g(y) v sobé skryva skutecnost, Ze jsme schopni pravou stranu rovnice
rozlozit na soucin funkce f(x), zavislé pouze na proménné x s funkei g(y), zavislé
na v.

Naptiklad 22 — 2% cosy snadno piepiseme na z%(1 — cosy), pak f(z) = 2° a
g(y) = 1 — cosy. Naproti tomu ve vyrazu z¥~3% — y bychom rozklad na soucin
f(z)g(y) hledali jen velmi tézko.

Vratme se ale zpét k rovnici ¢’ = f(x)g(y). Délenim ¢(y) ji rozdélime na stranu
proménné x a na stranu proménné y.

coz lze udélat, jestlize g(y) # 0. (V pifpadé, kdy g(y) = 0 patrné fesime rovnici
y'(z) =0, jejimZ FeSenim je konstantni funkce vyhovujici podmince g(y) = 0.)

Lze-li dale rovnici integrovat, ziskame
dy /
—— = | f(x)dz,
/ 9(y) @)

G(y(z)) = F(z)+C.

Pfi¢emz G(y) rozumime primitivni funkci k %, F(x) primitivni funkci k f(z) a

. T\ 9(y)”
C integracni konstantou.

a tedy



Hledanou funkci y(x) koneéné vyjadiime pomoci inverzni funkce
y(z) = G (F(z)+O).
9]
Uzité ,lze-1i rovnici integrovat® vsak vyzaduje hlubsi zdivodnéni, nez pouhé pii-

psani neurcitych integrald. Uvédomme si, ze y je funkce proménné x, nebo-li

y = y(r). Resena rovnice %}) = f(z) tak mé ve skutec¢nosti podobu

y'(x) .
g(y(x)) f@).

Jestlize se ale leva strana rovna pravé a pravou lze integrovat, mtizeme dle pro-
ménné x integrovat i stranu levou, nebo-li

/g?é((?))dx:/f(x)dx.

Vyuzijeme-li substituci y = y(z) , kde dy = y/(x)dx, celkové ziskdme
dy /
—— = | f(z)dx.
/ 9(y) )
Priiklad 4

Naleznéte obecné feSeni diferencialni rovnice y' = 22 + 2%y2.

Zadanou rovnici nejprve separujeme na stranu proménné x a stranu proménné y

y =2*(1+y%)
/

Y 2

1+y2_x

Funkce f(z) = z* a g(y) = 1 + y? jsou spojité na R. Funkce g(y) je dale na R
nenulova. Mizeme proto prikrocit k integraci

/ dy :/xzd:p.
1492

Obé strany rovnice obsahuji tabulkové integraly, jejichz fesenim obdrzime

3
arctgy = 3 +C.

Hledanou funkci y(x) nakonec ziskdme pomoci funkce inverzni jako

o2 1)



Zadani nasledujiciho ptikladu je volné pfevzato z [3].

Priklad 5

Urcete rychlost chemické reakce latek A, B, vite-li, Ze je pfimo imérna soucinu
okamzitych koncentraci reagujicich latek. Predpokladejte déle, ze béhem vytvare-
ni nového produktu se vzdy kombinuje jedna molekula latky A s jednou molekulou
latky B, a zZe jsou pocatecni koncentrace obou latek navzajem rizné.

Oznacme nejprve a(t) koncentraci latky A a b(t) koncentraci latky B v case t.
Aby reakce vibec mohla zapocit, a tedy tloha méla smysl, musely byt v Case
t = 0 nutné pocatecni koncentrace ag, by > 0.

Jelikoz se spolu molekuly kombinuji po jedné, klesaji koncentrace obou latek téze
rychlosti. Nebo-li '
a="b.

Oznacime-li dale k(t) tbytek koncentrace a(t), respektive b(t), v Case t, bude
ubytek popsan rovnicemi

k(t) = ag — a(t)
k(t) = by — b(t).

Z nichz vyvodime rovnice

a(t) = ag — k(t) (2.1)
b(t) = by — k(t).

Derivujeme-li nasledné (2.1), (2.2) dle ¢asu ¢, obdrzime
k=—a=—b.

Rychlost chemické reakce v case t tedy popisuje k(t) Ze zadani vime, zZe je tato
rychlost primo tmérna soucinu okamzitych koncentraci reagujicich latek. Nebo-li

l%:zcab;c>0,

kde konstantu imérnosti ¢ je mozno urcit experimentalneé.

Po dosazeni (2.1), (2.2) ziskdme diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi
k= clag — k) (bo — k) .
Pro k # ag, k # by rovnici upravime na
k
(ap — k)(by — k)

/(ao—k(;](fbo_k) :/Cdt.

=C

a integrujeme




Racionélni funkci na levé strané nejprve pro ag # by (viz zadani ulohy) upravime
pomoci rozkladu na parcialni zlomky

1 1 1 1
— dk = dt .
/(bo—aoao—k bo—aobo—k) /C

Néasledné urcime prislusné primitivni funkce jako

1
(Io—bo

(Infag — k| —In|by — k|) =ct+ K; K €R

1 1 |CLO— l{?|
n
ao—bo ‘bo—k‘

=c+ K.

Vzhledem ke skutecnosti, ze vyrazy ag — k, by — k predstavuji nezdporné koncen-
trace latek A, B v Case t a nami stanovené dvojici podminek k # ag, by, mizeme
odstranit obé absolutni hodnoty. Vynéasobime-li dale rovnici vyrazem ay — by,

ziskame celkové
ag — k

by — k
Po nasledném odlogaritmovani pak

In

= (CLO — bo)(Ct+K)

Qg — k _ eK(ao—bo)

bp — k

gclao—bo)t (2.3)

Nez vyjadiime hledanou funkci k(t), nejprve pro zjednoduseni ur¢ime konstantu
K 7 pocate¢ni podminky £(0) = 0 (V case t = 0 byl ubytek koncentrace nulovy,
reakce totiz jesté neprobihala). Po polozeni t = 0 obdrzime

Go — 0 = fa0—bo)el — | — L In 20
bo -0 ag — b() bo

Rovnici (2.3) déle s vyuzitim vztahu pro K pfepiSeme jako

ap — k _ @ec(ao—bo)t
bo—k by '

Ze ziskané rovnice nésledné vydobudeme predpis pro funkci k(). Konkrétné

ao —k = ?ec@w*b@t(bO s
0
?ec(aofbo)tk o k — aoec(aofb())t o CL()
0
ec(aofbo)t -1

/{?(t) = CL()bO

aoec(ao—bo)t _ bO :

Hledanou funkci, popisujici rychlost probihajici chemické reakce, kone¢né urcime
jako derivaci ziskané funkce k(t) dle ¢asu t. Za vyuziti véty o derivaci podilu tak
obdrzime

C(a,() _ bo)ec(a()fb())t(aoec(aofbo)t _ bO)
(aoec(ao—bo)t _ bO)Q

c(ao—bo)t 1 b c(ao—bo)t c(ao—bo)t

e — Dagelag — by)e e

—( ) (ib( to OZ = capbo(ag — b0)2 — 5
(agect@o—bo)t — ) (ageclao—bo)t — p)

k’(t) = a,()bo

+
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Nez zcela opustime metodu separace proménnych, uvazme rovnici typu y'(x) =
f(y), jiz 1ze touto metodou také fesit. Separace v tomto ptipadé vede na rovnici

Za predpokladu, ze f(y) # 0, a ze lze levou stranu rovnice integrovat, ziskame

dy /
—— = [ ldz.
f)
po nasledné integraci pak
Fly)+C ==,

kde C' je integra¢ni konstanta a F(y) primitivni funkce k ﬁ Pomoci inverzni

funkce nasledné uréime hledanou funkci
y(@) = Fi(z - C).

Neékdy ovsem byva praktické ponechat si funkei z(y), jak demonstruje nasledujici
tloha. [9]

Priklad 6

Vratme se jesté jednou k volnému pé-
du z prikladu 3. Situace je velmi po-
dobna. Téleso o hmotnosti m je vypus-
téno rychlosti vy = 0 v homogennim ti-
hovém poli Zemé o konstantnim gravi-
tacnim zrychleni ¢g. Nyni vSak uvazuje- Jal
me piisobeni odporovych sil prostiedi. Na- ®
sim tkolem je vyjadrit vzorec zachycuji-
ci cas t, v némz téleso dosahlo rychlos- E,
ti vt

Protoze se téleso pohybuje po primce kolmé
k povrchu Zemé, vystacime si opét s jed-
nodimenzionalnim pfiblizenim, kdy na téle-
so pusobi pouze tihova sila F, proti a od-
porova sila F, ve sméru osy x, viz obrazek
2.2.

Velikost odporové sily je pfimo umérna Obréazek 2.2: Volny pad
rychlosti pohybu télesa. Mutzeme ji proto
popsat vztahem

F,=kv.

4 Pfi volném padu téleso zrychluje az do okamziku, kdy dojde k vyrovnani sil F, a Fy, a
tedy téleso dosahne takzvané mezni rychlosti. Od tohoto okamziku jiz téleso dale nezrychluje.

11



Na téleso tak ptisobi vysledna sila
F=Fkv—mg,

kde k je konstanta charakteristickd pro dané téleso.> Vyjdeme-li opét z druhého
Newtonova zdkona, ziskdAme pohybovou rovnici

ma = kv —mg.

I v tomto pripadé vyuzijeme védomosti, Ze zrychleni je derivace rychlosti podle
casu

mo = kv —mg.
Po kréaceni obou stran rovnice m ziskavame obycejnou diferencialni rovnici ve
tvaru ' = £(y)

v=—— g,
m
kdy linedrni funkce f(y) = %2 — g je spojitd na R. Funkce f(y) je dale nulova az v
okamziku, kdy dojde k rovnovaze sil, a tedy k dosazeni mezni rychlosti. Omezime-
li se na rychlosti pfed dosazenim rovnovéhy sil, miizeme vyrazem £

+r — g rovnici
vydélit. Nebo-li

Funkei ¢(v) 1ze proto vyjadiit jako

1
t:/kv dv:/Ldv.
g kv —mg

Integral fesime zavedenim substituce w = kv — mg, kde dw = kdv

m 1 m
= — — :—1
t k/wdw . n|w|+C,

po zpétné substituci pak
m

t =
k

In|kv—mg|+ C.

Hodnotu integra¢ni konstanty C', ur¢ime z poc¢ateéni podminky v(0) = 0. PoloZime-
li tak nasledné v = 0, t = 0, obdrzime

1
0= %ln|0—mg|+C:>C: —%ln\ —mg| = %lnm—g.
Pro hledanou funkci ¢(v) tak celkové ziskavame vztah
m m, 1 m . |kv—mg|
t(v) = —In|kv — —In—=—In———.
(v) k n|kv mg|+k nmg o g

5 Pravé ticinek odporovych sil prostfedi a s nim spojend charakteristicka konstanta k je
to, co ¢ini onen propastny rychlostni rozdil mezi pozvolna klesajicim ptacim pirkem a k zemi
stfemhlav se fiticim kusem betonu.
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2.3 Rovnice typu ¢y = f(%), homogenni rovnice

Prvnim krokem na cesté k feseni homogenni diferencialni rovnice je mnohdy jeji
identifikace. Pozname ji tak, Ze dosadime-li do pravé strany této rovnice ve tvaru
y' = f(z,y) za x a y jejich t-ndsobky tx a ty, pficemz ¢t > 0, zistane hodnota
pravé strany nezménéna. Jinymi slovy

[tz ty) = f(z,y), t > 0.

Miizeme poté rovnou psat, ze 3’ je funkci £, nebo-li

r-5(2)

Vidime-li ovSem v zadané rovnici pfimo zévislost y' na £, pak miZeme rovnou

fici, Ze se jedna o homogenni diferencialni rovnici a tento krok preskakujeme.

Napriklad diferencidlni rovnice ' = xﬁ’ﬁ je homogenni, nebot dosadime-li tx za

x a ty za y na pravé strané rovnice, ziskame

- taty _ taty - Ty _
Tt = G gy ~ e e @ Y

Mohli jsme ale piimo vytknout v &itateli i jmenovateli 22, ¢&imz bychom ziskali
x
/
y —=
x2(1

kde je patrné na prvni pohled, Ze vy = f (%), a ze se tedy jedna o homogenni
diferencidlni rovnici. [9]

Jiz vime, ze pred sebou mame homogenni diferencidlni rovnici. Pro jeji feseni
zavedeme substituci

_ y(@)
U(ZL‘) - T )
Poté 1ze funkci y(x) vyjadrit jako
y(r) = u(z)z

a s tim spojenou derivaci y'(x) pak
y'(x) = u'(x)z + u(z).
Resena rovnice i = f (%) tak celkové nabude tvaru
u'r+u= f(u),
kdy f(u) reprezentuje pravou stranu puvodni rovnice po zavedeni substituce.

Zjevné jsme ziskali diferencidlni rovnici, jiz pro f(u) # u a x # 0 umime Fesit
separaci proménnych (2.2)

1
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Vyse uvedeny vztah mtzeme chapat jako obecny vzorec pro feseni homogennich
diferencidlnich rovnic. Mnohdy je vSak snazsi k u(z) dojit nyni osvojenym postu-
pem.

Od u(x) kone¢né prejdeme pomoci uzitého substitucéniho vztahu zpét k hledané
funkei y(z), konkrétné

912

Priklad 7
Zjistéte, zda-li je y' = —x—:y homogenni diferencidlni rovnici. Nasledné naleznéte
jeji obecné feseni na R/{0}.

Zadan4 diferencialni rovnice je zjevné homogenni, nebot

_tx+ty:_t(x+y) :_ery:f(x D).t 0

tx tx x

f(tz, ty) =

Vyraz na pravé strané rovnice nejprve upravme pro snazsi zavedeni substituce
u(r) = £ vytknutim z v ¢itateli i jmenovateli zlomku

y’:—l—g.
T

Po zavedeni substituce na pravé strané rovnice ziskdme kyzenou funkci

flu)=-1—u.
Ptedpis pro f(u) nasledné dosadime do vzorce f(;‘)/ﬂ = %, ziskame tak
u’ 1
—l-u—-u =z
o1
—1-2u a

Obé strany rovnice dale vynasobime minus jednickou a integrujeme

/ du :—/lm.
1+ 2u x

Integral na levé stran€ fesime zavedenim substituce w = 1 + 2u, kde dw = 2du.
Po dosazeni tak ziskavame

1 [dw 1

3 [ == [

2 w x

1
§1n|w|:—ln|:p|+0

po zpétné substituci pak

1
éln|1+2u|:—ln|:p|+0.
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Prezna¢ime K = e“ a dle pravidel pro pocitani s logaritmy rovnici upravime

nasledujicim zptsobem
K
In+/|1+ 2ul :lnﬂ.
x

Z rovnosti logaritmt plyne rovnost jejich argumenti

K
VI1+2u = —.
|z]

Abychom ziskali u, nejprve obé strany rovnice umocnime na druhou

K\ 2
|1+ 2u| = (—)
||

2

1+ 2u =
T

Pfeznac¢ime-li ndsledné +K? = L , miizeme odstranit absolutni hodnoty na obou
stranach rovnice, aniz bychom tim porusili ptivodni rovnost

L 1/L

Hledanou funkeci y(z) kone¢né vyjadiime za pomoci ziskané funkce u(z) z uzitého
substitu¢niho vztahu jako

2.4 Rovnice typu ¢y’ + a(z)y = b(x), linearni rov-
nice
Rovnici 3 + a(z)y = b(x) zveme homogenni, jestlize b(z) = 0.° V opa¢ném pri-

padé hovorime o rovnici nehomogenni nebo také o rovnici s pravou stranou.

Nutno poznamenat, ze nazev homogenni ma ve smyslu linearnich diferencialnich
rovnic zcela odlisny vyznam nez v pfipadé homogennich diferencialnich rovnic
(2.3). Vyvarujme se proto jejich zaméné ¢i pfipadnému ztotoznéni!

Zaméime se nejprve na reSeni homogenni rovnice
/
y +a(x)y=0.

Ptrevedeme-li ¢len a(x)y na pravou stranu, obdrzime

/

y = —a(r)y,

6 Znak ,=“, volné prekladame jako ,identicky rovno“, v tomto kontextu uzivame pro zdi-
raznéni skuteénosti, Ze je hodnota funkce b(x) na uvazovaném intervalu konstantné nulova,
nezavisle na volbé x.
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tedy rovnici se separovanymi proménnymi (2.2). Pov§imnéme si nejprve, ze y = 0
je vzdy trividlnim fesenim této rovnice. Uvazime proto pouze ostatni ptipady,
kdy y # 0 a rovnici y vydélime

Lze-li dale rovnici integrovat, ziskame

% = —/a(:c)da:

In (Ky) :—/a(x)d:p; KeR; Ky>0.

Néslednym odlogaritmovanim pak obdrzime”

Z podminky pro K plyne C' € R/{0}. Pokud ovSem uvazovanou mnozinu rozsiri-
me o moznost C' = 0, zahrneme do vysledného vzorce i zminované trivialni feseni
y = 0.

Nyni jiz mame k dispozici obecné feSeni homogenni rovnice, pro jednoduchost,
yn = Cyo, pak yo = e~/ @47 Oznagme déle Yp libovolné jedno feSeni vyhovujici
rovnici s pravou stranou

y'+a(x)y =b(x).
K nalezeni tohoto partikularniho feSeni y, vyuzijeme metodu zvanou variace kon-

stant, spocivajici v nahrazeni konstanty C' ze vztahu pro y;, funkci C'(z), jinymi

slovy
yp = Cl(z)yo = C(x)e I o,

Abychom ziskali konkrétni podobu funkce C'(z), musime nejprve vyjadfit derivaci
= /()@ — Olaya(a)e o
Dosadime-li nésledné y, a y;, do feSené nehomogenni rovnice y' + a(r)y = b(z),
ziskame
C'(z)e~ T @ _ O(z)a(x)e™ /9@ 4 O(x)a(z)e™ ] * @ = p(z)
C'(z)e S @@ — p(g) .

Povsimnéme si, Ze ¢leny s C(x) se odecetly, coz lze povazovat za kontrolu sprav-
nosti pii feseni konkrétnich linearnich rovnic.

Vysledkem je diferencialni rovnice vedouci na pfimou integraci. Nejprve osamo-
statnime C’(z) na strané levé

C'(x) = b(x)el “%

7 Ziskany vysledny vzorec pro obecné feseni homogenni rovnice byva v literatuie také zvan
obecny integral homogenni rovnice. [12]
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Nasledné piimou integraci urc¢ime funkci
C(z) = /b(x)efa(m)dxdx,

a s jeji pomoci pak kone¢nou podobu partikularniho feSeni rovnice s pravou stra-
nou

Yy = /b(x)ef a(m)dxdx . e—fa(x)da: )

Nyni mame k dispozici jak obecné feSeni homogenni rovnice vy, tak i partikularni
feSeni rovnice s pravou stranou y,. Uvazme dale soucet y = y;, + y,. Dosadime-li
takto vyjadiené y do Tesené rovnice s pravou stranou, ziskdme

(yn + yp)" + al@)(yn + yp) = b(x)
s vyuzitim véty o derivaci souctu pak
Yn + Yp + alz)yn + alz)y, = b(x).
Vhodnym preuspoiradanim a uzavorkovanim levé strany, konec¢né ziskame
(v, + al@)yn) + (v, + al2)y,) = b()

Déle vyuzijeme skutecnosti, Ze y, Fesi homogenni rovnici, nebo-li y; +a(z)y, = 0,
a yp pak rovnici s pravou stranou, nebo-li y, +a(x)y, = b(z). Celkové tak obdrzime

To ale znamen4, Ze nami navrhované y = y,, + ¥, je opét feSenim rovnice s pravou
stranou a vzhledem k libovili v konstanté C' se ve skutecnosti jedna pfimo o
feSeni obecné.

S prihlédnutim k dfive odvozenym vztahtim, tak pro obecné feseni rovnice s
pravou stranou y plyne vztah®

Y=Yn+Yp
y = Cyo+ C(x)yo
Y= Ce—fa(m)dx + / b(l‘)ef a(m)dxdx . e_fa(m)dx '

Pfi feseni linearnich diferencialnich rovnic vsak radéji upfednostnéme nyni osvo-
jeny postup pred memorovanim pravé ziskanych vzorci. [9]

8 Ziskany vysledny vzorec pro obecné feseni nehomogenni rovnice byva v literatuie také
zvan obecny integral nehomogenni rovnice. [12]
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Priklad 8
Naleznéte obecné feSeni linearni diferencidlni rovnice iy’ — y cosx = cos x.

V souladu s osvojenym postupem nejprve urc¢ime pomoci separace proménnych
obecné Teseni homogenni rovnice

y —ycosz =0.

Clen y cosz prevedeme na pravou stranu a pro y # 0 rovnici délime y, ziskdme
tak

/
v = COSZ .
Y

Funkce na obou stranach rovnice jsou spojité, rovnici proto mizeme integrovat

/%:/COSZL‘dl‘,
Y

In(Ky) =sinz; Ky > 0.

nebo-li

Po nésledném odlogaritmovani pak obdrzime

Ky — esinx

. 1
g = Ce™* O = .

Ze ziskaného obecného feseni homogenni rovnice y, nasledné za pomoci variace
konstant vyjadiime partikuldrni feSeni rovnice s pravou stranou

yp — C(x)esin:v
a s tim spojenou derivaci
y, = C'(2)e™™* + cos xC(x)e™™ " .

Pro konkrétni podobu funkce C(r) dosadime y, a y, do feSené rovnice y' —
ycosx = cos x, ziskdme tak

C'(z)es™ + cos vC(x)e™™* — cos xC(x)e"™™* = cos .
V souladu s obecnym postupem se ¢leny s C'(z) odectou.

C'(z)es™" = cos

C'(z) = cosze”

sinx

Ziskame tak diferencialni rovnici se spojitou funkci na pravé strané, vedouci na
primou integraci

C(z) = /cosxeSi”dx.

Pro feseni integralu zavedeme substituci w = —sinz, kde dw = —cosxdx. Celkové
tak ziskdvame

C(x) = —/ewdw
Cz)=—e"+L; L eR.
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Protoze hleddme jedno konkrétni feseni rovnice s pravou stranou, volime L = 0.
Nebo-li
w
C(z) = —e",

po zpétné substituci pak

C(x) = —e "%,

Skrze C(x) ze vztahu y, = C(x)eS™* nasledné vyjadiime partikuldrni feseni rov-
nice s pravou stranou

Yp = —e~ sinmesinm
Yp = -1 )

a za pomoci y, ze vztahu y = y,+y; konecné i hledané obecné feseni nehomogenni
rovnice
y — _1 + Cesulx .

Zadani nasledujiciho ptikladu je volné prevzato z [11].

Priklad 9

Urcete funkei m(t) popisujici hmotnost necistot v jezefe o objemu V' v ¢ase t, je-li
hladina vody v jezefe neménnd, tj. pritok, respektive odtok vody je konstantni.
Pro jednoduchost dale predpokladejte, ze rozlozeni znecistujicich ¢astic v jezefe
je rovnomeérné a rychlost v, kterou pritékaji, je konstantni.

Protoze je odtok rovnomérny, mizeme predpokladat, ze za den odtece V; vody.
To ale znamena, ze pomér % udava, jak velkd cast vody se v jezefe vymeéni

za jednotku casu, v tomto pripadé den. Zménu hmotnosti necistot v jezere tak
zachycuje linearni diferencialni rovnice

Vo
m(t) = ——m(t) +v.
(t) = —om (1
Zaméime se nejprve na feSeni prislusné homogenni rovnice
Vo
m+—=m=0.
Vv
V souladu s (2.6) jde o rovnici se separovanymi proménnymi
. Vo
m=——m,
Vv
kterou pro m # 0 upravime jako
oV
m V
a integrujeme
dm Ve
dm _ Vo [,
m V

In(Km) = —%t; Km>0.
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Po nésledném odlogaritmovani pak ziskdme obecné feseni homogenni rovnice

1
mh:Ce*%t; K = ok

Dale svou pozornost obratime k rovnici s pravou stranou

m+V°m—v
V - 9

kdy vyuzijeme ziskané feSeni my a variaci konstant. Partikularni feseni rovnice
s pravou stranou tak hledame dle (2.2) ve tvaru

Vo

m, = C(t)e V"',

Nejprve vyjadiime derivaci

a nasledné jak m, tak 71, dosadime do fesené nehomogenni rovnice

Vo vy Vo
—e

C’e_%t - C 7 vl VC’e_VOW =.

Cleny s C(z) se odectou

.7&1 . Kl
CeVi=p=(C=vpevt

a my tak ziskdme diferencialni rovnici fesitelnou pfimou integraci

C:v/e%tdt.

Pro feSeni integralu zavedeme substituci w = %t, kde dw = %dt. Ziskdme tak

C = %v/ewdw

C:%veijL.

Protoze hledame jedno konkrétni feseni rovnice s pravou stranou, konstantu L
polozime rovnu nule

V Vo
C=—vevt,
0

S vyuzitim vztahu pro C(t) dale vyjadiime

4 Yoy Yoy N
m, = —vev'e m, = —uv
P T
a skrze m = my, + m, pak konecné i obecné feSeni
v,V
m(t)=Ce Vi4 —v.
Vo
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Predpokladame-li déle, Ze v ¢ase t = 0 nebylo jezero znecisténo, tedy m(0) = 0,
muzeme urcit konstantu C' jako

\% 1%
OzCeO+70v:>C:—VOv.

Pro hledanou funkci m(t) pak celkové ziskavame

2.5 Rovnice typu 3 + a(x)y = b(x)y", Bernoulliho
rovnice

Pii feSeni rovnic tohoto typu obvykle uvazujeme n > 1, nebot pro n = 0 ziskdme
nehomogenni lineadrni rovnici, pro n = 1 pak homogenni linearni rovnici.
Pron > 1 a y # 0 nejprve celou rovnici vydélime vyrazem 3" (y = 0 je opét
trividlnim feSenim) a ziskdme
/

) 1-
s +a(z)y " =b(x).
Néaslednym zavedenim substituce

1-n !

u(z) =y(z) " = u'(z) = (1 —n)y(x) ™"y

tak obdrzime nehomogenni linearni rovnici

u/

T + a(z)u = b(x),

jejimz feSenim ziskdme funkci u(z) a od ni pak piejdeme zpét k hledané funkci
y(x) pomoci uzitého substituéniho vztahu

y= ""Vu.

Jinymi slovy, feSeni Bernoulliho rovnice prevadime v feSeni linedrni rovnice. [12]
Priklad 10
Prevedte feSeni Bernoulliho rovnice y' — iy = ixy5 na feseni prislusné linearni
rovnice.
V souladu s osvojenym postupem rovnici nejprve délime y°, ziskdme tak

/
Y

5
Y

Nésledné zavedeme substituci u(z) =



Pro derivaci u/(z) tak bude platit

/

Y

I

Po zavedeni substituce tak feSena rovnice prejde v rovnici

1, 1 1
——U — U= —T
4 4 4

a po vynasobeni obou stran minus ¢tyfkou pak
utu=—x,

coz je skutecéné jednoduché linearni rovnice. Pro zajemce je$té uvedme ve struc-
nosti jeji feseni. Mimoradné pfitom vyuzijeme dfive odvozeného vzorce

U(.T) _ Ceffa(:v)dm + / b(x)efa(m)d:vdx . effa(:v)d:v )

Pro a(z) = 1, b(x) = —x tak pro dil¢i integraly bude platit

[atoyte = [ 1d0 =

/b(x)ef“(m)dx = / —ze®dr = —xe” + /emdx =—€e"(z—-1),

pricemz jednotlivé integracni konstanty jsou jiz zahrnuty ve vyse uvedeném obec-
ném vzorci.

Po dosazeni tedy pro u(z) celkové ziskdvame vztah
ulz)=Ce™® —e*(x—1)e*=Ce® —x+1.

Zpét k hledané funkei y(z) koneéné prejdeme pomoci uzitého substituéniho vzta-

hu
1 1

ylo) = Vu(z) T YOer—z+1
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v ° ld ° o p I °
3. Obycejné diferencialni rovnice
Vv 2 v »
vyssiho radu
Stejné jako v pripadé€ rovnic prvniho fadu, i v této kapitole jsou typové rovnice
uvadény v upravenych tvarech, na néz je fesené rovnice nejprve nutno prevést.

Ve vSech pripadech déle predpokladame spojitost uvazovanych funkci, respektive
derivaci.

3.1 Rovnice typu y = f(z), n-nasobna integra-

ce
Rovnice typu y™ = f(z) fesime n-nasobnou integraci. Pro hledanou funkci y(x)
tak plati
o= (- ([ros)ar) o
h n—l:;ét : h n—gét :
[9]

S rovnici tohoto typu jsme se jiz setkali v ptikladu 2 v podkapitole (2.1). Nasim
tkolem tehdy bylo od rovnice popisujici zrychleni hmotného bodu pfi volném pa-
du dojit k funkcim popisujicim jeho rychlost a polohu. Ulohu jsme vyfesili dvojim
nasazenim piimé integrace. V pripadé funkce popisujici polohu hmotného bodu
jsme tak nevédomky vyuzili pravé dvojnasobnou integraci.

Priklad 11
Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice y”' = cos x. Déle urcete partikularni
feSeni vyhovujici po¢ateénim podminkam y(0) = ¢'(0) = y”(0) = 0.

Nejprve se zaméfme na obecné feseni. Na pravé strané fesené rovnice se nachazi
spojita funkce. Uzitim trojnasobné integrace tak postupné ziskavame

y' = / cos rdx

y" =sinx + C;
y = /(sinx+C’1)dx
y' = —cosz + Crz + Oy

Y= /(—Cosx + Cix + Cy)dx

2
y:—sinx+Cl%+C’2x+C’3.

Z pocateéni podminky y”(0) = 0 nejprve urc¢ime konstantu C}

0=sin0+Cy=C;=0.
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Déle z podminky 3(0) = 0 ur¢ime konstantu Cy
0=—cos0+Cy=Cy=1.
Kone¢né z podminky y(0) = 0 ur¢ime konstantu Cj
y(0)=0=—sin0+1-0+C5=C5=0.
Pro hledané partikularni feseni tak celkové obdrzime vztah
y=—sinzr+x.

Povsimnéme si, ze stupen volitelnosti rovnice odpovida jejimu fadu n.

3.2 Rovnice typu y" = f (z,y""V)

Rovnice typu y™ = f (3:, y("’l)) v sobé skryvaji navrat k rovnicim prvniho fadu
(2.6). Po zavedenim substituce

2(a) = y" D (x),

kde prislusna derivace ma podobu

feSend rovnice prechazi na rovnici

z’:f(a:,z),

tedy skuteéné na diferencialni rovnici prvniho fadu. ReSenim této rovnice dle
(2.6) ziskdme funkci z(z), s jejiz pomoci pak skrze (n — 1) ndsobnou integraci
vyjadiime i hledanou funkci

UL (s) e

-~ -~

(n—1)-krat (n—1)-krat

(9]

Priklad 12
Naleznéte obecné feseni diferencidlni rovnice z2y” = (y')2.

Pro x # 0 nejprve rovnici délime z2, ziskdme tak
b

Nésledné zavedeme substituci



poté
2=y

Resena rovnice tak prechazi na rovnici

2\ 2
x
tedy rovnici prvniho fadu vedouci na separaci proménnych, kdy pro z # 0 obdr-
Zime )
z 1
22
Na obou stranach rovnice se nachéazeji spojité funkce, rovnici proto lze integrovat

dz dx
22 ) 22
1 1
——=—+4+0C;CeR.
z x

Pro pomocnou funkei z(z) tak po tpravach ziskdme predpis

oz
C1-Cz’

z

K hledané funkci y(x) konetné prejdeme skrze uzity substituéni vztah jednona-

sobnou integraci
~ d
= x.
4 1-Cx

Integrovanou racionalni funkci nejprve upravime pomoci déleni polynomii na

1 1
= (e

1 1 1
y:—a/ldera/l_dex.

Néasledné druhy z integralii na pravé stran€ prevedeme zavedenim substituce w =
1 — Cz, kde dw = —Cdx, na tabulkovy integral é J idw. Po vyfeseni obou
integraltl a nasledné zpétné substituci pak konecné pro hledanou funkci ziskame
vztah

1 1
y:—ax—aln|1—0x|+K.

3.3 Linearni rovnice n-tého radu
Linedrni diferencidlni rovnici 7ddu n rozumime rovnici
any™ 4 a1 ()" 4 ap_o(@)y™ D 4 -+ ag(z)y = b(x); an #0.

V piipadé, ze b(x) # 0 hovofime o rovnici nehomogenni, respektive o rovnici s
pravou stranou, v opacném piipadé, kdy b(z) = 0 pak o rovnici homogenni.

Zamétme se nejprve na homogenni rovnici
any™ + an 1 (2)y" Y + -+ ag(x)y = 0.
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Stejné jako v pfipadé linearnich rovnic prvniho fadu, y = 0 je vzdy trivialnim
feSenim této rovnice.

Jsou-li déle y;, yo feSenimi homogenni rovnice, pak i jim prislusna linearni kom-
binace y = c1y; + coyo Tesi téz homogenni rovnici. Coz snadno dokazeme pirimym
dosazenim

n n—1
n, (Clyl + Czy2)( : + an-1() (Clyl + Czy2)( : + -+ ao(w) (Clyl + C2y2) =0.
Za pomoci véty o derivaci souctu tak ziskame

(n) (n) (n—1)

anc1yy” + ancays” + an_1(z)cry;" =y

+ anfl('r)CQyZn +

+ -+ ag(z)eryr + ag(z)cayz = 0
a po nasledném preusporadani a preuzavorkovani pak

c1 (any@ Fap (@) 44 ao(x)?h) +

+Co (anyén) + anfl('r)yénil) +eeet ao(l’)y2> =0.
Konecné vyuzijeme predpokladu, ze jak y;, tak y, fesi ptivodni homogenni rovnici,
vyrazy v zavorkach jsou proto rovny nule

01(0)+CQ(0):0

V teci linearni algebry nami ucinéné poznatky poukazuji na skutecnost, ze mno-
Zina vSech Teseni homogenni soustavy tvoii vektorovy prostor. Dimenze tohoto
prostoru odpovida fadu rovnice n a pfislusi mu baze {yi, - ,yn}, jiz v termi-
nologii diferencialnich rovnic zveme fundamentdlni systém (vice informaci o této
problematice je k nalezeni napfiklad v [7] na strané 33 - 35). Kazdé feseni homo-
genni rovnice tak lze vyjadrit jako linedrni kombinaci

Yo = C1Y1 +C2Y2 + -+ + Crlp -

V pfipadé linedrnich rovnic prvniho fadu (2.6) jsme ukazali, Ze obecné FeSeni
nehomogenni rovnice y lze vyjadrit jako soucet

y:yh_'_ypa

kde y;, znacilo obecné feseni prislusné homogenni rovnice, y, pak jedno konkrétni
partikularni feSeni rovnice s pravou stranou. V ptipadé linearnich rovnic fadu n
bychom pii témze znaceni stejnym postupem dospéli k témuz zaveru.

Dalsim vyznamnym pojmem na poli linearnich diferencialnich rovnic je Wronske-
ho determinant nebo téz wronskidn. Jak napovida nazev, jedné se o determinant

e A
sz(fhfz,-'-,fn)(xo): 15900 25% 5 ngxo ’
A (o) £ (o) VY (@)



kde fi, fa,- -+, fn jsou funkce, jez maji v bodé xy derivaci do fadu n — 1 véetné.

Poznamenejme, ze tvoti-li funkce yq, 49, - - - , ¥, fundamentélni systém dané linear-
ni rovnice, je nutné W = w(yl, Yo, - - ,yn) (z) # 0 v kazdém bodé x uvazovaného
intervalu, na némz rovnici fesime. Tyto funkce totiz museji byt linedrné nezavislé
(vice o determinantech reguldrnich matic k nalezeni na strané 168 v [1]).

Dalsi aplikaci wronskianu pfi FeSeni linearnich rovnic si ukédzeme v (3.3.3). [9][12][7]

3.3.1 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Homogenni rovnici s konstantnimi koeficienty rozumime rovnici
any'™ 4 a1y Y+ an oy 4 agy = 0; ag,an, - ,an 1 €ER.

Uvazme y ve tvaru
y=e* \eC.

Dosazenim navrhované funkce y do feSené rovnice tak ziskame
n n—1 n—2
a, (e)\x)( ) + Ap1 (e)\x)( ) + Ao (e)\m)( ) T ao (e)\a:)

an)\ne)\x _'_anil)\n—le)\m 4. _'_al)\e)\a: _'_aoe)\x

M (ap A" + ap A"+ A + )

0
0
0

Uvédomime si, Ze vyraz e’ je vzdy vétsi nez nula. Aby rovnost platila, nutné
tedy musi byt
AN 4 @ A"+ a A+ ag=0.

O ziskané rovnici Y ,_,axA® = 0 hovoiime jako o charakteristické rovnici pri-
slusné dané diferencialni rovnice a o polynomu P(X\) = >} aAF pak jako o
charakteristickém polynomu této rovnice.

Jinymi slovy, je-li A kofenem charakteristické rovnice, je navrhovana funkce y =
e’ feSenim pifslusné homogenni rovnice. [7]

Reseni homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty tak piechdzi v hledani fe-
seni algebraické rovnice. O této problematice algebra tika, ze algebraické rovnici
stupné n prislusi n kofenti v oboru komplexnich ¢isel. Pficemz nékteré z téchto
kofentl se mohou opakovat, jinymi slovy, byt nékolikanasobné. Pro komplexni ko-
feny navic plati, Ze se nutné vyskytuji v komplexné sdruzenych dvojicich. [I]

Poznamenejme, ze zkusenéjsi poc¢tari béhem vypoctu v fesené rovnici automatic-

ky nahrazuji ptislusné derivace patficnymi mocninami A, pricemz maji na pameéti,
kde tkvi podstata tohoto kroku.

Uvazme nejprve piipad, kdy jsou kofeny charakteristické rovnice Aj, Ao, -+, A\,
navzajem riizna realna &isla. Linedrné nezavislé funkce e’ e*2® ... eM? pak
tvori ptislusny fundamentalni systém. Obecné feseni tak lze vyjadrit jako

Y = c1eMT 4 e 4 e
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V piipad¢, ze je napiiklad \; = a+ i, \; = o — Bi dvojici komplexné sdruzenych
kofentl, vyjdeme z komplexniho formalismu, kdy e**%" = e®(cos fx + isin Bz) a
e Pl = e%(cos Bx — isin Bx). Po vyjadieni potiebnych derivaci obou funkei a né-
sledném dosazeni do pFislusné homogenni rovnice zjistujeme, Ze jak jejich realn,
tak jejich imagindrni ¢ast fesi tuto rovnici (vice na strané 45 - 46 v [7]). Jinymi
slovy, dvojici komplexné sdruzenych kotfenii charakteristické rovnice \; = o + (1,
Aj = a — (1 odpovidéa dvojice feSeni e® cos 3, e* sin 3.

Dale v pripadé, kdy maji nékteré z korentu charakteristické rovnice nasobnost
k > 1, je tfeba tuto skutecnost zohlednit. Pro k nasobné koteny tak plati nasle-
dujici dvé tvrzeni.

Je-1i A redlnym korenem charakteristické rovnice s nasobnosti k > 1, pak funkce

e)\:z:7 xle)\m’xQe)\x’ . ’xk:fle)\m

jsou nezavislymi feSenimi prislusné homogenni rovnice.

Je-li A = a £ Bi dvojice komplexné sdruzenych komplexnich kotenii charakteris-
tické rovnice s nasobnosti £ > 1 (mysleno, Ze se tato dvojice opakuje k-krat), pak
funkce

e cos B, € sin Sz, £1e™ cos B, x1eC sin B, - - -, 28 1e?® cos Bx, ¥ e sin Sz

fesi prislusnou homogenni rovnici.

Obé tvrzeni o vicenasobnych realnjch, respektive komplexnich kofenech jsou ve
své obdobé dokdzdna napiiklad v [7] na strandch 43 - 46. Pro nase ucely vsak
postaci vychazet z jejich platnosti. [9][7]

Priiklad 13
Naleznéte obecné Feseni homogenni linearni rovnice y(™ — y©® — 2" = 0.

Vzhledem ke skutec¢nosti, ze se jedna o linearni homogenni rovnici s konstantnimi
koeficienty, budeme jeji feseni hledat ve tvaru

y=e

Po dosazeni navrhovaného reSeni do feSené rovnice obdrzime charakteristickou
rovnici

AT =X —2X% =0
BT =N -2)=0
M2 —-2)(\V4+1)=0.

Vidime, ze A = 0 je trojnasobnym kofenem charakteristické rovnice, ¢emuz od-
povidaji feseni 1, = €%, 1o = 2%, y3 = 2%, nebo-li y; = 1, y» = x, y3 = 2.
Dalsimi kofeny jsou A = ++/2, jimz odpovidaji feSeni y, = e_ﬁx, Ys = eV g
dvojice komplexné sdruzenych kotfenit A = 0 4 17 s nasobnosti jedna, jiz prislusi
feseni yg = e cos 1z, y7 = €’sin 1z, nebo-li ys = cosz,y; = sinx. Téchto sedm
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funkci tvofi fundamentalni systém fesené homogenni rovnice.

Pro hledané obecné teseni tak bude platit

—V2w + 056‘@”

yh:cl+c2:c—|—ch2+c4e 4+ cgcosT + cysinx .

Zadéni nasledujiciho piikladu je volné prevzato z [9].

Priklad 14
Uvazte matematické kyvadlo, kulicku o hmotnosti m > 0 zavéSenou na vldkné
délky [ > 0. Po vychyleni z rovnovazné polohy zacne kulicka kmitat. Urcete funkci
©(t) popisujici thlovou odchylku od rovnovéazné polohy v ¢ase t. Pro zjednoduseni
predpokladejte pouze malé odchylky, tj. odchylky do 5 stupnii. Odpor prostiedi
zanedbejte.

Uvédomime si, Ze smérem kolmo k zemi na kulicku plisobi gravitacni sila Fy, = mg,
kde g je gravitacni konstanta. Jeji slozku prislusejici sméru tecny ke kulickou opi-
sované kruznici tak mizeme vyjadrit jako F,; = —mgsin ¢, viz obrazek 3.1. Pro
délku oblouku kruznice s odpovidajici thlu ¢ dale plati s = lp a pro s tim spo-
jenou c¢asovou derivaci pak § = [p.

Obrazek 3.1: Matematické kyvadlo
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Po néasledném vyuziti druhého Newtonova zakona F' = ma tak v ramci tecné
slozky ziskame diferencialni rovnici

ms = —mgsinp.

S prihlédnutim k diive uvedenému vztahu pro druhou derivaci § a skutecnosti,
Ze pro malé thly je sin ¢ = ¢ tato rovnice nabude tvaru

gb+%g0:0.

Ziskanou homogenni rovnici s konstantnimi koeficienty déle fesime v souladu s
(3.3.1). Nejprve proto uréime piislusnou charakteristickou rovnici

N4 =0
=9
z
g
A=xiy /2.
"W

Protoze jsme obdrzeli jednonasobnou dvojici komplexné sdruzenych kofeni, vy-
jadiime prislusna teseni jako cos \/?t, sin ﬂt a hledané obecné feseni pak ve

tvaru
on(t) = c1 cos \/%t + ¢y sin \/%t .

3.3.2 Rovnice se specialni pravou stranou

Linearni rovnici s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou nebo struc-
néji rovnici se specialni pravou stranou, rozumime rovnici

any™ + ap 1y + an oy + -+ agy = € (By() cos Bz + Qy(x) sin Bz);

a’O)"'aa'neRa

kde P,(x), Qq(x) jsou obecné polynomy stupné p, ¢, pfi¢emz pripoustime i moz-

nost P,(z) =0 nebo Q,(z) =0
Vzpomeneme si, ze obecné feseni nehomogenni linearni rovnice lze vyjadrit jako

?/:?/pJF?/h,

kde y;, je obecné feSeni homogenni rovnice a ¥, jedno konkrétni feseni rovnice s
pravou stranou.

Jak se dobrat obecného teseni y;, homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty
jsme si ukazali v (3.3.1). Zbyva ukézat, jak ziskat partikuldrni FeSeni rovnice ne-
homogenni.
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Pro jednoduchost nejprve uvazme piipad, kdy konstanty «, 5 = 0, zjevné pak
feSime rovnici

Na pravé strané rovnice tedy mame polynom F,(z), na strané levé pak linearni
kombinaci derivaci funkce y tadu k = m,m+1,--- ,n; m > 0. Uvédomime si, ze
derivaci polynomu je opét polynom stupné o jedna nizsiho. To ale znamena, Ze
polynom na pravé strané mizeme chapat jako polynom vznikly linearni kombinaci
derivaci jiného polynomu. Partikuldrni feseni tak hledame jako polynom stupné
p + m. V jednodussim piipadé, kdy m = 0, ptjde o polynom S,(z) = spzP +
sp_lxp_l + .-+ 517 + Sp stupné p, a tedy

Yp = Sp() .

V ptipadé, kdy m > 0, tedy v pfipadé, kdy 0 je m-nasobnym kofenem charak-
teristické rovnice, vSechny ¢leny navrhovaného polynomu stupné mensiho nez m
budou po nasledném dosazeni do rovnice derivovanim vynulovany, a budou tedy
feSenim homogenni rovnice. Jinymi slovy, konstanty u téchto cleni lze polozit
rovny nule. Jako partikularni feseni proto volime

Yp = " Sp(x) .

Konkrétni podobu koeficientt s,,s,_1,- -, 51, 59 nasledné ur¢ime z rovnosti po-
lynomt po dosazeni nami navrhovaného partikularniho feseni do feSené rovnice.

[9]

Priklad 15
Naleznéte obecné feSeni diferencidlni rovnice v’ — ' =«

Nejprve se zaméime na obecné FeSeni piislusné homogenni rovnice 3" — y' = 0.
V souladu s (3.3.1) hledame jednotliva feseni ve tvaru y = e*. Pro tyto tudely
urcujeme prislusnou charakteristickou rovnici

M —A=0
AA—1)=0.
Vidime, zZe charakteristickd rovnice méa dva kofeny Ay = 0 a Ay = 1. Témto

kofentim piislusi funkce y; = 1 a yo = €”. Hledané obecné feseni ma tak tvar
€T
Yp = C1 + C2€” .

Zbyva urcit partikuldrni feSeni rovnice s pravou stranou y,. PovSimneme si, Ze
na pravé strané rovnice je polynom stupné p = 1. Zohlednime déle skutecnost, ze
je nula jednonasobnym kofenem charakteristické rovnice a hledané partikularni
feseni navrhujeme ve tvaru

yp = 2'S1(7) = x(ax + b) = az® + bx.
Pro derivace y,,, y, bude platit

Yy, = 2azx + b
Yy, = 2a.
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Néslednym dosazenim y,y, do fesené rovnice pak ziskdme

2a —2ax — b=z
(—2a)r + (2a —b) = 1z +0.

Aby se polynom na strané pravé rovnal polynomu na strané levé, museji se rovnat
i koeficienty u odpovidajicich si mocnin. Porovnavanim dil¢ich koeficientti tak
dojdeme k soustavé rovnic

—2a=1
20 —b=0,

jiz prislusi feseni a = —%, b = —1. Pro y, tak celkové ziskdvame tvar
Yp=—=2" —x
a pro hledané obecné feseni pak
T 1 2
Y = C1 + o€ +—§:c —x.

Jiz vime, jak postupovat v jednodussim pripadé, kdy «,8 = 0. Uvazme daéle
moznost, ze jsou tyto konstanty libovolna realna cisla, fesime pak rovnici

any™ + ap 1y + an oy + -+ agy = € (By(7) cos Bz + Qy(x) sin Bz) .

Vystacime si s tvrzenim([7] strana 46 - 48), Ze je-li A = « + (i k-ndsobnym
kofenem charakteristické rovnice, hledame partikularni feseni ve tvaru

yp = 2"e** (S, (x) cos B + Ty(z) sin Bz)
kde s odpovida vétsimu z ¢isel p, q a S, T jsou obecné polynomy stupné s.

Stejné jako v predchozim zjednoduSeném piibliZzeni i nyni navrhované feSeni y,
dosadime do fesené rovnice a z nasledné rovnosti odpovidajicich si koeficienti
ziskdme soustavu rovnic, a jejim feSenim pak i konkrétni podobu jednotlivych
koeficienti. [7]

Priklad 16

Naleznéte obecné feseni diferencidlni rovnice y” — 3/ = x%e®.
Opét vyjdeme ze skutecnosti, ze obecné feseni nehomogenni rovnice lze vyjadrit
jako y = yp + y,. Homogenni rovnici y” — 3y’ = 0 jsme jiz fesili v ptikladu 15.
Vyuzijme proto diive ziskany vysledek
xr
Yp = C1 + C2€” .
Zbyva urcit partikuldrni feseni nehomogenni rovnice y,. Uvédomime si, ze jde o

rovnice se specidlni pravou stranou ve tvaru P,(x)e**, kde Py(z) = 27, f = 0,
a =1 a s = 2. Dale vzhledem ke skutecnosti, ze je A = 1+ 07 = 1 jednonasobnym
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kofenem této rovnice, pokladdme k£ = 1. Hledané partikularni feseni tak celkové
navrhujeme ve tvaru

1 1z

yp = x'e" (Sa(x) cos 02 + Ty(x) sin 0x) = ze”(az® + bz + ¢) = e”(az® + bz’ + cx).
Pro derivace y,,, y, tak plati

/

y, = €"(az’® + ba® + cx) + ¢”(3aa® + 2bx + ¢)

=e"(az’® + (3a + b)z® + (2b + )z + ¢)
yn =" (az® + (Ba+ b)a® + (2b + c)z + ¢) + " (3az® + 2(3a + b)z + (2b+ ¢))
e”(az® + (6a + b)z® + (6a + 4b+ ¢)z) + (2b+ 2c) .

Néslednym dosazenim y;,, v, do feSené rovnice obdrzime

" (az’+(6a+b)z” + (6a+4b+c)x) + (20+2¢) —e” (az’ + (3a+b)z* + (2b+c)z+c) =
= re”
Po kraceni vyrazem e* a dalSich tpravach ziskame
3ax? + (6a + 2b)x + (2b 4+ ¢) = 2
3ax® + (6a + 2b)x + (2b+¢) = 2> + 0z + 0.

Porovnavanim koeficienti u pfislusnych mocnin dojdeme k soustavé rovnic

3a =1
6a+2b=0
2b4+c¢=0,
jiz prislusi feseni a = %, b = —1 a ¢ = 2. Pro partikularni feseni tak celkové

ziskavame

1
yp =e” <§x3 -z’ + 21’)

a pro hledané obecné feseni nehomogenni rovnice pak
T T 1 3 2
Y=Ynt+Yp=2=C+C€ +e€ gzp —x*+2x | .

Priiklad 17
Naleznéte obecné feSeni diferencialni rovnice y” — ' = e cos x.

Stejné jako v prikladu 16 i nyni vyjdeme ze skuteCnosti, Ze obecné feseni neho-
mogenni rovnice lze vyjadrit jako y = y;, + y,. Homogenni rovnici ¢y —y' = 0
jsme jiz tesili v prikladu 15. Vyuzijeme proto opét diive ziskany vysledek

Yp = €1 + c2€” .

Zbyva urcit partikuldrni feseni nehomogenni rovnice y,. Uvédomime si, Ze jde o
rovnici se speciélni pravou stranou ve tvaru e®® (P,(z) cos Sz + Qq(x) sin fz), kde
Py(z) =1, Qo(z) =0, B =1, a =1 a nejvyssi v ni obsazeny polynom ma stupern
s = 0. Déle vzhledem ke skutecnosti, Ze A = 1 + 17 neni kofenem charakteristické
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rovnice, pokladame k£ = 0. Hledané partikularni feseni tak celkové navrhujeme ve
tvaru

yp = 2% (So(z) cos(1z) + Ty(z) sin(1z)) = €*(acos +bsinz) .
Pro derivace y,,, y, bude platit

xT

e“(acosz + bsinx) + e”(—asinx + bcos x)
e’ ((a+b)cosz + (b — a) sinx)

¢”((a+b)cosz + (b—a)sinz) +e"(—(a+b)sinz + (b — a) cos x)

e”(2bcosx + —2asinx) .

Néslednym dosazenim y;, y; do fesené rovnice tak obdrzime
e”(2bcosx + —2asinz)+
—e”((a+b)cosz + (b—a)sinz) = cosze® .
Po kraceni vyrazem e” a dalsich tpravach pak

(b—a)cosx + (—=b—

b—a)sinx = cosz
(b—a)cosx + (—b—a)sinx = 1cosz + Osinz.

Porovnavanim koeficientii u pfislusnych goniometrickych funkci dojdeme k sou-
stavé rovnic

b—a=1
—a—b=0.

% ab= % Pro hledané partikularni feseni tak celkoveé

o 1 +1,
Yp =€ 2cosac 2smx

a pro obecné feseni nehomogenni rovnice pak

jiz prislusi feSeni a = —
ziskavame

1 1
Y=Yn+Yp=cC1+coe" +e° (—écosx+§sinx) )
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Zadani nasledujiciho ptikladu je volné pfevzato z [2].

Priklad 18

Cena zbozi C(t) v ¢ase t se upravuje na zakladé pfevisu mezi nabidkou a poptav-
kou. Oznacime-li N(¢) pocet nabizenych kusi a P(t) pocet kust poptavanych,
bude zména ceny zbozi zachycena rovnici

C=«aP —N);a>0.

Bude-li nabidka N vyssi nez poptavka P, reakci bude tlak na snizeni ceny. Bude-li
naopak poptavka P vyssi nez nabidka N, reakci bude navyseni ceny. Konstanta
« pritom udava miru zavislosti zmény ceny na rozdilu mezi P a N.

Urcete funkci C(t), predpokladéte-li nejen tlak na snizeni ceny v disledku pte-
visu nabidky nad poptavkou, ale i v diisledku nahromadéni zasoby neprodaného
zbozi. Pro jednoduchost déle predpokladejte, ze funkce P(t), N(t) jsou spojité
diferencovatelné, ze v pripadé previsu poptavky nad nabidkou bude poptavka
vzdy uspokojena zbozim z rezerv, a ze zasoby neprodaného zbozi jsou nezaporné,
tj. budou souviset pouze s tlakem na snizeni ceny zbozi.

Zasobu neprodaného zbozi nahromadénou za ¢as ¢ miizeme zachytit integralem

Pavodni rovnici tak rozsifime na

t

C =a(P—N) —B/(N(s) — P(s))ds; 8> 0.

0

Nové pridany clen pritom urcuje upravu ceny v disledku nahromadéni zasoby
neprodaného zbozi v predchozim obdobi. Konstanta  pak obdobné jako o udava
miru této zavislosti.

Abychom se zbavili integralu, rovnici derivujeme dle t. Obdrzime
C=a(P—-N)-pB(N-P).
Predpokladédme-li déle linearni zavislosti mezi P(t), C(t) a N(t), C(t), ziskame

P(t) =a+bC(t) = P =bC
N(t) =c+dC(t) = N =dC.

S vyuzitim téchto poznatkt tak feSsenou rovnici prevedeme na

C =a(C —dC) - B(c+dC —a—bC),
po dalsich upravach pak na

C+a(d—bC+pBd-bC=p8a-rc).
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Timto zptsobem jsme dospéli k linearni diferencialni rovnici druhého fadu s kon-
stantnimi koeficienty a specidlni pravou stranou. V souladu s (3.3.2) se nejprve
zameérime na obecné feseni homogenni rovnice

C+a(d—b)C+p(d—-b)C=0.
Charakteristickou rovnici tedy urcujeme jako
N+ ald—bA+ B(d—b)C =0

a ji prislusné koteny, jez uvazujeme realné a navzajem ruzné, pak jako

—a(d — b) + \/a2(d — b)2 — 48(d — b)
> .

Ao =

Omezime-li se dale na znaceni \;, A9, pro obecné feseni homogenni rovnice zis-
kame vztah
Ch, = 1Mt + cpe??t

Svou pozornost nasledné obratme na partikuldrni feSeni rovnice s pravou stranou

C+a(d—bC+pBd-bC=p8a-rc).

Jelikoz je prava strana tvofena polynomem stupné nula a 0 neni kofenem charak-
teristické rovnice, navrhujeme partikularni feseni ve tvaru

C,=K; KeR.
Vyjadiime potiebné derivace

C,=0=0C,=0
a po dosazeni C), C’p a C'p do fesené rovnice ziskame

a—C

d—b

fd—bK =p(a—c)= K =

Pro hledané obecné feseni nehomogenni rovnice tak celkové plati

C(t) = Cp+ Cp = creM! + cpe™t + —Z : Z .
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3.3.3 Variace konstant a aplikace wronskianu
Stejné jako v pfipadé linearnich rovnic prvniho fadu (2.6) i nyni mame moznost
pomoci variace konstant ze znalosti obecného Teseni y;, homogenni rovnice
any(n) + an—l(x)y(n_l) + an—2($)?/(n_2) + -+ ao(x)y = Oa ap, 7& 0
urcit jedno konkrétni feSeni y, prislusné rovnice s pravou stranou
any™ + a1 (@)Y 4 an_o(@)y™ D 4+ 4 ag(x)y = b(x) .

Konkrétné, je-li

n

?/h=C1y1+C2?/2+"'+0n?/nchkyk; C1,C2,0 0,02 €ER,
k=1

pak y, hleddme nahrazenim konstant ¢y, ¢z, - - - , ¢, funkcemi ¢, (), ca(z), - - - , cn(2),

nebo-li .

o = c1(@)y + (@) + -+ (@) = Y @)y
k=1

Cely problém tak prechézi v hledéani vhodnych funkei ¢ (), ca(x), - -, cp().

Vzhledem ke skutecnosti, ze hledame libovolné jedno feSeni y, rovnice s pravou
stranou, mizeme na funkce ¢;(z), ca(z), - - - , ¢, () kldst podminky tak, aby cesta
k nim byla co nejsnazsi.

Uvédomime si, ze pfi uziti hrubé sily bychom do fesené rovnice dosazovali y, v

prislusnych derivacich. Podminky proto budeme volit tak, aby vztahy pro derivace
byly co nejjednodussi. Pro prvni derivaci y, tak dle véty o derivaci souctu plati

Y, = Z i ()yr + Z k()Y -
k=0

k=1

Pozadujeme-li vSak, aby >}, ¢} (x)yr = 0, pfedchozi vyraz se zjednodusi na

y;, = Z k(7)Y -
k=1

Pro druhou derivaci y, bude dale platit

Pozadujeme-li vSak aby > 7_, ¢} (z)y;, = 0, pfedchozi vyraz se zjednodusi na

n

Yy, =+ Z ci()yy, -
k=1
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Zobecnime-li nas pozadavek na ;¢ (z)y; U) — =0;,7=0,1,--- ,n — 2, ziskdme
obdobné

n

k=1

Koneéné pak pro y™ obdrzime vztah

n n—1 n
u? =D @Y+ ey
k=1 k=0
Timto zpusobem jsme pro funkce c¢;i(z), co(z), -+, c,(x) uréili n — 1 podminek.

Posledni n-t4 podminka vyplyva ze skutecnosti, Ze navrhované y, je feSenim
rovnice s pravou stranou, a tedy

any]()") + a1 ( )yl()n Dy an72(x)y,(,"_2) + -+ ap(2)y, = b(x)

an () (Z @y +> ela >y,£">) +

k=1 k=1

Fan(z ch D)y + ao(x) Y c(@)yx = blw)

an(7) Y @)y + (Z ci(@)an(2)yy" +

k=1 k=1

PCHETED ck<x>ao<:c>yk> - be)
) Z & (2)y, (n=1) 4 Z ce(x Z aj(x)y,gj) = b(x).

PovsSimneme si, ze pro kazde k=1,2--- n ma prislusny sc¢itanec vnéjsi sumy

n z ’ . ’
tvar cx(z) Y5 g a;( )yk Nebo-li ¢x(z) krat homogenni rovnice po dosazeni y.
Vyuzijeme-li nasledné, ze y;, fesi homogenni rovnici, ziskame

n

a(2) Y @)y = b(x)

k=1
- n-1) _ b(2)
@)y = ===
2
Nasich n podminek na funkce ¢1(x), ca(x), - - - , ¢ () v podstaté predstavuje sou-

stavu n linedrnich rovnic

@)y + (x)ya + - -+ ¢ (@)yn =
@)y + (x)yy + -+ ¢ (x)y, =0
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Determinantem matice této soustavy je wronskidn W (yi,ys, -, yn)(x), ktery
je dle predpokladu, ze yi1,ys2,- - ,y, tvori fundamentalni systém rovnice, nenu-
lovy (3.3). V feéi linearni algebry tato skutecnost ovSem znamend, Ze funkce
d(z),dy(x),- -, c,(z) jsou z rovnic danych ndmi zvolenymi podminkami uréeny

jednoznacné.

Funkce ¢ (), ca(x), -+, cp(x) koneéné ziskdme jako prislusné primitivni funkce
funkei & (z), & (x), -+, c,(x).

Pro uréeni ¢|(x),cy(x),- - ,c () mizeme vyuzit také Cramerovo pravidlo([I]
strana 181 - 182), kdy

yi() 0yt Lz) o yala)
yie) -+ 0 yi+1 - y(2)
C;:wil(yhy%“' 7yn)(x) . . . . . .
GO NI i B RPN A )

7]

Priklad 19

Urcete obecné feSeni rovnice 3" — 2y’ +y = .

Nejprve uréime v souladu s (3.3.1) charakteristickou rovnici pfislusné homogenni
rovnice

M —224+2=0
A—-1)>=0.

Vidime, ze charakteristické rovnici prislusi dvojnasobny koifen A = 1. Jeji obecné
feSeni proto vyjadfime ve tvaru

yn = c1e” + coxe” .

Abychom urcili jedno konkrétni feseni rovnice s pravou stranou y,, pouZijeme
variaci konstant

yp = c1(x)e” + co(x)ze” .
Nésledné vyjadiime y,, jako

y, = ci(x)e” + cr(x)e” + cy(w)xe” + co(w)e” 4 co(x)we”

a stanovime prvni podminku pro hledané funkce

i (z)e” + cy(x)xe” = 0.
S ohledem na na$i podminku pak vztah pro y, upravime na

y, = c1(w)e” + ca(x)e” + co(x)we” .
Déle vyjadiime y, jako
Yy, = ci(x)e” + c1(x)e” + cy(w)e” + ca(w)e” 4 cy(x)xe” 4 ca(x)e” + co(x)we”
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s prihlédnutim k nasi podmince pak

Yy, = c1(w)e” + co(w)e” 4 ch(x)e” + ca(x)e” + co(x)we” .

Stanovime druhou podminku, Ze y,, je feSenim rovnice s pravou stranou a ziskané
Yps Y, a Y, dosadime do Fesené nehomogenni rovnice, obdrzime tak

(cr(z)e” + ca(x)e” + dy(x)e” + ca(@)e” + ca(x)ze”) — 2(cr(w)e”+

+eo(x)e” + CQ($)$€$) + (01 (z)e” + cz(x)xex) -

po upravach pak

Coz je diferencidlni rovnice vedouci na primou integraci

1
= [ —d
ca(x) /3; x
co(r) =lnl|z|+ K; .

Konstantu K; polozime rovnu nule, nebot hleddme jedno konkrétni feseni rovnice
s pravou stranou. MiiZeme si navic povSimnout, ze konstanta K; bude zastoupena
v obecném TeSeni.

Do podminky ¢}(z)e” + dy(z)ze” = 0 dosadime cj(z) = 1 a ziskdme tak diferen-

cialni rovnici vedouci opét na primou integraci
/ X 1 X
ci(z)e” + —ze” =0
x
¢ (z)e” +e" =0
/ —
A(r)=-1

c(z) = —/1d:c
c(x)=—c+ K.

Konstantu K5 ze stejného divodu jako konstantu K pokladame rovnu nule, rov-
néz ta bude zastoupena v obecném feSeni.

S pfihlédnuti k podobé funkei ¢1(x), ca(x) konecné uréime partikularni Feseni
yp = —xe® + In|z|xe”.
Pro hledané obecné teseni tak celkové bude platit
Y =Yn+yp = c16° + coxe® — xe® + In |z|ze”.
Procvi¢me jesté pro tplnost vyuziti wronskianu. V tomto pripadé konkrétné

e’ e’r o
e? e +evx ’

w(yl, yg)(x) = =¥ = w_l(yl,yg)(:p) =e
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feseni
Y =yn+yp = cre” + core” — we” + In|xfre” .
3.3.4 Eulerovy rovnice

Takzvané Eulerovy rovnice, nebo-li rovnice typu

2"y 4 a, 2"y bty agy = f(@)

umime pro x > 0 prevést substituci

x:et

na linearni rovnice s konstantnimi koeficienty (3.3.1).
UZijeme-li totiz vySe uvedenou substituci, lze y povazovat za funkci !, nebo-li

y=yle).
Dale zavedeme pomocnou funkci
y(e') = 2(t) = y(z) = 2(Inz).
Pro derivace 3/, y” a vy tak bude platit
o1

y:—z’:>:py’:z/
xXr
" 1 / " 2.1 / "
Yy =——=2 + =2 =2y =—2 +=z
2 2
T T
1 1 1 1
y///:2_32/_ —32/—2—32”+—3Zm:>ZL‘3ym:Z/—22”+Z”/.
xXr A xXr xXr

Pro k-tou derivaci bychom stejnym zpiisobem dosli obecné ke vztahu

k—1 k—1
1 ) )
(k) — — [ 4 S0 ) = kR — (k) (1)
Y s (z + ;1 €2 ) x'y AR ;1 €2,

kde €; znaci prislusné realné konstanty.
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Po nasazeni vyse vydobytych vztahi tak fesend rovnice prechazi v lineadrni rovnici
s konstantnimi koeficienty

n—1 n—2
, , 1
(n) E (i) (n—1) E (@) 1= — f(et
an, | 2V + iZ +an_1| 2z + iZ +--F+ax—2 +agz = f(€e),
( - € ) 1 < - € ) 1 - 0 f( )
nebo-li po preznaceni

b 2™ 4D, 2T b by = f(e).

Nalezneme-li nyni feseni upravené rovnice z(t), pak y(x) = z(Inz) bude feSenim
rovnice puvodni.

V pripadé, kdy = < 0 uzivame substituci
r=—e
a postupujeme totozné. [9][7]

Priklad 20

Naleznéte obecné Feseni diferencialni rovnice 22y” — 2/ +y = z In® z.

Jedna se o Eulerovu rovnici druhého fadu. Nasim cilem tak bude prevést reseni
zadané rovnice v feseni linearni rovnice s konstantnimi koeficienty pomoci vhodné
substituce. Kviili obsazenému logaritmu ma smysl uvazovat jen x > 0, uzijeme
proto

r=¢ =y=y(e).

Dale zavedeme pomocnou funkci
2(t) =y =y = z(Int)
a vyjadrime prvni i druhou derivaci

1

yl:_zl:>xyl:2/
X

" 1 / 1 " 2.1 / "

Yy ==t =Y =2+
Xz X

Resena rovnice tak celkové prejde v rovnici s konstantnimi koeficienty

(—Z/ +Z//) . Z, 4= ett?’
=27 2 =et?,
kde jsme pravou stranu ziskali po dosazeni e! = z do vyrazu zIn®z.
Dale jiz postupujeme jako v pripadé rovnice s konstantnimi koeficienty a speci-

alni pravou stranou (3.3.2). Nejprve ur¢ime v souladu s (3.3.1) charakteristickou
rovnici

M =2 +A=0
(A—1)>=0.
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Vidime, ze charakteristické rovnici prislusi dvojnasobny kofen A = 1, a tedy
obecné Teseni ve tvaru
2, = cre! + cotel.

Prikro¢me nyni k rovnici s pravou stranou. Vidime, ze s = 3, a =1, =0, a
tedy A = 1 + 0¢ je dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice. Pokladame
proto k = 2 a navrhujeme partikularni feseni

zp = 12" (95(1)) = t?e'(at® + bt* + ct + d) = €'(at’ + bt* + ct® + dt?).
Pro derivace z, a z, pak bude platit

2 = €' (5at* + 4bt® + 3ct? + 2dt) + e’ (at® + bt* + ct® + dt?)
2y = 2¢' (bat* + 4bt® + 3ct® + 2dt) + €' (at® + bt* + ct® + dt*)+
+ e(20at® + 12bt* + 6¢t + 2d) .

Po dosazeni tak celkové ziskame
2e (5at* +4bt® 4+ 3ct? +2dt) + e (at® + bt* 4 ct® 4+ dt?) +e' (20at® + 12bt* + 6¢t +2d) +

—2¢! (5at*+4bt>+3ct? +2dt) —2e" (at® +-bt* +ct>+dt*) +e' (at® +bt* +ct® +dt?) = e't? .

Po kraceni e’ a dalsich tpravach pak
1
20at® + 126t + 6¢t +2d =t* = a = 30 b=c=d=0.

Pro z, tak bude platit

Zp = etit5
P 20 '
dale pro z

1
2 =2+ 2, = 1€’ + cote! + et2—0t5.

Po ptfechodu zpét k z pak konecné ziskame

1
Yy = clx—l—chlnxjt:c%hfx.

3.4 Metody sniZovani radu

Jak napovida nazev podkapitoly, nyni si ukazeme, jak pfevést rovnici fadu n na
rovnice fadu nizsiho, které je obecné snazsi resit. Pokud to lze, miizeme 1ad rov-
nic snizovat i nékolikrat za sebou. Tento zplisob nékdy vede az k rovnici prvniho
fadu. Coz je vyhodné, nebot pro rovnice prvniho fadu mame pestrou paletu dfive
prezentovanych metod.
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3.4.1 Rovnice typu y™ = f (z,y™, ym+ ... y=1)

Nejsnaze lze snizit fad rovnici typu

y(n) = f (Ly(m)’y(mﬂ)’ . 7y(nq)) .

Vystac¢ime si totiz se substituci
2(z) =y"(x),
po jejimz zavedeni prechazi feSena rovnice v rovnici
z(nfm) — f (.T, Z,Z/, . 7Z(nfmfl)) ’

a tedy rovnici fadu n —m. Naslednym fesenim substituci ziskané rovnice dojdeme
k funkci z(x) a od ni pak zpét k hledané funkci y(z) pomoci uzitého substitu¢niho
vztahu a m-nasobné integrace (3.1). [12]

Priklad 21
Ptevedte rovnici y” = — 7 na rovnici prvniho fadu.

Vzhledem ke skutecnosti, Ze se jedna o rovnici typu 3" = f(x,vy'), lze jeji fad
snizit zavedenim substituce

7]

Nasledujici priklad je volné prevzat z prednasky RNDr. Antonina Slavika, Ph.D.,
Diferencialni geometrie I.

Priklad 22
Urcete parametrizaci fetézovky, tj. kiivky, jez ma tvar fetézu (homogenniho oheb-
ného vlakna) zavéseného ve dvou riznych stejné vysokych bodech.

Nagim ukolem je, jinymi slovy, nalézt funkci, jejimz grafem je fetézovka. Pro
zjednoduseni polozime soustavu soufadnou tak, aby minimum této funkce (vr-
chol fetézovky), lezelo na ose y, tj y'(0) = 0. Ze symetrie zavéSeni je dale patrné,
ze hledame sudou funkci.
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Obréazek 3.2: Retézovka

Na fetézovce zvolime bod () = [x, y(x)} a uveédomime si, ze velikost tihové sily
pusobici na ¢ast fetézu mezi pocatkem P a bodem () je pfimo iimérna hmotnosti
této Casti, a ta zase pfimo umérna jeji délce. Nebo-li

Fy~m~1,

kdy délku | mizeme vyjadiit pomoci znamého vztahu

l:/x\/1+y’(t)2dt.

Obrazek 3.3: Retézovka
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Provedeme-li dale rozbor sil piisobicich na pozorovany segment fetézu mezi body
P, @, vypozorujeme, ze v bodé () piisobi sila pnuti 7 ve sméru teény smérem
od bodu P, v bodé P pak na opacnou stranu taktéz ve sméru tecny sila pnuti
tihova sila Fy, viz obrazek 3.2. ProtoZe je fetéz ve statické poloze, tj. v rovnovaze,
ucinky téchto sil se museji nutné vzajemné rusit. Nebo-li

Fo+Tp+To=0.

Presuneme-li vSechny sily do bodu @), viz obrazek 3.3, vidime, Zze pro tangens
thlu « plati
Iy
tgo = T_P .
Vzpomeneme si déle, Ze derivace 3’ v bodé = odpovidd smérnici teény v tomto
bodé a dojdeme ke vztahu

F,

g

y(@)=tga=y(r) =
P

Protoze je ale I, ptisobici na segment piimo imérna jeho délce, je této délce diky
predchozimu zavéru pfimo tmérna i derivace y'(x). Jinymi slovy

1
y'(x) = - / \/ 14 y/(t)2dt.
0
Derivujeme-li nasledné ziskanou rovnici dle proménné z, obdrzime diferencialni

rovnici druhého rfadu
" 1 / 2

Nez zacneme tuto rovnici feSit, nejprve snizime jeji Tad zavedenim substituce
w(z) = y'(x). Piejdeme tak k rovnici se separovanymi proménnymi

1
w = V14 w?
c
w’ 1
Vitw? ¢

Tuto rovnici dale integrujeme

dw 1
——=— [ ldx.
vi4+w?2 ¢
Integral na levé strané fesime zavedenim hyperbolické substituce w = sinh v, kde
dw = cosh vdw, ziskdme tak

hvd 1
/ cosh vdv 1 a

\/1 + sinh v? ¢

S vyuZitim vztahu 1 + sinh v? = cosh v? pak

/1dv:1/1dx.
1

46



Po nalezeni pfislusnych primitivnich funkci nasledné
1
v=-z+k,
c
a po zpétné substituci konecné

1 1
arcsinh w = —x + k = w = sinh (—x+k3) .
c 1

Vzpomeneme si na ndmi zavedenou pocateéni podminku 3/(0) = 0, tedy w(0) =0
a urc¢ime konstantu k£ jako

0=sinh(0+ k)= k=0.

K hledané funkci y(z) nakonec prejdeme pomoci prvniho uzitého substitu¢niho

vztahu y/'(z) = w(x), nebo-li
x
r . ol
Yy = /smh<c> dx

y(x) = ccosh (E) + L,

C

kde konstanta L urcuje posunuti. Celkové tak miizeme fici, ze fetézovka je grafem

funkce cosh(z).

3.4.2 Rovnice typu y(”) = f(y,y’, e ,y(”*l))

Dalsimi rovnicemi, jejichz ¥ad lze sniZovat, jsou rovnice typu y™ = f (y,y’ R
,y(”*l)) . Uvazime-li ptipad, kdy je fesenim této rovnice monoténni funkce
y = p(z), tedy ¢’ # 0, Ize uvazovat i k ni pfislusnou inverzni funkei = = ¥ (y). To
ale znamend, 7e derivace y'(z),y"(x),--- ,y"™(x)) lze povazovat za funkce pro-
ménné y. [7]

V takovém pripadé mé smysl uvazovat substituci

Pro y” tak za vyuziti véty o derivaci souc¢inu bude platit
v =) = (p®) =P )y =P Hpy).
Pro y"” pak déle stejnym zptisobem
" =" = (W) =" W)y + P W' () = 0" W)y + ')

Povsimnéme si trendu nizsiho fadu derivaci y vzhledem k piislusnym derivacim
p. Budeme-li analogicky pokracovat az k y, ptvodni rovnici fadu n zjevné
prevedeme na rovnici fa&du n — 1. Pouzitim substituce ziskame rovnici, jejimz
feSenim dojdeme k funkei p(y). Od té pak nakonec skrze uzity substituéni vztah
prejdeme zpét k hledané funkci y(x). Nebo-li

yz/mww.
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Priklad 23

v v 7 . !
Snizte fad rovnice y” = %

Vzhledem ke skutecnosti, Ze se jedna o rovnici typu y” = f(y,%’), snizime jeji fad
zavedenim substituce
p=y.
Pro y” pak bude platit
y' =pp.

Resena rovnice tak celkové prejde v rovnici prvniho fadu

P 1
Pp=—5=p=-.

3.4.3 Homogenni linearni rovnice

O homogennich linearnich rovnicich
Y™ 4 a1 (@)y ™Y g (2)y ™D + -+ ap(z)y =0
jsme si jiz povidali v podkapitole (3.3). Nyni si ukdZeme, jak snizovat jejich Fad.

Zname-li libovolné netrividlni partikularni feSeni homogenni linedrni rovnice yo (),
1ze jeji fad snizit zavedenim substituce

y(x) = yo(x)z(z).

Po dosazeni do feSené rovnice ziskame

(902)™ + an-1(2)(y02) "™V + apa(2) (902) " + - + ag(z)yoz = 0.

Jednotlivé derivace 1oz vyjadiime pomoci Leibnizova vzorce®. ObdrZime tak rov-
nici .
"\ e ~— /n =1\ (1)
> ( ,)yg D20 4 aya(2) Y ( , )yg 19 6) 1
J 0 J

J=0

+ -+ ar(2)ypz + ar(x)yoz’ + ag(z)yoz = 0.
n—1
M2+ g < ) CD fan (@) V2 4 g (@) < ‘ )yé )00y

+ -+ ar(2)ypz + a1 ()yoz + ag(z)yoz = 0.

n

n—1
n neq) (s n—1 1) (4
2:(]‘)‘%() J)Z(J)+an_1(x)§ :( ; )yé 1 J)Z(])+
j=1

J=1

(n)

+o 2y + an,l(:c)y(()nfl) + a1 () yg + ao(z)yo) = 0.

n

Z( )fo) (n—3)

7=0

48



Konec¢né vyuzijeme predpokladu, ze yy Tesi ptivodni homogenni rovnici. Vyraz v
zéavorce je proto roven nule. Nebo-li

n n—1
n\ (n n—1\ m_
Z <j)?/(() DoAD) 4 ay Z( ) (L0 gy () = 0.

j=1 7=1
Uvédomime si, ze po rozepsani obsazenych sum na jednotlivé s¢itance, zadny
z nich nebude obsahovat nederivované z. Po jejich vhodném pfeusporadani a
nasledném Vytknuti prislusnych derivaci z fesend rovnice nabude tvaru

Yoz™ + b,,_ 1 (2)z ("*1)+bn72(g;)z(”*2)+-~-+bl(:c)z’:0,

kde funkce by (), - -, b,_1(z) v podstaté zastupuji vyrazy v pfislusnych zavorkach
tvorené funkcemi ag(x),- -, an—1(), yo(z), - - - ,yén_l)(x) . Jinymi slovy, substitu-

ci jsme ziskali typ rovnice, jejiz fad jsme jiz snizovali v (3.4.1).[9][7]

Priklad 24
Snizte fad rovnice y"” + x%y” — 2y = 0.

Mame pfed sebou homogenni linedrni rovnici. Pro snizeni jejiho fadu potfebuje-
me znat jedno jeji netrividlni partikularni reseni.

Pozorovanim zjistujeme, ze hledané partikuldrnich feSeni je naptiklad
Yo = x? )
nebot plati
(%) +2%(2")" = 2(a”) = 0
0+22° —22° =0.
Nami zvolena substituce proto bude mit podobu
y(x) = 2(x)yo(x) = 2(x)2.
Vyjadreme déle prislusné derivace
y =22 + 22z
y' =22 + 202 4+ 222 + 22 =22 + 4wy + 22
y" =" 4 2w+ dad + 42 + 27 = 2 4 622 + 67
Po zavedeni substituce tak celkové ziskame
2?4 6w + 62 + 27 (20? + da 4+ 22) — 2227 =0
22?4+ (6z + 2h)2" + (6 + 42°)2' + (22° — 22%)2 = 0
2?4 (6x 422 + (6 +42%) =0,

nebo-li rovnici typu
" — f(z//’ Z/) )

V souladu s (3.4.1) snizujeme ¥ad vzniklé rovnice substituci
w(z) =2 (x).
Touto cestou konecné ziskavame homogenni linearni rovnici druhého radu

w’z? 4 (62 + 2*)w’ + (6 +42*)w =0.
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Z.aver

Vysledkem této bakalarské prace je uceleny prehled elementarnich metod reseni
obyc¢ejnych diferencialnich rovnic. Text je koncipovan tak, aby si na své pfisli
nejen zajemci o osvojeni pocetnich metod, ale i ti, kterym se jedna o pochopeni
podstaty téchto metod. Predkladané metody jsou proto vzdy vysvétleny po teo-
retické strance a nasledné nazorné demonstrovany na ilustracnich prikladech.

Prace obsahuje celkové dvacet ¢tyti fesenych prikladt s kompletnim komentova-
nym postupem vypoctu. Z toho je osm prikladi praktického charakteru. Piiklady
jedna, t¥i, Sest a ¢trnact, ukazuji aplikaci diferencialnich rovnic ve fyzice. Priklady
pét, devét a osmnact pak po fadé jejich nasazeni v chemii, biologii a ekonomii.
Konec¢né priklad dvacet dva se svou podstatou pohybuje na pomezi fyziky a di-
ferencialni geometrie.

Rovnice typu ¢y’ = f(az+by+c)ay = f (?ﬂ%) byly i s pFislugnymi ilustrac-
nimi piiklady, pro svou neobvyklost na skolské urovni, z prace vynaty a zarazeny
do priloh (pfiloha 1, pfiloha 2). Systematicky by se vSak fadily mezi (2.3) a (2.4).

Obrazky obsazené v praci byly vytvoreny v programu Geogebra.
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Priloha 1

Rovnice typu v = f(ax + by + ¢)

Uvazme nyni pouze ptipad, kdy koeficienty a,b # 0. V opacném pripadé, kdy
a = 0 nebo b = 0, jde zjevné o jednu z jiz diive feSenych rovnic typu y' = f(y)
nebo y' = f(z).

V okamziku, kdy je vysSe uvedend podminka splnéna, uzivame pro feseni substi-
tuce
u(zr) =ax+by+c.

Funkei y(z) tak lze vyjadiit jako

Resend rovnice 3 = f(ax + by + ¢) tak nabude tvaru

u'(r) —a

= u),
=% — fw)
kdy f(u) reprezentuje pravou stranu puvodni rovnice po zavedeni substituce.

Celkové tedy ziskdme rovnici se separovanymi proménnymi

u/

) ta

Stejné jako v pfipadé homogenni rovnice (2.3) i nyni mizeme vysledny vztah pro
u'(z) chapat jako obecny vzorec.

K hledané funkci y(z) konecné piejdeme pomoci uzitého substitu¢niho vztahu,

nebo-li
u(x) —axr —c

y(z) = 2
[
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Priklad
Naleznéte nad R obecné feseni rovnice y' = (z + y)2.

Na prvni pohled vidime, Ze se jedna o rovnici y’ = f(z+y). V souladu s osvojenym
postupem nejprve zavedme substituci

ulz)=z+y.
Pro derivaci y/(z) pak v fe¢i u bude platit
y(r)=u —1.
Resenou rovnici ¢/ = (z + y)? tak celkové prevadime na
Wo1= (w2,

coz je diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

u/

14+ wu?

)

na jejiz levé i pravé strané se nachazeji spojité funkce.

d
/ Y :/1dx
14 u?

a nalezeni pfislusnych primitivnich funkeci

Po nasledné integraci

arctg(u) =+ C; C € R,
tak pro funkci u(z) ziskdvame vztah
u(z) =tg(x + C).
K hledané funkci y(x) konecné prejdeme pomoci uzitého substituéniho vztahu

y(x) = tg(e + C) — .
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Priloha 2

a12+b1y+cq )

Rovnice typu ¢y’ = f (a2x+b2y+02

Pti feSeni rovnic tohoto typu uvazujeme dva pripady

1. &1 bl‘:albg—agble
a9 bg

g |0 bl by # 0
“lag by = a1by — asby #

V prvnim pfipadé se jedna o skrytou rovnici typu ¢’ = f(azx + by + ¢), kterou jiz
umime fesit, nebot v fedi linedrni algebry platil0

asx + boy = k(ayz + bry); k #0.

Resend rovnici tak nabyva tvaru

y =f <ka1$+ biy + ¢

=y = flaiz +bry).
(all'—i-bly)—i—Cg) Yy f(all' ly)

Ve druhém piipadé si uvédomime, ze kdyby konstanty c;, co = 0, Tesili bychom

homogenni rovnici
a1x+b1y ay +blg
y/ N f <7) B f (7?! .
as® + bay as + bz;

Nasim tkolem je tak nalézt substituci vedouci k vynulovani konstant c;, c. Pro
tento ucel nejprve nalezneme usporadanou dvojici [A, B] jako feSeni soustavy

a1x+b1y+01:0
a2x+b2y+02:0.

Zavedeme-li nasledné substituci

r=v+A=>v=x—A
y=u+B=>u=y—DB,

kde

Resend rovnice pfejde v rovnici

u,_f(al(A+v)+bl(B+u)+cl) B <a1v+blu+(a1A+blB+cl))
azs(A +v) + by (B +u) + ¢y agv + bou + (agA + by B+ ¢3) )

10 Gtvercova matice je singularni pravé tehdy, mé-li nulovy determinant. To ale znamena, Ze
radky takovéto matice jsou linearné zavislé. Pro konkrétni pfipad ¢tvercové matice fadu dva je
tedy jeden fadek k-nasobkem fadku druhého. Vice na strané 178 v [1].
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Vyrazy v zavorkach jsou rovny nule, nebot [A, B] jsme volili jako FeSeni pfislusné
soustavy. Celkové tak ziskavame homogenni diferencialni rovnici

u,:f<a1v+b1u) :f<a1+b1§> .
asv + bou az + by
Postupem osvojenym ve (2.3) dale skrze substituci z(v) = @ dojdeme k funkeci

2(v). Od z(v) néasledné prejdeme k u(v) = z(v)v a od u(v) pak koneéné skrze
substituéni vztahy v =y — B a v = x — A zpét k hledané funkci y(z).

. /7~ v v/ v . ! a1$+b1y—|—cl
Poznamenejme na zavér, ze v pripadé rovnic typu y' = f(iaﬂ Doy +02) mnohdy
feSeni uvddime v implicitni podob&'®. [12]

Zadéni nasledujiciho piikladu je prevzato z [9].
Priklad
" v . 2—y+1
Naleznéte obecné feseni rovnice g/ = 22241
T—2y+1
v . v . ’ . . / . alm+b1y+cl .
Vzhledem ke skutec¢nosti, ze se jednd o rovnici typu ' = f (7@1 oy +02), nejprve

uréime determinant
2 —1
1 -2

ap by
as by

:albg—agblz' ‘:2(—2)—1(—1):—4+1:—3

Determinant vysel rizny od nuly. V souladu s vySe uvedenym postupem nejprve
uré¢ime uspotradanou dvojici [A, B] jako FeSeni soustavy

20 —y+1=0
r—2y+1=0.
Zjistujeme, Ze soustavu fesi dvojice [—3, 5]. Z ¢ehoZ vyplyva substituce
1
rT=v— =
3
1 / /
y=u-+ 3 =y =u.
Resena rovnice 3/ = ii;gﬁ tak celkové prechazi v homogenni rovnici

,_2v—g)—(uty+l 20-u_2-%
(v—3)—2u+3)+1 v—2u 1-2%°

pro jejiz feSeni v souladu s (2.3) zavedeme substituci

z(v)zwéu’:z’vjtz.
v

Celkové tak ziskame rovnici se separovanymi proménnymi

v+ 2z = 2-2
1-22
Z,v:2—z—z(1—2z)
1-—-2z
1-22 , 2

1—z+222 T

11 Tmplicitni feSeni je takové, které vyplyva z danych podminek, napiiklad rovnice. Jeho
presny predpis vSak nezname.
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Na obou stranach rovnice jsou spojité funkce, rovnici proto mizeme integrovat

1-2 2
/7Zdz:/—dv.
1—24 22 v

Na strané levé zavedeme substituci w = 1—2+2%, kde dw = (—1+22)dz, ziskdme
tak

d 2

v —/—dv

w v

In(Kw) = —2Inv; Kw > 0.

Po nasledném odlogaritmovani pak

1 1
v C
nebo-li ]
l—z24+22=C — -
v
1 _ "
Pomoci zpétné substituce z = % | ¢ili z = £33 nebo po tpravé z = 2= obdrzime
v z+3 3z+1
rovnici

3y —1 3y—1)\2 1
1_3y+1+(3y+1) =0
. o (v +3)
1

:c2+y2—:1:y+:c—y:0—g,

coz je hledané obecné teseni v implicitni podobé.
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