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Uvod

Vsichni zname cel& a racionalni ¢isla a snad kazdy z nés se na zakladni skole
ucil délit se zbytkem, pozdéji na stfedni skole se mnozi potkali s komplexnimi ¢isly.
Asi jen méalokdo si pod pojmem komplexni ¢islo predstavi ¢islo m — ‘/?5 i, vétsinou
nam spise vytane na mysli néco na zptusob 2 + 3i. Snad diky jejich intuitivnosti
dostala ¢isla tvaru a +bi, a,b € Z, svij vlastni nazev — jde o Gaussova cela ¢isla.
Podobné jako na celych ¢islech mtizeme i zde délit se zbytkem. Tuto operaci lze
dobfe definovat také napiiklad na ¢islech Z[v2] = {a +bv2 | a,b € Z}.

Mohlo by se zdat, ze takto miizeme k mnoziné celych ¢isel pifidat prakticky
cokoliv a déleni se zbytkem bude stale fungovat, avsak neni tomu tak. U déleni se
zbytkem totiz pozadujeme, aby byl zbytek ,,mensi“ nez ¢islo, kterym délime. Za-
timco na celych ¢islech je jednoduché rozhodnout, které ¢islo je mensi, pro Gaus-
sova cela cisla jiz potfebujeme zavést né€jakou ,velikost“ cisla, tzv. normu. Tato
norma by meéla Gaussovu celému c¢islu priradit néjaké prirozené cislo, protoze ta
umime mezi sebou dobfe porovnavat. Kromé toho samoziejmé pozadujeme, aby
zbytek po déleni mél mensi normu nez délitel. Intuitivné miizeme tuto normu volit
jako druhou mocninu absolutni hodnoty komplexniho ¢isla, tedy |a + b 1]2 = a*+b?
(druhd mocnina je zde proto, abychom se vyhnuli nepi{jemnému odmoctiovéni).
Ukazuje se, Ze tato volba spliiuje vechny nase pozadavky. Obdobné v Z[v/2] za
normu &sla a + byv/2 polozime &slo |a® — 2b?|. Neni tézké si ovéfit, Ze pak je na-
pitklad (10 4 4+/2) : (3 —v/2) = 5+ 3v/2 (zb. 1), kde norma zbytku je 1 a norma
&isla 3 — /2 je 7. Pokud bychom ale stejnym zptisobem chté&li poéitat v Z[v/5]
s normou |a? — 5b%|, narazime na problém. Je (1++/5) : 2 =0 (zb. 1++/5) a pfi-
tom norma obou &isel je rovna 4. Dokonce plati, ze 4 = 2-2 = (1++/5)(—=1+/5),
tedy v Z[v/5] nemame analogii jednozna¢ného rozkladu na prvoéisla a tento fakt
plati nezavisle na volbé normy. Na stejny problém narazime také tieba v Z[\/ﬁ],
kde 22 = 2- 11 = (1 +v/23)(—1 4+ v/23).

Na principu déleni se zbytkem je zalozen Euklidiav algoritmus, ktery je lidstvu
znamy jiz od dob staroveku, kdy jej Euklides uvedl ve svém dile Zaklady. Proto
dostaly c¢iselné obory, ve kterych dobre funguje déleni se zbytkem, nazev podle
tohoto filozofa — Euklidovy obory. Podobné, jako jsou cela ¢isla prirozenym zpii-
sobem vnoiena do télesa racionalnich ¢isel, miizeme také &isla ze Z[v/2] vnofit do
télesa Q(v/2) = {7’ +5v2|rse @} . Télesa, jejichz ,cela ¢isla® tvori Euklidiv
obor, se pak nazyvaji normové-euklidovska. Napiiklad télesa Q(i), Q(v/2) jsou
normové-euklidovska, zatimco téleso Q(v/23) normové-euklidovské neni. Piekva-
pivy miize byt fakt, ze Q(\/S) je normové-euklidovské téleso, prestoze jsme si
rekli, ze Z[\/g] neni Euklidiv obor. To je ovSem zptisobeno tim, ze ,celd ¢isla“
(pfesndji cela algebraicka &isla) v Q(v/5) nejsou dsla Z[v/5], nybrz ¢isla tvaru

5+ %\/5, kde a, b jsou cela ¢isla, kterd jsou budto obé sudé, nebo obé licha.



Cilem této prace je popsat vSechna cela cisla D, pro ktera je téleso Q(\/E)
normové-euklidovské. Tento problém je jiz kompletné vyfeSeny, nicméné je roz-
t¥istény do mnoha publikaci a ¢lankt. Ukolem tedy bude pfedevsim vsechny tyto
sttipky sjednotit do jedné prace a diikazy pokud mozno zjednodusit.

V préci jsou uvedeny definice vSech dulezitych pojmt, presto vsak od ¢tenare
oc¢ekavame zakladni znalosti algebry. Kapitola [1] se zabyva pouze jednoduchymi
a obecné znamymi fakty z obecné algebry, ¢tenaf obeznameny s touto partii
matematiky ji proto mize vynechat. V kapitole 2] jiZ uvedeme piesnou definici
normové-euklidovského télesa a rozebereme pomérné jednoduchy piipad imagi-
narnich kvadratickych rozsiteni, tedy téles Q(\/ﬁ) s D < 0. V kapitole [3] pomoci
geometrické predstavy cisel z Q(\/ﬁ) jakozto bodii v roviné a stredoskolské mate-
matiky ukazeme jednoduchym, avsak pomérné pracnym zptisobem, zZe pro néktera
dana ¢sla D uz je téleso Q(v/D) normové-euklidovské. V zavérecné sekci se
také jesté kratce vratime k imaginarnim kvadratickym rozsifenim, abychom uka-
zali na geometrické predstaveé jejich odlisnost od realnych kvadratickych rozsiteni,
a soucCasné prevedeme diikaz ze druhé kapitoly do ,,geometrické“ podoby. Kapi-
tolaMlsi klade za cil ukéazat, ze realnych kvadratickych rozsifeni miize existovat jen
kone¢né mnoho, je proto plné technickych odhadfi a nerovnosti. Ctenaf nelpici na
detailnim dikazu mizZe bez obav ptreskocit az na sekci[4.4] této kapitoly, ktera ob-
sahuje veskeré diilezité myslenky. V zaveérecné kapitole Bl se pokusime preklenout
mezeru mezi vysledky tieti a ¢tvrté kapitoly, tedy budeme chtit ukazat, ze ve tieti
kapitole jsme skutecné popsali vSechna realna normové-euklidovska kvadraticka
rozsifeni télesa racionalnich cisel.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V této kapitole se zamérime na zakladni definice, znaceni a jednoducha po-
zorovani, kterd vyuzijeme v dalSich kapitolach. Tato fakta lze najit ve vétsiné
ucebnic Algebry, napt. DRAPAL (2006).

1.1 Rozsireni téles

Definice 1. Duojici téles T a S nazveme rozsiteni télesa T télesem S (nebo
zkrdcené jen rozsiteni téles), jestlize T je podokruh télesa S; znacime S /T . Stup-
ném rozsiteni S nad T rozumime dimenzi S jakoZto vektorového prostoru nad
telesem T; znacime [S : T|. Rekneme, Ze rozsivent téles S/T je konecné, jestliZe

[S:T] < .
Lemma 1. Bud U/S a S/T rozsiteni téles konecného stupné. Potom [U : T] =
[U:S]-[S:T].

Dikaz. Ozna¢me {u; | i € I} bazi vektorového prostoru U nad S a {s; | j € J}
bézi vektorového prostoru S nad T. Ukazeme, ze B = {w;s; | 1 € I,j € J} je baze
vektorového prostoru U nad T.

Nejprve ovéfime, ze B generuje U nad T: Necht v € U, pak existuji prvky
s; €8,1i €1, tak, ze

i€l
Déle pro kazdé i € I existuji prvky ¢;; € T, j € J, takové, Ze
gi = Z tiij.
jeJ
Celkem tak mame
u = Z (Z tz‘ij) U; = Z Ztm (sjui).
il \jeJ icl jeJ

Alet;; € T asju; € B, tedy jsme nalezli vyjadfeni prvku u jako linedrni kombinaci
prvku B.



Nyni dokadzeme, Ze B je linedrné nezéavisla: Nechf pro néjakd i € I, j € J,

tij eT je
0= Z ZtiijUi.

iel jeJ
JelikoZ w; jsou linedrné nezavislé nad S, dostavame jestlijsj = 0 pro kazdé
i € 1. JelikozZ ale s; jsou prvky baze prostoru S nad T, musi byt ¢;; = 0 pro kazdé
1€l aje J coz jsme potiebovali.
[]

Je-li S/T rozsifeni téles a aq,...,a, € S,n € N, pak ozna¢ime T[ay,..., ay)
nejmensi podokruh S obsahujici TU{a,...,a,} a T(aq,...,a,) nejmensi pod-
téleso S obsahujici TU {aq,...,a,}.

Definice 2. NechtS/T je rozsiveni téles. Rekneme, Ze pruek a € S je algebraicky
nad T, jestlize existuje nenulovy polynom p € T|x] takovy, Ze p(a) = 0. Rozsirent
téles S/T nazveme algebraické, jestlize pro kazdé o € S je a algebraicky prvek
nad T. Téleso S je algebraicky uzaviené, jestlize kaZdy polynom p € S|x| stupné
alesponi jedna md v S koten. S je algebraicky uzavér T, je-li rozsiteni S/ T alge-
braické a S je algebraicky uzaviené.

Definice 3. Necht S/T je rozsiteni téles a o € S je algebraicky prvek nad T.
Nenulovy polynom m,, € T|x] nazveme minimalnim polynomem prvku a nad T,
jestlize

e m, je monicky polynom,
o my(a) =0,
e Vp e Tx]:pla) =0= mulp v T[x].

Lemma 2. Bud S/ T rozsiteni téles, o € S algebraicky prvek nad T am, € T[z]
minimalni polynom prvku o nad T. Potom [T(«) : T] = degmy,.

Diikaz.  Definujme homomorfismus d, : T[z] — T[a] pfedpisem d,(p) = p(«).
Potom Ker(d,) = (m,) (tj. ideal generovany polynomem m,) a Im(d,) = T|a/.
Podle 1. véty o izomorfismu je tedy T[z]/(m,) ~ T[a]. Je-li n = degm,, pak
(1 + (ma), © + (ma), 2% + (Ma),..., 2" + (m,)) je baze vektorového pro-
storu T|[x]/(m,) nad télesem T, tedy dimy (T[x]/(m,)) = n. Zbyva ukizat, Ze
T[a] = T(«). Jelikoz je polynom m, ireducibilni, je ideél (m,) maximalni, a
tedy T[z|/(m4) je téleso. Tedy také T[a] je téleso a ziejmé T|a] C T(«), odtud

T[a] = T(«a). .

Pozndmka. Z diikazu lemmatu vyplyva, ze (o, o', ... a" ) je baze T(«) nad T
(kde n = degm,,).

Lemma 3. Je-li T téleso charakteristiky 0, €2 jeho algebraicky uzavér a p € T[z]
1reducibilng polynom, pak polynom p nema v  Zddné vicendsobné koreny.



Dikaz. Pro spor predpokladejme, Ze p ma v €2 vicenasobny kofen «. Potom
P (a) =0, p' € T[x], kde p’ znaci formalni derivaci polynomu p. Odtud plyne, ze
NSD(p,p') € T|x] (nejvétsi spoleény délitel polynomi p a p’) je nenulovy a mé v
télese € kofen a, tedy deg NSD(p,p’) > 0. Jelikoz p je dle predpokladu ireduci-
bilni, je NSD(p, p’) = p. Soucasné ale degp’ < degp, tedy p’ = 0, coz je spor.

Véta 4. Bud' T téleso charakteristiky 0 a S/T konecné rozsireni téles. Pak exis-
tuje v € S takové, Ze S = T(7).

Dikaz. Necht S = T(vy,...,7,), vétu dokdzeme indukci podle n. Pro n = 1 plati
véta trividlné, k indukénimu kroku predpokladejme S = T(«, ).

Oznac¢me € algebraicky uzavér télesa S a mg,, mg € T[r] minimalni polynomy
prvki «, 8. Z predchoziho lemmatu vime, ze m, ma v {2 pravé degm,, ruznych
kofenti, oznacme je o, 7 = 1,...,degm,. Obdobné uvazme 3;, j = 1,...,degmg,
kofeny polynomu mg v 2. Protoze téleso T je nekonecné, lze najit t € T tak,
ze jsou prvky «; +t3; proi = 1,...,degm,, j = 1,...,degmg po dvou rtzné.
Polozme v = «a + tf a definujme polynom p = m,(vy — tz) € T(y)[z]. Potom
p(B) = mqa(c) = 0 a pro viechna f; # (3 z definice prvku ¢ plyne v —tf; # «a; pro
kazdé i = 1,...,degmy, a tedy p(53;) = mq(y —t5;) # 0. Polynomy mg a p maji
tedy v 2 pravé jeden spolecny koren, kterym je 3.

Bud d = NSD(mg,p) v T(7)[z], d monicky, pak se d v €2 rozklada na linearni
faktory. Z predchoziho lemmatu navic plyne, ze jsou tyto faktory po dvou rtzné.
Kazdy koten d musi ale soucasné byt korenem p, tedy jediné moznosti pro poly-
nom d jsoud=1ad=x— . Ale mg a p maji v {2 spolecny kofen, tedy d =1
vede ke sporu s Bézoutovou rovnosti v Q[z]. Odtud d = x — 5 € T(v)[z], a tudiz
p € T(v), z ¢ehoz jiz plyne také o € T(7).

[]

Definice 4. Bud S/T rozsiteni téles a Q algebraicky uzdver sl Rekneme, Ze
homomorfismus ¢ : S — Q je T-homomorfismus, jestlize p|v = idr. MnoZinu
vSech T-homomorfismi znac¢ime Homr(S, €2).

Lemma 5. Je-li Q algebraicky uzaver télesa T, p € T[z], a € Q koren polynomu

p a f € Homp(S,Q), pak f(«) je také koten polynomu p.

Diikaz. Oznaéme p = p,x" + pp_12" 1 + -+ + py. Potom
0=f(0) = f(p(c)) = f(pu@" + Pnra™ " + -+ pg) =

= flpa) f(@™) + flpa—1) f(@ ) + -+ f(po) =
= puf(@") 4 Puoa f(@"1) 4+ 4+ po = p(f(@)),

kde ¢tvrta rovnost plyne z toho, Ze f je homomorfismus, a v pfedposledni rovnosti
vyuzijeme, Ze f je T-homomorfismus a koeficienty polynomu p lezi v T. -

!T-homomorfismus lze obdobnym zptisobem definovat obecnéji mezi dvéma libovolnymi
nadtélesy télesa T.



Lemma 6. Necht Q2 je algebraicky uzdvér télesa T, a € @ a m, je minimdini

polynom prvku o nad T. Oznacme k pocet riznych korent polynomu m,. Potom
|Homp(T(a), Q)| = k.

Diikaz. Uvazme f € Homy(T(«), ), pak z predchoziho lemmatu plyne, Ze
homomorfismus f je urcen obrazem prvku « a zobrazuje kofeny polynomu m,,
opét na koreny polynomu m,. Odtud [Homr(T(«), Q)| < k.

Zbyva ukazat, ze pro libovolny koren 8 polynomu m, lze zobrazeni o +— [
rozsitit na T-homomorfismus. Jelikoz je S kofenem polynomu m,, je m, mini-
malnim polynomem prvku § nad T. Uvazme homomorfismy d,, : T[z] — T(«a),
definovany predpisem d,(p) = p(a), a dg : T[x] — T(5), definovany predpisem
ds(p) = p(B). Potom Ker(d,) = (ma) = Ker(dg), tedy z 1. véty o izomorfismu
dostavame T(f) = T[z]/(ms) = T(a). Odtud plyne T(«) = T(f) a izomorfis-
mus f : T(a) — T(B) je hledany T-homomorfismus.

[]

Diisledek. Pro C/T/Q a a € C je [Homy(T(«),C)| = [T(a) : T].

Dikaz.  Je-li m, minimalni polynom prvku a nad T, pak z Lemmatu [2] plyne
[T(a) : T] = degmy,. Podle zékladni véty algebry ma m, v C pravé degm,
kofenti, které jsou podle Lemmatu [ po dvou rtzné. i

Definice 5. Je-li S/T rozsiteni téles, « € S a m, € T[x] minimdlni polynom
prvku o, potom se koteny o = aq,...,a, polynomu m, nazyvaji konjugované
prvky v S.

Definice 6. Necht' T je téleso charakteristiky 0, S/T rozsireni téles, S algebraicky
uzdver S a bud Homr(S, Q) = {f1,..., fu}. Prox € S definujeme normu

1.2 Rozsireni télesa

Definice 7. O a € C rekneme, Ze je algebraické Cislo, jestlize existuje nenulovy
polynom p € Qx| takovy, Ze p(a) = 0, a Ze je celé algebraické Cislo, jestlize
existuje nenulovy monicky polynom q € Z[z| takovy, Ze q(a) = 0.

Jestlize je K konecné rozsiteni télesa QQ, pak mnozinu vsech celych algebraic-
kyjch cisel z K budeme znacit Rk. Za pomoci nasledujiciho lemmatu ukazeme,
ze Rk tvofi okruh (obecnéjsi verzi lemmatu i jeho disledku lze najit v NAR-
KIEWICZ (2004, 1.6)).

Lemma 7. Cislo a € K je celé algebraické prdvé tehdy, kdy? existuje nenulovd
konecne generovand podgrupa G aditivni grupy telesa K takovad, Ze aG C G.



Diikaz. Bud nejprve a celé algebraické, tj. existuji p,_1,...,po € Z takova, ze a
je kofenem polynomu 2" + pp,_12" * 4+ -+ +po = 0. Tedy 1,a,...,a" ' generuji
Zla]. Ozna¢ime-li G = Zal, pak G je hledana kone¢né generovand grupa splitujici
aG C G.

Uvazme nyni podgrupu G aditivni grupy télesa K, g1, ..., g, jeji generatory.
Jelikoz aG C G, existuji pro kazdé i = 1,...,r prvky b;; € Z takové, ze

ag; = Z b g,
j=1

coz lze prepsat jako

> (b —ad})g; =0,

Jj=1

kde
5 — 1, pokud i = j,
771 0, pokud 7 # j.
Odtud dostavame '
det(bij — ad;’);j:l =0.
Potom rozepsanim determinantu
det(bij — x5;)""

ij=1

ziskame pravé monicky polynom s celoc¢iselnymi koeficienty, jehoz je a kofenem,
tedy a je celé algebarické.
[]

Dusledek. Rk je okruh.

Dikaz. Bud a,b € Rgk. Dle predchoziho lemmatu nalezneme nenulové podgrupy
G, H aditivni grupy télesa K takové, ze aG C G a bH C H. Potom

k
GH = {Zgjhj | k€N, g; € G, hj € H}
j=1
je konecné generovana grupa a mame
(e £b)GH = aGH + bGH C GH,
nebot «GH = (¢G)H C GH a bGH = G(bH) C GH. Podobné
(ab)GH = (aG)(bH) C GH.

Tedy a + b,ab € Rk a Rk je okruh. -

Na zavér této kapitoly si ukdzeme, ze vSechna konec¢na rozsiteni télesa Q lze
sestrojit pridanim jediného prvku, ktery navic je mozné vybrat z okruhu celych
algebraickych cisel.



Véta 8. Je-li K konecné rozsireni télesa Q, pak existuje v € Rk takove, Ze

K =Q(v).

Duikaz. Existence prvku v € C takového, ze K = Q(v), plyne z Véty Al Staci
tedy ukazat, ze lze volit v € Rik.

Bud m., = 2™ + a,_12" "' 4 - - - + ap minimalni polynom prvku v nad Q, tedy
ap_1,--.,00 € Q. Potom nalezneme r € Z takové, ze ra,_1,...,rag € Z. De-
finujme polynom p = r"m,(2), tedy p = 2" + ra,—12"" + -+ + r"ag. Ziejmé
p € Zlx] a p(ry) = r"m.(v) = 0, odkud plyne ry € Rk. Zbyva si jiz jen uvédo-
mit, Ze Q(v) = Q(ry).

[]



Kapitola 2

Imaginarni kvadraticka rozsireni

Cilem kapitoly je nalézt celd zaporna cisla D, pro kterd na okruhu vsech
celych algebraickych ¢isel télesa Q(v/ D) existuje Euklidiv algoritmus, a ukazat,
ze zadna jina neexistuji. Nejdiive je vSak nutné seznamit se s nékolika dilezitymi
pojmy.

2.1 Kvadraticka rozsireni télesa QQ

Kvadratickym rozsifenim télesa Q nazyvame takové téleso K, kde K/Q je
rozsireni téles, Ze plati [K : Q] = 2. Je zfejmé, ze K je kvadratickym rozsifenim
télesa Q pravé tehdy, kdyz je K = Q(+/D) pro n&jaké bezétvercové &isld] D #0, 1.
Jestlize je D > 0, mluvime o realnych kvadratickych rozsitenich, naopak pro
D < 0 nazjvame téleso Q(v/D) imaginarnim kvadratickym rozsffenim.

Lemma 9. Bud K konecné rozsiteni télesa Q. Potom o € K je celé algebraické
pravé tehdy, kdyz md jeho minimadalni polynom nad Q celociselné koeficienty.

Diikaz. Implikace <= plyne pfimo z definice, ukdzeme =-. Zacneme pomocnym
tvrzenim: Pro polynom f € Z[z| oznacme fy,...,f, jeho koeficienty a ct(f)
nejvétsi spolecény délitel fo,...,f,. Potom pro polynomy f,g € Z[x] takové, Ze
ct(f) = ct(g) = 1 plati ct(fg) = 1. Kdyby totiz ne, existovalo by v € N, u > 1,
takové, ze u| ct(fg). Pfitom ale existuji 4, j, pro kterd u{ f; a u{ g;, zvolme i a j
nejmensi takova. Koeficient polynomu fg u ¢lenu 277 je

Jogivi + f1Givj—1 + -+ figi + -+ fivi90-
Jelikoz (diky minimalité i a j)
U | fU)"'vfi—lvgj—lw"ngv

je také
U | ngi+j7 f19i+j—1, ‘e >fi—19j+1, fi+19j—1, e 7fi+j90'

Soucasné ale u 1 fig;, a tedy u nedéli koeficient polynomu fg u ¢lenu 2"/, coz je
spor.

IBezétvercovym ¢&islem nazjvame &islo, které neni délitelné druhou mocninou zadného pr-
vocisla.
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Bud tedy p € Z[z| nenulovy monicky polynom takovy, ze p(a) = 0, a m,
minimalni polynom prvku a nad Q. Potom m,|p nad Q, tedy existuje poly-
nom h € Q[z]| takovy, ze p = myh. Budte A, B € N nejmensi takova, Ze
Amy, Bh € Z|x]. Potom ct(Am,) = ct(Bh) = 1 (jinak by A, B nebyla nejmensi),
a tedy dle pomocného tvrzeni také ct(Am,Bh) = 1. JelikoZ ale polynom m,h mé
celociselné koeficienty, je kazdy koeficient polynomu Am, Bh délitelny ¢islem AB,
tedy AB|ct(Amq,Bh) =1, neboli AB = 1. Odtud jiz |A| = |B| =1 a m,, € Z[x],
coz jsme pfesné chtéli dokazat. -

Podivejme se nyni, jak vypada téleso Q(\/ﬁ) pro bezcétvercové celé ¢islo D.
Vsechny prvky tohoto télesa jsou tvaru a + bv/D, a,b € Q, a pro b # 0 je ziejmé

Myyp = (@ — (@+bVD))(x — (a - bV/D)) = 2* — 2ax + a* — b*D

minimalni polynom prvku a+bv/ D. S pomoci pfedchoziho lemmatu tedy mtzeme
popsat prvky okruhu Rg:

Véta 10. Necht D je bezctvercové celé ¢islo a oznacme K = Q(+/D). Potom

{a+62\/5 | a,b € Z,a=0b (mod 2)},p0kudDE 1 (mod 4),

Rk —
%HWVE\@bEZ}JMMdD%lOmﬂ4)

Diikaz Inkluze Z C Rk je zfejmé. Stadi se tedy zamé&fit na prvky a + bv/D pro
b # 0. Z ptedchoziho lemmatu a tvaru minimalniho polynomu vime, ze

a+b\/5€RK<:>2a€Z&a2—b2DGZ.

Oznac¢me a = p , b=1=%,p,r €Z, q,s €N, dvojice p, ¢ a r, s nesoudélné. Potom

prvni podmmka 2a = 2p € 7 nastane pravé tehdy, kdyz ¢ = 1 nebo ¢ = 2.
Bud nejprve ¢ = 1. Druha podminka

2
D
a2—b2D:p2—r—2€Z
S

je ekvivalentni podmince s%|r?D. JelikoZ jsou r, s nesoudélnd a D bezdétvercové (tj.

st D), dostavame s = 1. Jinymi slovy a,b € Z a pak jiz zfejmé a + /D € Rg.

Necht nyni ¢ = 2. MozZnost a = 0 muZeme zahrnout do predchozi moznosti,
necht tedy nyni a # 0. Z druhé podminky pak dostavame

p* D p’s*—4r’D

2 2
D — _
“ TR 152

€ 7.

Odtud 4[p*s? a jelikoZ jsou p, ¢ nesoudélna, tedy 2 t p, dostavadme 4|s?, neboli 2|s.
Podobné s2[472D déava (spolu s podminkami 7, s nesoudélnd a D bez&tvercové)
s?|4, tedy s|2. Celkem tak s = 2. Nyni ’# € Z, tedy p* = r?D (mod 4).
Jelikoz 2 1 p,r, je p?, 72 = 1 (mod 4). Odtud jiz vyplyva D = 1 (mod 4). Naopak
pro liché p,r E Za D=1 (mod 4) je p”‘r € Rk, nebot je to kofen polynomu
p4 :0ap—2D_0(mod4).

x? — px +
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Nakonec se jesté podivame, jak vypada v nasem konkrétnim pripadé norma
Ng1(z):
Lemma 11. Necht D je bezctvercové celé ¢islo a oznacme K = Q(v/D). Potom
pro a,b € Q je Nx/g(a+bvD) = a? — b*D.

Diikaz. Uvazme fi,..., f, véechny Q-homomorfismy z K do C a m = 2> — D
bud minimalni polynom prvku v/D nad Q. Potom z Lemmatu B je f;(v/D) pro
i =1,...,n kofenem polynomu m. Odtud plyne f;(v/D) = +v/D an = 2. Nyni
jiz snadno spocitame

Nicjola +bD) = fila + D) - fula+ VD) =
= (@+/1B)-(VD)) (fala)+£20)-12v'D)) = (a+b¥/D) (a=bV/D) = a*~1°D.

]

Pozndmka. 7 dikazu Lemmatu také vidime, Ze prvky a + bv/D a a — bv/D jsou
konjugované v Q(v/D), a dale, ze je-li a € Q(v/D) a o' prvek konjugovany k o,
pak plati Nk g(a) = ac.

2.2 Normové-euklidovska rozsireni

V této podkapitole budeme télesem K rozumét konecné rozsireni télesa Q.

Definice 8. Obor R nazveme Euklidiv obor, pokud existuje funkce
v:R — NU{0} spliugici:

(i) v(x) = 0 praveé tehdy, kdyz x = 0,
(i1) v(a) < v(ab) pro vSechna a,b € R, a,b # 0,

(i1i) pokud a,b € R, b # 0, potom ezistuji q,r € R tak, Ze a = bg+r a v(r) <
v(b).

Téleso K nazveme normové-euklidovské, pokud je Rx Euklidiv s v(z) = ‘NK /Q(x)’ :
Lemma 12. KazZdy prvek télesa K lze zapsat jako podil dvou prvki z okruhu Ry.

Diikaz. 7 Véty B vime, Ze existuje o € Rk takové, ze K = Q(a). Prvky télesa K
jsou tedy tvaru § + Za, kde p,q, 7,5 € Z. Plati ale

p r ps + qro
. _|_ - = —
q S qs

a ps + qra, qs € Rk, coz jsme chteéli.

[]

Nésledujici lemma je pfevzato z publikace NARKIEWICZ (2004, 3.30) a po-
skytne nam dulezitou charakterizaci normové-euklidovskych téles.
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Lemma 13. T¢leso K je normové-euklidovské prave tehdy, kdyz pro kazde a € K
existuje t € Rk takové, Ze ‘NK/Q(CL — t)‘ < 1.

Dikaz. Rk je Euklidiv, pravé kdyz pro vSechna a,b € Rk existuji ¢, € Rk ta-
kova, ze a = bg+1 a | Nk/q(r)| < | Nk/g(b)|, neboli | Nk q(a — bq)| < |Nk/q(b)|.
To je ekvivalentni podmince ‘NK solab™! = ¢)| <1, jelikoz norma je ziejmé mul-
tiplikativni. Staci jiz tedy jen aplikovat pfedchozi lemma. -

2.3 Imaginarni normoveé-euklidovska rozsireni Q

V tuto chvili jjiz mame pfipraveny vsechny prostfedky k dikazu véty charak-
terizujici vSechna imaginarni normové-euklidovska rozsiteni télesa racionalnich
Cisel, kterou lze najit také v publikaci NARKIEWICZ (2004, Disledek 3.30).

Véta 14. Pro D < 0 je téleso K = Q(v/D) normové-euklidovské prdvé tehdy,
kdyz D € {~1,-2,—3, -7, —11}.

Diikaz. Dtikaz rozdélime na jednotlivé ptipady podle hodnoty D.

1. pfipad: D # 1(mod 4).

Necht nejdiive D € {—1, —2}. Kazdy prvek okruhu Rk je podle Véty [I0 tvaru
a+bVD, a,b € Z. Vezméme z + yv/D libovolny prvek z K (tedy z,y € Q). Pak
existuji a,b € Z takova, ze |z — a| < § a |y — b| < 1, a tedy podle Lemmatu [Tl je

‘NK/Q ((I—l-y\/ﬁ) — (a—i—b\/ﬁ))’ = ‘(x—a)2 — (y—b)2D| —

1+ |D| -1

=(r—a)’+(y—b)°|D| <

Podle Lemmatu [13 je tedy K normové-euklidovské téleso.
Naopak, bud K normové-euklidovské téleso a bud z = */TE. Podle Lemmatu [13
nalezneme a + bv/D € Rk (tedy a,b € Z) tak, 7e

)NK/Q (:c - (a+ b@))‘ < 1.

(o () ) o (1

1 2
a2+(§—b) |D|<1.

Jelikoz ale pro kazdé b € Z je (% — b)2 > }1, mame 2l <« 142 <1, tedy |D| < 4,

4
odkud jiz D € {—1, -2} .

Vime

‘NK/Q (:c - <a+ b@))‘ =

tedy

13



2. pripad: D = 1(mod 4).

Necht nyni D € {—3, -7, —11}. Z Véty [0 vime, ze kazdy prvek Rx je tvaru
%@, a,b € Z,a="b (mod 2). Uvazme opét z+yv/D, x,y € Q libovolny prvek
z K. Pak najdeme nejprve b € Z takové, ze |y — g‘ < Zi a poté a € Z takové, ze

|z —% <1aa=b (mod 2). Potom je
Ve ((r+0vD) = (24 2B ))| = | (e 2V = (4= 1) p
22 2 2
a2 b\? 1 |D| 4+4|D| 15
= —_ = —_ = D<— —_— = < — 1.
(« 2>+(y 2)|’—4+16 6 16

Podle Lemmatu 13| je K normové-euklidovské téleso.
Nyni naopak bud K normové-euklidovské téleso a necht = = %ﬁ. Opét podle

Lemmatu [[3 nalezneme %ﬁ € Rk (tedy a,b € Z, a =b (mod 2)) tak, ze

bv' D

a tedy

a+bvD 1+vD a+b/D
NK/Q J,’—T = NK/Q 1 _ 5 —

1 a\? 1 b\?
Y (e —_2) Dl <1.
(i75) +(i-3) =

Jelikoz pro kazdé t € Z plati |1 — £| > 1, dostavame 1 + |D| < 16, odkud jiz
De{-3,-7,—11}.
]
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Kapitola 3

Realna kvadraticka rozsireni I

V této kapitole se na problém kvadratickych rozsiteni podivame z geometric-
kého hlediska (viz ¢lanek EGGLETON a kol. (1992)) a popiSeme vSechna kladna
bezétvercova &sla D, pro ktera je rozsiieni Q(v/D) normové-euklidovské. Driikaz,
ze jina skutecné neexistuji, ale ponechame az do nasledujicich kapitol. Kratce
se také vratime k imaginarnim kvadratickym rozsifenim a ukazeme souvislost
diikazu z druhé kapitoly s nynéjsim geometrickym néhledem.

3.1 Geometricka reprezentace

Vsechny prvky télesa Q(v/D) jsou tvaru o+ z—;\/ﬁ, kde ay,as,bi,by € Z.
Miizeme tedy definovat vnoreni

Vv: QWD) — Q@
S4pvD oo (Bh).

Jinymi slovy znazornime téleso Q(\/E) jako body v roviné s racionalnimi sou-
fadnicemi. Piipometime, Ze zna¢ime K = Q(v/D) a ze Rx je okruh viech celjch
algebraickych cisel z K. Ve Véte [10 jsme popsali prvky okruhu Rk v zavislosti
na hodnoté D. Ozna¢me nyni Mp = ¢ (Rg), potom

o Mp=7% pokud D # 1 (mod 4),
o Mp = {(a, b) | (a,b) € Z* nebo (a,b) € Z* + (%,%)}, pokud D =1 (mod 4).

Definice 9. Jednotkovym okolim prvku o € Rk rozumime mnozinu
Ula) = {A € QWD) | [NkjoA—a)| < 1}.

Jestlize &« = a + bv/'D a A = © 4+ yV/D, pak podle Lemmatu [T mame pro
normu Nk ,g(A — @) = (z —a)? — (y — b)®D. To nés pfivadi k nasledujici definici:

Definice 10. Jednotkové okoli bodu (a,b) € Mp definujeme jako mnoZinu

U(a,b) = {(:E,y) cQ? | }(m—a)Q — (y—b)QD} < 1}.
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(2, %2) X —=x- x—=Yx
e y ="y y ="y
FD) —
B 47
F(D)
0 ¥ = x 0

X=X y=-y y=-y
y=y y==y x —=x- x = a-x
y=y-ra y=y-ra

D # 1 (mod 4) D=1 (mod 4)

Obrézek 3.1: Zakladni oblast F (D) pro Q(v/D).

Nasledujici lemma je ziejmym disledkem Lemmatu I3k

Lemma 15. T¢leso Q(v/D) je normové-euklidovské pravé tehdy, kdyz pro kazdy
bod (z,y) € Q? exzistuje bod (a,b) € Mp takovy, Ze (z,y) € U(a,b).

Definice 11. Definujme zékladni oblast F(D) pro Q(v/D) jako

F(D) = {(z,y) eQ? | 0<2z <L 0<y<3}, pokud D # 1 (mod 4),
{<m’y)€(@2|O§$§%70§y§i},pokudDzl(mod 4).

Lemma 16. T¢leso Q(v/D) je normové-euklidovské prave tehdy, kdyz

FD)c |J Uab).

(avb)EMD

Diikaz. Je ztejmé, ze bez 1jmy na obecnosti se miizeme zamétit na mnozinu bodi
2 , s . < .
Q?N [-1.3]7 € F(D). Na Obrazku Bl je dale zndzornéna symetrie Q* a Mp.

272
]

Tvrzeni pak jiz plyne z predchoziho lemmatu.

3.2 Realna normové-euklidovska rozsireni Q

Celou podkapitolu vénujeme dtikazu tvrzeni, ve kterém popiseme realné kva-
draticka rozsifeni télesa racionalnich cisel. Dilkaz je pfevzat z ¢lanku autort EG-
GLETON a kol. (1992, 6.1).

Véta 17. Jestlize D € {2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21, 29, 33,37,41, 57, 73}, pak je
téleso Q(v/D) normové-euklidovske.

Dikaz. Jelikoz (0,0) € U(0,0) pro libovolné D, sta¢i ndm pomoci jednotkovych
okoli bodt z Mp pokryt mnozinu bodt F(D)\ {(0,0)}. Protoze uvazujeme pouze
D > 0, tvofi hranici jednotkového okoli U(a, b) dvé konjugované hyperboly dané
piedpisy (z—a)?>—(y—0)2D = 1 (lev4 a prava hranice) a (z—a)?— (y—b)?’D = —1
(horni a dolni hranice).
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Obrazek 3.2: Hranice U(1,0) pro D = 2.

1. pripad: D € {2,3,5,13,17}.
Podivejme se na jednotkové okoli bodu (1,0), které je zobrazeno na Ob-

razku Horni hranice prochézi body (O, %) a (%, 5 f) Jelikoz % > 2&

pro libovolné D > 0, dostavame pro D # 1 (mod 4) podminku % 1, ne-

boli D < 5, a pro D = 1 (mod 4) podminku % > 1 neboli D < 20. V obou
ptipadech jsou podminky splnény, tedy F'(D) \ {(0,0)} C U(1,0).

2. pripad: D € {6,7,21,29} .
K pokryti nyni vyuzijeme jednotkova okoli bodu (—1,0) a (1,0) jako na Ob-
razku 33l Prava hranice U(—1,0) a horni hranice U(1,0) se protinaji v bodé

(%, %) (jelikoz uvazujeme D > 5 bezétvercové, neni ¢islo % racionalni, a tedy

<%, %) ¢ F(D)). Déle horni hranice U(—1,0) a horni hranice U(1,0) se pro-
tinaji v bodé (0, \/—@>, coz nam pro D # 1 (mod 4) dava podminku \/i% > %,
neboli D < 8, a pro D =1 (mod 4) podminku 2 \F > 1, neboli D < 32. Nynf si
jiz jen sta¢i uvédomit, ze horni hranice U(—1,0) je na 1nterva1u (—1, 00) tvofena
rostouci funkei.

3. pripad: D € {33,37,41}.
Tentokrat uvazujeme pouze D = 1 (mod 4). Opét vyuZijeme jednotkovych

okoli U(~1,0) a U(1,0). Horni hranice okoli U(—1,0) prochézi body (o, \ﬂ)

a (\/D471 1, ) a ziejmé \/_\/% < 1 a Y20 1 > (. Zbytek zdkladni ob-
31

% 5), situace je znazornéna na Ob-
razku [3.4l Dolni hranice tohoto jednotkového okoli prochézi bodem (O \/; \F‘ﬁ>

‘/;\F‘ﬁ :ﬂ je ekvivalentni s D < (2\/_ +v1 ) = 41,396, coz zfejmé plati.

Déle prava hranice U( oL 2) prochéazi body (O VD f) a (@ ot 4> kde

2vD
vVD—/5 f v D+16 § = vD—16
“2yD

4 je ekvivalentni s D > 20 a *=; e
s D < 65 Obé podminky jsou splnény z predpokladu pro D.

lasti pokryjeme jednotkovym okolim bodu (—

— 1 je ekvivalentni
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Obrazek 3.3: Hranice U(—1,0) a U(1,0) pro D = 7.

Obréazek 3.4: Hranice U(—1,0), U(1,0) a U (—%,1) pro D = 37.

1
2
4. pripad: D = 11.

Nejprve si uvédomime, Ze vétsinu F'(11) mame pokrytou jednotkovymi oko-
limi bodt (—1,0) a (1,0) (viz ObrézekBE) pfi¢emz horni hranice U(—1,0) pro-

chazi bodem <0 f) kde — = 0,426. Ukéazeme, ze zbytek F(11) pokryjeme
pomoci U(2,1) a U(-5, —1). Dolni hranice U(2,1) prochézi body (O, 1-— %),
kde 1 — Y5 = 0,326 < 0,426, (2—{,5), kde 2 — ¥ = 0,677 > L. Jinymi

1
2
slovy, dolni hranice U(2,1) lezi na intervalu [O, %} ,pod“ horni hranici U(—1,0).

Déle levé hranice U(2,1) prochézi body (o 1 f) kde 1 — 45 = 0478,

a ( — VIS l) kde 2 — ‘ﬁ = 0,064 > 0. Zbyva tedy pokryt ¢ast F'(11) na in-

2 72

tervalu [O 2— ‘ﬁ] lezici ,nad“ levou hranici U(2,1). Horni hranice U(—5, —1)

prochézi bodem (0, g — 1) kde Y26 Vit 1=0,537 > , a prava hranice prochazi

bodem (O, % . ) kde 2 \/_T -1 = O ATT < 0,478 (meml slovy prava hranice
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Obrazek 3.5: Hranice U(—1,0) a U(1,0) pro D = 11.

U(—5,—1) je v nule ,nize“, nez leva hranice U(2,1)). Nakonec pravd hranice
U(~5,~1) prochdzi bodem (Y22 — 5,1}, kde YD — 5 = 0,074 > 0,064, co

jsme potfebovali.

5. pripad: D = 19.

Zakladni oblast F'(19) je pokryta jednotkovymi okolimi bodu (0,0), (1,0),
(—1,0), (3,1), (2,0), (6, 1), (7, —1), (19, —4), (=2, 1), (=7, 2), (=90, 21) a (—430, 99).
Podrobny rozbor by byl obdobny jako v pfedchozim pripadé.

6. pripad: D = 57.
U(2,0) aU (4, -3).

7. ptipad: D = 73.

Zakladni oblast F'(73) pokryjeme pomoci U(0,0), U(1,0
U(-%,2), U(-10,-1), U(=27,-3), U (2,1), U(7,1) a U (

Jako zajimavost jesté uvedme, Ze v roce 1942 Rédei (REDEI (1942)) podal
diikaz, ze také téleso Q(v/97) je normové-euklidovské. Teprve v roce 1952 Barnes
& Swinnerton-Dyer (BARNES a SWINNERTON-DYER (1952)) ukézali, Ze tomu

tak neni.

3.3 (Geometricky pohled na imaginarni kvadra-
ticka rozsireni

Pro D < 0 a (a,b) € Mp méa hranice jednotkového okoli U(a,b) pfedpis
(r—a)*+ (y—b)?|D| = 1, tedy jde o elipsu s hlavni poloosou velikosti 1 a vedlejsi

poloosou velikosti ﬁ (viz Obrazek B.6]). Vyuzijeme tohoto pozorovani spolu s

Lemmatem [16 k alternativnimu dikazu Véty [14l

Véta 14. Pro D < 0 je teleso Q(v/'D) normové-euklidovské pravé tehdy, kdyz
De{-1,-2,-3,—7,—11}.
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Obrazek 3.6: Hranice U(0,0), U(1,0), U(0,1) a U(1,1) pro D = —2.

y

1
2
2
T
/ | X
1
B 2

Obrazek 3.7: Hranice U(0,0), U(1,0), U(0,1) a U(1,1) pro D = —6.

N e
o lw
N

Diikaz. Dilkaz opét rozdélime na jednotlivé ptripady podle hodnoty D.

1. pfipad: D # 1 (mod 4).

Je-li |D| < 3, pak pro (z,y) € F(D) je 2? + y*|D| < 1 + % < 1, tedy
(z,y) € U(0,0), a tedy pro D = —1 a D = —2 je téleso Q(v/D) normové-
euklidovské.

Naopak, necht |D| > 3 a uvazme bod (1,1) € F(D). Tento bod nelezi v
zadném z jednotkovych okoli bodu (0,0), (1,0), (0,1) a (1,1), nebot jisté plati
2 2 .. .
(j:%) + (i%) |D| = i+ % > 1, tedy jisté (% %) ¢ U(a,b)eMD U(a,b) (jako

napiiklad na Obrazku B.7), a tedy téleso Q(v/D) neni normové-euklidovské.

2. pripad: D =1 (mod 4).

Necht |D| < 12, pak pro (z,y) € F(D) plati 22 + y? |D| < 1 + |D‘ < 1, tedy
(z,) € U(0,0). Odtud dostavame, ze téleso Q(v/D) je normove- eukhdovske pro
D e {-3,-7,—11}.
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1 1 s X
-1 — _/_5//1 - 2
2

Obrézek 3.8: Hranice U(0,0), U(1,0) a U (3, 3) pro D = —19.

Ptredpokladejme naopak |D| > 12. Jelikoz uvazujeme pouze D = 1 (mod 4),

méme dokonce |D| > 15. Podivejme se na bod (1, 1) € F(D). Ten mize lezet jen

v jednotkovém okoli bodu (0,0) nebo (3,1). Jelikoz ale plati (1)* + (3)*|D| =
=12+ (=2 D] = Z2 > 1 neboli (1,1) ¢ U(0,0)UU (L,1) (viz také

Obrazek B.8)), neni pro uvazovana D téleso Q(v/ D) normové-euklidovské.

[]
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Kapitola 4

Realna kvadraticka rozsireni 11

Jiz vime, ze pro D € {2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21,29, 33,37,41,57, 73} je téleso
Q(v/D) normové-euklidovské. Nyni je na fadé ukazat, Ze zadné jiné takové D > 0
kvadratickych rozsiteni, ktery jsme rozebrali ve druhé kapitole. Nejprve se proto
zameéfime na nalezeni néjaké horni zavory takové, Ze pro vSechna vétsi D jiz téleso
Q(+v/D) neni normové-euklidovské, diky ¢emuz nam do dalsi kapitoly zbyde ovéfit
jiz jen kone¢né mnoho moznosti. V této kapitole vychazime z ¢lanku DAVEN-
PORT (1951).

4.1 Podpurné definice a tvrzeni

Nez se pustime do hledani horni zavory, uvedeme si pojem binarni kvadraticka
forma a odvodime nékteré jeji zakladni vlastnosti. Poté postupné zavedeme po-
sloupnosti ¢isel, které nas budou provazet po zbytek kapitoly. Nevyhneme se ani
nékolika ryze technickym tvrzenim, pomoci kterych vsak pozdéji budeme schopni
dokézat, 7e pro viechna normové-euklidovské télesa Q(v/D) musi byt D < 214,

Definice 12. Binarni kvadratickou formou rozumime homogenni polynom dvou
proménngjch stupné 2, tedy f(x,y) = ax® + bxy + cy?, kde a,b,c € R.

Definujeme diskriminant § bindrni kvadratické formy f(z,y) = ax?®+bry+cy?
jako § = b? — 4ac.

Bindrni kvadratickou formu f nazveme pozitivné definitni (resp. negativné
definitni), jestlize pro vsechny dvojice x,y € R, kde alespori jedno z ¢isel x a y je
nenulové, plati f(x,y) > 0 (resp. f(x,y) < 0). Pokud bindrni kvadratickd forma
nabyvd kladngjch i zdporngch hodnot, nazveme ji indefinitni.

Rekneme, Ze bindrni kvadratické formy f a g jsou ekvivalentni, jestlize existuji
p,q,7r, s € R takova, zZe f(x,y) = g(px + qy,rz + sy) a ps — qr = +1[

Jelikoz zde nebude moci dojit k omylu, budeme casto misto binarni kvadra-
ticka forma psat jen kratce forma.

Pozndmka. Je-li f(x,y) = ax®+bry+cy® = a(x+0y)(z+60'y), potom b = a(0+6")
ac=abl, atedy § =b* — dac = a*(0 — 0')°.

INerozlisujeme zde tedy mezi tzv. silnou (pro ps — qr = 1) a tzv. slabou (pro ps — qr = —1)
ekvivalenci.
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Lemma 18. Ekvivalentni bindrni kvadraticke formy maji stejny diskriminant.
Diikaz. Je-li f(x,y) = ax?® + bry + cy?, mizeme také psat

fly) = (= y) (g %) @)

Potom formy f(z,y) = ar®+bry+cy? a g(x,y) = ar’*+Bry+vyy? jsou ekvivalentni
pravé tehdy, kdyz existuji p, g, r, s takova, ze

Odtud jiz plyne rovnost

o o
Il
v Q
=2 v

Do Q

neboli b? — 4ac = % — 4ary.
[]

Lemma 19. Bud [ bindrni kvadratickd forma s redlnymi koeficienty a p,r € Z
nesoudélnd. Potom existuje ekvivalentni bindarni kvadratickd forma g, jejiz koefi-

cient u ¥ je roven hodnoté f(p,r).

Diikaz. Jelikoz jsou ¢isla p, r nesoudélnd, najdeme Bézoutovy koeficienty ¢, s € Z,
ps —qr = 1. Je-li f(x,y) = ax® + bxy + cy?, staéi formu ¢ definovat jako formu

urc¢enou matici ,
pr a 3 b q
q s % c)\r s)’

nebot pak je prvni koeficient této formy roven prave ap? + bpr + cr? = f(p,r).

Definice 13. Indefinitni bindrni kvadratickou formu
f(z,y) = ax® + bxy + cy® = a(z + Oy)(x + 0'y),
kde a,b,c,0,0" € R, nazveme redukovanou, jestliZe

1_\/5<0’§3_\/3. (4.1)

2 - 2

0> 2,

Poznamenejme, ze z praktickych divodt budeme pro ¢isla v posledi nerov-
nosti vyuzivat jejich desetinny zapis, budeme tedy psat —0,618... misto %5

a 0,382... misto 325
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Tvrzeni 20. Je-li f(z,y) = ar®+bxy+cy* = a(x+0y)(z+0'y) indefinitni bindrni
kvadratickd forma s nenulovym diskriminantem takovd, Ze 0 a 0" jsou iraciondlnt,
pak f(z,y) je ekvivalentni néjaké redukované bindrni kvadratické formé.

Diikaz. Ozna¢me m = inf {|f(z,y)| | =,y € Z, x # 0 nebo y # 0}

1. pripad: m = 0.
Podle Lemmatu [19 existuje forma

9(z,y) = aa® + Bry + vy* = a(z + Vy)(z + I'y)

ekvivalentni formé f, pro kterou je || libovolné malé (ovSem nenulové, nebot 6
a @ jsou iraciondlni). Jelikoz podle Lemmatu [I8 maji formy f a g stejny diskrimi-
nant a?(0 — 0')? = o2(9 — )2, je |9 — | libovolné velké. Bez Gjmy na obecnosti
miuZeme predpoklddat ¢ > ¢¥'. Nalezneme n € N takové, Ze

—0,618... <9 +n<0,382....

Ozna¢ime ¥, = ¥ +n a ¥} = ¥ + n. Potom jsou binarni kvadratické formy
alz +Jy)(z +V'y) a alr + hy)(z + Vy) ekvivalentni, nebot je

a((pr+qy) +0(re+sy))((pr+qy) + 9 (re+sy)) = alz+ (0 +n)y)(z+ (0 +n)y)

prop=1,¢=mn,r=0,s = 1. Navic je ¥; — 9] = J — ¥ libovolné velké,
muzeme proto bez Ujmy na obecnosti pfedpokladat, ze ¢ > 2. Potom forma
a(z + Yy)(x + V¥y) splituje podminky (AI]), je tedy redukovand a ekvivalentni
formeé f.

2. pripad: m > 0.
Muzeme predpokladat, ze 8 > 6. Podobné jako v 1. pfipadé nalezneme n € N
takové, ze
—0,618... <0 +n<0,382...,

a opét polozime 01 = 0 +n a ) = ¢ + n. Bud € > 0 libovolné malé. Pfechodem
k ekvivalentni formé miizeme bez ijmy na obecnosti pfedpokladat, ze

< Ja| < 2
m a .
- 1—¢€

Potom

P (C2)
ol lal

= |(z + b1y)(z + 01y)|
pro vSechna x,y € Z, * # 0 nebo y # 0. Ve specidlnim ptipadé¢ z = 0, y = 1
dostavame
|Q193| >1-— €,
odkud
(1—¢)
161

Ukazeme, Ze alespon jedna z forem urcenych nékterou ze tii dvojic

91>

>1,618...(1— ).

1 1
0,,0:2—-0,,2—-6:1——.1——
1, Y1, 1, 1 917 0/1
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spliiuje podminku redukované formy. Pokud je 6#; > 2, jsme hotovi. Mizeme tedy
predpokladat, ze 6; < 2. Potom z nerovnosti

10,10, >1—€ea —0,618... < <0,382...

dostavame ¢ < 0, odkud mame 2 — 0} > 2 a 1 — ai/ > 2. Zbyva tedy jen ukézat,
1

7e 2 — 61 nebo 1 — % splituje druhou nerovnost v ([@1]). Je ale

0<2—-6,<0,382...,pokud 6; > 1,618...,

1
0<1-,-<0382..., pokud f < 1618....
1

Nyni si stac¢i uvédomit, ze forma urcend libovolnou z téchto t¥i dvojic je ekviva-

lentni formé f. -

Lemma 21. Necht
fo(z,y) = ao(x + Ooy)(x + Oy)

je redukovand forma a predpokladejme, Ze 0y a 6] jsou iraciondlni. Potom existuji
cela cisla

s 7t—27t—1at0a t17t27 te
a cisla

ey =2y 1,y Koy Ho1y 2y - - -
kazdé rovno £1, takovd, Ze pro kazdou dvojici ¢isel 0, a 0, definovanych pro
n >0 an <0 rekurentné vztahy

en — tn _|_ Mn—i—l) Q;L — tn + M:’l-‘rl, (42)
Ot 0

n+1

. v v , , ’ v , v Nl
je prislusnd forma redukovand. Navic ji,41 md opacné znaméenko nez 0, . Pro
kazdé n € Z pak existuje redukovand forma

folz,y) = an(z 4+ 0,y)(x + 6.y)

ekvivalentni formé fo(x,y) a ekvivalenci mezi f,,(z,y) a foi1(z,y) lze vyjadrit
jako fn(xay) = fn+1(y>ﬂn+1($ + tny))

Diikaz. Postupujme induktivné. Pfedpokladejme, ze n > 0 a méme jiz zkonstru-
ovano 0, > 2, které je iracionalni. Pak definujeme ¢, € Z tak, aby |t, — 0,| bylo
nejmensi mozné, a polozime

Hn41
Op — tn

en—i-l =

Z iracionality 6, pak plyne iracionalita 0, a tedy 0 < |t, — 0,| <  pro vSechna
n > 0. Proto lze vybrat p,,1 € {1,—1} tak, aby platilo 6,1 > 2. Tim méame
definované posloupnosti ¢isel g, t1,...;600,01,...; po, ft1,..., kde 6, >2 at, > 2
pro kazdé n > 0, a pokud p,1 = —1, pak dokonce ¢, = 6, + ﬁ > 2, neboli

t, > 3. Déle definujeme B
9/ — _ MTH*l
et t,— 0"

n
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Ukazeme, ze

—0,618... <6/, <0,382...
pro kazdé n > 0: Pro n = 0 plati z predpokladu, a plati-li pro n > 0, pak pro
n + 1 mame

2 0,382... = 1,618... vidy,
tn - 01,1 Z
3—-0,382...=2,618... pro p,+1 = —1, nebot pak je ¢, > 3.

Plati 1515~ = 0,618... a
ménko nez 0, ;.

Nyni zvolime uo € {1,—1} tak, aby mélo opa¢né znaménko nez 6. Dale
predpokladejme, Ze jiz mame pro n > 0 zkonstruovano iracionalni 6’ spliujici
—0,618... < ¢, <0,382.... Volime p_,, € {1,—1} vzdy tak, aby mélo opa¢né
znaménko nez 0" . Potom nalezneme t_,,_; € Z takové, Ze pro

1 . ’ /v vz
3618, = 0,382..., navic p,11 ma zfejmé opacné zna-

JT.

6,—71—1 =t p1+ 0’

plati —0,618... < ¢, _, <0,382.... Pak méme

n

1
t_p_1 > —0,618... + T > —0,618...+1618... =1,

nl
neboli t_,,_1 > 2. Je-li navic u_,, = —1, dostavame dokonce
1
t_,.1>-0618...+ o > —0,618...+2,618... =2,

neboli t_,,_; > 3. Timto mame definovany posloupnosti to,¢_q,...;6,,60",,...;
o, fb—1, - ... Déale polozime

fin
0_n

e—n—l =t p1+

a ukazeme, ze 0_, > 2 pro vSechna n > 0: Pro n = 0 to plyne pfimo z predpo-
kladu, a jestlize to plati pro n > 0, pak pro n + 1 mame

—n 2 pro fi—pn = 17
pon {

0 3 — % pro p—, = —1.

e—n—l =1l p-1+

Odtud pak také plyne, ze t_,,_; je nejblizsi celé cislo k 6_,_;. Poznamenejme
jeste, ze 6, 1 0!, jsou diky iracionalité 6, a 6, nenulova pro vsechna n € Z.

Zbyva dokazat existenci redukovanych forem f,(x,y) = a,(x + 0,y)(x + 0y)
ekvivalentnich formé fo(x,y). Z (£2) dostavame

T+ 0,y =2+ <tn+'un+1)y= Pntl

(X + 9n+1Y) 3
9n+1

9n+1

kde X =y aY = jip11(x + t,y). Podobné lze vyjadrit ¢, pomoci 0], a tedy

1
——— (X + 0, 1Y) (X +0,,,Y).

r+0y)(z+0'y) =
(z + 0y)( y) Ol
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Spolu s fo(z,y) = ao(x + O,y)(x + 6,y) takto dostavame rekurentni predpis pro
funkce f, pron > 0 an < 0. Navic je X = pr+qy a Y = rx + sy pro
p=0,9=1,7= ptpi1,5 = lps1ts, tedy ps —rq = p,+1 = 1. Odtud primo plyne
ekvivalence forem fy a f,, pro vSsechna n. Nakonec prvni koeficient a,, formy f,, je
definovan rekurentnim vztahem a,, = 6,410, an 1.

[]

Definujme nyni ¢,, pro vSechna n predpisem

_ _Hn
On = o (4.3)

Ziejmé je potom ¢, > 0 a z nerovnosti —0,618... < 0/, < 0,382... plyne

- 1,618... wvzdy,
"] 2618..., pokud u, = —1.

Dosadime-li do definice ¢,, za ¢/,, dostaneme pro ¢,, rekurentni predpis:

Hn—1

op=——1— =ln1— 0 =tn 1+ . (4.4)
9;_5 tn_1 Qﬁnfl
Dale definujme
On,
Uy = | — |,
2
tedy v, € N, a poloZzme
n+1 n+1Yn+42

g =2t - 2 ol (4.6)

. —~ -
¢n ¢n¢n—1 ¢n¢n—1¢n—2
pro vSechna n € Z. Nahlédneme, Ze obé fady jsou konvergentni, a tedy 5, a [,
jsou dobte definované. Konvergence prvni fady plyne z odhadi

Un+k

<
en-‘rl T en-l—k gn—i—l e gn—l—k Qk’

nebot potom je
=1
k=0

a navic ziejmé (3, > 0. Pro druhou fadu vyuzijeme odhad

emfl 1 Hm tmfl 1 tmfl
1 < == (tp+2) < - < 1-0,618...<
fm ST T ( vt em) > 152 *
< bty tnor 0,618... =1, 1 —0,618... <t, 4+ Em=t_ 4
- 2 2 o ¢m—1
ze kterého plyne
Um—1
<1,
P,
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a tedy
Un—k—1 1 Un—k

< < .
gbnqbn—l T ¢n—k ¢n¢n—1 e ¢n—k+1 o ¢n¢n—1 e ¢n—k+1

Jinymi slovy absolutni hodnota ¢lenti této fady klesa a znaménka c¢lent alternuji,
odkud jiz vyplyva konvergence (podle Leibnizova kritéria). Z nerovnosti

Um—1

D

0< <1

dostavame dale
0<p, <1.

Nakonec uvedme jesté rekurentni vztahy, které plynou piimo z definic:

Bn = vn + “"Jél—iﬁl (4.7)
/ Un—1 — 7/1—1
g = et (4.8)
Lemma 22. Pro vsechna n € 7Z plati
3

Diikaz. Zacneme dikazem slabsi nerovnosti 5, < 6,, kterd plyne z nerovnosti

ka%Qkaz(@):

Bn _ Un Un+1 Up+2 1 (
i + o<z
Qn ‘gn 0n9n+1 0n8n+19n+2 2

Bud nejprve 6,, > 4, pak z ([@7) dostavame

8, 1 Boa\ 1 (6, 11 1 1 3
On o = R T I - . 4
o, o, \"" e ) e\t ) Tty e tiTy

Déle muzeme ptedpokladat 6,, < 4 (je 6,, # 4 vzdy, nebot 6, je iracionalni),
z ¢ehoz plyne v, = 1. Z prvni rovnosti v (£2)) a z jiz dokdzané nerovnosti ¢,, > 2
mame
Hn+1
0,=t,+——>2+
9n+1 6n+1

Y
coz ndm spolu s (L) dava

Bn 1 Bos1\ 1 Oni1+ Bt L Onpr + Bay1
— (v, + = — < =
0, b O 21,

i
+1
Ont1 + Bns1 1 B2 1 3 B2
= < en + Upg1 + < _en + )
20,01 +1 7 20,1+ 1 i T 0 W1 +1\2 " 0,40

a tedy

&_§< 1 §9 _'_ﬁn+2 _§: 1 ﬂn+2_§
6, 4 20, 04+1\2"" T 0,n) 4 20, +1\ b 4/

en—‘rl en—i-l
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Nyni je-li 5,410 < %9n+2, plyne tvrzeni pfimo z nerovnosti vyse. V opacném pfi-
padé miizeme argument zopakovat pro n + 2. Jelikoz 26,,,1 + 1 > 5, dostaneme

po k krocich
Bn 3 1 5, 1

0, 4 580,49, 58
Tato nerovnost ale plati pro libovolné velké k, a tedy odtud plyne ’g—: — % <0.

]

Disledek. 7 (A7) a (£9) plyne

- 3
|/6n_vn| = g + S Z
n+1
Specialné plati
B>
n —_— 4'
Lemma 23. Pro vsechna n € 7 plati
1
/
< —.
B <5
Diikaz. 7 (A4]) méme
R A
¢TL—1 ¢n—1
Dale vime 1
2'11”,1 < enfl < tnfl + 57
odkud 2v,_1 < t,_1. Dohromady pak dostavame
an Z 27}71—1 - > 0.

n—1

Pouzijeme-li vztah (4.§]), ziskame

67/1 _ Up—1 — B;l—l S Up—1 — 5%11 _
¢n 2’Un—l T bn1
_ ¢n71(vn71 - 7,1_1) _ ¢nflvn71 — Up—2 + ﬁ;_z
2Un—1(bn—1 —1 20n—1¢n—1 -1
Odtud pak
ﬁ/ B 1 < gbn—lvn—l — Up—2 + B;_Q - %(QUn—lgbn—l - 1) _
" 2~ 2Un—1¢n—1 —1
9~ Un—2 + % o — %
2vn—1¢n—l -1 = 2vn—1¢n—1 - ]-
Pokud f,_, < 1, je ditkaz hotov. V opatném piipadé z ¢, > 1,618... = 125
plyne

1
+\/g_1:\/g7

2vnfl¢n71 -1 Z 2 9
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a tedy

ro o1 roo_ 1
2

6& . 1 < n—2 2 < n—2

2 2vn—1¢n—1 -1~ \/g
Stejny argument vsak muzeme zopakovat k krat pro libovolné velké k, s pouzitim
nerovnosti 0 < 3/, _,, < 1 tak dostaneme

, 1 1 , 1 1
ﬂn_ég (\/g)k (ﬁn2k_§) <

odkud jiz
1
!/ - < 0
Bi- 5
[]
Lemma 24. Pro vSechna n € Z plati
BB 1
> —.
0,—0, 128
Diikaz. Nejprve ukazeme nerovnost
n 1
2 > (4.10)

On— 0, ~ 4(4—1—0)

Je-li p,11 =1, mame z (£3) 0, = t,, + ﬁ7 a tedy

o= [oo) =[5 (i)

odkud v, = 2, je-li t,, sud¢, a v, = 271, je-li ¢, liché. V obou pfipadech viak
plati t,, < 2v, + 1. Jelikoz je 5,41,0,11 > 0, dostavame ze (7)) nerovnost
571 =Up + ﬁnJrl > Up.
9n+1

Dohromady pak

3

0, <2v,+1 ,
< 2v, + +9n+1 5

a tedy (spolu s faktem, ze v, > 1)

Bn - U S 1 - 1
O — 0, = 2v,+2—0, " I—0," 4(4—1-0)

Bud nyni ji,41 = —1. Z #E2) mame 6, = t, — ——, a tedy

e e Beor]
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odkud méme, Ze v, = 21, je-li t, liché, a v, =

t, < 2v, + 2. Odtud dostéavame

tn

R 2 je-lit, sudé. Jisté tedy plati

1

0, <2v, +2—
9n+1

Déle podle (&7) je 5, = v, — g:ﬁ Predpoklddejme nejprve, ze 6,1 < 3. Potom
diky (4.9) plati

_ Bntr 3

571 Un On+1 > Un — 4
1

3

O, — 0. 6,—0, " 2w, +2—L—@

Vyraz na pravé strané je ale rostouci ve v,, coz lze snadno ovéfit derivovanim.
Staci tedy dosadit v, = 1:

By, 1-3 1

> = .
On—0, 2142106, 4(4—1-0)

Bud nyni 6,,; > 3. Jelikoz

Bn
en—‘rl N Qn—f—l en-‘rl 9n+2 en—i-l 2 4 9n+1 7
plati
v, — Bnt1 v L3
Bn — n 9n+1 > n 2 49n+1
On =0, 0,0, = 20, +2— 50

Vyraz napravo je opé€t rostouci ve v, tedy

1 3 1 3
5n > 1 2 465+1 2 46541
_ . _ 1 _ 1
On— 0, 21425 —0, 4-—, 0,

Teno vyraz je ale rostouci v proménné 6,,,1, dosazenim 6, = 3 tak dostaneme

Bn T—1 1

4
b -0, A—1—0  4(a-Ll_0)

N =

Nyni se jiz mizeme podivat na pozadovanou nerovnost. Za pouziti vyse uve-

deného odhadu, (43]), ([48) a Lemmatu 23 dostavame

By B TR =B o v}
=0T AR A(Rem) A6t ()

Predpokladejme v,y > 2. Z ([A4]) dostédvame

by =ty + L <9 4240618, ..
n—1
tedy
Buba Un1 =3 N ; L
On =0, 4(Bvaq+5(2,618..) 4 ) ~ 4(%-24H(2,618...)4+1) ~ 70
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kde v prostiedni nerovnosti vyuzivime monotonie vyrazu v proménné v, .
Zbyva nam vyrtesit pripad v,_; = 1. Potom je nutné 0,, | < 4, t, 1 < 4 vzdy
at, 1 <3propu, =1. Pokud p, =1, dostavame ze (4.4)

1 1
W<ty —— <34+ —3618...
On St t g S5 68

ted
a tedy 5 o ,
> T : > -
On —0;, ~ 4(5(3,618...)+1) = 115

Jestlize naopak p, = —1, mame ze (L4)

1 1
<ty +—— <4+ -—— =4618...,
On < 1+¢n_1 = +1,618...

odkud / )
Bnl3;, -3 1
) 6’>41146182 0~ 128
n~— Yp (?( ; )_ )

Tim je ditkaz hotov.

]

4.2 Obecné indefinitni binarni kvadratické formy

Celou sekci vénujeme diikazu nasledujici véty:

Véta 25. Necht
f(2,y) = az® + bry + cy® = a(z + 0y)(x + 0'y)

je indefinitni bindrni kvadraticka forma s redlnymi koeficienty a,b, c. Predpokla-
dejme, Ze a # 0 a Ze 0 a 0" jsou riznd iraciondlni c¢isla. Potom ezistuji redlnd
cisla p, q takovd, Ze

1
l[f(x +py+q)|> @\/5

pro vsechna celd ¢isla x,y, kde 6 = b* — 4ac je diskriminant formy f.

Podle Tvrzeni 20l staci tuto vétu dokazat pro redukovanou binarni kvadratic-
kou formu fy(x,y) = ag(z + Ooy)(z + Oyy). Jestlize

1
| fo(@ + po,y + q0)| > 38\/3 (4.11)

pro vSechna z,y € Z, prislusna p, q € R z tvrzeni véty ziskdme z ¢isel pg, gy prave
prechodem od formy fo(z,y) k formé f(x,y).
Za pouziti znaceni a definic predchozi sekce definujeme pg, ¢y jako feseni sou-
stavy rovnic
po + bogqo = Bo, po + 0ha0 = By.

Protoze plati § = aZ(6y — 6})?, je nerovnost (£I]), kterou potiebujeme dokézat,
ekvivalentni nerovnosti
0y — 6],

(2 + 6oy + o) (@ + oy + By)l > =52

(4.12)
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Ve zbytku sekce budeme uvazovat existenci ¢isel xg,yo € Z nespliujicich nerov-
nost ({I2)) a ukdzeme, Ze tento predpoklad nutné vede ke sporu.

Lemma 26. Predpokladejme, Ze existuji ¢isla xo,yo € Z, kterd nesplriuji (4.19).
Potom existujin € Z a x,y € Z takovd, Ze

Or,
|7 + 0,y + By < 55 (4.13)

0, — 0,
R (4.14)

[(2 + Opy + Bn) (@ + ng'f'ﬁ;)l <

|z + 0,y + 5, <

0, — 0.
o (4.15)

Dikaz. Oznacme
Lo(z,y) =x+0,y+ 8., Ly(z,y)=z+06y+0,.
Z (B2 a @) plyne

Ln(,y) = @ + (tn+ ””“) y + vy, 4 Lottt
9n+1 9n+1

a tedy
Hn41
Lu(z,y) = 9—+1Ln+1(y7 pni1 (2 + tny + vn)), (4.16)
n+
podobné pro ¢arkované symboly. Definujme proto nyni pro n > 0 a n < 0 ¢isla
T, Yn € Z jako

Tn4+1 = Yn, Yn+1 = Hn+1 (xn + tny + Un)-
Dale z ([£.2)) dostavame, ze

0 9/ _ ;L+1 - 0n+1
n n Hn+1 9%+19n+1 y
neboli )
1 _ Ony1 — 0,14
Opiilnn 0,0,

Jelikoz dle predpokladu

0o — 0}
| Lo(20, Yo) Lo (20, yo)| < 0128 2,
dostaneme pomoci indukce, ze také
/ Qn - 0;7,
[ Ln(ns o) Loy (s yo) | < =5 (4.17)

pro v8echna n € Z. Odtud plyne (ZL.I5]).
Predpokladejme nejprve, ze L, (z,,y,) # 0 pro vSechna n € Z. Jelikoz

Ly (xn—i-ly yn—i-l)
Ln (xna yn)

= 9n+1 > 27
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je |Ln (2, yn)| "==° 0 a |Ly(%n, yn)] =3 oo. Tedy existuje pravé jedno n € 7Z
takové, ze
1
Ly 1(xp_1,Yn-1)| < — < |Lp(xn,yn)| . 4.18

Potom

|Ln($n>yn)| = en |Ln—1(xn—17yn—1)| <

Déle z (EI7) a (EIR)

| L, (20, yn)|
/128

V128

0, — 0,

< Ln ny JIn L, ny JIn < )

odkud
0, — 0,

V128

Staci tedy volit x = x,,, y = y, a nerovnosti (£I3)), (£.14) a (£I3]) jsou splnény.
Necht L, (zn,yn) = 0 pro néjaké n € Z. Potom z (AI6]) plyne L, (z,,y,) =0

pro vSechna n € Z, tedy nerovnosti (I3) a (4I5]) jsou trivialné splnény pro

vSechna n € Z. Déle vime, zZe

|L;z(a7nvyn)| <

|L;z+1(xn+17 yn-‘rl) } = |0:7,+1L;L($n7 yn) |

a |60,,,] <0,618..., odkud |L, (2, yn)| 2% 0. Existuje tedy k € N takové, Ze
nerovnost (A.I4]) plati pro vSechna n > k, sta¢i polozit © = =, a y = y,,.
[]

Lemma 27. Pokud ¢isla x,y € Z splriuji nerovnosti ({{.13) a {{.14)), potom y = 0.

Diikaz. 7 trojuhelnikové nerovnosti je
(@ + 00y + n) = (& 4 0,y + B)| < [+ 0ny + ul + & + 0,y + 5],

se¢tenim (LI3) a ([A14) pak dostavame
20,, — ¢/,
|(0n—9;)y+ﬁn_ﬁ7€’ < W (4.19)
Je-li y > 1, plyne odtud
20, — 0.,

V128

Z Dusledku Lemmatu 22 plyne 8, > v, — 2 a z Lemmatu 23 mame £, < 3. Odtud

On — 0+ By — By, <

20, — 0,

0, —0 +uv,— ,
V128

5
" 4

2 1 5 1 \3-v5 5

l—— 0, <(1-— 0;—Un+—<(1— ) -1+,

( \/128> _( \/128> 4~ V128 2 4
0, <0,727...,
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coz je spor, nebot mame 6, > 2.
Pokud y < —2, z (419) plyne

20, — 0’
20, —0)— (B, — B) < —=—".
(00— (52— 57) < ot
Podle Lemmatu 22 je 3, < % a vime /3, > 0, a tedy
5 20, — 0’
_Qn — 920 <« u)
4 " V128

neboli

5 2 1 , 1 \3-5
_—— en <|2—-— 0n < [2-— ;
4 /128 V128 V128 2

6, < 0,680...,

coZ je op€t spor.
Nakonec pro y = —1 maji (£17) a (£I8)) tvar

On,
m_en—i_ n S )
0, — 0
r—0 +8 ] < ="
Odtud a z Lemmatu 22| mame
1 1 1
e>(1-——)0,-8,>(--—)0,. 4.20
- ( vV 128) & (4 vV 128) ( )
Podobné je
0 1 0 1 \3-v5
r<—— 4 (1-—)0 — ;<—”+(1— ) . (@21
<ast(-vm) e st (- 7m) o e
Celkem tak
1 1 On 1 \3-v5
-, < —+(1- ,
4 /128 V128 V128 2
(i)
4 Jis) " Vig) 2 ]
tedy jisté 0 < 5. Ale z (£.21]) mame nyni
5 1 \3-5
< —+(1- <1
V128 ( \/128> 2
a soucasné z (L.20) zfejmé plyne x > 0, tedy pro y = —1 neexistuje zadné vhodné

r €.

]
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Lemma 28. Nerovnosti ({.13), {4.14) a (4.15) nemaji feseni pro y = 0.

Diikaz. Pro y = 0 maji nerovnosti (4.13)) a (4.14)) tvar

0
T+ By| < ——, 4.22
o+l < (422)
0, — 0.
+p < 21 4.23
o4 ) < S (1.23)

tedy (s pouzitim trojihelnikové nerovnosti podobné jako v dikazu ptredchoziho
lemmatu)

20,, — 0
/ n n
n - nS—'
b p 128
7 Disledku za Lemmatem 22 a z Lemmatu 23] pak méame
3 1<29n—0§L
Un — 7 — 3> —F—
4 2 V128
déle
>9" 1
Up = 5 — 1,
2
tedy
Hn_9<29n—0;
2 47 18’
(1 2>9<9 0, _9 1 1-+5
2 Vi8) "7 4 V18 T4 V128 2 7
0, <714
Z (A.22) nyni dostavame
< —Bn+ On < +3+7’14<1
x < =B, < —vp+ -+ —
o 128 4 128
az [A23) je
0, — 0 1 70440618, ..
a:>—6’——">———7 + 0,618 Y

- " /128 2 V128

Je-li x = 0, d4v4 ndm nerovnost ([£I5]) vztah

0,—0
n;lg = n’
BB 5

coz je spor s Lemmatem
Zbyva pouze moznost x = —1. Potom z (£.23) a z Lemmatu 23] plyne

o, — 0 > Y12
2
tedy
V128 1 —+/5
On > 5+ 2\/_>5.
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Potom v,, > 2. Celkem

N | —

(@ + Ba) @+ ) = (Bu — 1)1 = 8,) > (vn_ . 1)

IS S B T W TR W )
167 16 \ 2 6\2 5)/) 160’
3

kde pouzivdme po fadé nerovnosti 8, > v, — 3§, vp > 2, v, > %“ —1laé, >5.

Spolu s ([£.23)) dostavame

n

V128~ 160°

0, — 0. 30,
>
coz po upravach dava

5) 5)
0, < —=0 < -0,618... < 1.
Tt T

To je ale spor s 6,, > 5.

Timto jsme dokazali Vétu 25l

4.3 Formy s celociselnymi koeficienty

Véta 29. Necht f(z,y) = ax?+bry+cy?® je indefinitni bindrni kvadratickd forma
s koeficienty a,b,c € Z, jejiz diskriminant 0 neni druhou mocninou prirozeného
c¢isla. Potom existuji p,q € Q takovd, Ze

1
|[f(x+p,y+q)|> @\/5

plati pro vsechna x,y € Z.

Pouzijeme-li Vétu 25, sta¢i ndm ukéazat, ze pro formy s celoc¢iselnymi expo-
nenty jsou cisla pg, gy z dikazu této véty racionalni. K tomu vsak potiebujeme
nejprve ukazat, ze posloupnosti {p,}, {t,},{0.}, {0} zavedené v sekci 4.2 jsou
v tomto pripadé periodické.

Lemma 30. Jestlize md forma fo(x,y) celociselné koeficienty a jeji diskriminant
nent druhou mocninou prirozeného cisla, potom existuje N € N takove, Ze

/ /
6n+N = Op, nt+tN — 9717 Mt N = fns  tnyn =1tn

pro vSechna n € 7.

Diikaz. Pro formy f,(z,y) z Lemmatu RIl ozna¢me f,(z,y) = a,2 + b,zy + cpy°.
Podle Lemmatu [I8 maji vSechny tyto formy stejny diskriminant J. Potom

V6 Vo
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pro v8echna n € Z, tedy posloupnost {a,} je omezena. Déle z rekurentniho vztahu
fn (JI, y) = fn+1 (y7 Hn+1 (LU + tny)) mame

apn = fn(l,O) = fn+1(07 il) = Cp+1,

odkud plyne, Ze posloupnost {b,} je rovnéz omezené. Potom ale musi byt omezena
i posloupnost {b,}, nebot b2 — 4a,c, = §. Pfipometime, %e a,,b,,c, € Z, tedy
nutné existuji ¢isla k € Z a N € N takova, ze

A = Ag4N, by, = bk+N, Ck = Ck+N,

z ¢ehoz plyne
Hk = 0k+N7 H;g = ;c-i,-N‘

Jelikoz jsou posloupnosti {0, } a {60/} definovany rekurentnimi vztahy, dostavame
O = 0N, Oy =0),
odkud jiz plyne 6,4 n = 05, 0, n = 0),, pinen = fn & tyeny = t, pro vsechna

n € 7.
[]

Lemma 31. Necht md forma fo(x,y) celociselné koeficienty a necht jeji diskri-
minant nent druhou mocninou prirozeného cisla. Potom ¢isla By, B definovand

v (4.3) a (4.0) lze zapsat ve tvaru
Bo = po+boqo, By = po + 0do,

kde po,qo € Q.

Diikaz. Bud D nejvétsi bezétvercovy délitel diskriminantu formy fo(x,y). Podle
predpokladu jsou 6y, 6 iracionalni. Navic to jsou kofeny monického polynomu
s racionalnimi koeficienty, totiz polynomu % folz,—1) = (x — bp)(x — 6]). Jelikoz
obor Q[z] je Gaussiiv, je tento polynom ireducibilni, a tedy je to minimélni poly-
nom prvki 6y a 6. Proto jsou 6y, 6, konjugované v Q(v/D). Potom z rekurentnich
vyjadieni v Lemmatu 21 plyne, Ze také 6, a 0/, jsou (jakoZzto iracionélni kofeny
monického polynomu i fu(z,—1)) konjugované v Q(v/D). Jelikoz je podle de-

finice v,, = L%an plyne z pfedchoziho Lemmatu v, = v,y pro kazdé n € Z.

Z (D) a (.0) pak plyne

251 M1 UN—1
I} :(v + -1+ _)-
0 0 0, 1 0Oy, N-1

2
M1 UN M1 UN
( +91...9N+(91...9N) + )

1
,Ul Ml"'lj'N—l Mllj'N

— (ad} I ot T o) et PR 1 PPN

(U0+91U1+ +91...9N_1UN 1)( 91...9N) ’
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Vo1 Vg (—)N 1oy

BOZ<%_¢o¢_1+"'+¢o¢_1---¢>_N+l)'
_ (—1)Y ( (- )2
(”d)lmm* o)

B B _1\NV-1,, _1\N -1
(L
b0 PoP-1 o1 P-N+1 1N
7 téchto vyjadient jiz vidime, ze By, 85 € Q(v/D). Nyni stadi dokazat, ze By a 3
jsou konjugované v Q(v/D), nebot je-li

0o =7+ sVD, 6 =r—sVD,
Bo=i+jVD, pBi=i—jVD,

proi,j,r, s € Q, pak jsou ¢isla pg = i—jf aqy= % racionalni a splnuji pozadovany
vztah By = po + 6oqo, By = po + Ohqo-

Abychom ukazali, Ze prvky fy a 3 jsou konjugované, nahradime ve vyjadieni
Bo vSechna 6, za 6. Timto pro [y tvaru i+ j v/D dostaneme pravé prvek i — jv/D,
ktery je konjugovany k 5y. Vyuzijeme-li vztah (€3]), dostaneme

Vo — V11 + Va1 — -+ - + (_1>N711}N—1¢1¢2 SN _
L= (=)N"1p1¢pa--- o1

_ Yo — Vi1 + V212 — -+ (_1)N71UN—1¢1¢2 e ON-1 ) (—1)N71¢1¢2 o ON .

B L= (=)Mo v (—D)N"1p1g -y
(—DN Ly L. _UN-2 UN-1 UN-1 _ _UN-2 . (=D~ 'wo
_ ONON—11 PNON -1 + N _ ¢N PNPN-1 + + PNON-1P1 5/
e D - L -
(—1)N"1p1¢2-0N PrdoON

pricemz v posledni rovnosti vyuzivame periodicnosti ¢ a vg.

[]

Nyni je diikaz Véty 29 hotov.

4.4 Dusledek pro realna kvadraticka rozsireni

V tuto chvili jiz mame vSe pfipraveno k dikazu stézejni véty celé kapitoly.
Pfipometime, e zna¢ime K = Q(v/D) a Rk je okruh viech celjch algebraickych
¢isel z K.

Véta 32. Pro D > 128 nend téleso Q(v/D) normové-euklidovské.

Diikaz. Podle Lemmatu I3 je téleso Q(v/D) normové-euklidovské pravé tehdy,
kdyz pro kazdé & € Q(\/E) existuje ¢t € Rk takové, ze

|Ngjo(€—t)| <1 (4.24)
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a vime, Ze Nk /g(§{—t) = (£—t)({—t) = (£ —t)(&' —1t'), kde ¢arka znaci konjugaci.
Z Véty [0 plyne, Ze prvky Rk jsou tvaru x + 0y, kde x,y € Z a

. VD, pokud D # 1 (mod 4),
N %ﬁ, pokud D =1 (mod 4).

Dale vime

) —+/D, pokud D # 1 (mod 4),
1_?, pokud D =1 (mod 4),

Oznatme £ = p+0q, p,qg € Q, at = —x — 0Oy, x,y € Z. Potom ¢ = p+ 0q
at' = —x — 0'y, nerovnost (£.24) je tedy ekvivalentni s nerovnosti

(x+0y+p+0g)(x+0y+p+0q) <. (4.25)

Dale plati
(x+0y+p+0q)(x+0y+p+6q) =

B (z+p)* = D(y + q)? pokud D # 1 (mod 4),
| @2+ @+ p)y+q)+ =2y + )%, pokud D =1 (mod 4).

Ozna¢me proto

Few) r? — Dy? pokud D # 1(mod 4),
x,y) =
Y 2%+ zy + %yz, pokud D = 1(mod 4),

diskriminant ¢ této binarni kvadratické formy je roven 4D, resp. D. Potom je
podminka (4.25]) ekvivalentni s

fx+py+ql <1l (4.26)

7 Vety 29 ale vime, zZe existuji p, g € Q takova, ze

1
lf(x +p.y+q)|> @\/5

pro viechna z,vy € Z, odkud pro § > 1282 dostavame
|fx+py+q) > 1,
coz je spor s podminkou (£.26)).

]

Pozndamka. 7 dikazu vidime, ze v pfipadé D # 1(mod 4) plati dokonce silnéjsi
tvrzeni: Téleso Q(\/ﬁ) neni normové-euklidovské pro 6 = 4D > 1282, tedy pro
D > 642
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Kapitola 5

Realna kvadraticka rozsireni II1

V posledni kapitole této prace dokonc¢ime charakterizaci realnych kvadratic-
kych rozsifeni télesa raciondlnich ¢isel. P¥ipad D # 1 (mod 4) rozebereme po-
drobné, pro D =1 (mod 4) jiz jen shrneme vysledky jinych autort.

5.1 Eukliduv obor

Tvrzeni 33. V kazdém Euklidové oboru jsou vsechny idedly hlavni.

Diikaz. Bud R Euklidav obor s normou v a I idedl v R. Zvolme b € I\ {0} tak,
ze v(b) je nejmensi mozné. Potom pro libovolné a € I existuje g € I takové, ze
v(a+bq) < v(b). Odtud ale plyne v(a+ bg) = 0, a tedy a + bg = 0, coz implikuje
bla. Jelikoz jsme vsak volili a libovolné, dostavame I = bR.

[]

Nyni uvedeme bez diikazu spise pro zajimavost tvrzeni, které spolecne s Tvr-
zenim 33 omezuje mozna D > 0 takov, Ze téleso Q(v/D) je normové-euklidovské.
Tvrzeni lze najit i s diikazem v BEHRBOHM a REDEI (1936).

Tvrzeni 34. Je-li Q(v/D) obor integrity hlavnich idedlii, pak mohou nastat jen
ndsledugict pripady:

I. D=p=1 (mod 4),

II. D=pg=1 (mod 4), p=g=3 (mod 4),
III. D =2 nebo D =2p, p=3 (mod 4)

IV. D =p=3 (mod 4),

kde p,q znaci kladna prvocisla.
5.2 Jednodussi pripad

V této sekci vyuzijeme nékteré pojmy z kapitoly [3l a popiseme situaci pro
D # 1 (mod 4), ¢imz vyfesime piipady III. a IV. z Tvrzeni B4l Samotny dukaz
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vsak bude odlisny od diikazi uvedenych v kapitole 3, misto geometrickym nahle-
dem a hyperbolami se budeme zabyvat feSsenim diofantickych rovnic, respektive
dokazovanim, ze zadné Teseni neexistuje.

Pripomenime, ze v kapitole 2] jsme si popsali, jak v pfipadé D # 1 (mod 4)
vypadaji viechna celd algebraicka ¢isla v télese Q(v/D). Jsou to pravé ¢sla tvaru
a+bVD, a,b € Z. Nyni pro tento p¥ipad ukdzeme, Ze jsme v kapitole B skutecns
nalezli vSechna kvadraticka rozsireni télesa Q. Tento diikaz lze najit také v ¢lanku
EGGLETON a kol.! (1992).

Véta 35. Jestlize je D bezctvercové kladné cel€ ¢islo takové, Ze D # 1 (mod 4)
aD¢{23,6,711,19}, pak téleso Q(v/D) neni normové-euklidovske.

Diikaz. Pouzijeme znaceni z kapitoly Bl a ukazeme, ze pro D spliujici podminky
véty néktery z bodit (3,3) a (0,4), kde ¢ € N, nelezi v jednotkovém okoli U(a, b)
pro zadna a,b € Z, a tedy Q(v/D) nemtize byt normové-euklidovské.

Predpoklédejme, Ze (0, %) € U(a,b). Potom

(0—a)® - (%—5)20

|a’D — (t — Db)*| < D. (5.1)

<1,

neboli

Oznac¢ime-li z =t — Db, potom mame
}22 — Da2| < D.
Navic plati
2* — Da*> = t* — 2Dtb + D*b* — Da* = * (mod D),

a tedy pro pevné t miize vyraz 22 — Da? nabyvat pouze dvou riiznych hodnot.

1. pfipad: D =2 (mod 4).

Nejprve pfedpokladejme, Ze existuje liché t € N takové, Ze 2D < t? < 3D. Po-
tom 22— Da* = t* —mD, kde m = 2, nebo m = 3. Odtud pak 22—t* = D(a*—m).
Z predpokladu D = 2 (mod 4) plyne D = 2, nebo 6 (mod 8), pficemz kvadra-
tické zbytky modulo 8 jsou 0, 1 a 44 tedy a2 = 0, 1, nebo 4 (mod 8). Rozebranim
jednotlivich moznosti pak dostaneme, Ze D(a?—m) = 2,4, nebo 6 (mod 8). Sou-
¢asné je ale podle predpokladu ¢ liché, odkud plyne t* = 1 (mod 8), celkem tedy
2> —t? = 0,3,7 (mod 8). Potom rovnice z? — ¢* = D(a* — m) nemé pro a a z
fesSeni, odkud jiz plyne, Ze (0, %) nelezi v zadném jednotkovém okoli U(a,b).

Jestlize neexistuje zadné liché ¢ takové, ze 2D < t? < 3D, pak nutné plati
(2k — 1) < 2D < 3D < (2k + 1)? pro né&jaké k € N. Odtud dostaneme nerovnost
3(2k — 1)? < 2(2k + 1)?, coz davéa po tpravé (2k — 5)% < 24. Posledni nerovnost
vsak ziejmé neplati pro k > 5. Z 3D > 2D > (2k —1)* > (2-5—1)* = 9?
pak plyne D > 27 a pro tato D jiz tedy vzdy najdeme vhodné liché t. Déle plati
2.10 < 52 < 3-10, tedy pro D = 10 lze volit £ = 5, a 2- 22 < 72 < 3 - 22, tudiz
pro D = 22 staci polozit t = 7.

Kvadratickymi zbytky modulo p rozumime ¢isla m? mod p kde m € Z.
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Pro D = 26 bud t = 39, potom méame splnénou nerovnost 58D < t? < 59D
a vyse uvedeny argument staci jen lehce poupravit. Nyni méme rovnici 22 — 2 =
D(a? —m) s m = 58, nebo m = 59, a tedy m = 2, nebo 3 (mod 8). Stejné jako
vyse pak D(a* —m) = 2,4, nebo 6 (mod 8) a soucasné z? —t* =0,3,7 (mod 8).
Odtud plyne, Ze rovnice 22 — ¢ = D(a” —m) nemd pro a a z fedeni, a tedy (0, 39)
nelezi v zadném jednotkovém okoli U (a,b).

Nakonec pro D = 14 uvazme bod (%, %) , potom predpoklad (%, %) € Ula,b)
implikuje platnost nerovnosti |(2a — 1) — 14(2b — 1)?| < 4. Jelikoz vsak plati
(2a—1)>—14(2b—1)* = 4a®> —4a+1+2(4b* —4b+1) = 4a(a+1)+3 = 3 (mod 8),
musi jiZz nutné nastat (2a — 1)? — 14(2b — 1)? = 3. AvSak (2a — 1)> = 3 (mod 7)
a kvadratické zbytky modulo 7 jsou 0, 1, 2 a 4, rovnice (2a —1)? —14(2b—1)* = 3
tedy nemd feSeni. Tim jsme rozebrali vSechny moznosti pro bezc¢tvercova cisla

D =2 (mod 4).

2. p¥ipad: D = 3 (mod 4).

Podivejme se na nerovnost (2k — 1) < 5D < 6D < (2k + 1)2. Ta je ekvi-
valentni s nerovnosti (2k — 11)? < 120, ktera ziejmé neplati pro k¥ > 11. Po-
tom mame 6D > 5D > (2k — 1) > (211 — 1) = 441 a odtud dosta-
vame, Ze pro vSechna D > 74 existuje liché ¢ splitujici 5D < t?> < 6D. Také
pro D = 15,23,31,39,43,51,55,67 a 71 lze nalézt vhodna licha ¢ s touto vlast-
nosti. Podobné jako v pfedchozim pripadé se proto nyni podivejme na rovnici
22 — 12 = D(a®> — m), kde tentokrat m = 5, nebo m = 6. Opét vime, Ze
22 — 1?2 = 0,3,7 (mod 8) a rozborem jednotlivych moZnosti snadno zjistime,
7e D(a®> —m) =1,2,4,5,6 (mod 8), tedy uvedend rovnice nemé v proménnych
a a z Teseni. Zbyva vytesit jiz jen moznosti D = 35,47 a 59.

Pro D = 47 polozme t = 25, potom 13D < t? < 14D a zamé&fime se na rovnici
22 —t% = D(a® —m), kde m = 13, nebo m = 14. Leva strana opé&t dava po déleni
8 zbytky 0, 3, 7, na pravé strané pak dostavame zbytky 1, 2, 4, 5 a 6, odkud
plyne, ze rovnice nema feseni, a tedy bod (0, %) nelezi v zadném jednotkovém
okoli.

Jestlize D = 59, staci volit t = 47, nebot pak mame 37D < t?> < 38D a opé&t
stejnou tivahou ovéiime, Ze rovnice z? — t* = D(a® — m) nemd pro m = 37 ani
pro m = 38 zadné feseni, odkud plyne (0 g) ¢ Ul(a,b) pro vSechna a,b € Z.

Nakonec bud D = 35 a pf"edpokléde??ne, ze (3,3) € Ula,b) pro néjaka
a,b € Z. Potom musi platit nerovnost |(2a — 1)* —35(2b —1)?| < 4 a jelikoz
(2a — 1)* = 35(2b — 1)®> = 4ala — 1) +5-4b(b — 1) + 6 = 6 (mod 8), plati
(2a — 1)? — 35(2b — 1)*> = —2. Podivdme-li se na tuto rovnost modulo 5, dosta-
neme (2a — 1) = 3 (mod 5), coZ je ovSem spor, nebot 3 neni kvadraticky zbytek

modulo 5.
[]

5.3 Obtiznéjsi pripad
Diikaz neexistence redlnych normové-euklidovskych téles Q(v/D) jingch nez

pro D € {2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21,29, 33,37, 41, 57,73} vyzaduje v piipadé
D =1 (mod 4) vétsi usili nez v ptipadé D # 1 (mod 4). Souvisi to predevsim
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s tvarem celych algebraickych ¢isel v télese Q(v/ D), nebof nyni mame

D
RK:{#|a,bEZ,aEb(mOd 2)},

proto podminka analogickd (5.I]) by zde méla tvar: Jestlize (z,y) € U (g, g), kde
2,y € Q(vD)aa,beZ a=b(mod 2), pak

(22 — a)> — D(2y — b)*| < 4.
Ani jedna z voleb (z,y) = (0,%) a (x,y) = (%,%) zde nevede k piimocarému
sporu, jako tomu bylo v pfipadé D # 1 (mod 4), problémy nam ¢ini pravé ¢islo 4
na pravé strané nerovnosti. Pomtizeme si proto rozdélenim problému na jemné;jsi
pripady. Nejprve vSsak uvedme vétu, kterd hned v nékolika p¥ipadech usnadriuje
praci. Jeji dfikaz lze nalézt napiiklad v ERDOS a KO (1938).

Véta 36. Necht p je prvocislo tvaru 4n + 1. Potom téleso Q(,/p) neni normove-
euklidovske, jestlize p lze zapsat ve tvaru

P = qimy + gamy,

kde my,ms,q1,q2 > 0 nejsou kvadraticke zbytky modulo p, qi,qs jsou lichd pr-
vocisla a m; nent delitelné lichou mocninou cisla p; pro i = 1,2.

e H. Chatland (CHATLAND (1949)), neznaje starsich vysledki K. Inkeriho
(INKERI (1947)), vyfesil ptipad D = 1 (mod 24) s vyjimkou moznosti 193,
241, 313, 337 a 457.

e Pro D =5 (mod 24) Ize najit pomérné piimocary dikaz v ¢lanku BEHR-
BOHM a REDEI (1936).

e Piipadem D =9 (mod 24) se ve své praci zabyval L. Schuster (SCHUSTER
(1938)).

e Za pomoci Véty B6 vytesili P. Erdos a Chao Ko (ERDOS a KO (1938))
pfipad D = 13 (mod 24) pro velka D. Jejich praci pozdéji vylepsil A. Brauer
(BRAUER (11940)), zbyvajici moznosti D = 61 a D = 109 doplnil L. Rédei
(REDEI (1942)).

e L. Rédei (REDEI (1942)) se také vypoiadal s piipadem D = 17 (mod 24).
e Moznost D = 21 (mod 24) rozebral N. Hofreiter (HOFREITER (1935)).

e Nakonec K. Inkeri ve vyse zminéném clanku INKERI (1947) ukazal, ze
vSechna normové-euklidovska, télesa Q(v/D) splitujici 6 < 5000 jsou jiz
znama, kde stejné jako v dikazu Véty znaCime 6 = D, pokud D =
1 (mod 4),a d =4D, pokud D # 1 (mod 4).

Tim jsou vyfeSeny piipady I. a II. z Tvrzeni[34] a tedy i kompletné dokoncena
charakterizace normové-euklidovskych kvadratickych rozsiteni télesa racionalnich

Cisel.
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Z.aver

Téma prace se ukazalo jako pomérné obsahlé, myslim si vSak, ze i presto se
z velké miry podafilo splnit cil a podat uceleny popis vSech normové-euklidovskych
kvadratickych rozsifeni télesa racionalnich cisel. Bohuzel se nezdafrilo zcela naplnit
mou predstavu o zjednoduseni a zkraceni diikazii, stale vsak vidim velky pfinos
prace ve sjednoceni terminologie a znaceni. Jediny vétsi istupek jsem byla nucena
ucinit v posledni kapitole, kde jsou namisto kompletniho diikazu uvedeny pouze
odkazy na jiné ¢lanky a publikace, nebot podrobny rozbor by praci neimérné
prodlouzil.

Déle se pak nabizi otazka, pro kterda D je okruh celych algebraickych cisel
télesa Q(v/D) Euklidtiv s jinou nez euklidovskou normou. Pokud je mi zndmo,
neni na rozdil od normové-euklidovskych kvadratickych rozsiteni dosud tento pro-
blém zcela vytesen.
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