
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikálńı fakulta
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že běžně už́ıvané testy nezávislosti v praxi jsou v asymptotickém smyslu v pořádku i bez
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Úvod a základńı pojmy

Jednou z nejběžněǰśıch otázek, které se v statistice vyskytuj́ı, je když máme data ve formě
dvojic, tak zda jsou tyto data na sobě závislá. Existuje několik zp̊usob̊u jak tuto otázku
vyřešit a jedńım zp̊usobem je právě užit́ı korelačńıho koeficientu.

1.1. Definice (Korelačńı koeficient). Necht’ (X,Y )′ je náhodný vektor, který splňuje nerov-
nosti 0 < var(X) < +∞, 0 < var(Y ) < +∞, pak korelačńım koeficientem corr(X,Y )
náhodných velič́ın X,Y rozumı́me

corr(X,Y ) =
cov(X,Y )√

var(X)
√

var(Y )
.

1.2. Tvrzeńı (Vlastnosti korelačńıho koeficientu). Necht’X,Y jsou nedegenerované náhodné
veličiny1, pak

1. |corr(X,Y )| ≤ 1 a |corr(X,Y )| = 1 právě tehdy, když existuj́ı taková a,b ∈ R :

Y = aX + b skoro jistě.

2. Jsou-li veličiny X,Y nezávislé, pak corr(X,Y ) = 0. Opačná implikace ale neplat́ı.

3. ∀a,b,c,d ∈ R : ac 6= 0 plat́ı corr(aX + b,cY + d) = sgn(ac)corr(X,Y ).

D̊ukaz. Tvrzeńı 1. a 3. je dokázáno v Anděl (2007) na str. 39 a tvrzeńı 2. lze nalézt v Dupač
a Hušková (2005) na str. 62.

1Reálná náhodná veličina X je degenerovaná právě tehdy, když existuje c ∈ R takové, že P(X = c) = 1.
Následně pak náhodná veličina je nedegerovaná pokud neńı degenerovaná.
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Tvrzeńı 1.2 vlastně ř́ıká, že korelačńı koeficient nám udáva mı́ru lineárńı závislosti mezi
náhodnými veličinami. V praxi se setkáváme s dvojicemi dat a může nás zaj́ımat, zda
některá data na sebe záviśı. Proto zavád́ıme výběrový korelačńı koeficient.

1.3. Definice (Výběrový korelačńı koeficient). Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný
výběr z dvojrozměrného rozděleńı, pak výběrovým korelačńım koeficientem rn ro-
zumı́me náhodnou veličinu definovanou předpisem

rn =
sXY

sXsY
, (1.1)

kde

sXY =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −Xn

) (
Yi − Y n

)
,

s2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −Xn

)2
, s2

Y =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Yi − Y n

)2
,

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi, Y n =
1

n

n∑
i=1

Yi.

1.4. Věta. Při výběru o rozsahu alespoň 2 ze spojitého rozděleńı je výběrový korelačńı
koeficient definován s pravděpodobnost́ı 1.

D̊ukaz. Viz Anděl (2007) str. 93.

1.5. Definice (Normálńı rozděleńı). Necht’ k ∈ N, µµµ ∈ Rk a V ∈ Rk×k je positivně
semidefinitńı reálná symetrická matice. Řekneme, že reálný k-rozměrný náhodný vektor
X má k-rozměrné normálńı rozděleńı s parametry µµµ,V, jestliže ∀ccc ∈ Rk : ccc′X ∼
N (ccc′µµµ,ccc′Vccc), kde rozděleńım N (ccc′µµµ,0) rozumı́me Diracovu mı́ru v bodě ccc′µµµ. Vı́cerozměrné
normálńı rozděleńı budeme značit Nk(µµµ,V).

Protože definice výběrového korelačńıho koeficientu vycháźı z jeho teoretického protěǰsku,
je poměrně snadné odvodit analogické vlastnosti z Tvrzeńı 1.2, ale pro výběrový korelačńı
koeficient.

1.6. Tvrzeńı (Vlastnosti výběrového korelačńıho koeficientu). Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′

je náhodný výběr z dvojrozměrného rozděleńı. Označme rn(X,Y) jako výběrový korelačńı
koeficient náhodných vektor̊u X = (X1, . . . ,Xm)′, Y = (Y1, . . . ,Ym)′, pak plat́ı následuj́ıćı
tvrzeńı:

1. rn(aX + bbb,cY + ddd) = sgn(ac)rn(X,Y), pro libovolné a,c ∈ R a bbb,ddd ∈ Rm,

2. |rn(X,Y)| ≤ 1. Nav́ıc |rn(X,Y)| = 1 skoro jistě právě tehdy, když existuj́ı a ∈ R
a bbb ∈ Rm : X = aY + bbb.
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D̊ukaz. Viz Anděl (2007) str. 93.

Vı́me, že obecně corr(X,Y ) = 0 neimplikuje nezávislost náhodných velič́ın X,Y . Má-li ale
náhodný vektor (X,Y )′ normálńı dvojrozměrné rozděleńı, pak nulová korelace již charak-
terizuje nezávislost.

1.7. Věta. Necht’ (X,Y )′ ∼ N2

((
µX
µY

)
,

(
σ2
X ρσXσY

ρσXσY σ2
Y

))
, pak ρ = 0 právě tehdy,

když X,Y jsou nezávislé.

D̊ukaz. Implikace (⇐) plyne okamžitě z Tvrzeńı 1.2, pro opačnou implikaci (⇒) bez újmy
na obecnosti předpokládejme, že µX = µY = 0 a σX = σY = 1, jinak použijeme tvrzeńı
na vektor ((X−µX)/σX ,(Y −µY )/σY ). Pak marginálńı hustoty fX ,fY se shoduj́ı s hustotou
rozděleńı N (0,1). Čili

fX(x)fY (y) =
1

2π
exp

{
−x

2 + y2

2

}
= f(X,Y )′(x,y), ∀(x,y)′ ∈ R2,

proto jsou veličiny X,Y nezávislé.

1.8. Věta. Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný výběr z dvojrozměrného normálńıho
rozděleńı s kladnými rozptyly a nulovým korelačńım koeficientem. Necht’ n ≥ 3, pak

Tn =
rn√

1− r2
n

√
n− 2 ∼ tn−2, (1.2)

kde tn−2 je Studentovo t-rozděleńı o n− 2 stupńıch volnosti.

D̊ukaz. Viz Anděl (2007) str. 94.

Pomoćı Věty 1.8 lze zkonstruovat test nezávislosti.

1.9. Test nezávislosti. Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný výběr z dvojrozměrného
normálńıho rozděleńı. Budeme testovat hypotézu, zda jsou náhodné veličiny X1 a Y1

nezávislé. Dle Věty 1.7 lze položit nulovou a alternativńı hypotézu ve tvaru:

H0 : corr(X,Y ) = 0 vs. H1 : corr(X,Y ) 6= 0.

Testovaćı statistikou bude náhodná veličina Tn ze vztahu (1.2), která má za platnosti nulové
hypotézy Studentovo t rozděleńı o n− 2 stupněch volnosti. Hypotézu H0 proto zamı́táme
na hladině α ∈ (0,1) právě tehdy, když

|Tn| ≥ u1−α/2.
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Pro hledáńı interval̊u spolehlivosti nebo testováńı hypotéz pro nenulový korelačńı koeficient
nám pomůže Fisherova Z-transformace.

1.10. Věta (Fisherova Z-transformace). Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný výběr
z dvojrozměrného normálńıho rozděleńı s kladnými rozptyly a korelačńım koeficientem ρ.
Necht’ n ≥ 4, pak

lim
n→∞

P

(√
n− 3

(
1

2
log

1 + rn
1− rn

− 1

2
log

1 + ρ

1− ρ

)
≤ x

)
= Φ(x), ∀x ∈ R,

kde Φ je distribučńı funkce rozděleńı N (0,1).

D̊ukaz. Viz Př́ıklad 2.10 na str. 10.
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Kapitola 2

Statistická inference o korelačńım
koeficientu

2.1 Asymptotické rozděleńı

Všechny věty v předchoźı část́ı předpokládaly, že náhodné výběry měli dvojrozměrné
normálńı rozděleńı. Přirozenou otázkou je, zda jsou veškeré intervaly spolehlivosti a kritické
obory v jistém smyslu v pořádku i když výběr nepocháźı z normálńıho rozděleńı? Prvńım
krokem k zodpovězeńı této otázky je určeńı asymptotického rozděleńı veličiny rn, což je
tématem této sekce.

2.1. Definice (Konvergence v distribuci). Necht’ k ∈ N a {Xn}∞n=1 je posloupnost k-
rozměrných reálných náhodných vektor̊u a necht’ X je reálný k-rozměrný náhodný vektor.
Řekneme, že posloupnost Xn konverguje v distribuci k X právě tehdy, když pro každou
spojitou omezenou funkci f : Rk → R plat́ı:

lim
n→∞

E[f(Xn)] = E[f(X)].

Konvergenci v distribuci budeme značit symbolicky Xn
d→ X pro n→∞. Má-li speciálně

X ∼ Nk(µµµ,V), pak budeme rovnou psát Xn
d→ Nk(µµµ,V).

2.2. Věta. Necht’ k,l ∈ N a {Xn}∞n=1 je posloupnost k-rozměrných reálných náhodných
vektor̊u a necht’ X je reálný k-rozměrný náhodný vektor splňuj́ıćı

Xn
d→ X pro n→∞.

Dále necht’ g : (Rk,Bk) → (Rl,Bl) je spojité měřitelné zobrazeńı, kde Bk je k-rozměrná
borelovská σ-algebra, pak

g(Xn)
d→ g(X) pro n→∞.
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D̊ukaz. Bud’ f : Rl → R spojitá omezená funkce, pak funkce f ◦ g je spojitá a omezená,
tedy plat́ı:

lim
n→∞

E[f(g(Xn))] = lim
n→∞

E[f ◦ g(Xn)] = E[f ◦ g(X)] = E[f(g(X))].

Vztah mezi konvergenćı náhodných velič́ın v distribuci a bodovou konvergenćı jejich dis-
tribučńıch funkćı popisuje následuj́ıćı věta.

2.3. Věta. Necht’ {Xn}∞n=1 je posloupnost k-rozměrných reálných náhodných vektor̊u a ne-
cht’ pro každé n ∈ N je FXn distribučńı funkce náhodného vektoru Xn. Je-li X reálný
k-rozměrný náhodný vektor a FX jeho distribučńı funkce, pak plat́ı:

Xn
d→ X pro n→∞⇔ FXn(xxx)

n→∞→ FX(xxx), xxx ∈ CX,

kde CX = {xxx ∈ Rk;FX je spojitá v bodě xxx}.

D̊ukaz. Viz Van der Vaart (1998) str. 6, Lemma 2.2 (Portmanteau).

Nejd̊uležiteǰśım nástrojem ve studiu asymptotických statistik jsou centrálńı limitńı věty
(v daľśım textu jenom zkráceně CLV). Uvedeme si Lévy-Lindebergovu CLV.

2.4. Věta (Lévy-Lindebergova k-rozměrná centrálńı limitńı věta). Necht’ k ∈ N a {Xn}∞n=1

je posloupnost nezávislých a stejně rozdělených k-rozměrných reálných náhodných vektor̊u.

Necht’ všechny složky vektoru µµµ =
(
EX(1)

1 , . . . ,EX(k)
1

)′
a matice Σ =

(
cov(X

(i)
1 ,X

(j)
1 )
)k
i,j=1

jsou konečné. Pak
1√
n

n∑
i=1

(Xi − µµµ)
d→ Nk(0,Σ) pro n→∞.

D̊ukaz. Viz Lehmann (1999) str. 313.

K určeńı asymptotického rozděleńı výběrového korelačńıho koeficientu nám pomůže delta
metoda.

2.5. Věta (k-rozměrná delta metoda). Necht’ k ∈ N a {Xn}∞n=1 je posloupnost náhodných
k-rozměrných reálných vektor̊u splňuj́ıćıch

√
n (Xn − µµµ)

d→ Nk(0,Σ) pro n→∞,

kde µµµ ∈ Rk a (σpq)
k
p,q=1 = Σ ∈ Rk×k je variančńı matice. Dále bud’ φ : (Rk,Bk) → (R,B)

měřitelné zobrazeńı, které má totálńı diferenciál v bodě µµµ. Pak

√
n (φ(Xn)− φ(µµµ))

d→ N (0,σ2) pro n→∞,
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kde

σ2 =
k∑
p=1

k∑
q=1

σpq
∂φ

∂xp
(µµµ)

∂φ

∂xq
(µµµ).

Označ́ıme-li symbolem Oφ(µµµ) gradient funkce φ v boděµµµ, tj. Oφ(µµµ) =
(
∂φ
∂x1

(µµµ), . . . , ∂φ
∂xk

(µµµ)
)′

,

pak σ2 má tvar
σ2 = Oφ(µµµ)′ · Σ · Oφ(µµµ).

D̊ukaz. Viz Lehmann (1999) str.315.

2.6. Poznámka. K odvozeńı asymptotického rozděleńı náhodné veličiny rn využijeme
obě předchoźı věty. Předt́ım si ale uprav́ıme vyjádřeńı výběrových rozptyl̊u a výběrové
kovariance, tj.

sXY =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)(Yi − Y n) =
1

n− 1

(
n∑
i=1

XiYi − nXnY n

)
,

s2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −Xn

)2
=

1

n− 1

(
n∑
i=1

X2
i − nX

2

n

)
a

s2
Y =

1

n− 1

n∑
i=1

(
Yi − Y n

)2
=

1

n− 1

(
n∑
i=1

Y 2
i − nY

2

n

)
.

Dosad́ıme-li vztahy do definice (1.1) výběrového korelačńıho koeficientu, źıskame alterna-
tivńı vyjádřeńı ve tvaru

rn =
n
n−1

(
1
n

∑n
i=1XiYi −XnY n

)√
n
n−1

(
1
n

∑n
i=1 X

2
i −X

2

n

)√
n
n−1

(
1
n

∑n
i=1 Y

2
i − Y

2

n

)
=

1
n

∑n
i=1XiYi − 1

n

∑n
i=1Xi

1
n

∑n
i=1 Yi√

1
n

∑n
i=1X

2
i −

(
1
n

∑n
i=1Xi

)2
√

1
n

∑n
i=1 Y

2
i −

(
1
n

∑n
i=1 Yi

)2
.

Označ́ıme-li Xn = 1
n

∑n
i=1Xi, Y n = 1

n

∑n
i=1 Yi, X

2
n = 1

n

∑n
i=1X

2
i , Y

2
n = 1

n

∑n
i=1 Y

2
i a XYn =

1
n

∑n
i=1 XiYi, dostaneme jednodušš́ı tvar výběrového korelačńıho koeficientu:

rn =
XYn −XnY n√

X2
n −X

2

n

√
Y 2
n − Y

2

n

. (2.1)

2.7. Věta (o asymptotickém rozděleńı výběrového korelačńıho koeficientu). Necht’ n ∈ N
a (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný výběr z libovolného dvojrozměrného rozděleńı. Necht’

E|X1|4 < +∞ a E|Y1|4 < +∞, corr(X1,Y1) = ρ a necht’ |ρ| < 1. Pak

√
n(rn − ρ)

d→ N
(
0,(σ∗)2

)
pro n→∞,
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kde (σ∗)2 splňuje

(σ∗)2 = v′

 cov(X̃2,X̃2) cov(X̃2,Ỹ 2) cov(X̃2,X̃Ỹ )

cov(Ỹ 2,X̃2) cov(Ỹ 2,Ỹ 2) cov(Ỹ 2,X̃Ỹ )

cov(X̃Ỹ ,X̃2) cov(X̃Ỹ ,Ỹ 2) cov(X̃Ỹ ,X̃Ỹ )

 v, (2.2)

v =
(
−ρ

2
,− ρ

2
,1
)′
,

kde X̃ =
X1 − EX1√

var(X1)
a Ỹ =

Y1 − EY1√
var(Y1)

.

D̊ukaz. Protože vektory (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ jsou stejně rozdělené, tak pro zjednodušeńı
zápisu budeme psát mı́sto X1 a Y1 jenom X a Y . Bez újmy na obecnosti předpokládejme,
že EX = EY = 0 a var(X) = var(Y ) = 1. Kdyby tomu tak nebylo, pak stač́ı uvažovat
náhodné veličiny X̃ a Ỹ mı́sto X a Y , nebot’ EX̃ = EỸ = 0, var(X̃) = var(Ỹ ) = 1,
E|X̃|4 < +∞, E|Ỹ |4 < +∞, z Tvrzeńı 1.2 na str. 1 plat́ı

corr
(
X̃,Ỹ

)
= sgn

(
1√

var(X)var(Y )

)
corr(X,Y ) = ρ,

a z Tvrzeńı 1.6 na str. 2 plat́ı

rn(X̃,Ỹ) = rn

(
X− E(X)√

var(X)
,
Y− E(Y)√

var(Y )

)
= rn(X,Y).

Položme Zn =
(
Xn,Y n,X2

n,Y
2
n ,XYn

)′
dle Poznámky 2.6. Plat́ı:

EX = 0, EY = 0,

EX2 = var(X) + (EX)2 = 1, EY 2 = 1,

EXY = cov(X,Y ) + EXEY = ρ.

Dále položme µµµ = (0,0,1,1,ρ)′. Protože jsou náhodné veličiny X1, . . . ,Xn nezávislé a stejně
rozdělené, pak jsou taky veličiny X2

1 , . . . ,X
2
n nezávislé a stejně rozdělené. Analogicky pro

veličiny Y 2
1 , . . . ,Y

2
n a X1Y1, . . . ,XnYn a proto jsou náhodné vektory Z1, . . . ,Zn nezávislé

a stejně rozdělené, kde
Zi =

(
Xi,Yi,X

2
i ,Y

2
i ,XiYi

)′
.

Pak dle Věty 2.4 plyne, že

1√
n

n∑
i=1

(Zi − µµµ) =
√
n
(
Zn − µµµ

) d→ N5(0,Σ) pro n→∞,
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kde Σ je matice tvaru:

Σ =


cov(X,X) cov(X,Y ) cov(X,X2) cov(X,Y 2) cov(X,XY )
cov(Y,X) cov(Y,Y ) cov(Y,X2) cov(Y,Y 2) cov(Y,XY )

cov(X2,X) cov(X2,Y ) cov(X2,X2) cov(X2,Y 2) cov(X2,XY )
cov(Y 2,X) cov(Y 2,Y ) cov(Y 2,X2) cov(Y 2,Y 2) cov(Y 2,XY )
cov(XY,X) cov(XY,Y ) cov(XY,X2) cov(XY,Y 2) cov(XY,XY )

 .

Položme φ : (R5,B5)→ (R,B) měřitelné zobrazeńı předpisem

φ(x) =
x5 − x1x2√

x3 − x2
1

√
x4 − x2

2

, kde x = (x1,x2,x3,x4,x5)′ ∈ R5.

Pak jednoduchým dosazeńım dostávame, že

φ(Zn) =
XYn −XnY n√

X2
n −X

2

n

√
Y 2
n − Y

2

n

= rn dle (2.1) a φ(µµµ) =
ρ√
1
√

1
= ρ.

Zobrazeńı φ má spojité všechny parciálńı derivace v bodě µµµ a tud́ıž má totálńı diferenciál
v bodě µµµ a plat́ı

∂φ

∂x1

(µµµ) =
x1x5 − x2x3

(x3 − x2
1)

3
2

√
x4 − x2

2

∣∣∣∣∣
x=µµµ

= 0,

∂φ

∂x2

(µµµ) =
x2x5 − x1x4

(x4 − x2
2)

3
2

√
x1 − x2

3

∣∣∣∣∣
x=µµµ

= 0,

∂φ

∂x3

(µµµ) =
x5 − x1x2

2(x3 − x2
1)

3
2

√
x4 − x2

2

∣∣∣∣∣
x=µµµ

= −ρ
2
,

∂φ

∂x4

(µµµ) =
x5 − x1x2

2(x4 − x2
2)

3
2

√
x3 − x2

1

∣∣∣∣∣
x=µµµ

= −ρ
2
,

∂φ

∂x5

(µµµ) =
1√

x3 − x2
1

√
x4 − x2

2

∣∣∣∣∣
x=µµµ

= 1.

Konečně z Věty 2.5 dostaneme

√
n(φ(Zn)− φ(µµµ)) =

√
n(rn − ρ)

d→ N
(
0,(σ∗)2

)
pro n→∞,

kde (σ∗)2 = Oφ(µµµ)′ · Σ ·Oφ(µµµ). Protože gradient Oφ(µµµ) má prvńı dvě složky nulové, (σ∗)2

pak nezáviśı na prvńıch dvou řádćıch a sloupćıch matice Σ. T́ım pádem konečně dostávame
vztah (2.2).
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2.8. Důsledek. Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný výběr a necht’ jsou X1 a Y1

nezávislé náhodné veličiny s konečnými čtvrtými momenty. Pak

√
nrn

d→ N (0,1), pro n→∞.

D̊ukaz. Protože jsou složky vektor̊u nezávislé, pak ρ = 0 dle Tvrzeńı 1.2 na str. 1. Dále dle
Věty 2.7 plat́ı

√
nrn

d→ N (0,var(X̃1Ỹ1)) pro n→∞, kde X̃ =
X1 − EX1√

var(X1)
, Ỹ =

Y1 − EY1√
var(Y1)

.

Opět užit́ım nezávislosti dostaneme var(X̃1Ỹ1) = EX̃2
1 Ỹ

2
1 − (EX̃1Ỹ1)2 = EX̃2

1EỸ 2
1 = 1.

2.9. Poznámka. Předpoklad |ρ| < 1 ve Větě 2.7. neńı extrémně omezuj́ıćı, jenom vylučuje
nepraktické př́ıpady. Kdyby totiž |ρ| = 1, pak dle Tvrzeńı 1.2 na str. 1 najdeme a,b ∈ R :
Y = aX + b skoro jistě. Pak ale z Tvrzeńı 1.6 na str. 2 plyne:

rn(X,aX + b) = sgn(a)rn(X,X) = sgn(a)
1

n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)2√

1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)2

√
1

n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)2

= sgn(a).

Pak nemá v̊ubec smysl hledat asymptotické rozděleńı rn, proto tento př́ıpad neuvažujeme.

V následuj́ıćıch paragrafech najdeme asymptotické rozděleńı korelačńıho koeficientu pro
specifická dvojrozměrná rozděleńı.

2.10. Př́ıklad. Pod́ıváme se na př́ıpad, kdy budeme mı́t náhodný výběr z normálńıho
dvojrozměrného rozděleńı. Předpokládejme, že (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný výběr

z rozděleńı N2

((
0
0

)
,

(
1 ρ
ρ 1

))
. Pak EX4 = EY 4 = 3, EX2Y 2 = 2ρ2 + 1 a EXY 3 =

EX3Y = 3ρ a dle Věty 2.7. plat́ı

√
n(rn − ρ)

d→ N
(
0, (σ∗)2) pro n→∞,

kde

(σ∗)2 =
(
−ρ

2
,− ρ

2
,1
) 2 2ρ2 2ρ

2ρ2 2 2ρ
2ρ 2ρ ρ2 + 1

 −ρ
2

−ρ
2

1

 =
(
1− ρ2

)2
.

Ted’ chceme naj́ıt transformaci, která stabilizuje rozptyl, tj. hledáme takovou měřitelnou
funkci g : (R,B)→ (R,B), aby měla vlastńı derivaci v bodě ρ a aby g′(ρ)2(1−ρ2)2 = 1. My
totiž chceme aby výsledńı limitńı rozděleńı bylo N (0,1), což nám tato transformace zaruč́ı.
Jedna z možnost́ı je aby platilo g′(ρ) = 1

1−ρ2 . Spočteme tedy primitivńı funkci rozkladem
na parciálńı zlomky:∫

1

1− ρ2
dρ =

∫ (
1/2

1− ρ
+

1/2

1 + ρ

)
dρ =

1

2
log

1 + ρ

1− ρ
+ C, ρ ∈ (−1,1).
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Položme g(ρ) = 1
2

log 1+ρ
1−ρ , pak g′(ρ)2 = (1− ρ2)−2, proto g′(ρ)2(1− ρ2)2 = 1 a užit́ım Věty

2.5 dostaneme

√
n(g(rn)− g(ρ)) =

√
n

(
1

2
log

1 + rn
1− rn

− 1

2
log

1 + ρ

1− ρ

)
d→ N (0,1) pro n→∞.

T́ım jsme taky dokázali Větu 1.10 na str. 4, nebot’
√
n− 3/

√
n→ 1 pro n→∞.

2.11. Definice (Studentovo t-rozděleńı). Necht’ k ∈ N, X ∼ Nk(0,V), necht’ dále µµµ ∈ Rk

a Y ∼ χ2
n kde n ∈ N přičemž X a Y jsou nezávislé. Pak rozděleńı náhodné veličiny

tvaru

µµµ+
X√
Y

√
n

nazýváme k-rozměrné Studentovo t-rozděleńı s n stupni volnosti s parametry µµµ,V.
Vı́cerozměrné Studentovo t-rozděleńı budeme značit tk(µµµ,V,n).

2.12. Věta (hustota Studentova t-rozděleńı). Necht’ Z ∼ tk(µµµ,V,n), pak hustota náhodného
vektoru Z má tvar

fZ(z) =
Γ
(
n+k

2

)
Γ
(
n
2

)
(nπ)k/2det(V)1/2

(
1 +

1

n
(z− µµµ)′V−1(z− µµµ)

)−n+k
2

.

D̊ukaz. Viz Kotz a Nadarajah (2004).

2.13. Př́ıklad. Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný výběr z rozděleńı t2(0,V,m), kde

m ∈ N : m ≥ 5 a V = m−2
m

(
1 ρ
ρ 1

)
, pak plat́ı:

EX4 = EY 4 =
3(m− 2)

m− 4
, EX2Y 2 =

(m− 2)(2ρ2 + 1)

m− 4
a EXY 3 = EX3Y =

3(m− 2)ρ

m− 4
.

Spočteme rozptyl asymptotického rozděleńı výběrového korelačńıho koeficientu podle Věty
2.7:

(σ∗)2 =
(
−ρ

2
,− ρ

2
,1
)

2(m−1)
m−4

2(m−2)ρ2+2
m−4

2(m−1)ρ
m−4

2(m−2)ρ2+2
m−4

2(m−1)
m−4

2(m−1)ρ
m−4

2(m−1)ρ
m−4

2(m−1)ρ
m−4

mρ2+m−2
m−4


 −ρ

2

−ρ
2

1

 =
(m− 2) (ρ2 − 1)

2

m− 4
.

Máme-li náhodný výběr z dvojrozměrného Studentova rozděleńı s m-stupni volnosti, pak
√
nrn má asymptoticky rozděleńıN

(
ρ,

(m−2)(1−ρ2)
2

m−4

)
. Ještě poznamenejme, že pro m→∞

se asymptotické rozděleńı shoduje s rozděleńım v Př́ıkladu 2.10. Tento fakt bylo možné
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očekávat, nebot’ v́ıme, že pro vysoký stupeň volnosti lze Studentovo t-rozděleńı aproximovat
normálńım rozděleńım.

2.14. Př́ıklad Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný výběr z dvojrozměrného Poissonova
rozděleńı s parametry λ,λ1,λ2 > 0, tj. z rozděleńı s pravděpodobnostńı funkćı tvaru

P(X = k1,Y = k2) = e−λ−λ1−λ2
λk11

k1!

λk22

k2!

min(k1,k2)∑
j=0

(
k1

j

)(
k2

j

)
j!

(
λ

λ1λ2

)j
, k1,k2 ∈ N ∪ {0}.

Pak EX = var(X) = λ+ λ1 a EY = var(Y ) = λ+ λ2 a budeme uvažovat náhodné veličiny
Xi−λ−λ1√

λ+λ1
,Yi−λ−λ2√

λ+λ2
pro i ∈ {1, . . . ,n}. Pak výpočtem dostaneme:

(σ∗)2 =

 −ρ
2

−ρ
2

1




2λ+2λ1+1
λ+λ1

λ(2λ+1)
(λ+λ1)(λ+λ2)

λ(2λ+2λ1+1)

(λ+λ1)3/2
√
λ+λ2

λ(2λ+1)
(λ+λ1)(λ+λ2)

2λ+2λ2+1
λ+λ2

λ(2λ+2λ2+1)√
λ+λ1(λ+λ2)3/2

λ(2λ+2λ1+1)

(λ+λ1)3/2
√
λ+λ2

λ(2λ+2λ2+1)√
λ+λ1(λ+λ2)3/2

λ1(λ+λ2)+λ(2λ+λ2+1)
(λ+λ1)(λ+λ2)

(−ρ
2
,− ρ

2
,1
)

=
λ2 (4λ2 + 1)λ2 + λ1 (8λ2

2 + (8λ+ 4)λ2 + λ)λ+ 4λ2
1 (λ+ λ2) 2

4 (λ+ λ1) 2 (λ+ λ2) 2
,

kde jsme využili, že ρ = λ√
λ+λ1

√
λ+λ2

. Speciálně pro př́ıpad λ = λ1 = λ2 máme (σ∗)2 =
3(6λ+1)

32λ
. Vı́ce o dvojrozměrném Poissonově rozděleńı lze nalézt např. v Kocherlakota a

Kocherlakota (2006).

2.2 Testy nezávislosti

Pod́ıváme se, co se stane s testem pro nezávislost náhodných velič́ın z Věty 1.8 na str. 3,
bude-li porušen předpoklad normality.

2.15. Věta (o porušeńı I). Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný výběr z libovolného
dvojrozměrného rozděleńı s rozsahem alespoň 3 a necht’ X1,Y1 jsou nezávislé náhodné
veličiny s konečnými čtvrtými momenty. Pak

P

(∣∣∣∣∣ rn√
1− r2

n

√
n− 2

∣∣∣∣∣ ≥ tn−2(1− α/2)

)
→ α pro n→∞.

D̊ukaz. Z Důsledku 2.8 v́ıme, že

√
nrn

d→ N (0,1) pro n→∞.

Dále z Věty 2.2 v́ıme, že√
1− ρ2√
1− r2

n

=
1√

1− r2
n

d→ 1⇒ 1√
1− r2

n

p→ 1 pro n→∞.
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Užit́ım Cramér-Sluckého věty dostaneme:

√
n− 2

rn√
1− r2

n

=
√
nrn︸ ︷︷ ︸

d→N (0,1)

1√
1− r2

n︸ ︷︷ ︸
p→1

√
n− 2√
n

d→ N (0,1), pro n→∞.

Z Věty 2.3 pak v́ıme, že plat́ı

P

(∣∣∣∣∣√n− 2
rn√

1− r2
n

∣∣∣∣∣ ≤ u1−α/2

)
n→∞→ Φ(u1−α/2)− Φ(−u1−α/2) = 1− α

a pro kvantily Studentova t-rozděleńı plat́ı tn−2(1− α/2)
n→∞→ u1−α/2. T́ım konečně dosta-

neme výsledné tvrzeńı.

Věta 1.8 na str. 3 sice tvrd́ı, že výsledné rozděleńı je Studentovo t-rozděleńı s n− 2 stupni
volnosti, ale pro dostatečně vysoký stupeň volnosti lze z CLV Studentovo rozděleńı aproxi-
movat normálńım rozděleńım N (0,1) tak, jak to bylo uvedeno v předchoźım d̊ukazu. T́ım
pádem Věta 2.15 nám napov́ıdá, že pokud je předpoklad normality u dat porušen, ale
náhodné veličiny jsou nezávislé, pak z̊ustava hladina asymptotického testu nezávislosti z
paragrafu 1.9 na str. 3 zachována.

2.3 Fisherova Z-transformace

2.16. Poznámka (o porušeńı II). Uvažujme náhodný výběr (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ z libo-
volného dvojrozměrného rozděleńı a necht’ je rozsah výběru alespoň 4. Z Věty 1.10 na str. 4
v́ıme, že náhodná veličina

Frn =
1

2
log

1 + rn
1− rn

.

má za předpokladu normality asymptoticky normálńı rozděleńı s jednotkovým rozptylem.
Zjist́ıme, zda to plat́ı obecně, tedy bez předpokladu normálńıho rozděleńı. Z Věty 2.7. v́ıme,
že √

n(rn − ρ)
d→ N

(
0,[σ∗(ρ)]2

)
pro n→∞.

Pak z Věty 2.5. dostaneme

√
n(Frn − Fρ)

d→ N

(
0,

(
σ∗(ρ)

1− ρ2

)2
)

pro n→∞.

Obecně jistě nemůžeme tvrdit, že σ∗(ρ) = 1− ρ2, čili taky nemůžeme tvrdit, že
√
n(Frn−

Fρ) má asymptoticky rozděleńı N (0,1). Závěrem tedy je, že Věta 1.10 na str. 4 bez
předpokladu normality neplat́ı. Tento výsledek bylo možné očekávat, nebot’ odvozeńı Fishe-
rove Z-transformace se odv́ıjelo od tvaru (σ∗(ρ))2 v Př́ıkladu 2.10, který záviśı od rozděleńı
náhodného vektoru (X1,Y1)′.
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2.4 Obecný př́ıstup k interval̊um spolehlivosti

2.17. Úkol. Již v předchoźı sekci jsme zjistili, že veličina rn se asymptoticky bĺıži k veličině
s normálńım rozděleńım. Ćılem této sekce bude vytvořit obecný asymptotický intervalový
odhad rn. Základńı myšlenkou je nalézt odhad ξn parametru σ∗ a to tak, aby

ξn
σ∗

p→ 1, pro n→∞.

2.18. Věta (o konzistenci odhadu ξn). Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný výběr z
dvojrozměrného rozděleńı s konečnými čtvrtými momenty. Necht’ ξ2

n = v′n ·Σn · vn, kde Σn

je matice tvaru

Σn =

 s
X̃

2
X̃

2 s
X̃

2
Ỹ

2 s
X̃

2
X̃Y

s
Ỹ

2
X̃

2 s
Ỹ

2
Ỹ

2 s
Ỹ

2
X̃Y

s
X̃YX̃

2 s
X̃YỸ

2 sX̃YX̃Y

 ,

kde

s
X̃

2
Ỹ

2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
X̃2
i −

1

n

n∑
j=1

X̃2
j

)(
Ỹ 2
i −

1

n

n∑
j=1

Ỹ 2
j

)
, X̃i =

Xi −Xn

sX
, Ỹi =

Yi − Y n

sY

a zbylé výrazy jsou definovány analogicky s t́ım, že X̃Y = (X̃iỸi)
n
i=1 a vn =

(
− rn

2
,− rn

2
,1
)
.

Pak ξ2
n

p→ (σ∗)2 pro n→∞, kde (σ∗)2 splňuje rovnici (2.2) z Věty 2.7.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že sX̃Ỹ je konzistentńı odhad parametrické funkce E(X1Y1)−E(X1)E(Y1)√
var(X1)

√
var(Y1)

.

Pro zbylé členy to lze provést analogicky. Tvrzeńı pak plyne z Věty 2.7. Plat́ı:

sX̃Ỹ =
1

n− 1

n∑
i=1

(
X̃i −

1

n

n∑
j=1

X̃j

)(
Ỹi −

1

n

n∑
j=1

Ỹj

)

=
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −Xn

sX
− 1

n

n∑
j=1

Xj −Xn

sX

)(
Yi − Y n

sY
− 1

n

n∑
j=1

Yj − Y n

sY

)

=
1

n−1

∑n
i=1

(
XiYi −XiY n − YiXn +XnY n

)
sXsY

=
1

sXsY

(
1

n− 1

n∑
i=1

XiYi −
n

n− 1
XnY n

)
.

Z Poznámky 2.6 v́ıme, že s2
X = 1

n−1

∑n
i=1X

2
i − n

n−1
X

2

n a proto ze silného zákona velkých

č́ısel v́ıme, že Xn
p→ E(X1), sX

p→
√
E(X2

1 )− (EX1)2 =
√

var(X1) a

1

n− 1

n∑
i=1

XiYi
p→ E(X1Y1) pro n→∞.
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Proto plat́ı

sX̃Ỹ

p→ E(X1Y1)− E(X1)E(Y1)√
var(X1)

√
var(Y1)

= cov

(
X1 − E(X1)√

var(X1)
,
Y1 − E(Y1)√

var(Y1)

)
pro n→∞.

2.19. Věta (o asymptotickém intervalovém odhadu ρ). Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ jsou
nezávislé a stejně rozdělené náhodné vektory z dvojrozměrného rozděleńı s konečnými
čtvrtými momenty. Necht’ ξn je odhad parametru σ∗ z Věty 2.18 a rn je výběrový korelačńı
koeficient definován v (1.1). Bud’ α ∈ (0,1) a ρ = corr(X1,Y1), pak asymptotický intervalový
odhad parametru ρ o spolehlivosti 1− α je tvaru(

rn − u1−α/2
ξn√
n
,rn + u1−α/2

ξn√
n

)
, (2.3)

kde uβ je β-kvantil N (0,1). Dále asymptotický dolńı intervalový odhad parametru ρ o spo-
lehlivosti 1− α je tvaru (

rn − u1−α
ξn√
n
,+∞

)
a asymptotický horńı intervalový odhad parametru ρ o spolehlivosti 1−α je ve tvaru(

−∞,rn + u1−α
ξn√
n

)
.

D̊ukaz. Z Věty 2.18. v́ıme, že plat́ı σ
∗

ξn

p→ 1 pro n→∞. T́ım pádem užit́ım Cramér-Sluckého
Věty dostaneme: √

n(rn − ρ)

ξn
=

√
n(rn − ρ)

σ∗
· σ
∗

ξn

d→ N (0,1).

Rozepsáńım výše uvedené limity pomoćı Věty 2.3 plat́ı

lim
n→∞

P

(
uα/2 ≤

√
n(rn − ρ)

ξn
≤ u1−α/2

)
= 1− α

a úpravou nerovnost́ı dostaneme tvar (2.3). Analogickým postupem dostaneme vzorečky
pro horńı a dolńı asymptotický intervalový odhad.

Kombinaćı Fisherove Z-transformace a intervalového odhadu z Věty 2.19. sestroj́ıme ještě
jednu variantu intervalu spolehlivosti pro korelačńı koeficient.

2.20. Věta (o kombinaci intervalových odhad̊u). Necht’ (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ je náhodný
výběr z dvojrozměrného rozděleńı s konečnými čtvrtými momenty. Je-li ρ korelačńı koefi-
cient náhodných veličin X1 a Y1, pak(

1

2
log

(
1 + rn
1− rn

)
−
u1−α/2√

n
· ξn

1− r2
n

,
1

2
log

(
1 + rn
1− rn

)
+
u1−α/2√

n
· ξn

1− r2
n

)
(2.4)

je asymptotický intervalový odhad funkce 1
2

log(1+ρ
1−ρ) o spolehlivosti 1− α.
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D̊ukaz. Označ́ıme-li Fρ = 1
2

log(1+ρ
1−ρ), pak z Poznámky 2.16 o porušeńı II v́ıme, že

√
n(Frn − Fρ)

d→ N

(
0,

(
σ∗

1− ρ2

)2
)

pro n→∞.

Užit́ım Cramér-Sluckého Věty tedy dostávame

√
n
Frn − Fρ

ξn
1−r2n

=
√
n
Frn − Fρ

σ∗

1−ρ2︸ ︷︷ ︸
d→N (0,1)

·
σ∗

1−ρ2
ξn

1−r2n︸︷︷︸
p→1

d→ N (0,1).

Výsledńı intervalový odhad vznikne analogickým postupem jako v d̊ukazu Věty 2.19.
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Kapitola 3

Simulace

3.1 Hladiny test̊u

3.1. Úvod. V předchoźı části jsme vyšetřovali asymptotické chováńı výběrového ko-
relačńıho koeficientu, tj. zjǐst’ovali jsme, jaké má asymptotické rozděleńı, jestliže jsme měli
náhodný výběr z nespecifikovaného rozděleńı. Pak jsme se pod́ıvali na výsledné rozděleńı,
měli jsme-li náhodný výběr vektor̊u s nezávislými složkami a výsledky byly shrnuty ve Větě
2.15 na str. 12 a v Poznámce 2.16 na str. 13. Dospěli jsme k závěru, že za předpokladu
nezávislosti složek náhodných vektor̊u, test z Věty 1.8 na str. 3 zachová předepsanou hla-
dinu. Na druhé straně neznáme skutečnou hladinu testu. Obecně ji bohužel nelze spoč́ıst,
můžeme j́ı ale odhadnout pomoćı simulaćı, což je tématem této sekce.

3.2. Hypotéza. Bud’ (X1,Y1), . . . ,(Xn,Yn) náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı
F . Polož́ıme

H0 : X1,Y1 jsou nezávislé vs. H1 : neplat́ı H0.

Označme dále Q statistiku z Věty 1.8 na str. 3 a U statistiku z Důsledku 2.8 na str. 10,
tj.

Q =
rn√

1− r2
n

√
n− 2,

U =
√
nrn.

Vytvoř́ıme 3 r̊uzné testy. Test Q1 bude testovat hypotézu pomoćı statistiky Q a kritický

obor nalezne pomoćı Studentova t-rozděleńı o n − 2 stupněch volnosti, tj. Q
H0∼ tn−2.

Druhý test Q2 bude testovat asymptoticky pomoćı statistiky Q, ale kritický obor nalezne

pomoćı normálńıho rozděleńı, tj. Q
H0,d→ N (0,1). Konečně posledný test U bude testovat

opět asymptoticky pomoćı statistiky U a kritický obor nalezne přes normálńı rozděleńı, tj.

U
H0,d→ N (0,1). Shrnut́ı všech tř́ı test̊u lze nalézt v Tabulce 3.1.
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Test Testovaćı statistika Rozděleńı

Q1 Q = rn√
1−r2n

√
n− 2 tn−2

Q2 Q = rn√
1−r2n

√
n− 2 N (0,1)

U U =
√
nrn N (0,1)

Tabulka 3.1: Shrnut́ı test̊u

3.3. Poznámka. Test Q1 je běžně už́ıvaný test v praxi, test Q2 je asymptotická verze
testu Q1. Posledńı test se dá lehce odvodit a je taky už́ıván statistickým software, proto
lze předpokládat, že se často objevuje v praxi. Z těchto d̊uvod̊u nás bude u těchto test̊u
zaj́ımat skutečná hladina.

3.4. Definice (hladina testu). Bud’ X1, . . . ,Xn náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı
funkćı F závislou na θθθ ∈ Rk a bud’ G = G(X1, . . . ,Xn) statistika s kritickým oborem W .
Necht’ nulová hypotéza je tvaru H0 : θθθ ∈ Θ0 a alternativńı H1 : θθθ ∈ Θ1 pak hodnotu

α = sup
θθθ∈Θ0

P(G ∈ W ),

nazýváme hladina testu.

3.5. Pr̊uběh simulace. Simulace budou mı́t několik krok̊u:

1. Nejprve si předem zvoĺıme dané α ∈ (0,1) což bude odrážet předpokládanou hladinu
testu. Běžná hladina je 5%, proto zvoĺıme α = 5%.

2. Zvoĺıme distribučńı funkci F , resp. zvoĺıme si rozděleńı, z jakého bude pocházet
náhodný výběr.

3. Nasimulujeme náhodný výběr 10 000-krát z rozděleńı F o rozsahu n, kde n ∈ {5,10,
15,20,30,50}. U asymptotických test̊u nás hlavně budou zaj́ımat malé rozsahy výběr̊u,
abychom viděli, jak moc je narušená hladina. Taky nás může zaj́ımat, zda pro velké
rozsahy výběr̊u je odhadnutá hladina dostatečně bĺızká předpokládané.

4. Odhadneme skutečnou hladinu jednotlivých test̊u pomoćı vztah̊u:

Q1 : α̂ =
1

10 000

10 000∑
i=1

1{|Qi| ≥ tn−2(1− α/2)},

Q2 : α̂ =
1

10 000

10 000∑
i=1

1{|Qi| ≥ u1−α/2},

U : α̂ =
1

10 000

10 000∑
i=1

1{|Ui| ≥ u1−α/2},

kde Qi je i-tá realizace testové statistiky Q, Ui je i-tá realizace testové statistiky U
a 1 znač́ı indikátorovou funkci.
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N Q1 : Q ∼ tn−2 Q2 : Q ∼ N (0,1) U : U ∼ N (0,1)
n = 5 0.0488 0.1367 0.0497
n = 10 0.0475 0.0814 0.0536
n = 15 0.0490 0.0713 0.0529
n = 20 0.0504 0.0669 0.0539
n = 30 0.0479 0.0562 0.0495
n = 50 0.0503 0.0551 0.0511

Tabulka 3.2: Simulace z normálńı rozděleńı
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Q2
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Obrázek 3.1: Simulace z normálńıho rozděleńı

Simulace provedeme v statistickém software R Core Team (2013) a na grafické znázorněńı
výsledk̊u použijeme Wolfram Research (2012).

3.6. Simulace z normálńıho rozděleńı. Jako prvńı provedeme simulace z normálńıho
rozděleńı, tj. budeme vytvářet náhodné výběry z rozděleńı N2(µµµ,V), kde µµµ = (0,0)′ a V je
jednotková matice. Výsledky jsou sepsány v Tabulce 3.2 a graficky znázorněny na Obr. 3.1.

V prvńım sloupci tabulky je rozsah výběru a zbylé sloupce reprezentuj́ı jednotlivé testy
Q1, Q2 a U . Simulace pro test Q1 splňuje všechny předpoklady Věty 1.8 na str. 3 a tud́ıž
výsledný odhad by měl odpov́ıdat předpokládané hladině testu, tj. α = 5%. Je vidět, že
tomu tak skutečně je, nebot’ jak malé, tak i vysoké rozsahy výběru maj́ı odhadnutou hladinu
testu bĺızkou hodnotě α. TestQ2 je zaj́ımavěǰśı. Ten už́ıvá asymptotickou normalitu testové
statistiky Q a kritický obor nalezne pomoćı kvantilu normálńıho rozděleńı. Je vidět, že pro
malé rozsahy výběr̊u (n ∈ {5,10,15}) je hladina vyšš́ı než u simulaćı s vyšš́ımi rozsahy. To
znamená, že maximálńı pravděpodobnost, že testovaćı statistika padne do kritického oboru
za platnosti nulové hypotézy, je při malém rozsahu značně vyšš́ı než předpokládaná i když
jde o náhodný výběr z dvojrozměrného normálńıho rozděleńı. Poučeńı z toho je, že test
Q2 je vhodný jenom pro výběry vyšš́ıch rozsah̊u. Posledńı test U je taky asymptotický,
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t5 Q1 : Q ∼ tn−2 Q2 : Q ∼ N (0,1) U : U ∼ N (0,1)
n = 5 0.0490 0.1492 0.0500
n = 10 0.0503 0.0869 0.0576
n = 15 0.0537 0.0738 0.0582
n = 20 0.0538 0.0696 0.0570
n = 30 0.0538 0.0648 0.0563
n = 50 0.0556 0.0596 0.0564

Tabulka 3.3: Simulace ze Studentovo t-rozděleńı o 5 stupńıch volnosti

t10 Q1 : Q ∼ tn−2 Q2 : Q ∼ N (0,1) U : U ∼ N (0,1)
n = 5 0.0509 0.1460 0.0516
n = 10 0.0452 0.0831 0.0511
n = 15 0.0541 0.0746 0.0591
n = 20 0.0510 0.0661 0.0543
n = 30 0.0520 0.0611 0.0538
n = 50 0.0481 0.0552 0.0498

Tabulka 3.4: Simulace ze Studentovo t-rozděleńı o 10 stupńıch volnosti

ale odhadnutá hladina se chová přibližně stejně jako u testu Q1. Dá se tedy ř́ıct, že testy
Q1 a U maj́ı v př́ıpadě normality přibližně stejné hladiny.

3.7. Simulace ze Studentova t-rozděleńı. Stejným zp̊usobem provedeme simulace ze
Studentova t-rozděleńı s m stupni volnosti pro m ∈ {5,10}, tj. budeme simulovat náhodné
výběry (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ kde X1 a Y1 jsou nezávislé a oboj́ı maj́ı Studentovo t-rozděleńı
o m stupńıch volnosti. Pro vyšš́ı stupně volnosti již lze Studentovo rozděleńı aproximovat
normálńım, čili dá se očekávat, že i výsledné odhady skutečné hladiny budou přibližně
stejné. Jednotlivé výsledky lze nalézt v Tabulkách 3.3 a 3.4.

Je vidět, že výsledky jsou velmi podobné simulaćım z normálńıho rozděleńı a to dokonce
i pro malé stupně volnosti. Grafické znázorněńı odhadnutých hladin lze nalézt na Obr. 3.2
a Obr. 3.3.

3.9. Simulace z gamma rozděleńı. Budeme simulovat gamma rozděleńı s parametry
k = 7 a a = 599, tj. (X1,Y1)′, . . . ,(Xn,Yn)′ kde X1 a Y1 jsou nezávislé a stejně rozdělené
s gamma rozděleńım Γ(7,599). Odhadneme skutečnou hladinu jednotlivých test̊u Q1,Q2

a U . Výsledky jsou v Tabulce 3.5 a graficky v Obr. 3.4.

Je vidět, že odhady jsou téměř totožné s předchoźımi simulacemi. Testy Q1 a Q2 maj́ı

20



0 10 20 30 40 50

0.00

0.05

0.10

0.15

Q1

Q2

U

Α

Obrázek 3.2: Simulace ze Stundetova t rozděleńı o 5 stupńıch volnosti
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Obrázek 3.3: Simulace ze Stundetova t rozděleńı o 10 stupńıch volnosti

Γ(k,a) Q1 : Q ∼ tn−2 Q2 : Q ∼ N (0,1) U : U ∼ N (0,1)
n = 5 0.0515 0.1463 0.0528
n = 10 0.0465 0.0826 0.0536
n = 15 0.0524 0.0726 0.0569
n = 20 0.0524 0.0684 0.0551
n = 30 0.0521 0.0628 0.0543
n = 50 0.0516 0.0577 0.0525

Tabulka 3.5: Simulace z Gamma rozděleńı

dokonce i při malém rozsahu výběru odhadnutou hladinu téměř totožnou s předvolenou
hladinou α.

3.10. Simulace z lognormálńıho rozděleńı. Budeme simulovat náhodný výběr (X1,Y1)′,
. . . ,(Xn,Yn)′ z dvojrozměrného normálńıho rozděleńı s parametry µ1 = µ2 = 10, σ2

1 =
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Obrázek 3.4: Simulace z gamma rozděleńı

LN Q1 : Q ∼ tn−2 Q2 : Q ∼ N (0,1) U : U ∼ N (0,1)
n = 5 0.0942 0.1503 0.0949
n = 10 0.0808 0.0952 0.0831
n = 15 0.0713 0.0801 0.0723
n = 20 0.0668 0.0721 0.0679
n = 30 0.0590 0.0617 0.0593
n = 50 0.0501 0.0517 0.0505

Tabulka 3.6: Simulace z Lognormálńıho rozděleńı
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Obrázek 3.5: Simulace z lognormálńıho rozděleńı

σ2
2 = 5 a korelačńım koeficientem ρ = 0. Následně pro transformovaný náhodný výběr

(eX1 ,eY1)′, . . . ,(eXn ,eYn)′ budeme obdobným zp̊usobem odhadovat skutečnou hladinu testu.
Výsledky jsou v Tabulce 3.6 a graficky jsou znázorněny na Obr. 3.5.
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t1 Q1 : Q ∼ tn−2 Q2 : Q ∼ N (0,1) U : U ∼ N (0,1)
n = 5 0.0724 0.1646 0.0738
n = 10 0.0809 0.1088 0.0856
n = 15 0.0746 0.0911 0.0783
n = 20 0.0723 0.0811 0.0738
n = 30 0.0686 0.0753 0.0701
n = 50 0.0516 0.0537 0.0525

Tabulka 3.7: Simulace z Cauchyova rozděleńı
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Obrázek 3.6: Simulace z Cauchyova rozděleńı

V lognormálńım rozděleńı je odhad skutečné hladiny všech test̊u pro malé rozsahy výběr̊u
přibližně dvojnásobný předpokládané hladině. To znamená, že testy nemuśı být asympto-
ticky přesné pro malé rozsahy (n = 5, . . . ,15). Na druhé straně pro vyšš́ı rozsahy výběr̊u je
odhadnutá hladina téměř totožná s hladinou α.

3.11. Simulace z Cauchyova rozděleńı. Budeme simulovat náhodný výběr (X1,Y1)′, . . . ,
(Xn,Yn)′ kdeX1 a Y1 jsou nezávislé a stejně rozdělené z Cauchyova rozděleńı, tj. ze spojitého
rozděleńı s hustotou

f(x) =
1

π(1 + x2)
, x ∈ R.

Výsledky simulaćı lze nalézt v Tabulce 3.7 a graficky jsou znázorněné na Obr. 3.6.

Cauchyovo rozděleńı je specifické t́ım, že nemá konečný ani prvńı moment. T́ım pádem
nemůže mı́t ani konečný rozptyl a korelačńı koeficient pro dvojici náhodných veličin z
Cauchyova rozděleńı neńı definován. Všechny statistické testy Q1,Q2 a U byly odvozeny
za předpokladu konečnosti čtvrtých moment̊u a tedy skutečná hladina testu může být li-
bovolná. To nám ale nebráńı v provedeńı simulaćı. Překvapivě, odhadnuté hladiny jednot-
livých test̊u jsou pro vysoké rozsahy výběru n = 50 téměř shodné s hladinou α = 5%.
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Obrázek 3.7: Skutečné pokryt́ı se spolehlivost́ı 1− α pro α = 5%

3.2 Intervaly spolehlivosti

3.12. Poznámka. Pod́ıváme se na Fisherovu Z-transformaci a jej́ı aplikace v intervalových
odhadech. Z Poznámky 2.16 na str. 13 v́ıme, že

√
n(Frn − Fρ)

d→ N

(
0,

(
σ∗(ρ)

1− ρ2

)2
)

pro n→∞.

Máme-li náhodný výběr z dvojrozměrného normálńıho rozděleńı, pak σ∗(ρ) = 1 − ρ2, čili

asymptotický interval spolehlivosti se spolehlivost́ı 1 − α má tvar
(
Frn ∓

u1−α/2√
n

)
, kde

u1−α/2 = Φ−1 (1− α/2) kde Φ je distribučńı funkce normálńıho rozděleńı N (0,1). Ted’

zjist́ıme pokryt́ı tohto intervalu pro obecné dvojrozměrné rozděleńı. Plat́ı:

P

(
Frn −

u1−α/2√
n
≤ Fρ ≤ Frn +

u1−α/2√
n

)
= P

(
−u1−α/2 ≤

√
n(Frn − Fρ) ≤ u1−α/2)

)
=

P

(
−

u1−α/2

σ∗(ρ)/(1− ρ2)
≤
√
n(Frn − Fρ)

σ∗(ρ)/(1− ρ2)
≤

u1−α/2

σ∗(ρ)/(1− ρ2)

)
n→∞→ Φ

(
u1−α/2

σ∗(ρ)/(1− ρ2)

)
−

−Φ

(
−

u1−α/2

σ∗(ρ)/(1− ρ2)

)
= 2Φ

(
u1−α/2

σ∗(ρ)/(1− ρ2)

)
− 1,

Na obrázku 3.7 jsou znázorněny grafy funkćı pokryt́ı pro rozděleńıN2(0,V(ρ)),t2(0,V(ρ),5),
t2(0,V(ρ),20) a dvojrozměrné Poissonovo rozděleńı s parametry λ1 = λ2 = 10 a λ(ρ)
v závislosti na korelačńım koeficientu ρ. Je vidět, že skutečné pokryt́ı pro dvojrozměrné Stu-
dentovo t-rozděleńı s rostoućım stupněm volnosti se bĺıž́ı k pokryt́ı normálńıho rozděleńı.

V př́ıpadě Poissonova rozděleńı plat́ı ρ(λ) =
λ

λ+ 10
pro λ > 0 a tud́ıž ρ > 0. Je ale vidět,

že nejvyšš́ı spolehlivost je pro ρ bĺızké nule. Na druhé straně nejnižš́ı spolehlivost nabývá
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pro ρ = 1
2

s hodnotou 94.81%.

Na závěr ještě provedeme simulace, ve kterých budeme odhadovat spolehlivost interva-
lových odhad̊u a jejich délku. Budeme porovnávat 3 r̊uzné intervalové odhady korelačńıho
koeficientu:

1. Interval spolehlivosti vytvořen pomoćı Fisherovy Z-transformace z Věty 1.10 na
str. 4. Intervalový odhad vytvořen touto metodou označ́ıme pro účely následuj́ıćıch
simulaćı symbolem IOF .

2. Interval spolehlivosti vytvořen pomoćı konzistentńıho odhadu asymptotického roz-
ptylu výběrového korelačńıho koeficientu z Věty 2.19 na str. 15 tvaru (2.3). Interva-
lový odhad vytvořen touto metodou označ́ıme symbolem IOp.

3. Interval spolehlivosti vytvořen pomoćı kombinace předchoźıch dvou zp̊usob̊u z Věty
2.20 na str. 15 tvaru (2.4). Intervalový odhad vytvořen touto metodou označ́ıme
symbolem IOk.

3.13. Pr̊uběh simulace.

1. Zvoĺıme hodnotu α ∈ (0,1), kde 1 − α je předpokládaná spolehlivost intervalového
odhadu. V naš́ıch simulaćıch budeme všude volit α = 5%.

2. Zvoĺıme dvojrozměrné rozděleńı s distribučńı funkci F , ze kterého budeme simulovat
náhodné výběry a urč́ıme korelačńı koeficient ρ.

3. Budeme simulovat 10 000 náhodných výběr̊u z rozděleńı s distribučńı funkćı F a s roz-
sahem n = 5,10,15,20,30,50. Pro každý náhodný výběr najdeme intervalové odhady
korelačńıho koeficientu pomoćı všech tř́ı výše zmı́něných metod. Výsledkem tedy bu-
dou intervaly (Di,Ui) pro i ∈ {1, . . . ,10000}, kde Di je dolńı mez a Ui je horńı mez
pro každou metodu.

4. Odhadneme spolehlivost intervalového odhadu 1̂− α :

1̂− α =
1

10 000

10 000∑
i=1

1{Di ≤ ρ ≤ Ui},

a jeho pr̊uměrnou délku d̂ :

d̂ =
1

10 000

n∑
i=1

|Ui −Di|,

pro každou ze tř́ı metod.
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Rozsah IOF IOp IOk

n d̂ 1̂− α d̂ 1̂− α d̂ 1̂− α
5 0.8001 0.9576 0.2649 0.6200 0.2929 0.6714
10 0.3592 0.9551 0.2099 0.7784 0.2337 0.8221
15 0.2525 0.9507 0.1766 0.8311 0.1930 0.8700
20 0.2043 0.9487 0.1561 0.8565 0.1678 0.8897
30 0.1549 0.9522 0.1295 0.8840 0.1365 0.9111
50 0.1137 0.9509 0.1020 0.9110 0.1055 0.9259

Tabulka 3.8: Simulace z normálńıho rozděleńı s ρ = 0.9

Rozsah IOF IOp IOk

n d̂ 1̂− α d̂ 1̂− α d̂ 1̂− α
5 1.4047 0.9626 0.6941 0.5858 0.6750 0.6713
10 0.9157 0.9601 0.6556 0.7453 0.6166 0.8197
15 0.7484 0.9592 0.5655 0.8112 0.5584 0.8637
20 0.6626 0.9673 0.5317 0.8663 0.5250 0.9001
30 0.5765 0.9648 0.5017 0.9194 0.4944 0.9168
50 0.4290 0.9734 0.4067 0.9522 0.4034 0.9552

Tabulka 3.9: Simulace z Poissonova rozděleńı s ρ = 0.5

3.14. Simulace z normálńıho rozděleńı. Nejprve budeme simulovat náhodné výběry

z dvojrozměrného normálńıho rozděleńı s parametry µµµ = (0,0)′ a V =

(
1 ρ
ρ 1

)
, kde

budeme uvažovat korelačńı koeficient ρ = 0.9. Výsledky jsou v Tabulce 3.8.

Z Tabulky 3.8 je vidět, že intervalový odhad vytvořen metodou Fisherovy Z-transformace
udržuje spolehlivost pro jakýkoliv rozsah výběru. Na druhé straně t́ım zaplat́ı pr̊uměrnou
délkou, která je pro malé rozsahy výběru skoro jednotková. Na Obr. 3.7 vid́ıme, že asympto-
tická spolehlivost je přesně 0.95, což také potrvzuj́ı simulace. Opačným př́ıpadem je inter-
valový odhad IOp, který má pr̊uměrńı délku menš́ı než IOF , ale jeho spolehlivost je pro
malé rozsahy výběr̊u třetinově menš́ı než předpokládaná. Intervalový odhad IOk poskytuje
odhady s vyšš́ı spolehlivost́ı než IOp, s vyšš́ı pr̊uměrńı délkou, ale pořád je spolehlivost
značně menš́ı než u odhadu IOF . Pro rozsah n = 50 se všechny tři odhady lǐśı už jen
minimálně.

3.15. Simulace z Poissonova rozděleńı. Dle Obr. 3.7 jsme zjistili, že nejnižš́ı asympto-
tické pokryt́ı v Poissonově rozděleńı je v př́ıpadě, když je korelačńı koeficient roven 1

2
,

tj. pokud λ = λ1 = λ2 = 10. Provedeme simulace pro Poissonovo rozděleńı s parametry
λ = λ1 = λ2 = 10 a zjist́ıme odhad spolehlivosti. Výsledky jsou v Tabulce 3.9.
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Rozsah IOF IOp IOk

n d̂ 1̂− α d̂ 1̂− α d̂ 1̂− α
5 1.5494 0.9319 0.8885 0.5175 0.8342 0.5977
10 1.1296 0.9058 0.9194 0.6938 0.8574 0.7562
15 0.9406 0.8874 0.8638 0.7598 0.8115 0.8153
20 0.8251 0.8741 0.8147 0.8006 0.7700 0.8445
30 0.6839 0.8649 0.7290 0.8351 0.6959 0.8696
50 0.5377 0.8571 0.6242 0.8800 0.6027 0.9006

Tabulka 3.10: Simulace ze Studentova t-rozděleńı s ρ = 0

Ve všech simulaćıch odhad IOF zachováva spolehlivost i pro malé rozsahy výběr̊u. Problém
je vysoká pr̊uměrná délka, která je v posledńı simulaci dokonce až s hodnotou 1.4047
pro n = 5. Na druhé straně intervalový odhad IOp dělá přesný opak, tj. pr̊uměrńı délku
a spolehlivost má nejnižš́ı ze všech intervalových odhad̊u. Intervalový odhad IOk poskytuje
kompromis mezi IOF a IOp, tj. poskytne odhad s vyšš́ı spolehlivost́ı a vyšš́ı pr̊uměrńı délkou
než IOp. Pro vyšš́ı rozsahy výběr̊u se všechny tři intervalové odhady zač́ınaj́ı shodovat
ve všech ukazateĺıch.

3.16. Simulace ze Studentova t-rozděleńı. Budeme simulovat náhodné výběry ze Stu-
dentova t-rozděleńı t2(0,I,5). Korelačńı koeficient má hodnotu ρ = 0 a výsledky jsou v Ta-
bulce 3.10.

Z Obr. 3.7 v́ıme, že asymptotická spolehlivost pro výběry z t2(0,V(ρ),5) je konstantńı
s přibližnou hodnotou 0.74, proto v simulaćıch odhadnutá spolehlivost klesá s rostoućım
rozsahem výběru. Na druhé straně odhadnuté spolehlivosti intervalových odhad̊u IOp a IOk

rostou k předpokládané spolehlivosti 1−α a tedy IOp a IOk poskytuj́ı s rostoućım rozsahem
výběru intervalový odhad s vyšš́ı spolehlivost́ı, než IOF .
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Závěr

V této práci jsme se zabývali výběrovým korelačńım koeficientem a jeho asymptotickými
vlastnostmi. Uvedli jsme základńı vlastnosti korelačńıho koeficientu a běžně už́ıvaný test
nezávislosti společně s intervalovým odhadem. Pak jsme odvodili asymptotické rozděleńı
výběrového korelačńıho koeficientu bez předpokladu normality a ukázali jsme, že běžně
už́ıvaný test nezávislosti lze už́ıt i bez předpokladu normality. Následně jsme uvažovali 3
r̊uzné testy nezávislosti založené na korelačńım koeficientu a 3 r̊uzné intervalové odhady
na základě asymptotického rozděleńı výběrového korelačńıho koeficientu.

V daľśı části jsme prováděli simulace pro jednotlivé testy nezávislosti a intervalové od-
hady pro specifická rozděleńı. Zjistili jsme, že běžně už́ıvaný intervalový odhad vytvořen
Fisherovou Z-transformaci zachovává předepsanou spolehlivost pro malé rozsahy výběr̊u.
Pro větš́ı rozsahy výběr̊u může mı́t intervalový odhad vytvořen Fisherovou Z-transformaćı
asymptotickou spolehlivost radikálně menš́ı než předvolenou spolehlivost (např. v př́ıpadě
dvojrozměrného Studentova t-rozděleńı) a proto je spolehlivěǰśı test, který je vytvořen
kombinaćı Fisherovy Z-transformace a konzistentńıho odhadu asymptotického rozptylu
výběrového korelačńıho koeficientu.

Pomoćı simulaćı v posledńı část́ı této práce se nám podařilo odhadnout skutečnou hladinu
jednotlivých test̊u. Na druhé straně nev́ıme, jakou maj́ı jednotlivé testy śılu. Bohužel,
na zodpovězeńı této otázky již neńı v této práci mı́sto. V daľśım výzkumu bychom se
proto mohli zaměřit na odhad śıly a rozsahu výběru u test̊u nezávislosti pro náhodné
výběry z běžně už́ıvaných rozděleńı. Výsledky by nám mohly poskytnout lepš́ı nadhled
nad jednotlivými testy a společně s výsledky z této práce by tvořily postačuj́ıćı množstv́ı
údaj̊u o jednotlivých testech pro náhodné výběry ze specifických rozděleńı.
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3.5 Simulace z lognormálńıho rozděleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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3.6 Simulace z Lognormálńıho rozděleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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