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Kapitola 1

Uvod

1.1 Uvod a zdkladni pojmy

Jednou z nejbéznéjsich otazek, které se v statistice vyskytuji, je kdyz mame data ve formeé
dvojic, tak zda jsou tyto data na sobé zavisla. Existuje nékolik zpusobu jak tuto otazku
vytesit a jednim zpusobem je pravé uziti korelacniho koeficientu.

1.1. Definice (Korelacn{ koeficient). Necht (X,Y)’ je ndhodny vektor, ktery spliiuje nerov-
nosti 0 < var(X) < 400, 0 < var(Y) < 400, pak korelaénim koeficientem corr(X,Y)
nahodnych velicin XY rozumime

cov(X,Y)
corr(X,Y) = :
(XY) Vvar(X)/var(Y)

1.2. Tvrzeni (Vlastnosti korelaéniho koeficientu). Necht X,Y" jsou nedegenerované ndhodné
veliciny!, pak

1. |corr(X)Y)| <1 a [corr(X,Y)| =1 praveé tehdy, kdyz existuji takova a,b € R :

Y =aX + b skoro jisteé.
2. Jsou-li veliciny XY nezavislé, pak corr(X,Y) = 0. Opacnd implikace ale neplati.
3. VYa,b,c,d € R : ac # 0 plati corr(aX + b,cY + d) = sgn(ac)corr(X,Y).

Diikaz. Tvrzeni 1. a 3. je dokdzano v Andél (2007) na str. 39 a tvrzeni 2. lze nalézt v Dupac
a Huskova (2005) na str. 62. O

'Realna ndhodnd veli¢ina X je degenerovand pravé tehdy, kdyz existuje ¢ € R takové, ze P(X = ¢) = 1.
Nésledné pak ndhodné velic¢ina je nedegerovana pokud neni degenerovana.



Tvrzeni 1.2 vlastné tika, ze korelacni koeficient ndm udéva miru linearni zavislosti mezi
nadhodnymi veli¢inami. V praxi se setkdvame s dvojicemi dat a muze nas zajimat, zda
néktera data na sebe zavisi. Proto zavadime vybérovy korelaéni koeficient.

1.3. Definice (Vybérovy korelacni koeficient). Necht (X,Y1),...,(X,,Y,) je ndhodny
vybér z dvojrozmérného rozdéleni, pak vybérovym korelaécnim koeficientem r, ro-
zumime nahodnou veli¢inu definovanou predpisem

_ SXY
Tn = (1.1)
kde

1< - -

sxy = ——> (X —X.) (Yi =V4),
i=1

1 - — 2 1 - — .2

S%(:n_lz<Xz_Xn)a SY:n_lz(Y;_ n)a

=1 =1

1.4. Véta. Pii vybéru o rozsahu alespon 2 ze spojitého rozdéleni je vybérovy korelacni
koeficient definovan s pravdépodobnosti 1.

Diikaz. Viz Andél (2007) str. 93. O

1.5. Definice (Normaln{ rozdéleni). Necht & € N, p € R¥ a V € R¥* je positivneé
semidefinitn{ redlnd symetrickd matice. Rekneme, ze redlny k-rozmérny nghodny vektor
X mé k-rozmérné normalni rozdéleni s parametry p,V, jestlize Ve € RF : ¢X ~
N(cp.c'Ve), kde rozdélenim N (¢'p,0) rozumime Diracovu miru v bodé ¢'p. Vicerozmérné
norméln{ rozdéleni budeme znacit Ny (u,V).

Protoze definice vybérového korelacniho koeficientu vychézi z jeho teoretického protéjsku,
je pomérné snadné odvodit analogické vlastnosti z Tvrzeni 1.2, ale pro vybérovy korela¢ni
koeficient.

1.6. Tvrzeni (Vlastnosti vybérového korelacniho koeficientu). Necht (X1,Y7)', ... (X,,Y5)
je nahodny vybér z dvojrozmérného rozdéleni. Ozna¢me r,(X,Y) jako vybérovy korela¢ni
koeficient ndhodnych vektoru X = (Xi,...,X,,), Y = (Y1,...,Y,,)’, pak plati nasledujici
tvrzeni:

1. rp(aX +b,cY +d) = sgn(ac)r,(X,Y), pro libovolné a,c € R a bd € R™,

2. |r(X)Y)| < 1. Navic |r,(X,Y)| = 1 skoro jisté pravé tehdy, kdyz existuji a € R
abeR”": X =aY +b.



Diikaz. Viz Andél (2007) str. 93. O

Vime, ze obecné corr(X,Y) = 0 neimplikuje nezdvislost ndhodnych velicin X,Y. M&-1i ale
ndhodny vektor (X,Y")’ normélni dvojrozmérné rozdéleni, pak nulové korelace jiz charak-
terizuje nezavislost.

~ Y / /’LX 0‘%{ pO-XO-Y />
1.7. Véta. Necht (X,Y) ~ N, wy )\ povoy o2 , pak p = 0 prave tehdy,
kdyz X,Y jsou nezavislé.

Diikaz. Tmplikace (<) plyne okamzité z Tvrzeni 1.2, pro opa¢nou implikaci (=) bez Gjmy
na obecnosti predpokladejme, ze ux = puy = 0 a ox = oy = 1, jinak pouzijeme tvrzeni
na vektor ((X —pux)/ox,(Y —puy)/oy). Pak marginalni hustoty fx,fy se shoduji s hustotou

rozdéleni A(0,1). Cili

2 2
Felo) o) = - exp { -5

o } = f(X,Y)’(xay)a V(l’,y)/ S R27

proto jsou veliciny X,Y nezavislé. ]

1.8. Véta. Necht (X1,Y1),...,(X,,Y,) je ndhodny vybér z dvojrozmérného normalniho
rozdéleni s kladnymi rozptyly a nulovym korela¢nim koeficientem. Necht n > 3, pak

T, — \/%\/n "2~ t, s, (1.2)
_rn

kde t,,_5 je Studentovo t-rozdéleni o n — 2 stupnich volnosti.
Diikaz. Viz Andél (2007) str. 94. O

Pomoci Véty 1.8 lze zkonstruovat test nezavislosti.

1.9. Test nezdavislosti. Necht (X1,Y7)',...,(X,,Y,)" je ndhodny vybér z dvojrozmérného
normalniho rozdéleni. Budeme testovat hypotézu, zda jsou ndhodné veliciny X; a Y]
nezavislé. Dle Véty 1.7 lze polozit nulovou a alternativni hypotézu ve tvaru:

Hy:corr(X,)Y)=0 vs. Hp:corr(X,Y) #0.

Testovaci statistikou bude nahodnad veli¢ina T,, ze vztahu (1.2), kterd mé za platnosti nulové
hypotézy Studentovo ¢ rozdéleni o n — 2 stupnéch volnosti. Hypotézu Hy proto zamitame
na hladiné «a € (0,1) prave tehdy, kdyz

’Tn’ Z ulfa/2-



Pro hledani intervalu spolehlivosti nebo testovani hypotéz pro nenulovy korelaéni koeficient

nam pomuze Fisherova Z-transformace.

1.10. Véta (Fisherova Z-transformace). Necht (X1,Y1),...,(X,,Y,)" je ndhodny vybér
z dvojrozmérného normalniho rozdéleni s kladnymi rozptyly a korelaé¢nim koeficientem p.

Necht n > 4, pak

n—>00 2 1-— Tn 2
kde @ je distribuc¢ni funkce rozdéleni N'(0,1).

Dukaz. Viz Piiklad 2.10 na str. 10.

1 1 1
lim P (\/n—?) (—log T —log

ﬂ) §x> = d(x), VreR,
I—p



Kapitola 2

Statisticka inference o korelacnim
koeficientu

2.1 Asymptotické rozdéleni

Vsechny véty v predchozi casti predpokladaly, ze nahodné vybéry meéli dvojrozmeérné
normalni rozdéleni. Prirozenou otézkou je, zda jsou veskeré intervaly spolehlivosti a kritické
obory v jistém smyslu v poradku i kdyz vybér nepochazi z normalniho rozdéleni? Prvnim
krokem k zodpovézeni této otazky je urceni asymptotického rozdéleni velic¢iny r,, coz je
tématem této sekce.

2.1. Definice (Konvergence v distribuci). Necht k& € N a {X,}°2, je posloupnost k-
rozmérnych redlnych ndhodnych vektori a necht X je redlny k-rozmérny ndhodny vektor.
Rekneme, ze posloupnost X,, konverguje v distribuci k X praveé tehdy, kdyz pro kazdou
spojitou omezenou funkci f : R¥ — R plati:

lim E[f(X,)] = E[f(X)].

n—oo

Konvergenci v distribuci budeme znacit symbolicky X, A x pro n — oo. Ma-li specialné
X ~ Ni(p,V), pak budeme rovnou psat X, - N (g, V).

2.2. Véta. Necht k,l € N a {X,,}°°, je posloupnost k-rozmérnych redlnych ndhodnych
vektortt a necht X je redlny k-rozmérny nahodny vektor spliujici

XniXpron—M)o.

Déle necht ¢ : (R* B;) — (RL,B;) je spojité métitelné zobrazeni, kde By je k-rozmérna
borelovska o-algebra, pak
9(X,) A 9(X) pro n — oc.



Diikaz. Bud f : R — R spojitd omezena funkce, pak funkce f o g je spojitd a omezena,
tedy plati:

lim E[f(g(X,))] = lim E[f o g(X,,)] = E[f 0 g(X)] = E[f(9(X))].

n—oo n—o0

Vztah mezi konvergenci ndhodnych veli¢in v distribuci a bodovou konvergenci jejich dis-
tribuc¢nich funkci popisuje néasledujici véta.

2.3. Véta. Necht {X,,}°°, je posloupnost k-rozmérnych redlnych ndhodnych vektoru a ne-
cht pro kazdé n € N je Fx, distribuéni funkce ndhodného vektoru X,,. Je-li X redlny
k-rozmérny nahodny vektor a Fx jeho distribucni funkce, pak plati:

n—oo

X, % X pron — co & Fx,(x) — Fx(z), z € Cx,
kde Cx = {z € R¥; Fx je spojitd v bodé z}.
Diikaz. Viz Van der Vaart (1998) str. 6, Lemma 2.2 (Portmanteau). O
Nejdulezitejsim nastrojem ve studiu asymptotickych statistik jsou centralni limitni véty
(v dalsim textu jenom zkracené CLV). Uvedeme si Lévy-Lindebergovu CLV.

2.4. Véta (Lévy-Lindebergova k-rozmérnd centraln{ limitn{ véta). Necht k& € N a {X,,}°2,
je posloupnost nezavislych a stejné rozdélenych k-rozmérnych realnych nahodnych vektoru.

/ . . k
Necht vsechny slozky vektoru g = (EX{U, e ,Eka)> a matice ¥ = <COV(X1(Z),X£]))> ‘

jsou konecné. Pak

3,j=1
1 n
NG Z(Xz —p) 5 Nu(0,%) pro n — oo.
i=1

Diikaz. Viz Lehmann (1999) str. 313. O

K urceni asymptotického rozdéleni vybérového korelaéniho koeficientu ndm pomuze delta
metoda.

2.5. Véta (k-rozmérnd delta metoda). Necht k& € N a {X,,}>2; je posloupnost ndhodnych
k-rozmeérnych realnych vektoru splnujicich

Vi (X, — ) 5 Ni(0,%) pro n — oo,

kde p € R¥ a (0,9)" =% € R¥*F je varianéni matice. Dale bud ¢ : (R*,B;) — (R,B)

p,q=1
meéritelné zobrazeni, které ma totalni diferencidl v bodé u. Pak

Vi (6(X,) — ¢(w)) > N(0,0%) pro n — oo,



kde -
9
= o ().
!/
Oznacime-li symbolem V¢ (p) gradient funkee ¢ v bodé u, tj. Vo(p) = (aa—i(u), . %(p,)> :
pak 02 mé tvar
ol =Vo(p) - - Vo(p).
Diikaz. Viz Lehmann (1999) str.315. O]

2.6. Poznamka. K odvozeni asymptotického rozdéleni ndhodné velic¢iny r, vyuzijeme
obé predchozi véty. Predtim si ale upravime vyjadfeni vybérovych rozptylu a vybérové
kovariance, tj.

1 — - 1 - —
SXY_H, (Xi = X,)(Yi=Y,)= 1 (;Xiyi_”XnY”> ’

1 — \2 1 g 2
sg(:n_lz(Xi—Xn) :n_1<ZXf—an) a

i=1
1 — 1 u .
; =1

Dosadime-li vztahy do definice (1.1) vybérového korela¢niho koeficientu, ziskame alterna-
tivni vyjadieni ve tvaru

2 (R XY - XY )
s (B =) s (e - 72)
_ p i XY — o L Xy LY
VA X2 - (A XA v - (A )
Oznaéime-li X,, = %Z:.L:l X, Y, = %Z?:l Y;, X2 =1 Ly XY y2=1 LYY aXY, =

n
LS | X,Y;, dostaneme jednodussi tvar vybérového korelacnlho koeﬁ(;lentu:
n =1

T'n =

I e O g
L xem -

2.7. Véta (o asymptotickém rozdéleni vybérového korelaéniho koeficientu). Necht n € N
a (X1,Y1),...,(X,,Y,)" je ndhodny vybér z libovolného dvojrozmérného rozdéleni. Necht
E|X;|* < 400 a E|Y;|* < 400, corr(X1,Y) = p a necht |p| < 1. Pak

Vn(r, —p) 4N (0,(c%)?) pro n — oo,

(2.1)

7



kde (0*)? spliuje

cov(X2 X% cov(X2Y?) cov(X2XY)
cov(Y2,X?) cov( Y2Y?)  cov(Y2XY) |w, (2.2)
cov(XY,X?) cov(XY,Y?) cov(XY,XY)
/
U= _Bu - _7 3
2 2
X1 —EX, Y —EY;

~

kde X =

V/var(Xy) T Vvar(Yy)

Diikaz. Protoze vektory (X1,Y1),...,(X,,Y,)" jsou stejné rozdélené, tak pro zjednoduseni
zapisu budeme psat misto X; a Y; jenom X a Y. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme,
ze EX = EY = 0 a var(X) = var(Y) = 1. Kdyby tomu tak nebylo, pak staci uvazovat
nghodné veliciny X a Y misto X a Y, nebof EX = EY = 0, var(X) = var(Y) = 1,
E|X|* < 400, E|Y|* < +00, z Tvrzeni 1.2 na str. 1 plat{

corr <)~(,§~/> = sgn ( Var(Xl)V&r(Y)) corr(X,Y) = p,

a z Tvrzeni 1.6 na str. 2 plati

X —E(X) Y - E(Y)
Vvar(X) Ty /var(Y)

r(X,Y) = ( > = (X,Y).

J— - /
Polozme Z, = (Xn,Y PN XYn> dle Poznémky 2.6. Plati:

EX =0, EY =0,
EX? = var(X) + (EX)* = 1, EY? =1,
EXY = cov(X,)Y) + EXEY = p.
Dale polozme g = (0,0,1,1,p)". Protoze jsou ndhodné veli¢iny X7, ..., X, nezavislé a stejné
rozdélené, pak jsou taky veliciny X7, ... X2 nezdvislé a stejné rozdélené. Analogicky pro
veliciny Y?2,....Y2 a X Y1,...,X,Y, a proto jsou ndhodné vektory Zi,...,Z, nezdvislé

a stejné rozdélené, kde
Z; = (X;,Yi, X2 Y2 X:V5)

Pak dle Véty 2.4 plyne, ze

%Z(Zi—#):\/ﬁ(zn—u) i>./\/'5(0,2) pro n — 0o,



kde ¥ je matice tvaru:

cov(X,X) cov(X)Y) cov(X,X?) cov(X,Y?)  cov(X,XY)
cov(V,X) cov(Y)Y) cov(V,X?)  cov(Y,Y?)  cov(Y,XY)
Y= cov(X?%X) cov(X2%Y) cov(X%X?) cov(X?2Y?) cov(X?XY)
cov(Y2X) cov(Y2Y) cov(Y?X?%) cov(Y2Y?) cov(Y2XY)

cov(XY,X) cov(XY)Y) cov(XY,X?) cov(XY,Y?) cov(XY,XY)

Polozme ¢ : (R®,B5) — (R,B) méritelné zobrazeni predpisem
- T5 — T1T2
Va3 — 23\/14 — 73

Pak jednoduchym dosazenim dostavame, ze

/ 5
, kde x = (21,29,23,24,75)" € R°.

¢(x)

. XV,-X.Y.
o J o7

Zobrazeni ¢ ma spojité vSechny parcidlni derivace v bodé p a tudiz ma totalni diferenciél
v bodé p a plati

p

vivi "

=1, dle (2.1) a ¢(p) =

¢ (1) = L1X5 — Tad3 —0
0xy (x3 — x%)%\/xél — 23 e ’

d¢ (u) = Loy — T124 —0
O (x4 — x%)% Vi — 3 e ’
00 () = e --¢
O3 (w5 — 22)2\/74 — 22 e 2’
90 () = o --?
Oy 21y — 22) 2/ — 22 - 2’
¢ 1

8—(#) = - sl =1

L5 \/x3—x1\/x4—x2 —p

Konec¢né z Véty 2.5 dostaneme

d *
Vi($(Z,) — () = V/n(r, — p) = N (0,(0%)?) pron — oo,
kde (6%)2 = Vo (p) - 3 - Vo(u). Protoze gradient Ve (u) md prvni dvé slozky nulové, (o*)?
pak nezavisi na prvnich dvou fadcich a sloupcich matice . Tim padem koneéné dostavame

vztah (2.2). O



2.8. Dusledek. Necht (X,Y1),...,(X,,Y,)" je ndhodny vybér a necht jsou X; a Y;
nezavislé nahodné velic¢iny s koneénymi ¢tvrtymi momenty. Pak
Vnr, LN N(0,1), pro n — oc.
Diikaz. Protoze jsou slozky vektoru nezavislé, pak p = 0 dle Tvrzeni 1.2 na str. 1. Déle dle
Véty 2.7 plati
-~ -~ Xi—EX; - Y, —EY
Vnr, N(0,var(X,Y7)) pron — 0o, kde X = ——L v = "L
var(X;)’ var(Y])

Opét uzitim nezavislosti dostaneme var(X,Y;) = EX?Y? — (EX, V)2 = EX?EY2 = 1. [

2.9. Poznamka. Piedpoklad |p| < 1 ve Vété 2.7. neni extrémné omezujici, jenom vylucuje
nepraktické pripady. Kdyby totiz |p| = 1, pak dle Tvrzeni 1.2 na str. 1 najdeme a,b € R :
Y = aX + b skoro jisté. Pak ale z Tvrzeni 1.6 na str. 2 plyne:

i Y (X = X,)?
\/nlzz IX X \/71211 n)2

o (X,aX 4+ b) = sgn(a)r,(X,X) = sgn(a

= sgn(a).
Pak nemé vubec smysl hledat asymptotické rozdéleni r,,, proto tento piipad neuvazujeme.

V nasledujicich paragrafech najdeme asymptotické rozdéleni korelacniho koeficientu pro
specifickd dvojrozmérna rozdélend.

2.10. Priklad. Podivame se na pripad, kdy budeme mit ndhodny vybér z normalniho
dvojrozmérného rozdéleni. Predpokladejme, ze (X1,Y7),...,(X,,Y,)" je ndhodny vybér
z rozdéleni Ny (( 8 > : < ; /1) )) Pak EX? = EY?* = 3, EX?Y?2 = 20> +1 a EXY?3 =
EX3Y = 3p a dle Véty 2.7. plati

Vn(r, —p) 4N (0, (U*)2) pro n — oo,

kde ) )
2 2p 2p =5
* p P 2
(gt (a5 0 ) () oo
20 2p p?+1 1

Ted chceme najit transformaci, kterd stabilizuje rozptyl, tj. hleddme takovou méfitelnou
funkei g : (R,B) — (R,B), aby méla vlastn{ derivaci v bodé p a aby ¢'(p)*(1 —p*)? = 1. My
totiz chceme aby vysledni limitni rozdéleni bylo A/(0,1), coz ndm tato transformace zarudi.
Jedna z moznosti je aby platilo ¢'(p) = #. Spocteme tedy primitivni funkci rozkladem
na parcialni zlomky:

1 1/2 1/2 1 1
dp:/(L—i-L) dp = = log ZLZ+C7P€(_171>~

1—p? 1—p 1+p 2 °1
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Polozme g(p) = 1 log FZ’ pak ¢'(p)? = (1 — p*)~2, proto ¢'(p)*(1 — p?)* = 1 a uzitim Véty

2.5 dostaneme

1 1+r, 1 1+p

Vala(r) = o(6) = Vi (108 1% = J1og 1) 2 A01) pro > o

Tim jsme taky dokdzali Vétu 1.10 na str. 4, nebot v/n —3/y/n — 1 pro n — oo.

2.11. Definice (Studentovo t-rozdéleni). Necht k € N, X ~ A3 (0,V), necht déle p € R*
aY ~ x2 kde n € N piicemz X a Y jsou nezavislé. Pak rozdéleni ndhodné veliciny
tvaru

X
H‘f‘ﬁ\/ﬁ

nazyvame k-rozmérné Studentovo t-rozdéleni s n stupni volnosti s parametry u,V.

Vicerozmeérné Studentovo t-rozdéleni budeme znacit ¢4 (,V,n).

2.12. Véta (hustota Studentova t-rozdélent). Necht Z ~ ¢, (u,V,n), pak hustota ndhodného
vektoru Z ma tvar

fale) = s (1 L V- >)
22T (@) (nmyk2det (V)2 Tt H # '
Diikaz. Viz Kotz a Nadarajah (2004). O
2.13. Priklad. Necht (X;,Y1),...,(X,,Y,)" je ndhodny vybér z rozdélent t5(0,V,m), kde
meN:m>5aV==""= </1) f),pakplati:
—2)(2p* + 1 -2
m — 4 m — m—4

Spocteme rozptyl asymptotického rozdéleni vybérového korelacniho koeficientu podle Véty
2.7

2(m— 1) 2(m—2)p%+2  2(m—1)p o )
m— m— 9 2
(07)2 = <_B’ _ £’1> 2(m— 2)42+2 Z(m—il) 2(m—:li)p _é _ (m—=2)(p*—1) '
2" 2 2(m—1)p 2Am—1)p  mpim—2 1 m—4
m—4 m—4 m—4

Méame-li nahodny vybér z dvojrozmérného Studentova rozdéleni s m-stupni volnosti, pak
(m-2)(1-p2)

. Jesté poznamenejme, ze pro m — oo
m—4

\/nr, mé asymptoticky rozdélen{ A/ <p,

se asymptotické rozdéleni shoduje s rozdélenim v Piikladu 2.10. Tento fakt bylo mozné
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ocekavat, nebot vime, Ze pro vysoky stupeii volnosti lze Studentovo t-rozdéleni aproximovat
normalnim rozdélenim.

2.14. P¥iklad Necht (X1,Y7)’, ... ,(X,,Y,)" je ndhodny vybér z dvojrozmérného Poissonova
rozdéleni s parametry A A;,As > 0, tj. z rozdéleni s pravdépodobnostni funkei tvaru

g AR B N N x
P(X = kY =ky) =e ™M A2k_1!k_z! Z (j1><j2)j!<)‘1)‘2> , k1,k2 € NU{0}.

Pak EX = var(X) = A+ A\ a EY =var(Y) = A+ X2 a budeme uvazovat nahodné veli¢iny

X\/;\j\r;;\l ’Y\i/;\/\g)\? pro i € {1,...,n}. Pak vypoctem dostaneme:

22271 +1 A(2A+1) A(2A+2X1+1)
-5 XA A (A A2) 21372/ A ha
(02 =| -2 A2A+1) 22+2X0+1 AA+2X2+1) _P_ Py
2 (A1) (AHA2) A2 VAFA (A A2)3/2 2’ ’
1 )\(2)\+2)\1+1) )\(2)\+2)\2+1) Al ()\+)\2)+)\(2)\+)\2+1)
A+2)3 2V A2 VAFAL (A+A2)3/2 (A+A1)(A+A2)
_ (Mt DN+ A BA 4+ (BA+4) A+ M)A+ AN (A + o) ?
AN+ A1) 2N+ o) 2 ’

kde jsme vyuzili, ze p = Wm Specidlné pro pifpad A = A\; = Xy méme (0*)? =

3(6A+1 , . o . . . , ,
%. Vice o dvojrozmérném Poissonové rozdéleni lze nalézt napi. v Kocherlakota a

Kocherlakota (2006).

2.2 Testy nezavislosti

Podivame se, co se stane s testem pro nezavislost nahodnych veli¢in z Véty 1.8 na str. 3,
bude-li porusen predpoklad normality.

2.15. Véta (o poruseni I). Necht (X,Y7),...,(X,,Y,) je ndhodny vybér z libovolného
dvojrozmérného rozdéleni s rozsahem alespont 3 a necht X1,Y; jsou nezéavislé ndhodné
veli¢iny s konec¢nymi ¢tvrtymi momenty. Pak

P ('—\/1177%\/71 -2

Diikaz. 7 Dusledku 2.8 vime, ze

> tpo(l— a/2)> — (v Ppro n — oo.

Vi, 5 N(0,1) pro n — oo.

Déle z Véty 2.2 vime, ze

Viepr ] KPR
\/1—1"721_\/1—7"3Z V1—r2

12
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Uzitim Cramér-Sluckého véty dostaneme:

<% N(0,1), pro n — oo.

Z Véty 2.3 pak vime, ze plati

.
Pllvn—-—2—2
(‘ Vi

a pro kvantily Studentova t-rozdéleni plati ¢, _o(1 — a/2) TR /2. Tim konecné dosta-
neme vysledné tvrzeni. ]

< U1—a/2> e q)(ul—a/Q) - @(—Ul—a/z) =l-a

Véta 1.8 na str. 3 sice tvrdi, ze vysledné rozdéleni je Studentovo t-rozdéleni s n — 2 stupni
volnosti, ale pro dostateéné vysoky stupen volnosti lze z CLV Studentovo rozdéleni aproxi-
movat normalnim rozdélenim A (0,1) tak, jak to bylo uvedeno v predchozim dukazu. Tim
padem Véta 2.15 ndm napovidd, ze pokud je predpoklad normality u dat porusen, ale
nahodné veli¢iny jsou nezavislé, pak zustava hladina asymptotického testu nezavislosti z
paragrafu 1.9 na str. 3 zachovana.

2.3 Fisherova Z-transformace

2.16. Poznamka (o poruseni II). Uvazujme ndhodny vybeér (X1,Y1)',...,(X,,Y,)" z libo-
volného dvojrozmérného rozdéleni a necht je rozsah vybéru alespon 4. Z Véty 1.10 na str. 4
vime, ze ndhodné veli¢ina

1+r,

1—r,

1
Fr,=-1
T 5 log

ma za predpokladu normality asymptoticky normalni rozdéleni s jednotkovym rozptylem.
Zjistime, zda to plati obecné, tedy bez predpokladu normalniho rozdéleni. Z Véty 2.7. vime,
ze

Vil = p) 5 N (00" (0)]*) pro n— oo.
Pak z Véty 2.5. dostaneme

Va(Fr, — Fp) % N (o, <f*_(’;)2)2> pro n — 0o

Obecné jisté nemuzeme tvrdit, ze o*(p) = 1 — p?, ¢ili taky nemuzeme tvrdit, ze /n(Fr, —
Fp) ma asymptoticky rozdéleni N (0,1). Zavérem tedy je, ze Véta 1.10 na str. 4 bez
predpokladu normality neplati. Tento vysledek bylo mozné o¢ekéavat, nebot odvozeni Fishe-
rove Z-transformace se odvijelo od tvaru (o*(p))? v Prikladu 2.10, ktery zévisi od rozdélen{
ndhodného vektoru (Xi,Y7)".
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2.4 Obecny pristup k intervaliim spolehlivosti

2.17. Ukol. Jiz v predchozi sekci jsme zjistili, Ze velic¢ina r,, se asymptoticky blizi k veli¢iné
s normalnim rozdélenim. Cilem této sekce bude vytvorit obecny asymptoticky intervalovy
odhad r,. Zakladni myslenkou je nalézt odhad &, parametru o* a to tak, aby

€n

— 1, pro n — oo.

2.18. Véta (o konzistenci odhadu &,). Necht (X1,Y7)’,...,(X,,Y,) je nahodny vybér z
dvojrozmérného rozdéleni s kone¢nymi ¢tvrtymi momenty Necht 2 =7 -%, 0, kde 2,
je matice tvaru
SX2X2 8X2Y2 SXZXY
En = SY2X2 SY2Y2 Y XY ,

Sxvyx? Sxyy? SXYXY

kde
_ 1 ~ (o2 1 o2 2 ~_Xi_7n~_Y;_?n
858?2—”_12<Xi—;z)(>< ZY> Tex 0T T ey
i=1 j=1
a zbylé vyrazy jsou definovdny analogicky s tim, ze XY = (Xiffi)?:l av, = (—%, — %",1).

Pak £2 5 (6%)? pro n — 0o, kde (0*)? spliuje rovnici (2.2) z Véty 2.7.

E(X1Y1)—E(X1)E(Y7)

\/var(X1)\/var(Y1) ’

Pro zbylé cleny to lze provést analogicky. Tvrzeni pak plyne z Véty 2.7. Plati:
1 O
o (5o (v 1
j=1
1 X; — X, X;—X,\ (Yi-Y, 1Y -Y,
z(—z ) ()

Sx n < SX Sy - Sy
Jj=1 Jj=1

LS (XY - XY, - VX, + X,.Y,)

SXSy
7 Y. >

- SxX Sy (n—lZXY

Z Pozndmky 2.6 vime, ze sy = 5 > X7 — ﬁYZ a proto ze silného zdkona velkych
cisel vime, ze X, 5 E(X)), sx = VE(X?) — (EX;)? = \/var(X;) a

Diikaz. Staci ukazat, Ze sgv je konzistentni odhad parametrické funkce

1
n—1

ZXY 5 E(X,Y7) pro n — oo.
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Proto plati
oo B — E(X)E(Y) _ <X1 ~E(X)) Vi — E(V3)
XY \/Var(Xl)\/Var(Yl) \/V&I“(Xl) ’ \/V3r(}/1)

) pro n — oQ.
[

2.19. Véta (o asymptotickém intervalovém odhadu p). Necht (X1,Y7)’,...,(X,,Y,) jsou
nezavislé a stejné rozdélené nahodné vektory z dvojrozmérného rozdéleni s koneénymi
¢tvrtymi momenty. Necht &, je odhad parametru o* z Véty 2.18 a r,, je vybérovy korelaéni
koeficient definovén v (1.1). Bud a € (0,1) a p = corr(X1,Y7), pak asymptoticky intervalovy
odhad parametru p o spolehlivosti 1 — « je tvaru

<7”n - Ul—a/Q%yrn + U1—a/2%> ) (2.3)

kde ug je S-kvantil N'(0,1). Déle asymptoticky doln{ intervalovy odhad parametru p o spo-

lehlivosti 1 — « je tvaru
(Tn - Ul—a%v + OO)

a asymptoticky horni intervalovy odhad parametru p o spolehlivosti 1 — « je ve tvaru

(—oo,rn + ul_a%) .

Dikaz. 7 Veéty 2.18. vime, ze plati Z—: 2 1 pron — oco. Tim padem uzitim Cramér-Sluckého
Véty dostaneme:

&n o* &n

Rozepsanim vyse uvedené limity pomoci Véty 2.3 plati

lim P <ua/2 < Vil =p) ul_a/2> —1-a

n—oo n

\/ﬁ(’l"n _p) o ﬁ(rn _p> . U_* i>./\/'(0 1)

a upravou nerovnosti dostaneme tvar (2.3). Analogickym postupem dostaneme vzorecky
pro horni a dolni asymptoticky intervalovy odhad. ]

Kombinaci Fisherove Z-transformace a intervalového odhadu z Véty 2.19. sestrojime jeste
jednu variantu intervalu spolehlivosti pro korela¢ni koeficient.

2.20. Véta (o kombinaci intervalovych odhadu). Necht (X,Y7),...,(X,,Y,) je ndhodny
vybér z dvojrozmérného rozdéleni s koneé¢nymi ¢tvrtymi momenty. Je-li p korelaéni koefi-
cient nahodnych velicin X, a Y7, pak

1 1+7r, Ul—a/2 fn 1 1+7r, Ul—q/2 fn
1 - : 1 : 2.4
(2 Og(l—rn) Jn 1-r22%\0I=n ) T 1= (24)

je asymptoticky intervalovy odhad funkce %log(%) o spolehlivosti 1 — a.
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Diikaz. Oznacime-li Fp = %log(%z), pak z Poznamky 2.16 o poruseni II vime, ze

*

2
\/E(Frn—Fp)i>J\/’<0, <1i—p2) > pro n — oo.

Uzitim Cramér-Sluckého Véty tedy dostavame

F?"n—FP 1i7

- d
vl = Eo _ = Fp 17 4 gy,
1-r2 1—p? 1-r2
%,—/ v
4N(0,1) 21

Vysledni intervalovy odhad vznikne analogickym postupem jako v dukazu Véty 2.19.
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Kapitola 3

Simulace

3.1 Hladiny testu

3.1. Uvod. V predchozi casti jsme vySetfovali asymptotické chovani vybérového ko-
relacniho koeficientu, tj. zjistovali jsme, jaké mé asymptotické rozdéleni, jestlize jsme méli
nahodny vybér z nespecifikovaného rozdéleni. Pak jsme se podivali na vysledné rozdélent,
méli jsme-li ndhodny vybér vektort s nezavislymi slozkami a vysledky byly shrnuty ve Vété
2.15 na str. 12 a v Poznamce 2.16 na str. 13. Dospéli jsme k zavéru, ze za predpokladu
nezavislosti slozek nahodnych vektort, test z Véty 1.8 na str. 3 zachova predepsanou hla-
dinu. Na druhé strané nezname skutec¢nou hladinu testu. Obecné ji bohuzel nelze spocist,
muzeme ji ale odhadnout pomoci simulaci, coz je tématem této sekce.

3.2. Hypotéza. Bud (X,,Y1),...,(X,,Y,) ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkef
F'. Polozime
Hy : X1,Y; jsou nezavislé vs. Hy : neplati H.

Oznacme déle () statistiku z Véty 1.8 na str. 3 a U statistiku z Dusledku 2.8 na str. 10,
tj.

Q=" /n_2
V1—12
U = /nr,.

Vytvotime 3 ruzné testy. Test Q; bude testovat hypotézu pomoci statistiky @ a kriticky

obor nalezne pomoci Studentova t-rozdéleni o n — 2 stupnéch volnosti, tj. @ 2 th_o.
Druhy test O, bude testovat asymptoticky pomoci statistiky @), ale kriticky obor nalezne

pomoci normalniho rozdéleni, tj. @ o s (0,1). Kone¢né posledny test U bude testovat
opét asymptoticky pomoci statistiky U a kriticky obor nalezne pres normalni rozdéleni, tj.

U N (0,1). Shrnuti vSech ti{ testu lze nalézt v Tabulce 3.1.
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Test | Testovaci statistika Rozdéleni

Ql Q: an \/TL—2 tn—2

Q2 Q \/—Vn_ N<0>1)
U U =+/nr, N(0,1)

Tabulka 3.1: Shrnuti testu

3.3. Poznamka. Test Q; je bézné uzivany test v praxi, test Qo je asymptotickd verze
testu Q1. Posledni test se da lehce odvodit a je taky uzivan statistickym software, proto
lze predpokldadat, ze se ¢asto objevuje v praxi. Z téchto duvodu nds bude u téchto testu
zajimat skute¢na hladina.

3.4. Definice (hladina testu). Bud Xi,...,X, ndhodny vybér z rozdéleni s distribu¢ni
funkef F zévislou na 6 € R¥ a bud G = G(Xj,...,X,,) statistika s kritickym oborem W.
Necht nulové hypotéza je tvaru Hy : 6 € Oq a alternativni H, : @ € ©; pak hodnotu

a=sup P(GeW),
6cOg

nazyvame hladina testu.
3.5. Prubéh simulace. Simulace budou mit nékolik kroku:

1. Nejprve si predem zvolime dané o € (0,1) coz bude odrazet predpoklddanou hladinu
testu. Bézna hladina je 5%, proto zvolime a = 5%.

2. Zvolime distribu¢ni funkci F', resp. zvolime si rozdéleni, z jakého bude pochézet
nahodny vybeér.

3. Nasimulujeme nahodny vybér 10 000-krét z rozdéleni F' o rozsahu n, kde n € {5,10,
15,20,30,50}. U asymptotickych testu nds hlavné budou zajimat malé rozsahy vybéru,
abychom videéli, jak moc je narusend hladina. Taky nds muze zajimat, zda pro velké
rozsahy vybéru je odhadnutd hladina dostatecné blizka predpokladané.

4. Odhadneme skutecnou hladinu jednotlivych testu pomoci vztahu:

1 10000
= —— 1 il > t,_a(l —a/2
Ql o 10000 - {|Qz| _tn 2( a/ )}7
1 10000
Q2= g5 2 Q= o),
10000

1
G >
U0 = 15000 Z U 2 a2},

kde @); je i-ta realizace testové statistiky @), U; je i-ta realizace testové statistiky U
a 1 znac¢i indikatorovou funkci.
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N QI:QNtn_Q QQQNN(O,l) UUNN(O,l)
n = 0.0433 0.1367 0.0497
n =10 0.0475 0.0814 0.0536
n =15 0.0490 0.0713 0.0529
n = 20 0.0504 0.0669 0.0539
n = 30 0.0479 0.0562 0.0495
n =50 0.0503 0.0551 0.0511

Tabulka 3.2: Simulace z normaln{ rozdéleni

015+
010 — Q
—Q,
— U
005F — -~ === e ————— ---
0.00 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L |
0 10 20 30 40 50

Obrézek 3.1: Simulace z normélniho rozdéleni

Simulace provedeme v statistickém software R Core Team (2013) a na grafické znazornéni
vysledku pouzijeme Wolfram Research (2012).

3.6. Simulace z normalniho rozdéleni. Jako prvni provedeme simulace z normalniho
rozdéleni, tj. budeme vytvéret ndhodné vybery z rozdéleni No(u,V), kde p = (0,0) a 'V je
jednotkova matice. Vysledky jsou sepsany v Tabulce 3.2 a graficky znazornény na Obr. 3.1.

V prvnim sloupci tabulky je rozsah vybéru a zbylé sloupce reprezentuji jednotlivé testy
91, Qs a U. Simulace pro test Q; splnuje vSechny predpoklady Véty 1.8 na str. 3 a tudiz
vysledny odhad by mél odpovidat predpoklddané hladiné testu, tj. o = 5%. Je vidét, ze
tomu tak skutecné je, nebot jak malé, tak i vysoké rozsahy vybéru maji odhadnutou hladinu
testu blizkou hodnoté a. Test Qs je zajimavéjsi. Ten uziva asymptotickou normalitu testové
statistiky () a kriticky obor nalezne pomoci kvantilu normalniho rozdéleni. Je vidét, ze pro
malé rozsahy vybéru (n € {5,10,15}) je hladina vyssi nez u simulaci s vyssimi rozsahy. To
znamena, ze maximalni pravdépodobnost, ze testovaci statistika padne do kritického oboru
za platnosti nulové hypotézy, je pri malém rozsahu zna¢né vyssi nez predpokladana i kdyz
jde o ndhodny vybér z dvojrozmérného normalniho rozdéleni. Pouceni z toho je, ze test
Qs je vhodny jenom pro vybéry vyssich rozsahu. Posledni test U je taky asymptoticky,
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t5 QI:QNtn_Q QQQNN(O,l) UUNN<O,1)
n=2>5 0.0490 0.1492 0.0500
n =10 0.0503 0.0869 0.0576
n =15 0.0537 0.0738 0.0582
n = 20 0.0538 0.0696 0.0570
n = 30 0.0538 0.0648 0.0563
n = 50 0.0556 0.0596 0.0564

Tabulka 3.3: Simulace ze Studentovo t-rozdéleni o 5 stupnich volnosti

th Ql ZQNtn_g Q2 QNN<O,1) Uu UNN<O,].)
n=>5 0.0509 0.1460 0.0516
n =10 0.0452 0.0831 0.0511
n =15 0.0541 0.0746 0.0591
n =20 0.0510 0.0661 0.0543
n =30 0.0520 0.0611 0.0538
n = 50 0.0481 0.0552 0.0498

Tabulka 3.4: Simulace ze Studentovo t-rozdéleni o 10 stupnich volnosti

ale odhadnutd hladina se chova ptiblizné stejné jako u testu Q;. Da se tedy rtict, ze testy
Q; a U maji v pripadé normality pfiblizné stejné hladiny.

3.7. Simulace ze Studentova t-rozdéleni. Stejnym zpusobem provedeme simulace ze
Studentova t-rozdéleni s m stupni volnosti pro m € {5,10}, tj. budeme simulovat ndhodné
vybeéry (X1,Y1), ... ,(X,,Y,) kde X7 a'Y] jsou nezavislé a oboji maji Studentovo t-rozdélent
o m stupnich volnosti. Pro vyssi stupné volnosti jiz 1ze Studentovo rozdéleni aproximovat
normalnim, cili da se ocekavat, ze i vysledné odhady skuteéné hladiny budou ptiblizné
stejné. Jednotlivé vysledky lze nalézt v Tabulkach 3.3 a 3.4.

Je vidét, ze vysledky jsou velmi podobné simulacim z normalniho rozdéleni a to dokonce
i pro malé stupné volnosti. Grafické znazornéni odhadnutych hladin lze nalézt na Obr. 3.2
a Obr. 3.3.

3.9. Simulace z gamma rozdéleni. Budeme simulovat gamma rozdéleni s parametry
k=7aa=>599 tj. (X1,Y1),...,(X,,Yn) kde X; a Y] jsou nezdvislé a stejné rozdélené
s gamma rozdélenim I'(7,599). Odhadneme skute¢nou hladinu jednotlivych testu Q;,Qs
a U. Vysledky jsou v Tabulce 3.5 a graficky v Obr. 3.4.

Je vidét, ze odhady jsou témér totozné s predchozimi simulacemi. Testy Q; a Oy maji
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0.15

0.10 — Ql

0051 - - - e o ___ -«

0.00 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L |

Obrazek 3.2: Simulace ze Stundetova t rozdéleni o 5 stupnich volnosti

015+

0.10 - I Ql

0oL e e
0

Obréazek 3.3: Simulace ze Stundetova t rozdéleni o 10 stupnich volnosti

D(ka) | Q1:Q~tp o | Q:Q~N(0,1) |U:U ~N(0,1)
n=2>o 0.0515 0.1463 0.0528
n =10 0.0465 0.0826 0.0536
n =15 0.0524 0.0726 0.0569
n =20 0.0524 0.0684 0.0551
n =30 0.0521 0.0628 0.0543
n =50 0.0516 0.0577 0.0525

Tabulka 3.5: Simulace z Gamma rozdéleni

dokonce i pii malém rozsahu vybéru odhadnutou hladinu téméi totoznou s predvolenou
hladinou .

3.10. Simulace z lognormalniho rozdéleni. Budeme simulovat ndhodny vybeér (X;,Y;)’,
o (X,Y,) z dvojrozmérného norméalniho rozdéleni s parametry u; = po = 10, 07 =
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Obrézek 3.4: Simulace z gamma rozdéleni
[,N QliQNtn,Q QQQNN<O,1) Z/{UNN<O,1)
n=>5 0.0942 0.1503 0.0949
n =10 0.0808 0.0952 0.0831
n =15 0.0713 0.0801 0.0723
n = 20 0.0668 0.0721 0.0679
n =30 0.0590 0.0617 0.0593
n = 50 0.0501 0.0517 0.0505

Tabulka 3.6: Simulace z Lognormélniho rozdéleni
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0.05

0.00

Obrazek 3.5: Simulace z lognormalniho rozdéleni

o5 = 5 a korelacnim koeficientem p = 0. Nasledné pro transformovany ndhodny vybér
(eX1.e1) ... (eX" e¥)" budeme obdobnym zpiisobem odhadovat skute¢nou hladinu testu.

Vysledky jsou v Tabulce 3.6 a graficky jsou znédzornény na Obr. 3.5.
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tl QI:QNtn_Q QQQNN(O,l) UUNN(O,l)
n = 0.0724 0.1646 0.0738
n =10 0.0809 0.1088 0.0856
n =15 0.0746 0.0911 0.0783
n =20 0.0723 0.0811 0.0738
n =30 0.0686 0.0753 0.0701
n = 50 0.0516 0.0537 0.0525

Tabulka 3.7: Simulace z Cauchyova rozdéleni

015+
010 — Q
= — @
- U
(01 Tl —— -——
000 L L L L | L L L L | L L L L | L L L L | L L L L |
0 10 20 30 40 50

Obrazek 3.6: Simulace z Cauchyova rozdéleni

V lognormélnim rozdéleni je odhad skutecné hladiny vSech testu pro malé rozsahy vybéru
priblizné dvojnasobny predpoklddané hladiné. To znamenad, ze testy nemusi byt asympto-
ticky presné pro malé rozsahy (n = 5,...,15). Na druhé strané pro vyssi rozsahy vybéru je
odhadnuta hladina témeér totozna s hladinou a.

3.11. Simulace z Cauchyova rozdéleni. Budeme simulovat ndhodny vybér (X1,Y;)', ...,
(Xn,Yn) kde X7 a'Y] jsou nezavislé a stejné rozdélené z Cauchyova rozdélenti, tj. ze spojitého

rozdéleni s hustotou ]

f(l'):m7

Vysledky simulaci lze nalézt v Tabulce 3.7 a graficky jsou znazornéné na Obr. 3.6.

z € R.

Cauchyovo rozdéleni je specifické tim, ze nema konecny ani prvni moment. Tim padem
nemuze mit ani konecny rozptyl a korelaéni koeficient pro dvojici ndhodnych veli¢in z
Cauchyova rozdéleni neni definovan. Vsechny statistické testy Q;,Q> a U byly odvozeny
za predpokladu kone¢nosti ¢tvrtych momentu a tedy skuteéna hladina testu muze byt li-
bovolna. To nam ale nebrani v provedeni simulaci. Prekvapivé, odhadnuté hladiny jednot-
livych testu jsou pro vysoké rozsahy vybéru n = 50 témér shodné s hladinou a = 5%.
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Obréazek 3.7: Skutecné pokryti se spolehlivosti 1 — a pro o = 5%

3.2 Intervaly spolehlivosti

3.12. Poznamka. Podivame se na Fisherovu Z-transformaci a jeji aplikace v intervalovych
odhadech. Z Poznamky 2.16 na str. 13 vime, ze

Ja(Frn — Fp) % N (0, ( o (p) )2> pro n — oo.

1—p?

Méme-li ndhodny vybér z dvojrozmérného norméalniho rozdéleni, pak o*(p) = 1 — p?, ¢ili

asymptoticky interval spolehlivosti se spolehlivosti 1 — a mé tvar <F rn F UI’TZ/Q), kde

Ui_qp = P71 (1 —/2) kde @ je distribuéni funkce normdlniho rozdéleni A(0,1). Ted
zjistime pokryti tohto intervalu pro obecné dvojrozmérné rozdéleni. Plati:

Ul—a/2 Ul—a/2
P(Fr,— < Fp< Fr,
(T i S PEiT IR

L Uiap Vn(Fr, — Fp) Ui—a/2 -0 Ui—a/2 B
P( /AP = ) a*<p>/<1—p2>> - q’(o*(x))/(l—p?))

- (_0”‘(/:;%/i p2)> - (0’*(/;;;86 p2)> -h

Na obréazku 3.7 jsou zndzornény grafy funkei pokryti pro rozdéleni N2(0,V(p)),t2(0,V(p),5),
t2(0,V(p),20) a dvojrozmérné Poissonovo rozdéleni s parametry Ay = Ay = 10 a A(p)
v zavislosti na korela¢nim koeficientu p. Je vidét, ze skutecné pokryti pro dvojrozmérné Stu-
dentovo t-rozdéleni s rostoucim stupném volnosti se blizi k pokryti normalniho rozdéleni.

) _PpP (—U1_a/2 <n(Fr, — Fp) < ul—a/Z)) =

A
V pripadé Poissonova rozdéleni plati p(A) = T 10 pro A > 0 a tudiz p > 0. Je ale vidét,
ze nejvyssi spolehlivost je pro p blizké nule. Na druhé strané nejnizsi spolehlivost nabyva
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pro p = % s hodnotou 94.81%.

Na zavér jesté provedeme simulace, ve kterych budeme odhadovat spolehlivost interva-
lovych odhadt a jejich délku. Budeme porovnavat 3 rizné intervalové odhady korelacniho
koeficientu:

1.

3.13.

Interval spolehlivosti vytvoren pomoci Fisherovy Z-transformace z Véty 1.10 na
str. 4. Intervalovy odhad vytvotren touto metodou oznac¢ime pro ucely nasledujicich
simulaci symbolem 1Op.

Interval spolehlivosti vytvoren pomoci konzistentniho odhadu asymptotického roz-
ptylu vybérového korelaéniho koeficientu z Véty 2.19 na str. 15 tvaru (2.3). Interva-
lovy odhad vytvofen touto metodou ozna¢ime symbolem 10,,.

Interval spolehlivosti vytvoren pomoci kombinace predchozich dvou zpusobu z Véty
2.20 na str. 15 tvaru (2.4). Intervalovy odhad vytvofen touto metodou oznacime
symbolem [Oy.

Prubéh simulace.

. Zvolime hodnotu a € (0,1), kde 1 — a je predpokladand spolehlivost intervalového

odhadu. V nasich simulacich budeme vsude volit o« = 5%.

Zvolime dvojrozmérné rozdéleni s distribucni funkci F', ze kterého budeme simulovat
nahodné vybéry a uré¢ime korelacni koeficient p.

Budeme simulovat 10 000 ndhodnych vybéru z rozdéleni s distribu¢ni funkei F' a s roz-
sahem n = 5,10,15,20,30,50. Pro kazdy nahodny vybér najdeme intervalové odhady
korelacniho koeficientu pomoci vSech tii vyse zminénych metod. Vysledkem tedy bu-
dou intervaly (D;,U;) pro i € {1,...,10000}, kde D; je dolni mez a U; je horni mez
pro kazdou metodu.

Odhadneme spolehlivost intervalového odhadu 1o

1 10000
—a=— 1DZ-< <UN,
“= 10000 4 {Di<p< U}

a jeho primérnou délku d

1OOOOZ|

pro kazdou ze tii metod.
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Rozsah 107 10, 10,
n d 11—« d 1—a d 11—«
5 0.8001 0.9576 | 0.2649 0.6200 | 0.2929 0.6714
10 0.3592 0.9551 | 0.2099 0.7784 | 0.2337 0.8221
15 0.2525 0.9507 | 0.1766 0.8311 | 0.1930 0.8700
20 0.2043 0.9487 | 0.1561 0.8565 | 0.1678 0.8897
30 0.1549 0.9522 | 0.1295 0.8840 | 0.1365 0.9111
50 0.1137 0.9509 | 0.1020 0.9110 | 0.1055 0.9259

Tabulka 3.8: Simulace z normalniho rozdéleni s p = 0.9

Rozsah I0p 10, o
n d 11—« d 11—« d 11—«
5 1.4047 0.9626 | 0.6941 0.5858 | 0.6750 0.6713
10 0.9157 0.9601 | 0.6556 0.7453 | 0.6166 0.8197
15 0.7484 0.9592 | 0.5655 0.8112 | 0.5584 0.8637
20 0.6626 0.9673 | 0.5317 0.8663 | 0.5250 0.9001
30 0.5765 0.9648 | 0.5017 0.9194 | 0.4944 0.9168
50 0.4290 0.9734 | 0.4067 0.9522 | 0.4034 0.9552

Tabulka 3.9: Simulace z Poissonova rozdéleni s p = 0.5

3.14. Simulace z normalniho rozdéleni. Nejprve budeme simulovat nahodné vybéry

z dvojrozmérného norméalniho rozdéleni s parametry g = (0,0) a V = /1) p ), kde

1
budeme uvazovat korela¢ni koeficient p = 0.9. Vysledky jsou v Tabulce 3.8.

Z Tabulky 3.8 je vidét, ze intervalovy odhad vytvoren metodou Fisherovy Z-transformace
udrzuje spolehlivost pro jakykoliv rozsah vybéru. Na druhé strané tim zaplati prumérnou
délkou, kterd je pro malé rozsahy vybéru skoro jednotkova. Na Obr. 3.7 vidime, ze asympto-
ticka spolehlivost je pfesné 0.95, coz také potrvzuji simulace. Opaénym piipadem je inter-
valovy odhad IO, ktery ma prumérni délku mensi nez IOp, ale jeho spolehlivost je pro
malé rozsahy vybéru tietinové mensi nez predpokladana. Intervalovy odhad 10, poskytuje
odhady s vyssi spolehlivosti nez 10, s vyssi prumérni délkou, ale porad je spolehlivost
znacné mensi nez u odhadu /Op. Pro rozsah n = 50 se vSechny tfi odhady lisi uz jen
minimalné.

tické pokryti v Poissonové rozdéleni je v pripadé, kdyz je korelacni koeficient roven %,

tj. pokud A = Ay = Ay = 10. Provedeme simulace pro Poissonovo rozdéleni s parametry
A = A1 = Ay = 10 a zjistime odhad spolehlivosti. Vysledky jsou v Tabulce 3.9.
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Rozsah 107 10, 10,
n d 11—« d 1—a d 11—«
5 1.5494 0.9319 | 0.8885 0.5175 | 0.8342 0.5977
10 1.1296 0.9058 | 0.9194 0.6938 | 0.8574 0.7562
15 0.9406 0.8874 | 0.8638 0.7598 | 0.8115 0.8153
20 0.8251 0.8741 | 0.8147 0.8006 | 0.7700 0.8445
30 0.6839 0.8649 | 0.7290 0.8351 | 0.6959 0.8696
50 0.5377 0.8571 | 0.6242 0.8800 | 0.6027 0.9006

Tabulka 3.10: Simulace ze Studentova t-rozdéleni s p =0

Ve vsech simulacich odhad IOp zachovava spolehlivost i pro malé rozsahy vybéri. Problém
je vysokd prumérnd délka, ktera je v posledni simulaci dokonce az s hodnotou 1.4047
pro n = 5. Na druhé strané intervalovy odhad IO, déla presny opak, tj. prumérni délku
kompromis mezi /Op a 10,, tj. poskytne odhad s vyssi spolehlivosti a vyssi prumeérni délkou
nez 10,. Pro vyssi rozsahy vybértu se vSechny tii intervalové odhady zacinaji shodovat
ve vsech ukazatelich.

3.16. Simulace ze Studentova t-rozdéleni. Budeme simulovat ndhodné vybéry ze Stu-
dentova t-rozdéleni t5(0,1,5). Korelaéni koeficient ma hodnotu p = 0 a vysledky jsou v Ta-
bulce 3.10.

Z Obr. 3.7 vime, ze asymptotickd spolehlivost pro vybéry z t3(0,V(p),5) je konstantni
s pribliznou hodnotou 0.74, proto v simulacich odhadnuta spolehlivost klesa s rostoucim
rozsahem vybéru. Na druhé strané odhadnuté spolehlivosti intervalovych odhadu 10, a IOy,
rostou k predpokladané spolehlivosti 1—a a tedy 10, a IOy, poskytuji s rostoucim rozsahem
vybéru intervalovy odhad s vyssi spolehlivosti, nez IOp.
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Zaver

V této praci jsme se zabyvali vybérovym korela¢nim koeficientem a jeho asymptotickymi
vlastnostmi. Uvedli jsme zdkladni vlastnosti korela¢niho koeficientu a bézné uzivany test
nezavislosti spoletné s intervalovym odhadem. Pak jsme odvodili asymptotické rozdéleni
vybérového korelacniho koeficientu bez predpokladu normality a ukazali jsme, Ze bézné
uzivany test nezavislosti lze uzit i bez predpokladu normality. Nasledné jsme uvazovali 3
ruzné testy nezavislosti zalozené na korelacnim koeficientu a 3 ruzné intervalové odhady
na zakladé asymptotického rozdéleni vybérového korelacniho koeficientu.

V dalsi ¢asti jsme provadéli simulace pro jednotlivé testy nezavislosti a intervalové od-
hady pro specificka rozdéleni. Zjistili jsme, ze bézné uzivany intervalovy odhad vytvoren
Fisherovou Z-transformaci zachovava predepsanou spolehlivost pro malé rozsahy vybéru.
Pro vétsi rozsahy vybéri muze mit intervalovy odhad vytvoren Fisherovou Z-transformaci
asymptotickou spolehlivost radikdlné mensi nez piedvolenou spolehlivost (napi. v piipadé
dvojrozmérného Studentova t-rozdéleni) a proto je spolehlivéjsi test, ktery je vytvoren
kombinaci Fisherovy Z-transformace a konzistentniho odhadu asymptotického rozptylu
vybérového korelacniho koeficientu.

Pomoci simulaci v posledni ¢asti této prace se nam podarilo odhadnout skutecnou hladinu
jednotlivych testi. Na druhé strané nevime, jakou maji jednotlivé testy silu. Bohuzel,
na zodpovézeni této otazky jiz neni v této praci misto. V dalsim vyzkumu bychom se
proto mohli zamérit na odhad sily a rozsahu vybéru u testu nezavislosti pro nahodné
vybéry z bézné uzivanych rozdéleni. Vysledky by ndm mohly poskytnout lepsi nadhled
nad jednotlivymi testy a spolecné s vysledky z této prace by tvorily postacujici mnozstvi
udaju o jednotlivych testech pro ndhodné vybéry ze specifickych rozdéleni.
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