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1 Úvod

1.1 Potřeba vyhledávat

Na úvod si p°edstavme, ºe pot°ebujeme najít n¥jaký se²it ze základní ²koly
doma v krabici. Není jich tam p°íli² mnoho, a pokud jsme je uloºili s n¥jakým
°ádem, nalezneme hledaný se²it za pár minut. Nyní jsme v místní knihovn¥ a
pot°ebujeme se podívat do knihy Harry Potter a Ohnivý pohár. Knihy v kni-
hovn¥ jsou se°azené podle ºánr· a podle abecedy, takºe toto fantasy máme op¥t
za pár minut. Ale co kdybychom pot°ebovali najít v²echny informace o slov¥
abrakadabra. To se m·ºe vyskytovat v mnoha knihách, a tak nám nezbyde nic
jiného, neº projít v¥t²inu knih v knihovn¥. To uº nám zabere spoustu £asu. A co
kdybychom m¥li prohledávat v²echny knihovny v kraji, v republice, nebo dokonce
na sv¥t¥? To uº bychom ur£it¥ nezvládli. Cht¥li bychom n¥jakou osobu, nebo
spí²e armádu, která p°esn¥ ví, kde co je a b¥hem chvilky nám dá seznam t¥ch
knih, ve kterých se vyskytuje hledané slovo. P°esn¥ stejná situace nastává i na
internetu. Na²í armád¥ se °íká vyhledáva£.

Pro zajímavost m·ºeme uvést, ºe pokud bychom si cht¥li prohlédnout celý
internet(nejmén¥ 4,54 miliard indexovaných stránek1) a zvládli bychom kaºdou
stránku prolistovat za 1 sekundu, strávili bychom beze spánku u po£íta£e bezmála
144 let.

1.2 Stručný popis vyhledávače

Celý proces vyhledávání lze rozloºit na n¥kolik £ástí. Nejprve popí²eme ty,
které nejsou závislé na dotazu uºivatele. Je tedy moºné na nich pracovat nep°etrºit¥
(24 hodin denn¥). U vyhledáva£e Google je to v¥t²ina, ale existují i vyhledáva£e,
které provád¥jí mnohem více výpo£t· aº p°i samotném dotazu.

Ur£it¥ je t°eba procházet web a získávat informace o jednotlivých stránkách.
To obstarávají takzvaní pavouci. Jsou to roboti, kte°í shromaº¤ují údaje o
stránkách ve velice obsáhlém jednotném úloºi²ti dat. Zde jsou uloºeny stránky
celé, nijak nezkomprimované a £ekají na za°azení do pomyslného katalogu. Tam
se dostanou p°i°azením indexu. My pro jednoduchost rozli²íme dva druhy in-
dex·, a sice index obsahu a index struktury. První zmín¥ný se vypo£te pouze
z textu, který je na stránce uveden. Index struktury pak £erpá ze struktury
hypertextových odkaz· webu. Zatímco o metodách výpo£tu indexu obsahu se
zmi¬ovat nebudeme, hypertextové odkazy pro nás budou velice d·leºité a dají
základ kone£nému ohodnocování stránek.

Tím se dostáváme k podstat¥ úsp¥chu Googlu. Nesta£í, aby z katalogu byly
vybrány ty stránky, které odpovídají dotazu uºivatele, a tyto n¥jak náhodn¥
se°azené. Vyhledáva£ je musí se°adit ve vhodném po°adí. Práv¥ tady nám pom·ºe
index struktury, díky n¥muº se v²echny stránky ohodnotí.

Příklad: P°edstavme si, ºe chceme najít informace o bakalá°ském studiu na
Matematicko-fyzikální fakult¥. Do vyhledáva£e zadáme dotaz bakalářské studium

mff. Jaké procesy prob¥hnou, abychom dostali stránky, které poºadujeme?
1údaj z www.worldwidewebsize.com, 22.02.2015. Indexovanými stránkami myslíme stránky,

se kterými pracuje Google. Celkem jich je přibližně 50 krát více.
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Nejprve se slovn¥ zadaný výraz p°eloºí do podoby, aby s ním um¥l pro-
gram pracovat. Poté se na základ¥ index· obsahu, které jsou ov²em vypo£ítány
t°eba i p°ed týdnem, vybere seznam vhodných stránek. To je typicky provád¥no
porovnáváním dotazu s £etností výskytu na stránce. Najdou se tedy stránky,
kde se £asto vyskytují slova bakalářské, studium a mff. Je ale t°eba dát pozor
nap°íklad na synonyma a podobná úskalí, o kterých my ale mluvit nebudeme.
Tyto stránky mají n¥jaké indexy struktury(také vytvo°ené dlouho dop°edu), ze
kterých se vypo£ítá jejich ohodnocení. Pak jsou stránky set°íd¥ny dle tohoto
ohodnocení a nakonec jsou nám slavnostn¥ p°edloºeny.

Velmi pravd¥podobn¥ m·ºeme o£ekávat, ºe na prvním míst¥ bude stránka
fakulty, nebo´ hledané výrazy, p°edev²ím mff, se budou nejvíce vyskytovat práv¥
tam. Dále m·ºe být zobrazena nap°íklad stránka s konverzací, kde se n¥kdo ptá
jaké je studium na m�. Je ale intuitivn¥ jasné, ºe tato stránka je mén¥ vhodná
co se index· obsahu i ohodnocení tý£e.

To v²e musí probíhat tak, abychom dostali stránku, která co nejlépe odpovídá
na²im p°edstavám. O to se stará algoritmus zvaný PageRank. Podstatu tohoto
algoritmu si popí²eme v následující £ásti.
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2 Idea algoritmu PageRank

2.1 Graf Internetu

Na Internet se m·ºeme koukat jako na orientovaný graf, ozna£íme-li stránky
jako vrcholy a hypertextové odkazy jako hrany. Hrana vede z vrcholu 1 do vrcholu
2, pokud se na stránce 1 vyskytuje hypertextový odkaz na stránku 2. To, ºe
stránka obsahuje odkaz sama na sebe, nebudeme zakreslovat.

Práv¥ takovýto pohled nám umoº¬uje se°adit stránky podle d·leºitosti neboli
popularity. Následující formulace p°esn¥ °íká, jak toho docílíme. Důležitost

stránky je přímoúměrná součtu důležitostí stránek, které na ní odkazují. Zde
se objevuje první problém. Uvaºme za£átek tohoto ohodnocování. Vybereme
náhodn¥ jednu stránku, nap°íklad 5. Na tuto stránku odkazuje stránka 2, ale ta
je²t¥ nemá ºádné ohodnocení. Jak tedy za£ít ohodnocovat? �asem se ukáºe, ºe
tato de�nice lze elegantn¥ popsat pomocí jednoduché teorie matic.

Příklad: Následující graf na obrázku 1 ilustruje na²í p°edstavu. Ná² graf má
10 vrchol·, to znamená, ºe máme 10 stránek, které na sebe vzájemn¥ odkazují.
V²imn¥me si n¥kolika v¥cí. Na stránku 1 nevede ºádný odkaz. Ze stránky 9
nevede ºádný odkaz. Z ºádné stránky ze skupiny stránek 7, 8, 9 nevede odkaz
mimo tuto skupinu. Pokud bychom se na tuto situaci dívali jako na tok v síti,
tak se £asem v²e nahromadí ve vrcholu 9. Vidíme tedy n¥kolik dal²ích problém·.

1 2

3 4

5

6 7

8 9

10

Obrázek 1: Zjednodu²ený graf internetu

2.2 Konstrukce ohodnocení

Příklad: Vycházejme z de�nice d·leºitosti stránky, jeº jsme uvedli vý²e. Uvaºu-
jme dv¥ stránky A a B. Na první vede pouze jeden odkaz, ale zato z velice pop-
ulární stránky, nap°íklad stránky BBC. Na druhou vede odkaz· deset, ale pouze
z nedávno vytvo°ených blog·, na kterých není tém¥° ºádný obsah. Je nám jasné,
ºe d·leºit¥j²í by m¥la být stránka A.

Na druhou stranu si p°edstavme, ºe ze stránky s d·leºitostí 𝑟 vede pouze jeden
odkaz, a to na stránku A. Na B vede odkaz ze stránky také s d·leºitostí 𝑟, ale
z té vede je²t¥ dal²ích 50 odkaz·. Tady bychom p°irozen¥ cht¥li, aby stránka A
byla d·leºit¥j²í.

Tato dv¥ pravidla uvedená v p°íkladu nás vedou k následujícímu. Ozna£me
𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛 v²echny stránky v katalogu (indexované stránky), 𝑟(𝑠𝑖) d·leºitost
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stránky 𝑠𝑖, |𝑠𝑖| po£et odkaz· vedoucí ze stránky 𝑠𝑖 a 𝑂𝑠𝑖 mnoºinu stránek odkazu-
jících na 𝑠𝑖. Nyní m·ºeme popsat popularitu stránky 𝑠𝑖 takto

𝑟(𝑠𝑖) =
∑︁

𝑠𝑗∈𝑂𝑠𝑖

𝑟(𝑠𝑗)

|𝑠𝑗|
.

Na tomto míst¥ m·ºeme osv¥tlit, jak se lze vyhnout na²emu problému s
neznámými po£áte£ními hodnotami. Pro stránku 𝑠𝑖 ozna£íme 𝑟0(𝑠𝑖) její po£áte£ní
popularitu. Nakonec se ukáºe, ºe na volb¥ této po£áte£ní popularity nezáleºí,
vzhledem ke kone£nému hodnocení, a tak budeme nyní volit pro v²echny stránky
stejnou popularitu (tj. 𝑟0(𝑠𝑖) = 1

𝑛
). Zajímavých hodnot dosáhneme následujícím

iterativním postupem. Pokud de�nujeme 𝑟𝑘+1(𝑠𝑖) popularitu stránky 𝑠𝑖 po 𝑘 + 1
krocích, m·ºeme tomu p°izp·sobit i p°edchozí sumu.

𝑟𝑘+1(𝑠𝑖) =
∑︁

𝑠𝑗∈𝑂𝑠𝑖

𝑟𝑘(𝑠𝑗)

|𝑠𝑗|
.

Jestliºe chceme zjistit popularitu v²ech stránek, musíme tuto sumu spo£ítat pro
kaºdé 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. To lze elegantn¥ popsat maticovým zápisem. De�nujeme
vektor d·leºitostí 𝑣𝑘 = (𝑟𝑘(𝑠1), 𝑟𝑘(𝑠2), . . . , 𝑟𝑘(𝑠𝑛))𝑇 a £tvercovou matici𝐻 = (ℎ𝑖𝑗)
°ádu 𝑛 takovou, ºe

ℎ𝑖𝑗 =

{︂ 1
|𝑠𝑗 | , stránka 𝑠𝑗 odkazuje na stránku 𝑠𝑖

0, jinak .

Poznamenejme, ºe v 𝑗-tém sloupci jsou na 𝑖-té pozici nenulové prvky práv¥
tehdy, kdyº ze stránky 𝑠𝑗 vede odkaz na stránku 𝑠𝑖. Na druhou stranu v 𝑖-tém
°ádku jsou na 𝑗-té pozici nenulové prvky práv¥ tehdy, kdyº ze stránky 𝑠𝑗 vede
odkaz na stránku 𝑠𝑖. Nyní uº k slibovanému maticovému zápisu na²ich 𝑛 rovnic
popularity.

𝑣𝑘+1 = 𝐻𝑣𝑘

Je snadné ov¥°it, ºe tato rovnost platí. Na pravé stran¥ totiº násobíme matici
°ádu 𝑛 s vektorem 𝑛 × 1 a dostaneme tedy op¥t vektor 𝑛 × 1. V n¥m je na 𝑖-té
pozici suma

𝑛∑︁
𝑗=1

ℎ𝑖𝑗𝑟𝑘(𝑠𝑗) .

Prvek ℎ𝑖𝑗 je nenulový práv¥ pro taková 𝑗, ºe 𝑠𝑗 ∈ 𝑂𝑠𝑖 a je rovný p°esn¥ 1
|𝑠𝑗 | . Z

toho uº vidíme
𝑛∑︁

𝑗=1

ℎ𝑖𝑗𝑟𝑘(𝑠𝑗) =
∑︁

𝑠𝑗∈𝑂𝑠𝑖

1

|𝑠𝑗|
𝑟𝑘(𝑠𝑗) = 𝑟𝑘+1(𝑠𝑖) .

Je²t¥ ud¥lejme jedno pozorování. Vektor 𝑣𝑘+1 m·ºeme vyjád°it pouze pomocí
po£áte£ního vektoru 𝑣0 a matice 𝐻 následovn¥

𝑣𝑘+1 = 𝐻𝑣𝑘 = 𝐻(𝐻𝑣𝑘−1) = . . . = 𝐻𝑘+1𝑣0 .
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Příklad: Konkrétní matici 𝐻 m·ºeme uvést pro sí´ z na²eho p°íkladu s deseti
stránkami. Co znamenají jednotlivé hodnoty v matici víme.

𝐻 =

𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠5 𝑠6 𝑠7 𝑠8 𝑠9 𝑠10⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝑠1
1/2 0 1/3 1/4 0 0 0 0 0 0 𝑠2
1/2 0 0 1/4 0 0 0 0 0 0 𝑠3
0 0 1/3 0 0 0 0 0 0 0 𝑠4
0 1 0 1/4 0 0 0 0 0 0 𝑠5
0 0 1/3 1/4 1/2 0 0 0 0 0 𝑠6
0 0 0 0 0 1/2 0 1/2 0 0 𝑠7
0 0 0 0 1/2 1/2 1/2 0 0 0 𝑠8
0 0 0 0 0 0 1/2 1/2 0 0 𝑠9
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝑠10

Podívejme se na r·zné jevy, které se v matici vyskytují a na jejich význam.
Nulový 𝑖-tý °ádek nám °íká, ºe na 𝑠𝑖 nevede ºádný odkaz. Naopak nulový 𝑖-tý
sloupec nám °íká, ºe ze stránky 𝑠𝑖 nevede ºádný odkaz. Také je zajímavý po£et
nul v pravém horním rohu matice, °íká nám to, ºe z ºádné ze stránek 𝑠5, 𝑠6, 𝑠7, 𝑠8
a 𝑠9 uº nevede odkaz zp¥t na n¥kterou ze stránek 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 a 𝑠4.

Po£áte£ní vektor popularity vypadá takto 𝑣0 = (1/10, 1/10, . . . , 1/10)𝑇 .
Zkusme n¥kolikrát aplikovat výpo£et 𝑣𝑘+1 = 𝐻𝑣𝑘. Dostáváme tyto výsledky

𝑣0 =
1

10

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑣1 =

1

120

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
13
9
4

15
13
12
18
12
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑣2 =

1

240

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
8
2
6

28
23
31
40
30
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, · · · , 𝑣5 ≈

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
0
0
0

1/48
1/46
1/25

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

V²imn¥me si, ºe uº ve vektoru 𝑣1 má stránka 𝑠1 nulovou popularitu. To je dáno
tím, ºe na ní neodkazuje ºádná stránka, takºe 𝑂𝑠1 = ∅. To ale neznamená, jak uº
jsme si d°íve uv¥domili, ºe by tato stránka byla zcela bezvýznamná. Zpo£átku
také vidíme, jak postupn¥ popularita mizí ze stránek 𝑠1 - 𝑠4. Nakonec nezaned-
batelné hodnoty z·stávají pouze u stránek 𝑠7, 𝑠8, a 𝑠9, ale i tyto hodnoty jsou
dost malé oproti po£áte£ní 1/10. Zdá se, ºe vektor popularity bude konvergovat
k nulovému vektoru, coº nás rozhodn¥ neuspokojí.

2.3 Google matice

V této £ásti si ukáºeme, jak nastín¥né problémy vy°e²it. Pot°ebujeme zabránit
ztrát¥ d·leºitosti (tj. pokud za£neme iteraci s vektorem, který má sou£et sloºek
roven 1, budeme chtít, aby se tento sou£et po provedení n¥kolika krok· nezm¥nil).
Jinak °e£eno, musíme vy°e²it problém s koncovými body z p°edchozí £ásti. Také
bychom p°irozen¥ cht¥li, abychom po n¥kolika krocích dostali jeden vektor, který
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bude ur£ovat po°adí stránek podle d·leºitosti. Budeme tedy sm¥°ovat k tomu,
aby proces 𝑣𝑘+1 = 𝐻𝑣𝑘 konvergoval k n¥jakému jednozna£n¥ ur£enému vektoru
𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛)𝑇 takovému, ºe

∑︀
𝑣𝑖 = 1. To nás vede k tomu, ºe budeme

muset upravit na²í matici 𝐻 . To, jak jí máme modi�kovat nám °íká matematická
teorie, kterou si popí²eme pozd¥ji, a nebo p°ístup "otc·" PageRanku Larryho
Page a Sergeye Brina. Tento postup je více názorný, a tak si ho p°edvedeme jako
první. Následn¥ pak ukáºeme, ºe skute£n¥ funguje vzhledem k oné teorii.

K popisu chování uºivatele na internetu m·ºeme vyuºít náhodnou procházku.
Tento termín má svou matematickou de�nici, kterou uvád¥t nebudeme, ale budeme
ho pouºívat intuitivn¥. P°edstava je následující. Uºivatel brouzdá ze stránky na
stránku pomocí odkaz·. Z jedné stránky se dostane na jinou tím, ºe náhodn¥
klikne na jeden z odkaz·, které jsou na ní umíst¥ny. Nakonec bude mnoºství £asu
strávené na jednotlivých stránkách udávat jejich d·leºitost, protoºe £ím d·leºit¥j²í
stránka, tím více odkaz· na ní vede z jiných d·leºitých stránek. Je nám jasné, ºe
takovýto model nám ur£uje stejnou situaci, jako v p°edchozí £ásti.

Nyní m·ºeme vy°e²it problém se ztrácením d·leºitosti. To nastává v p°ípad¥,
ºe se uºivatel dostane na stránku, ze které uº nevede ºádný odkaz. Takové stránky
jsou nap°íklad dokumenty a obrázky.

�e²ení je jednoduché. Pokud se uºivatel na takovou stránku dostane, tak
náhodn¥ p°ejde na jakoukoliv jinou. Na konkrétní stránku se tedy dostane s
pravd¥podobností 1/𝑛. Na tuto úpravu se lze také koukat tak, ºe do orientovaného
grafu p°idáme hrany z vrcholu, ze kterého ºádné hrany nevedou, do v²ech vrchol·
v grafu. M·ºeme tedy matici 𝐻 upravit tak, ºe nulové sloupce nahradíme sloupci
1/𝑛 𝑒, kde 𝑒 je vektor 𝑛 × 1, který má na kaºdé pozici 1. De�nujme vektor
𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) tak, ºe 𝑎𝑖 = 1, pokud ze stránky 𝑠𝑖 nevede ºádný odkaz a
𝑎𝑖 = 0 jinak. Dostáváme matici 𝑆, pro kterou platí

𝑆 = 𝐻 + (1/𝑛 𝑒)𝑎𝑇 .

Pro ná² známý p°íklad by matice 𝑆 vypadala takto

𝑆 =

𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠5 𝑠6 𝑠7 𝑠8 𝑠9 𝑠10⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

0 0 0 0 0 0 0 0 1/10 1/10 𝑠1
1/2 0 1/3 1/4 0 0 0 0 1/10 1/10 𝑠2
1/2 0 0 1/4 0 0 0 0 1/10 1/10 𝑠3
0 0 1/3 0 0 0 0 0 1/10 1/10 𝑠4
0 1 0 1/4 0 0 0 0 1/10 1/10 𝑠5
0 0 1/3 1/4 1/2 0 0 0 1/10 1/10 𝑠6
0 0 0 0 0 1/2 0 1/2 1/10 1/10 𝑠7
0 0 0 0 1/2 1/2 1/2 0 1/10 1/10 𝑠8
0 0 0 0 0 0 1/2 1/2 1/10 1/10 𝑠9
0 0 0 0 0 0 0 0 1/10 1/10 𝑠10

Je²t¥ je t°eba vy°e²it p°elévání d·leºitosti z jednoho bloku stránek do jiného,
takºe v²echny stránky z prvního bloku budou mít nakonec nulovou d·leºitost.
To si m·ºeme p°edstavit tak, ºe se uºivatel dostane do bloku stránek, ze kterého
uº se nem·ºe dostat jinam. Tráví £as pouze zde, a tak jsou nakonec d·leºité
jen tyto stránky. Vzhledem k po£tu stránek na internetu to uºivatel samoz°ejm¥
neví, takºe se nijak nevzru²uje.
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�e²ení je op¥t velice jednoduché. Pot°ebujeme, aby se uºivatel dostal na
stránku, ke které se ale nem·ºe p°ímo proklikat p°es odkazy. P°edstava je taková,
ºe se po £ase za£ne nudit, nebo neuvidí ºádný odkaz, na který by klikl, nebo se
zkrátka bude chtít podívat na n¥co jiného. P°ejde tedy náhodn¥ na libovolnou
stránku na internetu. Za p°edpokladu, ºe by uºivatel vºdy p°e²el na náhodnou
stránku, by graf internetu vypadal tak, ºe by mezi kaºdými dv¥ma stránkami
vedla hrana. Reprezentovat bychom ho mohli maticí 1/𝑛 𝑒𝑒𝑇 .

Ozna£me je²t¥ parametrem 𝛼 ∈ [0, 1] pravd¥podobnost, ºe se uºivatel drºí
struktury hypertextových odkaz· webu. Hned vidíme, ºe s pravd¥podobností
1 − 𝛼 p°ejde na náhodnou stránku. Tím dostáváme matici 𝐺, kterou nazýváme
Google matice a pro kterou platí

𝐺 = 𝛼𝑆 + (1 − 𝛼)1/𝑛 𝑒𝑒𝑇

M·ºeme zkusit upravit matici 𝑆 z p°edchozího p°íkladu na matici 𝐺.

𝐺 =
1

10

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1 1
4𝛼+ 1 1− 𝛼 7𝛼+3

3
3𝛼+2

2 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1 1
4𝛼+ 1 1− 𝛼 1− 𝛼 3𝛼+2

2 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1 1
1− 𝛼 1− 𝛼 7𝛼+3

3 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1 1
1− 𝛼 9𝛼+ 1 1− 𝛼 3𝛼+2

2 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1 1
1− 𝛼 1− 𝛼 7𝛼+3

3
3𝛼+2

2 4𝛼+ 1 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1 1
1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 4𝛼+ 1 1− 𝛼 4𝛼+ 1 1 1
1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 4𝛼+ 1 4𝛼+ 1 4𝛼+ 1 1− 𝛼 1 1
1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 4𝛼+ 1 4𝛼+ 1 1 1
1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1− 𝛼 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
To není p°íli² p°ehledné, a tak si zkusíme zvolit konkrétní 𝛼 a uvidíme, jaké

hodnoty dostaneme. Udává se, ºe tento parametr se pohybuje okolo hodnoty
0, 85, takºe my budeme po£ítat matici 𝐺 pro 𝛼 = 0, 85. Dostaneme takovouto
matici.

𝐺 =
1

1200

𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 𝑠5 𝑠6 𝑠7 𝑠8 𝑠9 𝑠10⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

18 18 18 18 18 18 18 18 120 120 𝑠1
528 18 358 273 18 18 18 18 120 120 𝑠2
528 18 18 273 18 18 18 18 120 120 𝑠3
18 18 358 18 18 18 18 18 120 120 𝑠4
18 1038 18 273 18 18 18 18 120 120 𝑠5
18 18 358 273 528 18 18 18 120 120 𝑠6
18 18 18 18 18 528 18 528 120 120 𝑠7
18 18 18 18 528 528 528 18 120 120 𝑠8
18 18 18 18 18 18 528 528 120 120 𝑠9
18 18 18 18 18 18 18 18 120 120 𝑠10

Zatím jsme tém¥° výlu£n¥ vycházeli pouze z knihy Google's PageRank and
Beyond (viz Langeville a Meyer, 2006). Pro dopl¬ující informace je tedy moºné
nahlédnout do po£áte£ních kapitol této knihy. Dále uº to vzhledem k matematické
povaze textu nebude moºné a budeme muset sáhnout i po jiných publikacích.
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3 Matematika za PageRankem

3.1 Připomenutí důležitých pojmů

Na úvod této £ásti p°ipomeneme nejd·leºit¥j²í fakta a zavedeme zna£ení, která
budeme pouºívat.

Budeme rozli²ovat kladné a nezáporné matice (p°ípadn¥ vektory). Kladná
matice má kaºdý prvek kladný a nezáporná matice má kaºdý prvek kladný nebo
rovný nule. Tedy pro 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) budeme zna£it 𝐴 > 0, pro 𝑎𝑖𝑗 > 0 a 𝐴 ≥ 0, pro
𝑎𝑖𝑗 ≥ 0.

Dále zna£ením |𝐴| budeme rozum¥t matici (nebo vektor), která má vstupy
|𝑎𝑖𝑗|. Takováto matice je tedy jist¥ nezáporná.

V dal²ím textu budeme vyuºívat i normu vektor·. Nebude to klasická eukli-
dovská norma, ale norma, které se n¥kdy °íká oktaedrická, nebo manhattanská.
Není to nic jiného neº oby£ejný sou£et absolutních hodnot sloºek vektoru. Pro
vektor 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑛)𝑇 to tedy znamená ‖𝑣‖1 =

∑︀𝑛
𝑖=1 |𝑣𝑖|.

Pokud n¥kde nebude uvedeno jinak, budeme vºdy zna£it sloºky matice𝐴 jako
𝑎𝑖𝑗 a sloºky vektoru 𝑣 jako 𝑣𝑖.

Na n¥kterých místech se budou vyskytovat vektory 𝑒 a 𝑒𝑖. Takovýmto zápisem
budeme mít na mysli vektory (1, 1, . . . , 1)𝑇 a (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)𝑇 , kde ve druhém
je 1 na pozici 𝑖.

K ozna£ování pravd¥podobnosti budeme pouºívat zápis 𝑃 (𝑋), kde 𝑋 zna£í
zkoumaný jev.

Na konec si je²t¥ p°ipomeneme n¥jaká fakta o Jordanov¥ kanonickém tvaru.
Jordanova bu¬ka °ádu 𝑘 s vlastním £íslem 𝜆 je £tvercová matice °ádu 𝑘, která
vypadá následovn¥

𝐽𝜆,𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0

𝜆 1
. . . . . .

0
. . . 1

𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Jordan·v kanonický tvar je blokov¥ diagonální matice, kde kaºdý blok je Jor-
danova bu¬ka. Pro matici 𝐴 s vlastními £ísly {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑙} vypadá Jordan·v
kanonický tvar takto

𝐽𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐽𝜆1,𝑘1 0

𝐽𝜆2,𝑘2

0
. . .

𝐽𝜆𝑙,𝑘𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Poznamenejme, ºe nad komplexními £ísly je kaºdá matice 𝐴 podobná matici
v Jordanov¥ kanonickém tvaru. To znamená, ºe existuje regulární matice 𝑇
taková, ºe 𝐴 = 𝑇𝐽𝐴𝑇

−1. Sloupce matice 𝑇 jsou tvo°eny vektory z Jordanových
°etízk· p°íslu²ných vlastním £ísl·m matice 𝐴. Pro detailn¥j²í popis Jordanova
kanonického tvaru se m·ºeme podívat nap°íklad do zápisek z p°edná²ky z lineární
algebry na Matematicko-fyzikální fakult¥ Univerzity Karlovi v Praze (Barto a
T·ma, 2014, kap. 9.4.).
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Na konci této kapitoly se nám bude hodit v¥d¥t, jak se mocní matice v
Jordanov¥ kanonickém tvaru. Jednodu²e - umocníme zvlá²´ kaºdou Jordanovu
bu¬ku. To, jak se mocní Jordanova bu¬ka, si zde p°ímo napí²eme.

𝐽𝑚
𝜆,𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆𝑚
(︀
𝑚
1

)︀
𝜆𝑚−1

(︀
𝑚
2

)︀
𝜆𝑚−2 · · ·

𝜆𝑚
(︀
𝑚
1

)︀
𝜆𝑚−1 · · ·

0 𝜆𝑚 . . .

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
3.2 Úvod do Markovových řetězců

Nyní m·ºeme za£ít budovat teorii pro ospravedln¥ní uvedeného ohodnocování
v p°edchozích sekcích. Nejprve se zam¥°íme na získání p·vodní matice 𝐻 . K
tomu nám poslouºí teorie okolo Markovových °et¥zc· a £erpat budeme v¥t²inou
z knihy Google's PageRank and Beyond (Langeville a Meyer, 2006, kap. 15.3).

Definice 3.1. Systém náhodných veli£in {𝑋𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇} se stejným prostorem stav·
Ω nazýváme náhodný proces.

V na²em p°ípad¥ bude Ω mnoºinou webových stránek, bude tedy kone£ná.
Dále také budeme uvaºovat 𝑇 = N, nebo´ prvky 𝑇 pro nás budou p°edstavovat
jednotlivé kroky v náhodné procházce. Stránka, na kterou se dostaneme kliknutím
na náhodný odkaz, p°edstavuje náhodnou veli£inu.

Definice 3.2. Bu¤ {𝑋𝑡, 𝑡 ∈ N} náhodný proces a Ω = {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑛}. Tento
proces nazvemeMarkovův řetězec, pokud pro kaºdé 𝑡 = 0, 1, 2, . . . spl¬uje 𝑃 (𝑋𝑡+1 =
𝑆𝑗|𝑋𝑡 = 𝑆𝑖𝑡 , 𝑋𝑡−1 = 𝑆𝑖𝑡−1 , . . . , 𝑋0 = 𝑆𝑖0) = 𝑃 (𝑋𝑡+1 = 𝑆𝑗|𝑋𝑡 = 𝑆𝑖𝑡).

Tato de�nice jinými slovy °íká, ºe pravd¥podobnost, ºe se po dal²ím kroku
dostaneme do ur£itého stavu, závisí pouze na tom, v jakém stavu se nacházíme
práv¥ te¤, nikoliv na tom, v jakých stavech jsme byli v p°edchozích krocích.

Nap°íklad klikání na náhodné odkazy je jist¥ Markov·v °et¥zec, nebo´ nezáleºí,
jak jsme se dostali na stránku, na které jsme, vzhledem k pravd¥podobnosti s
jakou se dostaneme na n¥jakou dal²í stránku. Tyto pravd¥podobnosti budeme
nazývat p°echodové pravd¥podobnosti.

Definice 3.3. �tvercovou matici 𝐴 nazveme stochastickou, pokud je sou£et
prvk· v kaºdém jejím sloupci roven jedné.

Poznamenejme, ºe pro libovolnou £tvercovou matici𝐴 platí 𝜌 (𝐴) ≤ ‖𝐴‖, kde
𝜌 (𝐴) zna£í spektrální polom¥r a ‖𝐴‖ zna£í libovolnou normu matice 𝐴 (Meyer,
2001, kap. 7). P°ipome¬me, ºe 1-norma se dá spo£ítat jako maximum ze sou£tu
absolutních hodnot prvk· ve sloupci.

Pozorování 3.4. 1 je vlastním £íslem stochastické matice.

Důkaz: M¥jme stochastickou matici 𝐵 °ádu 𝑛. Ozna£me 𝐴 = 𝐵 − 1𝐼𝑛. Víme,
ºe 1 je vlastním £íslem 𝐵 práv¥ tehdy, kdyº 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0, neboli kdyº je matice A
singulární.
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Bu¤te 𝐴1*,𝐴2*, . . . ,𝐴𝑛* °ádky matice 𝐴. Víme, ºe matice 𝐴 je singulární
⇔ 𝐴 má lineárn¥ závislé °ádky ⇔

∑︀𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖𝐴𝑖* = 0 a n¥jaké 𝛼𝑖 je nenulové ⇔

Pro kaºdé 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 platí 0 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛼𝑖𝑎𝑖𝑗. Tato suma ale pro 𝛼𝑖 = 1 zna£í
sou£et v²ech prvk· ve sloupci 𝑗 a ten víme, ºe je roven nule, protoºe u matice 𝐵
byl roven 1. �

Důsledek 3.5. Spektrální polom¥r nezáporné stochastické matice je roven 1.

Definice 3.6. M¥jme stejnou mnoºinu Ω jako v de�nici 3.2 a dále p°echodové
pravd¥podobnosti 𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑆𝑖|𝑋𝑡−1 = 𝑆𝑗). Matici 𝑃 (𝑡) = (𝑝(𝑡)𝑖𝑗)
takovou, ºe 𝑝(𝑡)𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑗(𝑡) nazveme přechodovou maticí.

Markovovy °et¥zce, které mají p°echodovou matici nem¥nnou, tj. 𝑃 = 𝑃 (𝑡)
pro v²echna 𝑡 = 1, 2, . . . se n¥kdy ozna£ují jako homogenní °et¥zce. Práv¥ tuhle
vlastnost má i námi zkoumaný °et¥zec, a tak dále budeme p°echodovou matici
zna£it pouze 𝑃 .

Pokud bychom nyní sestrojili p°echodovou matici Markovova °et¥zce daného
klikáním na náhodné odkazy na stránce, dostali bychom matici 𝑃 , která by se
od p·vodní matice 𝐻 li²ila pouze v tom, ºe matice 𝐻 má, na rozdíl od matice
𝑃 , nulové sloupce tam, kde z n¥jakých stránek nevedou ºádné odkazy. Pokud by
nevedl ºádný odkaz ze stránky 𝑖, tak by 𝑖-tý sloupec matice 𝑃 vypadal jako 𝑒𝑖.

Kaºdá p°echodová matice Markovova °et¥zce je stochastická a na rozmy²lení
necháme fakt, ºe kaºdá stochastická matice ur£uje Markov·v °et¥zec.

Definice 3.7. Vektor 𝑝 ≥ 0 nazveme pravděpodobnostní, pokud platí ‖𝑝‖1 = 1.

Definice 3.8. M¥jme Markov·v °et¥zec s prostorem stav· {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑛} a s
p°echodovou maticí 𝑃 .
- Pravd¥podobnostní vektor 𝑝, pro který platí 𝑃𝑝 = 𝑝 nazveme stacionární

pravděpodobnostní vektor.
- Vektor 𝑝(𝑘) = (𝑝1(𝑘), 𝑝2(𝑘), . . . , 𝑝𝑛(𝑘))𝑇 , kde 𝑝𝑖(𝑘) = 𝑃 (𝑋𝑘 = 𝑆𝑖) nazveme k-tý

pravděpodobnostní vektor a pro 𝑘 = 0 mluvíme o počátečním pravděpodobnostním

vektoru.

Poznamenejme, ºe pokud existuje stacionární pravd¥podobnostní vektor 𝑝,
tak je to vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu £íslu 1. Podle pozorování 3.4 má
stochastická matice vºdy vlastní £íslo 1, takºe stacionární pravd¥podobnostní
vektor existuje vºdy.

Dále také vidíme, ºe 𝑖-tá sloºka 𝑘-tého pravd¥podobnostního vektoru °et¥zce,
který vznikne klikáním na náhodné odkazy na stránkách je pravd¥podobnost, ºe
se p°esn¥ po 𝑘 krocích nacházíme na 𝑖-té stránce. D·leºitosti jednotlivých stránek
bychom tedy mohli zjistit se£tením p°íslu²ných sloºek 𝑘-tých pravd¥podobnost-
ních vektor· pro 𝑘 = 1, 2, . . . Stránka, která by m¥la nejvy²²í hodnotu, by byla
nejd·leºit¥j²í atd. D·leºitost stránky 𝑆𝑖 bychom spo£etli jako

∑︀𝑚
𝑘=1 𝑝𝑖(𝑘), kde

𝑚 ∈ N

Tvrzení 3.9. M¥jme Markov·v °et¥zec s prostorem stav· {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑛} a s
p°echodovou maticí 𝑃 . Potom pro 𝑘-tý pravd¥podobnostní vektor platí 𝑝(𝑘) =
𝑃 𝑘𝑝(𝑜).
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Důkaz: Nejprve provedeme jednoduchý p°edvýpo£et a následn¥ tvrzení dokáºeme
indukcí podle k.

Zvolíme 𝑡 ∈ N. Pak pro libovolné 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 platí následující

𝑝𝑖(𝑡) = 𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑆𝑖) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑆𝑖, 𝑋𝑡−1 = 𝑆𝑗) ,

tj. pravd¥podobnost, ºe se nacházíme po 𝑡 krocích na stránce 𝑆𝑖, je rovna sou£tu
pravd¥podobností, ºe se nacházíme po 𝑡 krocích na stránce 𝑆𝑖 a zárove¬ jsme po
𝑡− 1 krocích byli na stránce 𝑆𝑗 a s£ítáme p°es v²echny stránky. Nyní pouºijeme
de�nici podmín¥né pravd¥podobnosti, takºe dostaneme

𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑆𝑖, 𝑋𝑡−1 = 𝑆𝑗) = 𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑆𝑖|𝑋𝑡−1 = 𝑆𝑗)𝑃 (𝑋𝑡−1 = 𝑆𝑗) .

Zbývá nám uv¥domit si, ºe 𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑆𝑖|𝑋𝑡−1 = 𝑆𝑗) = 𝑝𝑖𝑗 a 𝑃 (𝑋𝑡−1 = 𝑆𝑗) =
𝑝𝑗(𝑡 − 1). Celkem tedy dostáváme 𝑝𝑖(𝑡) =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑝𝑖𝑗𝑝𝑗(𝑡 − 1) . Z toho uº p°ímo

plyne, ºe 𝑝(𝑡) = 𝑃𝑝(𝑡− 1).
Nyní p°istupme k indukci. Pro 𝑘 = 0 platí z°ejm¥, protoºe 𝑃 0 = 𝐼 a pro

𝑘 = 1 pouºijeme p°edvýpo£et pro 𝑡 = 1.
Nyní p°edpokládejme, ºe tvrzení platí pro 𝑘 − 1 a budeme chtít dokázat, ºe

platí pro 𝑘. Rozepí²eme 𝑃 𝑘𝑝(0) = 𝑃𝑃 𝑘−1𝑝(0), coº se podle induk£ního p°ed-
pokladu rovná 𝑃𝑝(𝑘 − 1). Nyní op¥t pouºijeme ná² p°edvýpo£et a dostáváme
𝑃 𝑘𝑝(0) = 𝑝(𝑘). �

Tvrzení 3.10. M¥jme Markov·v °et¥zec s prostorem stav· {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑛} a s
p°echodovou maticí 𝑃 . Dále ozna£me 𝑃 𝑘 =

(︁
𝑝
(𝑘)
𝑖𝑗

)︁
. Pak 𝑝

(𝑘)
𝑖𝑗 = 𝑃 (𝑋𝑘 = 𝑆𝑖|𝑋0 =

𝑆𝑗).

Důkaz: Chceme dokázat, ºe pravd¥podobnost, ºe se p°esn¥ po 𝑘 krocích nacházíme
na stránce 𝑆𝑖, pokud jsme vycházeli ze stránky 𝑆𝑗, odpovídá prvku na pozici 𝑖, 𝑗
v matici 𝑃 𝑘. Zvolíme po£áte£ní pravd¥podobnostní vektor 𝑝(0) jako 𝑒𝑗. To
odpovídá tomu, ºe za£ínáme na stránce 𝑆𝑗.

Z p°edchozího tvrzení víme, ºe 𝑝(𝑘) = 𝑃 𝑘𝑝(𝑜), a m·ºeme tedy psát

𝑝(𝑘) = 𝑃 𝑘𝑒𝑗 =
(︁
𝑝
(𝑘)
1𝑗 , 𝑝

(𝑘)
2𝑗 , . . . , 𝑝

(𝑘)
𝑛𝑗

)︁𝑇

.

Pro kaºdé 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 tedy dostáváme 𝑝𝑖(𝑘) = 𝑝
(𝑘)
𝑖𝑗 a to po rozepsání de�nice

k-tého pravd¥podobnostního vektoru znamená, ºe 𝑃 (𝑋𝑘 = 𝑆𝑖) = 𝑝
(𝑘)
𝑖𝑗 , to jest

pravd¥podobnost, ºe se po 𝑘 krocích nacházíme na stránce 𝑆𝑖 je uvedena v matici
𝑃 𝑘 na pozici 𝑖, 𝑗 a to jsme cht¥li dokázat. �

3.3 Perronova věta

Vra´me se op¥t k matici 𝐻 , kterou jsme vytvo°ili d°íve. Ta nebyla p°e-
chodovou maticí, nebo´ m¥la n¥jaké sloupce nulové, a tak by na ní ne²el pouºít
dal²í postup. My jsme ale provedli dv¥ úpravy hypertextové struktury, které
situaci zm¥nily.
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První z nich byl p°echod k matici 𝑆 tím, ºe jsme v²echny nulové sloupce 𝐻
nahradili sloupcem 𝑒/𝑛. Tím jsme docílili toho, ºe jsme z matice𝐻 ud¥lali matici
stochastickou, neboli

1 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑠𝑖,𝑗 = 𝑒𝑇𝑆𝑒𝑗 , ∀𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 .

Matice 𝑆 uº je p°echodovou maticí a od matice 𝑃 se li²í tím, ºe její 𝑖-tý sloupec
(z 𝑖-té stránky nevede ºádný odkaz) vypadá jako 𝑒/𝑛. Získali jsme ale je²t¥ jednu
uºite£nou vlastnost, která odpovídá zamezení ztrácení d·leºitosti.

Lemma 3.11. M¥jme stochastickou matici 𝑆 °ádu 𝑛 a nezáporný vektor 𝑣. Po-
tom platí ‖𝑣‖1 = ‖𝑆𝑣‖1.

Důkaz: Kýºený výsledek dostaneme jednoduchým rozepsáním normy:

‖𝑆𝑣‖1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑠11𝑣1 + 𝑠12𝑣2 + . . . + 𝑠1𝑛𝑣𝑛
𝑠21𝑣1 + 𝑠22𝑣2 + . . . + 𝑠2𝑛𝑣𝑛

...
𝑠𝑛1𝑣1 + 𝑠𝑛2𝑣2 + . . . + 𝑠𝑛𝑛𝑣𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
1

=

= |𝑠11𝑣1 + 𝑠12𝑣2 + . . . + 𝑠1𝑛𝑣𝑛| + . . . + |𝑠𝑛1𝑣1 + 𝑠𝑛2𝑣2 + . . . + 𝑠𝑛𝑛𝑣𝑛|

Díky tomu, ºe jsou matice 𝑆 i vektor 𝑣 nezáporné, m·ºeme psát

(𝑠11𝑣1 + 𝑠12𝑣2 + . . . + 𝑠1𝑛𝑣𝑛) + . . . + (𝑠𝑛1𝑣1 + 𝑠𝑛2𝑣2 + . . . + 𝑠𝑛𝑛𝑣𝑛) =

= (𝑠11 + 𝑠12 + . . . + 𝑠1𝑛)𝑣1 + . . . + (𝑠𝑛1 + 𝑠𝑛2 + . . . + 𝑠𝑛𝑛)𝑣𝑛 =

= 𝑣1 + 𝑣2 + . . . + 𝑣𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑣𝑖| = ‖𝑣‖1 .

V posledních rovnostech jsme vyuºili toho, ºe matice 𝑆 je stochastická, takºe
pro kaºdé 𝑖 platí 𝑠𝑖1 + 𝑠𝑖2 + . . . + 𝑠𝑖𝑛 = 1. Pro p°idání absolutních hodnot jsme
pot°ebovali akorát nezáporný vektor 𝑣. �

Druhá úprava matice (nyní uº 𝑆) spo£ívala ve vynásobení ur£itým koe�cien-
tem 𝛼 a následném p°i£tení matice, která m¥la na v²ech pozicích stejné kladné
prvky. Tím jsme získali matici 𝐺, která je po°ád stochastická a navíc má kaºdý
prvek kladný (𝐺 > 0). To nám zaru£uje velice d·leºité vlastnosti matice 𝐺,
které vyuºijeme dále.

Definice 3.12. �tvercová matice 𝐴 °ádu 𝑛 se nazývá ireducibilní, pokud pro
kaºdou permuta£ní matici 𝑃 °ádu 𝑛 platí

𝑃𝐴𝑃−1 ̸=
(︂
𝑋 𝑌
0 𝑍

)︂
,

kde ob¥ matice 𝑋 a 𝑍 jsou £tvercové °ádu alespo¬ 1.
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Pro £lov¥ka je na první pohled obtíºné poznat podle této de�nice, jestli zadaná
matice je nebo není ireducibilní (Pokud není, mluvíme o reducibilní matici).
Uvedeme proto ekvivalentní de�nici, která problém, zejména pro matice s men²ím
°ádem, zna£n¥ zjednodu²í.

P°ipome¬me je²t¥ z teorie graf·, ºe matice vzdálenosti n¥jakého orientovaného
grafu je taková matice, která má na pozici (𝑖, 𝑗) váhu hrany, která vede z 𝑗-tého
vrcholu do 𝑖-tého. Dále také, ºe takovýto graf je siln¥ souvislý, pokud pro kaºdé
dva vrcholy platí, ºe z jednoho vede cesta do druhého. Následující tvrzení m·ºeme
najít nap°íklad na stránkách �VUT (viz Pelantová, 2010).

Tvrzení 3.13. Bu¤ 𝐴 £tvercová matice °ádu 𝑛. Pak 𝐴 je ireducibilní práv¥
tehdy, kdyº orientovaný graf vzdálenosti 𝐺(𝐴) matice 𝐴 je siln¥ souvislý.

Důkaz: Ob¥ implikace budeme dokazovat sporem.
Nejprve p°edpokládejme, ºe 𝐴 je reducibilní. Existuje tedy permutace °ádk·

a sloupc·, po které je matice 𝐴 ve tvaru(︂
𝑋 𝑌
0 𝑍

)︂
.

Ozna£me 𝑘 °ád matice 𝑋. Potom je °ád matice 𝑍 roven 𝑛−𝑘. Okamºit¥ vidíme,
ºe z mnoºiny vrchol· 𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑘 nevede ani jedna hrana do mnoºiny vrchol·
𝑆𝑘+1, 𝑆𝑘+2, . . . , 𝑆𝑛. Ur£it¥ tedy neplatí, ºe pro kaºdé dva vrcholy grafu 𝐺(𝐴) lze
najít cestu z jednoho do druhého, coº je spor s tím, ºe 𝐺(𝐴) je siln¥ souvislý.
Tím jsme dokázali implikaci zprava doleva.

Nyní p°edpokládejme, ºe 𝐺(𝐴) není siln¥ souvislý. Existují tedy vrcholy 𝑆𝑖 a
𝑆𝑗 takové, ºe z prvního neexistuje v grafu 𝐺(𝐴) cesta do druhého.

Rozd¥líme vrcholy do t°í mnoºin následovn¥.

𝑀1 = {vrcholy, do kterých vede cesta z 𝑆𝑖}
𝑀2 = {vrcholy, ze kterých vede cesta do 𝑆𝑗}
𝑀3 = {vrcholy, které nejsou v 𝑀1 ani v 𝑀2}

Je z°ejmé, ºe v²echny t°i mnoºiny jsou po dvou disjunktní a také to, ºe 𝑀1 a
𝑀2 jsou neprázdné. Vhodným výb¥rem permuta£ní matice m·ºeme matici 𝐴
p°evést do tvaru, kde na prvních pozicích bude mít vrcholy z 𝑀1, pak vrcholy z
𝑀3 a nakonec vrcholy z 𝑀2. Matice bude vypadat takto

⎛⎝
𝑀1 𝑀3 𝑀2

𝑀1 𝑋11 𝑋12 𝑋13

𝑀3 𝑋21 𝑋22 𝑋23

𝑀2 𝑋31 𝑋32 𝑋33

⎞⎠.

Nyní se pokusíme ur£it matice 𝑋31 a 𝑋21. To, ºe z 𝑆𝑖 nevede cesta do 𝑆𝑗

implikuje, ºe z mnoºiny vrchol· 𝑀1 nevede ºádná hrana do mnoºiny vrchol· 𝑀2.
To znamená, ºe 𝑋31 = 0. Z de�nice 𝑀3 také víme, ºe z 𝑀1 nevede ºádná hrana
do 𝑀3, a tudíº dostáváme 𝑋21 = 0

V²imn¥me si, ºe 𝑋𝑘𝑙 jsou £tvercové matice, takºe £tvercová je také matice(︂
𝑋22 𝑋23

𝑋32 𝑋33

)︂
.
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Celkem dostaneme takovouto reducibilní matici

⎛⎝
𝑀1 𝑀3 𝑀2

𝑀1 𝑋11 𝑋12 𝑋13

𝑀3 0 𝑋22 𝑋23

𝑀2 0 𝑋32 𝑋33

⎞⎠.

Do²li jsme ke sporu s p°edpokladem tvrzení a tím máme dokázanou i druhou
implikaci. �

Definice 3.14. Nezápornou £tvercovou matici 𝐴 nazveme primitivní, pokud ex-
istuje 𝑘 ∈ N takové, ºe 𝐴𝑘 > 0, tj. 𝐴𝑘 je kladná matice.

Pozorování 3.15. Matice 𝐺 de�novaná v £ásti 2.3 je ireducibilní a primitivní.

Nyní by mohla následovat Perronova - Frobeniova v¥ta, která se zabývá ire-
ducibilními maticemi. Nám bude ale sta£it dokázat Perronovu v¥tu, která nám
dává podobné výsledky jako Perronova - Frobeniova, ale pouze pro kladné matice.
Je²t¥ p°ed ní si ale v²imneme n¥kolika v¥cí, které nám zp°ehlední a zjednodu²í
její d·kaz.

Lemma 3.16. Nech´ 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R. Potom
⃒⃒⃒∑︀𝑛

𝑗=1 𝑥𝑗

⃒⃒⃒
=

∑︀𝑛
𝑗=1 |𝑥𝑗| práv¥

tehdy, kdyº jsou bu¤ v²echna 𝑥𝑖 nezáporná, nebo v²echna 𝑥𝑖 nekladná. To jest
ozna£íme-li 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑇 , tak⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑥𝑗| ⇐⇒ bu¤ 𝑥 ≥ 0, nebo 𝑥 ≤ 0.

Důkaz: Jedná se vlastn¥ o p°ípad rovnosti v trojúhelníkové nerovnosti, která nám
°íká, ºe ⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑥𝑗| .

Poznamenejme, ºe pokud by bylo n¥jaké 𝑥𝑖 = 0, tak by to nezm¥nilo ani jednu
ze sum. M·ºeme tedy p°edpokládat 𝑥𝑖 ̸= 0 pro v²echna 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Nejprve dokáºeme implikaci zprava doleva a ud¥láme to indukcí. Pro 𝑛 = 2
to platí zjevn¥. Sta£í si rozmyslet, jak je to se zápornými £ísly.

Nyní p°edpokládejme, ºe tvrzení platí pro 𝑛 reálných £ísel a budeme chtít
ukázat, ºe platí také pro 𝑛 + 1. Vezm¥me 𝑘 ∈ N t.º. 1 < 𝑘 < 𝑛 + 1. Potom platí

𝑛+1∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖| =
𝑘∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖| +
𝑛+1∑︁

𝑖=𝑘+1

|𝑥𝑖| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ +

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛+1∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

kde jsme v p°edposledním kroku pouºili induk£ní p°edpoklad na kaºdou sumu
zvlá²´ a v posledním kroku jsme pouºili induk£ní p°edpoklad je²t¥ jednou.

Implikaci zleva doprava budeme dokazovat sporem. P°edpokládejme tedy, ºe
existují 𝑗 a 𝑘 takové, ºe 𝑥𝑗 < 0 a zárove¬ 𝑥𝑘 > 0. Bez újmy na obecnosti m·ºeme
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p°edpokládat 𝑗 = 1 a 𝑘 = 2. Pak ur£it¥ |𝑥1| + |𝑥2| > |𝑥1 + 𝑥2|. Nyní m·ºeme
po£ítat

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖| =
𝑛∑︁

𝑖=3

|𝑥𝑖| + |𝑥1| + |𝑥2| >
𝑛∑︁

𝑖=3

|𝑥𝑖| + |𝑥1 + 𝑥2|

≥

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑖=3

𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ + |𝑥1 + 𝑥2| ≥

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

V posledních dvou krocích jsme pouºili trojúhelníkovou nerovnost. Do²li jsme ke
sporu s p°edpoklady, a proto musí být bu¤ 𝑥 < 0 nebo 𝑥 > 0. �

Podobné tvrzení platí i v komplexních £íslech. Nesta£í ale jen aby m¥ly reálné
a imaginární £ásti stejná znaménka, musí také pom¥ry t¥chto £ástí být stejné.

Důsledek 3.17. Nech´ 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛 ∈ C. Potom
⃒⃒⃒∑︀𝑛

𝑗=1 𝑧𝑗

⃒⃒⃒
=

∑︀𝑛
𝑗=1 |𝑧𝑗| práv¥

tehdy, kdyº existují reálná kladná 𝛼𝑗 pro 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 taková, ºe 𝑧𝑗 = 𝛼𝑗𝑧1.

Důkaz: D·kaz m·ºeme provést za pomocí p°edchozího lemmatu, nebo ho m·ºeme
nalézt ve cvi£ení 5.1.10. z kníºky Matrix Analysis and Applied Linear Algebra
(viz Meyer, 2000). �

Lemma 3.18. Pro libovolné vlastní £íslo 𝜆 kladné matice 𝐴 °ádu 𝑛 platí, ºe 𝜆
𝑟

je vlastním £íslem matice 𝐴
𝑟
, kde 𝑟 ∈ Rr {0}.

Důkaz: Výsledek získáme rovnou z de�nice vlastního £ísla. Ozna£me 𝑣 vlastní
vektor matice 𝐴 p°íslu²ný vlastnímu £íslu 𝜆. To jest 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣. Pak ale také, pro
nenulové 𝑟, platí 𝐴

𝑟
𝑣 = 𝜆

𝑟
𝑣. �

Pozorování 3.19. Bu¤ 𝐴 kladná reálná matice °ádu 𝑛 a 𝑢, 𝑣 reálné vektory
typu 𝑛× 1. Potom platí
1) 0 ̸= 𝑣 ≥ 0 =⇒ 𝐴𝑣 > 0 ,
2) 0 ≤ 𝑢 < 𝑣 =⇒ 𝐴𝑣 < 𝐴𝑣.

Důkaz: 1) Spo£ítáme 𝑖-tou sloºku vektoru 𝐴𝑣 jako
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗. Z 𝑣 ̸= 0 víme,
ºe existuje 𝑘 t.º. 𝑣𝑘 > 0. Dále také víme, ºe 𝑎𝑖𝑗 > 0 pro v²echna 𝑖, 𝑗, takºe
dostáváme 0 < 𝑎𝑖𝑘𝑣𝑘 ≤

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗 pro kaºdé 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

2) Op¥t se zam¥°íme na 𝑖-té sloºky porovnávaných vektor·. P°edpoklad 𝑢 < 𝑣
znamená, ºe 𝑢𝑗 < 𝑣𝑗 pro v²echna 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 a z toho hned vidíme výsledek

(𝐴𝑢)𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑗 <
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗 = (𝐴𝑣)𝑖 .

�

Lemma 3.20. Je-li 𝜆 vlastní £íslo reálné matice 𝐴 °ádu 𝑛, pak je 𝜆 vlastní £íslo
také matice 𝐴𝑇 .

Důkaz: P°ipome¬me, ºe vlastní £ísla 𝐴 m·ºeme spo£ítat jako ko°eny charakter-
istického polynomu matice 𝐴, který budeme zna£it 𝒳𝐴 a je de�nován jako

𝒳𝐴(𝑥) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴− 𝑥𝐼𝑛).
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V²imneme si, ºe (𝐴 − 𝑥𝐼𝑛)𝑇 = 𝐴𝑇 − (𝑥𝐼𝑛)𝑇 = 𝐴𝑇 − 𝑥𝐼𝑛, protoºe 𝑥𝐼𝑛 je
symetrická matice. Také víme, ºe 𝑑𝑒𝑡(𝐵) = 𝑑𝑒𝑡(𝐵𝑇 ) pro libovolnou reálnou
£tvercovou matici 𝐵. Potom dostaneme

𝒳𝐴(𝑥) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴− 𝑥𝐼𝑛) = 𝑑𝑒𝑡((𝐴− 𝑥𝐼𝑛)𝑇 ) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑇 − 𝑥𝐼𝑛) = 𝒳𝐴𝑇 (𝑥).

Máme tedy rovnost charakteristických polynom· 𝐴 a 𝐴𝑇 . Z toho dostáváme,
ºe se v²echna vlastní £ísla 𝐴 a 𝐴𝑇 musí shodovat. �

Perronova věta 3.21. Nech´ 𝐴 je reálná kladná matice °ádu 𝑛. Pak platí
následující tvrzení.
1) Existuje reálné vlastní £íslo 𝜆1 matice 𝐴 takové, ºe 𝜆1 > 0.
2) Existuje vlastní vektor 𝜋 matice 𝐴 p°íslu²ný vlastnímu £íslu 𝜆1, pro který
platí 𝜋 > 0 a ‖𝜋‖1 = 1.
3) Pro kaºdé vlastní £íslo 𝜆 ̸= 𝜆1 matice 𝐴 platí |𝜆| < 𝜆1.
4) Algebraická násobnost vlastního £ísla 𝜆1 je 1.

Důkaz: Na úvod poznamenejme, ºe matice 𝐴 má alespo¬ jedno vlastní £íslo
r·zné od nuly. Kdyby tomu tak nebylo, tak pro vhodné pevné 𝑘 platí 𝐴𝑘 =
𝑇 (𝐽𝐴)𝑘𝑇−1 = 0, kde (𝐽𝐴)𝑘 je Jordan·v kanonický tvar matice 𝐴. To ale nem·ºe
platit, protoºe 𝐴 je kladná matice.

Dále budeme uvaºovat 𝜌(𝐴) = 1, kde 𝜌(𝐴) je spektrální polom¥r matice 𝐴.
Pokud by totiº 𝜌(𝐴) ̸= 1, tak budeme po£ítat s maticí 𝐴

′
= 𝐴

𝜌(𝐴)
, ta je rovn¥º

kladná a reálná a následn¥ pouºijeme lemma 3.18.

1), 2) Bu¤ 𝜆 vlastní £íslo matice 𝐴 takové, ºe |𝜆| = 1 a 0 ̸= 𝑣 vlastní
vektor p°íslu²ný 𝜆. Budeme chtít ukázat, ºe potom je 1 vlastní £íslo matice 𝐴 s
p°íslu²ným vlastním vektorem |𝑣|.

S vyuºitím trojúhelníkové nerovnosti vidíme, ºe platí |𝐴𝑣| ≤ |𝐴| |𝑣|. Pokud
si je²t¥ v²imneme, ºe platí |𝐴| = 𝐴, protoºe 𝐴 je kladná matice, dostáváme

1 |𝑣| = |𝜆| |𝑣| = |𝜆𝑣| = |𝐴𝑣| ≤ |𝐴| |𝑣| = 𝐴 |𝑣| .

Máme 1 |𝑣| ≤ 𝐴 |𝑣|, na²ím cílem bude ukázat rovnost a ud¥láme to sporem.
P°edpokládejme tedy |𝑣| < 𝐴 |𝑣|. P°enásobením obou stran nerovnice klad-

nou maticí 𝐴 dostaneme, ºe také 𝐴 |𝑣| < 𝐴 (𝐴 |𝑣|) dle pozorování 3.19. Máme
zde ostrou nerovnost, a proto existuje malé 𝜖 > 0 takové, ºe bude po°ád platit
𝐴 |𝑣| < 𝐴

1+𝜖
(𝐴 |𝑣|). Matice 𝐴

1+𝜖
je kladná, a proto po vynásobení obou stran

nerovnice touto maticí dostaneme op¥t 𝐴
1+𝜖

(𝐴 |𝑣|) < 𝐴
1+𝜖

(︀
𝐴
1+𝜖

(𝐴 |𝑣|)
)︀
. Takto

m·ºeme nerovnici maticí 𝐴
1+𝜖

p°enásobovat po°ád dál a dostaneme nakonec °et¥zec

𝐴 |𝑣| < 𝐴

1 + 𝜖
𝐴 |𝑣| <

(︂
𝐴

1 + 𝜖

)︂2

𝐴 |𝑣| <
(︂

𝐴

1 + 𝜖

)︂3

𝐴 |𝑣| < . . .

Uºitím lemma 3.18 vidíme, ºe 𝜌( 𝐴
1+𝜖

) = 1
1+𝜖

< 1 a z mocn¥ní Jordanových bun¥k
pak získáme

lim
𝑘→∞

(︂
𝐴

1 + 𝜖

)︂𝑘

= lim
𝑘→∞

𝑇 (𝐽 𝐴
1+𝜖

)𝑘𝑇−1 = 0 .

Z toho plyne, ºe 𝐴 |𝑣| < 0, ale z de�nice 𝐴 |𝑣| víme, ºe to není moºné.
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Do²li jsme tedy ke sporu a máme |𝑣| = 𝐴 |𝑣|. To znamená, ºe 1 je vlastní
£íslo matice 𝐴 s p°íslu²ným kladným vlastním vektorem |𝑣| = 𝜋. K tomu, aby
sou£et komponent vektoru 𝜋 byl roven jedné, sta£í tento vektor p°enásobit vhod-
nou konstantou.

3) Vezm¥me si n¥jaké vlastní £íslo 𝜆 matice 𝐴 pro které platí |𝜆| = 1 a jemu
p°íslu²ný vlastní vektor 𝑣 ̸= 0. Z d·kazu 1) a 2) uº víme, ºe |𝑣| = 𝐴 |𝑣|. Nejprve
ukáºeme, ºe 𝐴 má reálný vlastní vektor p°íslu²ný 𝜆 a ºe sloºky tohoto vektoru
mají stejné znaménko a nakonec, ºe nutn¥ 𝜆 = 1.

Nyní budeme po£ítat dv¥ma zp·soby, £emu se rovná 𝑘-tá sloºka vektoru 𝑣.

|𝑣𝑘| = (𝐴 |𝑣|)𝑘 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑘𝑗 |𝑣𝑗| =
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑎𝑘𝑗𝑣𝑗|

|𝑣𝑘| = |𝜆| |𝑣𝑘| = |𝜆𝑣𝑘| = |(𝜆𝑣)𝑘| = |(𝐴𝑣)𝑘| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑘𝑗𝑣𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Dostali jsme tedy
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑎𝑘𝑗𝑣𝑗| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑘𝑗𝑣𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

a z d·sledku 3.17 víme, ºe to nastane práv¥ tehdy, existují-li reálná 𝛼𝑗 > 0
t.º. 𝑎𝑘𝑗𝑣𝑗 = 𝛼𝑗𝑎𝑘1𝑣1. Z toho hned vidíme, ºe reálné i imaginární £ásti prvk·
𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 mají stejná znaménka a také, ºe

𝑣

𝑣1
∈ R𝑛 a ozna£íme 𝑣′′ =

𝑣

𝑣1
.

Díky tomu dostáváme 𝜆𝑣′′ = 𝐴𝑣′′, tedy 𝑣′′ je vlastním vektorem p°íslu²ným
vlastnímu £íslu 𝜆, a také 𝑣′′ ≤ 0, nebo 𝑣′′ ≥ 0.

Protoºe 𝑣 má alespo¬ jednu sloºku nenulovou a 𝐴 > 0, platí 𝐴 |𝑣| > 0
(pozorování 3.19). Z |𝑣| = 𝐴 |𝑣|, také vidíme, ºe platí |𝑣| > 0. Z toho dostáváme
také |𝑣′′| > 0 a dohromady tedy bu¤ 𝑣′′ > 0, nebo 𝑣′′ < 0.

Nyní de�nujme vektor 𝑣′ = |𝑣′′|. Takovýto vektor je ur£it¥ kladný a zárove¬
je to po°ád vlastní vektor matice 𝐴 p°íslu²ný 𝜆, protoºe je to bu¤ p°ímo vektor
𝑣′′, nebo vektor −𝑣′′. Hledaný výsledek uº dostaneme jednoduchým výpo£tem.

𝜆𝑣′ = 𝐴𝑣′ (𝑣′ je vlastní vektor p°íslu²ný 𝜆)
= |𝐴𝑣′| (𝐴 > 0 a 𝑣′ > 0)
= |𝜆𝑣′| (𝑣′ je vlastní vektor p°íslu²ný 𝜆)
= |𝜆|𝑣′ (|𝜆𝑣′𝑖| = |𝜆| |𝑣′𝑖| = |𝜆| 𝑣′𝑖, protoºe 𝑣′𝑖 > 0)
= 1𝑣′

Zjistili jsme, ºe 𝜆 = 1, tedy, ºe 1 je jediným vlastním £íslem na spektrálním
kruhu matice 𝐴. To znamená, ºe pro libovolné vlastní £íslo 𝜆

′
matice 𝐴 platí

|𝜆′ | < 1.

4) Jiº jsme dokázali, ºe pro libovolný nenulový vlastní vektor 𝑣 matice 𝐴
p°íslu²ný vlastnímu £íslu 1 platí, ºe v²echny jeho sloºky mají stejné znaménko.
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Bez újmy na obecnosti m·ºeme dále p°edpokládat 𝑣 > 0, nebo´ jinak bychom ho
p°enásobili −1.

Nejprve dokáºeme, ºe 𝑔𝑒𝑜(1) = 1 (geometrická násobnost). Vezmeme dva
vlastní vektory 𝑢 > 0 a 𝑣 > 0 matice 𝐴 p°íslu²né 1. Protoºe platí

𝐴 (𝑣1𝑢− 𝑢1𝑣) = 𝑣1𝐴𝑢− 𝑢1𝐴𝑣 = 𝑣11𝑢− 𝑢11𝑣 = 1 (𝑣1𝑢− 𝑢1𝑣) ,

je také vektor (𝑣1𝑢− 𝑢1𝑣) vlastním vektorem matice 𝐴. Tento vektor má první
sloºku rovnu nule, ale na za£átku této £ásti jsme jiº zmínili, ºe kaºdá jeho sloºka
musí mít stejné znaménko. Z toho plyne, ºe (𝑣1𝑢− 𝑢1𝑣) = 0, neboli 𝑣 =

(︁
𝑣1
𝑢1

)︁
𝑢.

Kaºdé dva vlastní vektory matice 𝐴 p°íslu²né 1 jsou lineárn¥ závislé. Dostáváme
tedy 𝑔𝑒𝑜(1) = 1.

Nyní p°ichází na °adu algebraická násobnost. Pro spor p°edpokládejme, ºe
𝑎𝑙𝑔(1) > 1. Vezm¥me vlastní vektor 𝑣 matice 𝐴 p°íslu²ný 1 a vektor 𝑢 takový,
ºe (𝐴− 1𝐼)𝑢 = 𝑣, neboli 𝐴𝑢 = 𝑢 + 𝑣 (tvo°í Jordan·v °etízek).

Podle lemmatu 3.20 víme, ºe 1 je nejv¥t²í vlastní £íslo také matice 𝐴𝑇 > 0,
takºe m·ºeme vzít její vlastní vektor 𝑤 > 0 p°íslu²ný 1. Nyní si na pomoc
vezmeme skalární sou£in a tém¥° okamºit¥ získáme výsledek.

(𝑤 · 𝑢) = (1𝑤 · 𝑢) =
(︀
𝐴𝑇𝑤 · 𝑢

)︀
=

(︀
𝐴𝑇𝑤

)︀𝑇
𝑢

= 𝑤𝑇𝐴𝑢 = (𝑤 ·𝐴𝑢) = (𝑤 · (𝑢 + 𝑣))

= (𝑤 · 𝑢) + (𝑤 · 𝑣)

Z toho plyne, ºe (𝑤 · 𝑣) = 0 coº je spor, nebo´ 𝑤 > 0 a 𝑣 > 0.
Dokázali jsme tedy, ºe algebraická násobnost vlastního £ísla 1 je 1, a tím jsme

zakon£ili i celý d·kaz Perronovy v¥ty. �

Google matice𝐺má podle d·sledku 3.5 v²echna vlastní £ísla men²í nebo rovné
1. Z p°edchozí v¥ty vidíme, ºe má vlastní £íslo 1 a v²echna ostatní vlastní £ísla
jsou v absolutní hodnot¥ ost°e men²í neº 1. Na tomto faktu je zaloºen samotný
výpo£et vektoru 𝜋, kterému budeme °íkat Perron·v vektor, a na²ím dal²ím cílem
bude ukázat, ºe práv¥ on ur£uje d·leºitosti stránek pro Google matici.

V této £ásti jsme vycházeli z kníºky Matrix Analysis and Applied Linear
Algebra (Meyer, 2001, kap. 8), kde se dá nalézt spoustu uºite£ných fakt· z
lineární algebry.

Na záv¥r této £ásti je²t¥ zformulujeme Perronovu - Frobeniovu v¥tu. Vyuºi-
jeme ji v dal²í kapitole, kde nebudeme pracovat pouze s kladnými maticemi. Její
d·kaz m·ºeme najít nap°íklad v knize Dynamical Systems (viz Sternberg, 2010,
kap. 9).

Perronova - Frobeniova věta 3.22. Nech´ 𝐴 je reálná nezáporná ireducibilní
matice °ádu 𝑛. Pak platí následující tvrzení.
1) Existuje reálné vlastní £íslo 𝜆1 matice 𝐴 takové, ºe 𝜆1 > 0.
2) Existuje vlastní vektor 𝜋 matice 𝐴 p°íslu²ný vlastnímu £íslu 𝜆1, pro který
platí 𝜋 > 0 a ‖𝜋‖1 = 1.
3) Pro kaºdé vlastní £íslo 𝜆 ̸= 𝜆1 matice 𝐴 platí |𝜆| ≤ 𝜆1.
4) Algebraická násobnost vlastního £ísla 𝜆1 je 1.
5) Pokud je navíc 𝐴 primitivní, tak pro kaºdé vlastní £íslo 𝜆 ̸= 𝜆1 matice 𝐴 platí
|𝜆| < 𝜆1.
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3.4 Výpočet vektoru popularity

Lemma 3.23. Nech´ 𝐴 > 0 je £tvercová matice °ádu 𝑛 taková, ºe sou£et prvk·
v kaºdém °ádku je 1 (°ádkov¥ stochastická). Pak vlastní vektor 𝑣 matice 𝐴
p°íslu²ný vlastnímu £íslu 1 vypadá jako 𝑒𝑐, kde 𝑐 > 0.

Důkaz: Matice 𝐴𝑇 je stochastická, a tak má vlastní £íslo 1. Podle d·sledku 3.5
je to nejv¥t²í (v absolutní hodnot¥) vlastní £íslo této matice a podle lemmatu
3.20 platí to samé pro matici 𝐴. Máme tedy 𝐴𝑣 = 𝑣, pro n¥jaký vektor 𝑣.
Nyní pouºijeme Perronovu v¥tu a dostaneme, ºe 𝑣 > 0. Podrobn¥j²í rozepsání
násobení nám dává

𝑣 = 𝐴𝑣 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11𝑣1 + 𝑎12𝑣2 + 𝑎13𝑣3 + . . . + 𝑎1𝑛𝑣𝑛
𝑎21𝑣1 + 𝑎22𝑣2 + 𝑎23𝑣3 + . . . + 𝑎2𝑛𝑣𝑛
𝑎31𝑣1 + 𝑎32𝑣2 + 𝑎33𝑣3 + . . . + 𝑎3𝑛𝑣𝑛

...
𝑎𝑛1𝑣1 + 𝑎𝑛2𝑣2 + 𝑎𝑛3𝑣3 + . . . + 𝑎𝑛𝑛𝑣𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Pokud by bylo 𝑣1 = 𝑣2 = . . . = 𝑣𝑛 = 𝑐, pro 𝑐 > 0, tak by rovnost platila, nebo´
𝐴 je °ádkov¥ stochastická. Z Perronovy v¥ty ale víme, ºe matice 𝐴 má aº na
násobky jediný vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu £íslu 1. Toto je tedy jediné
moºné °e²ení pro vektor 𝑣. �

Věta 3.24. Bu¤ 𝑃 p°echodová matice pro Markov·v °et¥zec taková, ºe 𝑃 > 0.
Bu¤ navíc 𝜋 její Perron·v vektor. Potom platí
1) lim𝑘→∞ 𝑃 𝑘 =

(︀
𝜋|𝜋| . . . |𝜋

)︀
,

2) lim𝑘→∞ 𝑝(𝑘) = 𝜋, pro libovolný po£áte£ní pravd¥podobnostní vektor 𝑝(0).

Důkaz: ad 1) Z Perronovy v¥ty a z toho, ºe matice 𝑃 je stochastická víme, ºe 1
jako vlastní £íslo matice 𝑃 má algebraickou násobnost 1. Z teorie o Jordanov¥
kanonickém tvaru víme, ºe existuje matice 𝑇 °ádu 𝑛 taková, ºe

𝑃 = 𝑇

(︂
1 0
0 𝐽

)︂
𝑇−1,

kde 𝐽 je v blokov¥ diagonálním tvaru tvo°ená Jordanovými bu¬kami. Navíc se v
prvním sloupci matice 𝑇 nachází n¥jaký vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu £íslu
1, coº je 𝜋. To m·ºeme vysv¥tlit tak, ºe s p°edchozí rovnicí je ekvivalentní zápis

𝑃𝑇 = 𝑇

(︂
1 0
0 𝐽

)︂
a kdyº porovnáme první sloupce matic na obou stranách, dostáváme 𝑃𝑇 ⋆1 =
𝑇 ⋆11, neboli 𝑃𝑇 ⋆1 = 1𝑇 ⋆1, kde 𝑇 ⋆1 zna£í první sloupec matice 𝑇 .

Kdyº si nyní vzpomeneme, jak se mocní Jordanova bu¬ka a v·bec celá matice
v Jordanov¥ kanonickém tvaru, uvidíme, ºe lim𝑘→∞ 𝐽𝑘 = 0, protoºe pro kaºdé
vlastní £íslo 𝜆 ̸= 1 matice 𝑃 platí |𝜆| < 1. Potom tedy dostáváme

lim
𝑘→∞

𝑃 𝑘 = lim
𝑘→∞

𝑇

(︂
1𝑘 0
0 𝐽𝑘

)︂
𝑇−1 = 𝑇

(︂
1 0
0 0

)︂
𝑇−1.
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Ozna£íme-li prvky matice 𝑇 𝑡𝑖𝑗 a prvky matice 𝑇−1 𝑡
′
𝑖𝑗, tak po roznásobení

dostáváme

lim
𝑘→∞

𝑃 𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑡11𝑡

′
11 𝑡11𝑡

′
12 𝑡11𝑡

′
13 . . . 𝑡11𝑡

′
1𝑛

𝑡21𝑡
′
11 𝑡21𝑡

′
12 𝑡21𝑡

′
13 . . . 𝑡21𝑡

′
1𝑛

𝑡31𝑡
′
11 𝑡31𝑡

′
12 𝑡31𝑡

′
13 . . . 𝑡31𝑡

′
1𝑛

...
...

... . . . ...
𝑡𝑛1𝑡

′
11 𝑡𝑛1𝑡

′
12 𝑡𝑛1𝑡

′
13 . . . 𝑡𝑛1𝑡

′
1𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Nyní se blíºe podívejme vektor
(︀
𝑡11 𝑡21 𝑡31 . . . 𝑡𝑛1

)︀𝑇 , coº je první sloupec
matice 𝑇 , tedy 𝜋, a vektor

(︀
𝑡
′
11 𝑡

′
12 𝑡

′
13 . . . 𝑡

′
1𝑛

)︀𝑇
, coº je první °ádek matice

𝑇−1. První °ádek matice 𝑇−1 je vlastním vektorem matice 𝑃 𝑇 p°íslu²ný vlast-
nímu £íslu 1. To proto, ºe

𝑃 𝑇 = (𝑇−1)𝑇
(︂

1 0
0 𝐽𝑇

)︂
𝑇 𝑇 .

Z lemma 3.23 víme, ºe tento vektor vypadá jako 𝑒𝑐. Zbývá nám tedy ur£it
konstantu 𝑐.

Z rovnosti 𝑇−1𝑇 = 𝐼𝑛 dostáváme 𝑡11𝑡
′
11 + 𝑡21𝑡

′
12 + 𝑡31𝑡

′
13 + . . . + 𝑡𝑛1𝑡

′
1𝑛 = 1.

Víme, ºe 𝑡𝑖1 > 0, pro v²echna 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 a také, ºe 𝑡
′
1𝑖 = 𝑐 > 0, pro v²echna

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Dostáváme tedy 1 = (𝑡11 + 𝑡21 + 𝑡31 + . . . + 𝑡𝑛1)𝑐 = 1𝑐 = 𝑐.
Pokud nyní ozna£íme 𝜋 = (𝜋1, 𝜋2, . . . , 𝜋𝑛), tak ve výsledku dostáváme

lim
𝑘→∞

𝑃 𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜋1 𝜋1 . . . 𝜋1

𝜋2 𝜋2 . . . 𝜋2
...

... . . . ...
𝜋𝑛 𝜋𝑛 . . . 𝜋𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =
(︀
𝜋|𝜋| . . . |𝜋

)︀
.

ad 2) Plyne z 1) a tvrzení 3.9. Nejprve si v²imn¥me, ºe lim𝑘→∞𝑃 𝑘 =(︀
𝜋|𝜋| . . . |𝜋

)︀
= 𝜋𝑒. Protoºe pro kaºdý pravd¥podobnostní vektor platí 𝑒𝑝(0) =

1, m·ºeme psát

lim
𝑘→∞

𝑝(𝑘) = lim
𝑘→∞

𝑃 𝑘𝑝(𝑜) = 𝜋𝑒𝑝(0) = 𝜋 .

�

Tvrzení, která jsme uvedli, platí pro Google matici 𝐺, kterou zkoumáme.
M·ºeme tedy kone£n¥ uvést výsledek, ke kterému jsme sm¥°ovali.

Uº d°íve jsme nastínili, ºe d·leºitost stránek získáme sou£tem pravd¥podob-
nostních vektor·. Kdyº nyní víme, ºe tyto vektory konvergují k Perronovu
vektoru, bude k n¥mu také konvergovat sou£et

∑︀𝑚
𝑘=1

𝑝(𝑘)
𝑚

. Vyd¥lení £íslem 𝑚
nám nezm¥ní pom¥ry mezi jednotlivými sloºkami, a tedy nám vyd¥lení £íslem 𝑚
nezm¥ní ani po°adí stránek. Ve výsledku m·ºeme °íci, ºe se°azení stránek podle
d·leºitosti m·ºeme provést pomocí vektoru 𝜋.

Jak v sou£asné dob¥ Google fakticky po£ítá Perron·v vektor, není známo. My
si zde pouze v p°íkladu nazna£íme jednu z metod, které jsou pro po£ítání vlast-
ního vektoru tak velké matice v·bec moºné. Anglicky se jí °íká Power method, a
jak nazna£uje název, trik je v umoc¬ování dané matice.
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Příklad: M¥jme Google matici 𝐺 a pro zjednodu²ení p°edpokládejme, ºe je di-
agonalizovatelná. Víme, ºe má vlastní £íslo 1 a ostatní jsou v absolutní hodnot¥
men²í. Ozna£me je a se°a¤me je podle velikosti takto 1 > |𝜆2| ≥ |𝜆3| ≥ . . . ≥ |𝜆𝑛|.
T¥mto vlastním £ísl·m odpovídají vektory 𝜋,𝑣2,𝑣3, . . . ,𝑣𝑛, které tvo°í bázi C𝑛.

Nyní zvolíme libovolný vektor 𝑝 a vyjád°íme ho jako 𝑝 = 𝑎1𝜋 + 𝑎2𝑣2 + . . . +
𝑎𝑛𝑣𝑛. Kone£n¥ p°ichází na °adu slibované umoc¬ování maticí 𝐺.

𝐺𝑝 = 𝑎1𝐺𝜋 + 𝑎2𝐺𝑣2 + . . . + 𝑎𝑛𝐺𝑣𝑛

= 𝑎1𝜋 + 𝑎2𝜆2𝑣2 + . . . + 𝑎𝑛𝜆𝑛𝑣𝑛

Pokud výsledek znovu p°enásobíme maticí 𝐺, dostaneme

𝐺2𝑝 = 𝑎1𝐺𝜋 + 𝑎2𝜆2𝐺𝑣2 + . . . + 𝑎𝑛𝜆𝑛𝐺𝑣𝑛

= 𝑎1𝜋 + 𝑎2𝜆
2
2𝑣2 + . . . + 𝑎𝑛𝜆

2
𝑛𝑣𝑛 .

Vidíme, jak mocn¥ní bude pokra£ovat dál, a proto napí²eme obecný vzore£ek

𝐺𝑘𝑝 = 𝑎1𝜋 + 𝑎2𝜆
𝑘
2𝑣2 + . . . + 𝑎𝑛𝜆

𝑘
𝑛𝑣𝑛 .

Uv¥domme si, jak velká jsou £ísla 𝜆𝑖, je to 1 > |𝜆𝑖| pro v²echna 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑛.
Ur£it¥ tedy platí lim𝑘→∞ 𝜆𝑘

𝑖 = 0. Z toho také hned dostáváme lim𝑘→∞𝐺𝑘𝑝 = 𝑎1𝜋
Opakovaným mocn¥ním jsme se dostali aº k Perronovu vektoru. Otázkou

z·stává, kolik iterací musíme ud¥lat, abychom dostali "dost p°esný" výsledek.
Odpov¥¤ záleºí na velikosti vlastního £ísla 𝜆2, protoºe ostatní vlastní £ísla, krom¥
1, konvergují k nule stejn¥ rychle nebo je²t¥ rychleji neº 𝜆2.

Ukázalo se, ºe hodnotu druhého nejv¥t²ího vlastního £ísla m·ºeme ovlivnit
r·znou volbou koe�cientu 𝛼 p°i sestavování matice 𝐺 z matice 𝑆. Pro skute£nou
Google matici se uvádí 𝛼 = 0, 85 a pro takovouto hodnotu je pot°eba pouze asi
50 iterací.

Příklad: V p°ede²lém p°íkladu jsme si ukázali ideu výpo£tu Perronova vektoru.
Nyní si op¥t vezmeme Google matici 𝐺, ale nebudeme na ni klást ºádné dal²í
nároky. Tato matice s nejv¥t²í pravd¥podobností diagonalizovatelná nebude, a
proto nebudeme mít k dispozici bázi sloºenou z vlastních vektor·. Na²t¥stí zde ale
zafunguje báze, která vznikne spojením Jordanových °etízk· p°íslu²ných vlastním
£ísl·m matice 𝐺.

Podobn¥ jako v p°ede²lém p°íkladu se°adíme vlastní £ísla matice, to znamená
1 > |𝜆2| ≥ |𝜆3| ≥ . . . ≥ |𝜆𝑚|, kde 𝑚 ≤ 𝑛. Dále ozna£íme vektory zmín¥né báze
prostoru C𝑛 jako 𝜋,𝑣2,𝑣3, . . . ,𝑣𝑛 tak, ºe pokud je vektor 𝑣𝑖 sou£ástí Jordanova
°etízku p°íslu²ného vlastnímu £íslu 𝜆𝑗 a zárove¬ to není jeho po£átek, tak platí
𝐺𝑣𝑖 = 𝑣𝑖−1 + 𝜆𝑗𝑣𝑖.

Nyní op¥t zvolíme libovolný po£áte£ní vektor 𝑝, vyjád°íme ho pomocí vektor·
dané báze jako 𝑝 = 𝑎1𝜋 + 𝑎2𝑣2 + . . . + 𝑎𝑛𝑣𝑛 a budeme chtít v¥d¥t, co se stane,
kdyº ho budeme stále p°enásobovat maticí 𝐺.

Pokud bude 𝑣𝑖 vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu £íslu 𝜆𝑗, pak dostaneme jako
v p°edchozím p°íkladu 𝐺𝑘𝑣𝑖 = 𝜆𝑘

𝑗𝑣𝑖. Pokud ov²em bude 𝑣𝑖 sou£ástí Jordanova
°etízku p°íslu²ného vlastnímu £íslu 𝜆𝑗 a nebude to vlastní £íslo, tak dostaneme
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následující.

𝐺𝑣𝑖 = 𝑣𝑖−1 + 𝜆𝑗𝑣𝑖

𝐺2𝑣𝑖 = 𝑣𝑖−2 + 2𝜆𝑗𝑣𝑖−1 + 𝜆2
𝑗𝑣𝑖

...

𝐺𝑘𝑣𝑖 = 𝑥
(𝑘)
𝑙 𝜆𝑘−𝑙

𝑗 𝑣𝑖−𝑙 + 𝑥
(𝑘)
𝑙−1𝜆

𝑘−(𝑙−1)
𝑗 𝑣𝑖−(𝑙−1) + . . . + 𝑥

(𝑘)
1 𝜆𝑘−1

𝑗 𝑣𝑖−1 + 𝑥
(𝑘)
0 𝜆𝑘

𝑗𝑣𝑖

Vektor 𝑣𝑖−𝑙 uº je vlastním vektorem p°íslu²ný vlastnímu £íslu 𝜆𝑗. Jednoduchým
rozepsáním bychom také zjistili, ºe 𝑥

(𝑘)
𝑗 = 𝑥

(𝑘−1)
𝑗 + 𝑥

(𝑘−1)
𝑗−1 , a proto konvergence

𝐺𝑘𝑣𝑖 bude záleºet na hodnot¥ 𝜆𝑗.
Uv¥domme si, ºe 1 > |𝜆2| ≥ |𝜆3| ≥ . . . ≥ |𝜆𝑚|, takºe lim𝑘→∞ 𝜆𝑘

𝑗 = 0. Ihned
uº dostáváme výsledek jako v minulém p°íkladu

lim
𝑘→∞

𝐺𝑘𝑝 = 𝜋.
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4 Aplikace na Synot ligu

4.1 První ohodnocení

P°i £tení toho, jakým zp·sobem Google ohodnocuje stránky podle d·leºitosti,
musí £lov¥ka napadnout, jestli by takovýto zp·sob ²el vyuºít i jinde. Odpov¥¤ je
z°ejmá, ano ²el. Co nás pravd¥podobn¥ napadne jako první, je pouºití ohodno-
cování ve sportu, a sice tam, kde spolu soupe°í dva celky, nebo dva jednotlivci.
My si podrobn¥ ukáºeme aplikaci PageRanku na první £eskou fotbalovou ligu
(Synot ligu).

Na²ím prvním úkolem bude sestrojit n¥jaký graf, který bude ilustrovat vzá-
jemné po£ínání jednotlivých tým·. Ihned nás napadne jak na to, totiº pokud tým
A prohraje s týmem B, tak z vrcholu A povede hrana do vrcholu B. Kdyº spolu
týmy remizují, tak povedeme hranu ob¥ma sm¥ry. Následn¥ sestrojíme matici
𝐻 stejn¥ jako tomu bylo v p°ípad¥ internetu. Ozna£íme-li 𝑙 po£et hran, které
odcházejí z vrcholu A, pak v matici 𝐻 , ve sloupci odpovídajícímu vrcholu A bude
hodnota 1/𝑙 na pozici, která odpovídá odchozí hran¥ a 0 na pozici t¥ch vrchol·,
do kterých z A hrana nevede.

Uv¥domme si, ºe kaºdé dva týmy proti sob¥ v jedné sezon¥ nastoupí dvakrát
- v podzimní £ásti a v jarní £ásti. My se nejprve zam¥°íme pouze na výsledky z
prob¥hlé podzimní £ásti sezony 2014/2015 a uvidíme, jestli se na²e ohodnocení
bude shodovat s výsledky tabulky po podzimní £ásti. V²echny výsledky, které
zde budeme uvád¥t, m·ºeme najít na www.synotliga.cz (viz LFA a kol., 2015).
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Bohemians 0:0 3:0 1:1 1:2 2:4 2:0 1:2
Brno 2:2 3:0 1:0 2:3 1:0 0:1 1:3 1:1
Bud¥jovice 1:1 2:1 1:0 0:4 0:3 1:1 2:2
Dukla 0:1 1:1 3:1 4:1 0:0 0:0 2:2 1:0
Hradec K. 2:3 2:4 0:2 0:3 0:0 0:0 2:0 0:0
Jablonec 2:0 0:0 6:0 2:0 1:0 1:1 4:2
Jihlava 1:2 2:0 0:0 0:1 2:1 0:1 1:0
Liberec 0:0 0:1 2:2 0:0 6:0 1:1 0:0 2:2
Mladá B. 1:0 5:1 0:1 0:3 4:1 2:1 2:0 3:0
Ostrava 1:0 1:0 2:1 1:2 0:0 1:0 1:1
Plze¬ 2:1 2:1 4:0 3:1 2:0 2:0 1:0
P°íbram 2:3 1:0 1:4 3:1 2:2 0:1 1:1
Slavia 1:3 1:1 1:1 4:1 3:1 1:0 3:2 0:2
Slovácko 4:1 5:1 2:0 1:2 0:1 4:1 1:2 0:2
Sparta 4:0 3:1 2:0 3:0 1:0 1:0 0:1
Teplice 4:1 4:0 1:0 2:3 2:2 2:1 4:0 0:0

Tabulka 1: k°íºová tabulka Synot ligy 2014/2015 po podzimní £ásti

Z uvedené tabulky budeme vycházet a jen pro po°ádek uve¤me, ºe domácí
zápasy nap°íklad Plzn¥ jsou uvedeny v °ádku ozna£eném Plze¬ a venkovní zá-
pasy jsou ve sloupci ozna£eném Plze¬. V grafu vedou z vrcholu Plze¬ celkem
4 hrany a to do vrchol· Jihlava, Liberec, P°íbram, Slavia. Tyto týmy s Plzní
totiº remizovali, nebo nad ní dokonce vyhráli. Z ostatních vrchol· vede naopak
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hrana sm¥rem do vrcholu Plze¬ a stejn¥ tak z vrchol· Liberec a P°íbram kv·li
zmi¬ované remíze.

Nyní sestrojíme matici 𝐻 zp·sobem, jaký jsme popsali vý²e. Bude vypadat
následovn¥.
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Vidíme, ºe ºádný sloupec této matice není nulový, neprovedeme tedy ºádnou
modi�kaci, a proto 𝑆 = 𝐻 . Nyní by byl je²t¥ na °ad¥ p°echod k matici 𝐺,
ale to nebude nutné, protoºe 𝑆 je ireducibilní a z Perronovy - Frobeniovy v¥ty
dostaneme existenci Perronova vektoru. To, ºe je tato matice ireducibilní, je
jednodu²e vid¥t z odpovídajícího grafu za pomoci tvrzení 3.13. Pro odli²ení
budeme tuto matici ozna£ovat 𝐹 , jako fotbalová matice.

V tabulce 2 uvádíme vypo£ítaný Perron·v vektor 𝜋, po°adí, které nám tento
vektor dává, po°adí dle ligové tabulky a rozdíl mezi ob¥ma po°adími.

Vidíme, ºe n¥jaké týmy své po°adí nezm¥nily v·bec, nebo jen o jednu nebo
dv¥ pozice. To by pro nás bylo dosta£ující. Bohuºel jsou ale i takové týmy, které
se posunuly o °adu pozic (Liberec o 12, Mladá Boleslav o 9) a to nás rozhodn¥
neuspokojí.

Je nám jasné, ºe Liberec nem·ºe být druhý nejlep²í tým, kdyº vyhrál pouze
dvakrát. Jeho dobré umíst¥ní je pravd¥podobn¥ zp·sobeno velkým po£tem remíz.
Podle na²eho modelu má totiº remíza podobnou váhu jako výhra. Kdyº tedy
Liberec remizoval s Plzní, posunulo ho to v ºeb°í£ku vysoko.

Na druhé stran¥ Mladá Boleslav v po°adí velice klesla navzdory tomu, ºe má
na kont¥ celkem 7 vít¥zství. Kdybychom po£ítali i remízy, je to dohromady 9,
ale Liberec m¥l dohromady 11, je tedy jasn¥ vid¥t, ºe s tímto problémem musíme
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n¥co ud¥lat.

tým vektor 𝜋
po°adí dle

𝜋
ligové
po°adí

rozdíl

Bohemians 0,0380212 15 11 -4
Brno 0,0447810 14 13 -1
Bud¥jovice 0,0591406 11 15 4
Dukla 0,0685389 7 7 0
Hradec K. 0,0359422 16 16 0
Jablonec 0,0731057 5 3 -2
Jihlava 0,0622501 9 10 1
Liberec 0,0785199 2 14 12
Mladá B. 0,0485277 13 4 -9
Ostrava 0,0605678 10 6 -4
Plze¬ 0,0924503 1 1 0
P°íbram 0,0636706 8 12 4
Slavia 0,0758742 3 8 5
Slovácko 0,0523298 12 9 -3
Sparta 0,0741432 4 2 -2
Teplice 0,0721369 6 5 -1

Tabulka 2: po£áte£ní ohodnocení dle matice 𝐹

4.2 Úpravy fotbalové matice

Podobn¥ jako Page a Brin modi�kovali matici pro webové stránky, tak také
my budeme modi�kovat vý²e zmín¥nou matici 𝐹 , abychom dostali v¥rohodn¥j²í
výsledky. Jeden z problém· byl, ºe jsme remízu n¥jakých tým· povaºovali za
výhru kaºdého z nich. Zkusíme tedy remízám dát men²í váhu. Ihned se nabízí
následující °e²ení.

Úpravu budeme p°edvád¥t op¥t na Plzni. Ta má na kont¥ 2 remízy a 2 prohry.
Za kaºdou prohru ud¥láme Plzni 2 £árky a za kaºdou remízu 1 £árku. Dohromady
tedy bude mít 6 £árek. Na pozici odpovídající proh°e s daným týmem tedy nyní
bude hodnota 2/6 a na pozici odpovídající remíze bude 1/6. Tím jsme docílili
toho, ºe remíza nad Plzní má oproti výh°e polovi£ní váhu. V ligovém bodování
má sice váhu t°etinovou, ale podle mého názoru si zaslouºí trochu v¥t²í.

Takto upravíme celou matici 𝐹 a dostaneme matici 𝐹 2, kterou zde nebudeme
explicitn¥ uvád¥t, nebo´ si jí jist¥ dokáºeme p°edstavit. Co ale m·ºeme ud¥lat, je,
ºe spo£ítáme Perron·v vektor 𝜋2 této matice. Po úprav¥ je totiº stále ireducibilní
ze stejného d·vodu jako matice 𝐹 . Op¥t dostaneme po°adí tým· podle vektoru
𝜋2, a tak m·ºeme znovu uvést tabulku, nyní pro 𝐹 2 (tabulka 3).

Vidíme, ºe podle vektoru 𝜋2 uº Liberec neposko£il o 12 p°í£ek, ale jen o 5.
Jediný tým, který nás je²t¥ neuspokojuje je Mladá Boleslav. Z£ásti je to tím, ºe
Mladá Boleslav vyhrává nad slab²ími soupe°i, ale se siln¥j²ími, jako jsou Plze¬
nebo Sparta, vºdy prohraje. Pokles v ºeb°í£ku je tedy oprávn¥ný. S tím souvisí
i druhá v¥c, kterou popí²eme na p°íkladu.

Dejme tomu, ºe proti sob¥ má nastoupit Plze¬ a Slavie. Kaºdý tým vsadí
na svojí výhru 500 korun. Zápas vyhraje Slavie a po právu jí tedy náleºí celá
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tým vektor 𝜋2
po°adí dle

𝜋2

ligové
po°adí

rozdíl

Bohemians 0,0427721 14 11 -3
Brno 0,0396257 15 13 -2
Bud¥jovice 0,0475641 13 15 2
Dukla 0,0673444 6 7 1
Hradec K. 0,0252078 16 16 0
Jablonec 0,0777956 4 3 -1
Jihlava 0,0731361 5 10 5
Liberec 0,0584954 9 14 5
Mladá B. 0,0536700 11 4 -7
Ostrava 0,0635501 7 6 -1
Plze¬ 0,1106770 1 1 0
P°íbram 0,0553685 10 12 2
Slavia 0,0836341 3 8 5
Slovácko 0,0500879 12 9 -3
Sparta 0,0889490 2 2 0
Teplice 0,0621216 8 5 -3

Tabulka 3: ohodnocení dle matice 𝐹 2

výhra 1000 korun. Podívejme se, co to znamená v matici 𝐹 2. Z pohledu Plzn¥
je v²e v po°ádku. Ve sloupci Plzn¥ je na odpovídající pozici hodnota 2/6 - to
odpovídá dv¥ma p¥tistovkám. Kdyº se ale koukneme na sloupec Slavie, zjistíme,
ºe Slavie svou výhru vlastn¥ nedostala - tisícovka m¥la p°ipadnout jí, ale na pozici
odpovídající Slavii je nula.

Zkusíme je²t¥ ud¥lat jednu modi�kaci matice. Kaºdý tým hraje 15 zápas· a
do kaºdého zápasu vloºí dva týmy sv·j díl (pomyslných 500 korun). Za kaºdý
zápas se tedy rozd¥lí 2 díly a za v²echny zápasy jednoho týmu se rozd¥lí 30 díl·.
Vezm¥me si op¥t na pomoc Plze¬. Na pozici, která odpovídá Slavii, bude hodnota
2/30 (Plze¬ prohrála). Na pozici, která odpovídá Liberci, bude 1/30 (remíza) a
Plze¬ si p°i£te také 1/30. Na pozicích tým·, nad kterými Plze¬ zvít¥zila, budou
nuly, ale za kaºdý si Plze¬ p°i£te 2/30. Tuto matici ozna£íme 𝐹 3 a rad¥ji si jí
p°ímo napí²eme.
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Z konstrukce této matice je jasné, ºe z·stane ireducibilní. Najdeme tedy její
Perron·v vektor 𝜋3, z n¥ho získáme nové po°adí tým· a porovnáme ho s ligovým
po°adím.

tým vektor 𝜋3
po°adí dle

𝜋3

ligové
po°adí

rozdíl

Bohemians 0,0274478 14 11 -3
Brno 0,0254287 15 13 -2
Bud¥jovice 0,0305229 13 15 2
Dukla 0,0518597 5 7 2
Hradec K. 0,0126598 16 16 0
Jablonec 0,1283740 3 3 0
Jihlava 0,0496938 7 10 3
Liberec 0,0397459 10 14 4
Mladá B. 0,0442815 9 4 -5
Ostrava 0,0489378 8 6 -2
Plze¬ 0,2130720 1 1 0
P°íbram 0,0355312 11 12 1
Slavia 0,0603786 4 8 4
Slovácko 0,0340332 12 9 -3
Sparta 0,1467780 2 2 0
Teplice 0,0512547 6 5 -1

Tabulka 4: ohodnocení dle matice 𝐹 3
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Nyní se pokusíme vysv¥tlit posuny n¥kterých tým· oproti ligovému po°adí
v tabulce 4. Nejprve se podívejme na Mladou Boleslav. Ta si pohor²ila o p¥t
p°í£ek, ale jak uº jsme °ekli, je to zp·sobeno tím, ºe sice vyhrává se slabými
soupe°i, ale není schopná porazit kvalitn¥j²í muºstva. Posunu Liberce jsme se
jiº také v¥novali. �ekli jsme, ºe remízám budeme dávat v¥t²í váhu, neº mají v
ligovém bodování a Liberec to jen dokazuje.

Co se Slavie tý£e, její posun o 4 p°í£ky sm¥rem nahoru je zp·soben tím,
ºe vyhrála nad Plzní a tím získala pomyslné bodíky navíc. Plze¬ porazila také
Jihlava, ale její posun není tak patrný. To si m·ºeme vysv¥tlit tím, ºe nap°íklad
P°íbram se v po°adí dostala p°ed ní, protoºe s Plzní remizovala a navíc nad
samotnou Jihlavou vyhrála.

Ukázali jsme si, ºe posuny v po°adí jsou opodstatn¥né. Nyní záleºí pouze na
nás, jaké hodnocení nám více vyhovuje. Ohodnocování týmu pomocí algoritmu
PageRank má oproti klasickému bodování výhodu v tom, ºe vít¥zství nad silným
soupe°em má v¥t²í váhu neº nad slab²ím.

Liga se ale nevyhrává pouze podzimní £ástí. Pokud bychom znali v²echny
výsledky i z jarní £ásti, m·ºeme stejným zp·sobem ur£it matici 𝐹

′

3 pro jarní
£ást. Následn¥ bychom ob¥ matice slou£ili takto 1

2
𝐹 3 + 1

2
𝐹

′

3. Pro matici, kterou
bychom získali, bychom vypo£etli Perron·v vektor a dostali bychom po°adí tým·.

V tento okamºik ale známe pouze výsledky do 20. kola, to znamená pouhých
5 zápas· z jarní £ásti. K°íºovou tabulku zde uvád¥t nebudeme, ale uvedeme rov-
nou matici 𝐹

′

3, která z této tabulky vznikne stejným zp·sobem, jako vznikla 𝐹 3.
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Na první pohled vidíme, ºe tato matice je reducibilní. M·ºeme to nahlédnout
i tak, ºe v na²em grafu této matice nevede z vrcholu Plze¬ ani jedna hrana do
jiných vrchol·. Pokud bychom nyní spo£ítali vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu
£íslu 1, dostali bychom vektor 𝑒𝑖, kde 𝑖 odpovídá pozici Plzn¥.

Na °adu by mohla p°ijít úprava s p°i£tením matice 1
16
𝑒𝑒𝑇 , my ale zkusíme

jinou úpravu. Ve sloupci odpovídajícímu Plzni nahradíme 1 (= 30
30
) hodnotou 29

30

a zbylou 1
30

rozd¥líme rovnom¥rn¥ mezi ostatní týmy. Na pozici, kde p°edtím byla
0, bude tedy nyní hodnota 1

450
. Plzni takto sice nepatrn¥ ublíºíme, ale odpovídá

to zhruba jedné remíze, coº Plze¬ bezpe£n¥ udrºí na první pozici.
Vzniklou matici ozna£íme 𝐹

′

4 a m·ºeme i p°ezna£it matici z podzimní £ásti
jako 𝐹 4, která se ale od matice 𝐹 3 nebude v·bec li²it.

Nyní vyvstává je²t¥ jedna otázka, a sice jakým zp·sobem spojit vý²e zmín¥né
matice. M·ºeme to ud¥lat tak, jak uº jsme navrhli, to znamená 1

2
𝐹 4 + 1

2
𝐹

′

4.
Ur£íme její Perron·v vektor 𝜋4 a pomocí n¥j ur£íme po°adí tým·.

Zmín¥ný zp·sob dává stejnou váhu podzimní i jarní £ásti, a proto zkusíme
váhu rozd¥lit podle odehraných kol. Zatím bylo odehráno 15 kol v podzimní £ásti
a 5 kol v jarní £ásti. Zmín¥né matice tedy m·ºeme se£íst následovn¥ 15

20
𝐹 4 + 5

20
𝐹

′

4

a její Perron·v vektor ozna£íme 𝜋5.
Poslední tabulka (tabulka 5), kterou zde uvedeme, bude obsahovat vektory 𝜋4

a 𝜋5, po°adí dané t¥mito vektory, po°adí dle ligy po 20. kole a rozdíl po°adí dle
𝜋 oproti ligovému po°adí, jako jsme uvád¥li d°íve.

tým vektor 𝜋4 vektor 𝜋5
po°adí
𝜋4

po°adí
𝜋5

ligové
po°adí

rozdíl
𝜋4

rozdíl
𝜋5

Bohemians 0,0247658 0,0262892 15 15 13 -2 -2
Brno 0,0281786 0,0265399 13 14 11 -2 -3
Bud¥jovice 0,0253164 0,0283478 14 13 15 1 2
Dukla 0,0446738 0,0491986 9 7 6 -3 -1
Hradec K. 0,0194767 0,0150512 16 16 14 -2 -2
Jablonec 0,1101040 0,1203930 3 3 3 0 0
Jihlava 0,0471145 0,0490945 8 8 12 4 4
Liberec 0,0291844 0,0352380 12 11 16 4 5
Mladá B. 0,0523351 0,0476097 5 9 4 -1 -5
Ostrava 0,0501004 0,0495318 6 6 9 3 3
Plze¬ 0,2357140 0,2223010 1 1 1 0 0
P°íbram 0,0400485 0,0373876 10 10 8 -2 -2
Slavia 0,0571287 0,0593343 4 4 10 6 6
Slovácko 0,0301583 0,0324313 11 12 7 -4 -5
Sparta 0,1572920 0,1510060 2 2 2 0 0
Teplice 0,0484094 0,0502460 7 5 5 -2 0

Tabulka 5: ohodnocení dle matic (1
2
𝐹 4 + 1

2
𝐹

′

4) a (15
20
𝐹 4 + 5

20
𝐹

′

4)

Ukázali jsme si alternativní hodnocení fotbalové ligy, které má od ligového
hodnocení odli²né n¥které parametry jako nap°íklad, ºe remíze dává oproti výh°e
polovi£ní váhu. V ligovém hodnocení je to t°etinová váha. Posuny tým· jsme si
vysv¥tlili a podle mého názoru jsou opodstatn¥né. Toto ale není jediný zp·sob
ohodnocení, který m·ºeme vytvo°it.
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4.3 Možnost jiného ohodnocení

V této sekci si je²t¥ ukáºeme, jak vytvo°it fotbalovou matici, aby více odpoví-
dala skute£ným ligovým výsledk·m. V tabulce 5 jsme si v²imli, ºe se Slavie
posunula oproti ligovému po°adí dokonce o ²est p°í£ek. Zkusíme tedy vytvo°it
matici 𝐹 6 jiným zp·sobem neº d°íve.

Zatím jsme se vºdy snaºili drºet fotbalovou matici stochastickou a to nás nepa-
trn¥ omezovalo. Z Perronovy - Frobeniovy v¥ty víme, ºe pokud matici udrºíme
nezápornou a ireducibilní, tak budeme mít po°ád k dispozici Perron·v vektor.
Podle tohoto vektoru op¥t zkusíme se°adit týmy a uvidíme, co nám vyjde.

Matici 𝐹 6 tedy sestrojíme následujícím zp·sobem. Do matice budeme zapiso-
vat p°ímo body, které jednotlivé týmy získaly. Ve sloupci odpovídajímu nap°íklad
Plzni zapí²eme 0 na pozici odpovídající týmu, nad kterým Plze¬ zvít¥zila, 1 na
pozici odpovídající týmu, se kterým remizovala a 3 na pozici odpovídající týmu, se
kterým prohrála. Pokud spolu týmy sehrály více zápas·, tak jednotlivé výsledky
jednodu²e se£teme.

V na²em p°ípad¥ získáme jist¥ ireducibilní matici, nebo´ v podzimní £ásti
sout¥ºe uº hrál kaºdý tým s kaºdým, a proto bude graf této matice siln¥ sou-
vislý. Spo£teme tedy vektor 𝜋6 a podobn¥ jako v p°edchozí sekci jej porovnáme
s ligovým po°adím.

tým vektor 𝜋6
po°adí dle

𝜋6

ligové
po°adí

rozdíl

Bohemians 0,0460106 13 13 0
Brno 0,0470046 12 11 -1
Bud¥jovice 0,0422385 14 15 1
Dukla 0,0591685 8 6 -2
Hradec K. 0,0382386 16 14 -2
Jablonec 0,0900784 3 3 0
Jihlava 0,0565120 9 12 3
Liberec 0,0383252 15 16 1
Mladá B. 0,0705605 4 4 0
Ostrava 0,0609948 5 9 4
Plze¬ 0,1213230 1 1 0
P°íbram 0,0554022 10 8 -2
Slavia 0,0592607 7 10 3
Slovácko 0,0519274 11 7 -4
Sparta 0,1026420 2 2 0
Teplice 0,0603125 6 5 -1

Tabulka 6: ohodnocení dle matice 𝐹 6

Z tabulky £íslo 6 vidíme, ºe p°i takovémto ohodnocení stránek je maximální
posun týmu o 4 p°í£ky oproti ligovému po°adí. Toto hodnocení tedy opravdu více
odpovídá skute£nosti.
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Na konec kapitoly je²t¥ m·ºeme zmínit fakt, ºe takto by ²ly porovnat týmy z
celé Evropy. D·leºité spojení nám zajistí nap°íklad Liga mistr· nebo Evropská
liga. Podobn¥ jako v jarní £ásti Synot ligy, kde spolu v²echny týmy nehrály a
stejn¥ jsme je dokázali ohodnotit, bychom mohli porovnat evropské týmy.
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5 Dodatečná pozorování

D°íve uº jsme si v²imli, ºe pokud se v matici 𝐻 objevil n¥jaký nulový sloupec,
to odpovídá tomu, ºe z n¥jaké stránky nevede ºádný odkaz, tak vektor popularity
konvergoval k nulovému vektoru. Takovému jevu jsme °íkali ztrácení d·leºitosti.
Naopak, pokud byla matice 𝐻 stochastická, tj. z kaºdé stránky vedl alespo¬
jeden odkaz, tak se ºádná d·leºitost neztrácela (viz lemma 3.11). V této sekci se
budeme zabývat obdobnými jevy a jejich dopadem na matice 𝐻 , 𝑆 a také 𝐺.

Na vrcholech (stránkách) zavedeme relaci ekvivalence následovn¥. Vrchol 𝑆1

je v relaci s vrcholem 𝑆2, pokud z 𝑆1 vede orientovaná cesta do 𝑆2. Není t¥ºké
rozmyslet si, ºe jde skute£n¥ o ekvivalenci. Tím se nám graf rozpadne na t°ídy
ekvivalence, mezi kterými vedou hrany uº jen jedním sm¥rem. Na t¥chto t°ídách
m·ºeme op¥t zavést relaci podobnou té vý²e popsané, a dostaneme tak £áste£né
uspo°ádání (stránky, do kterých nevede ºádný odkaz, ani z nich ºádný nevychází,
nebudeme brát v úvahu). Maximální prvky budou ty t°ídy, do kterých nevedou z
jiných t°íd ºádné odkazy, a naopak minimální prvky budou ty t°ídy, z kterých uº
nevedou ºádné odkazy. Pokud bude v takovéto t°íd¥ více vrchol·, budeme mluvit
o koncové t°íd¥ a pokud tam bude pouze jeden vrchol, budeme mluvit o odtoku.

Podobná situace je nap°íklad na prohlídce zámku. Za£ínáme u vchodu (max-
imální prvek) a jakmile projdeme do první místnosti, tak uº se zpátky vrátit
nem·ºeme. Zde se m·ºeme dle libosti kochat obrazy, ale jakmile se dostaneme
do druhé místnosti, tak se op¥t uº vrátit nem·ºeme a tak dále. Nakonec se ocit-
neme u východu, coº je minimální prvek. Dle prohlídkových okruh· máme i na
výb¥r cestu, kudy p·jdeme a také se za£íná a kon£í jinde (více maximálních a
minimálních prvk·).

Nejprve se podívejme na to, jaký vliv mají odtoky a koncové t°ídy. To se týká
matic 𝐻 a 𝑆.

Vzpome¬me si na náhodné klikání na odkazy na stránce. Pokud se kliknutím
na odkaz dostaneme na stránku v jiné t°íd¥ ekvivalence, tak uº nemáme ²anci
se do p°edchozí t°ídy znovu dostat. Kdyby ano, byly by tyto stránky ve stejné
t°íd¥. Takto klikáme dál, aº se nakonec jednou ocitneme v koncové t°íd¥, nebo
odtoku.

Pokud se ocitneme v koncové t°íd¥ a budeme zde klikat na odkazy, do jiné t°ídy
uº se nedostaneme. Z toho d·vodu budou mít ve výsledku stránky z koncových
t°íd v²echnu popularitu a stránky, které nejsou v koncových t°ídách, nebudou mít
ºádnou.

Pokud se ocitneme v odtoku, tak uº nemáme kam dál jít a d·leºitost by se
zde hromadila podobn¥ jako v koncové t°íd¥. Matice 𝐻 je ov²em konstruována
tak, ºe se tato d·leºitost dokonce ztrácí (odtéká). Celkem bychom tedy z vektoru
popularity ztratili tolik d·leºitosti, kolik by jí m¥la stránka, která je odtokem.

Je²t¥ uvedeme dv¥ pozorování o tom, jak odtoky a koncové t°ídy ovliv¬ují
vlastní £ísla matice 𝐻 .

Pozorování 5.1. Bu¤ 𝑘 po£et odtok· v síti. Pak geometrická násobnost vlast-
ního £ísla 0 matice 𝐻 je nejmén¥ 𝑘.

Bu¤ 𝑙 po£et stránek, na které ºádná stránka neodkazuje. Pak geometrická
násobnost vlastního £ísla 0 matice 𝐻 je nejmén¥ 𝑙.

Důkaz: Pokud 𝑘 ≥ 1, tak je matice 𝐻 singulární, a tedy 0 je vlastní £íslo.
Nyní spo£t¥me dimenzi nulového prostoru 𝐻 . Víme, ºe 𝐻 obsahuje 𝑘 nulových
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sloupc· a z toho hned dostáváme 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝐻)) ≥ 𝑘. Dokázali jsme tedy, ºe
geometrická násobnost vlastního £ísla 0 je v¥t²í nebo rovna po£tu odtok·.

Pro stránky, na které ºádná stránka neodkazuje, máme analogický argument.
V²imneme si, ºe pokud taková stránka existuje (tj. 𝑙 ≥ 1), tak je 𝐻 singulární,
protoºe obsahuje nulový °ádek. Nulových °ádk· tato matice obsahuje p°esn¥ 𝑙.
Pak pouºijeme tvrzení, ºe 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝐻)) = 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝐻𝑇 )) a jsme hotovi. �

Pozorování 5.2. Nech´ 𝐻 je matice ur£ená grafem stránek 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛 a nech´
𝑙 je po£et koncových t°íd tohoto grafu. Pak 1 je vlastní £íslo matice 𝐻 a geomet-
rická násobnost vlastního £ísla 1 je alespo¬ 𝑙.

Důkaz: O stochastických maticích víme, ºe mají vlastní £íslo 1. Matice 𝐻 ale
díky odtok·m stochastická být nemusí, a tak budeme muset ukázat, ºe navzdory
p°ítomnosti odtok· má vlastní £íslo 1.

Ozna£me 𝑠𝑖1 , 𝑠𝑖2 , . . . , 𝑠𝑖𝑘 stránky jedné z koncových t°íd grafu. Budeme chtít
dokázat, ºe 𝑑𝑒𝑡(𝐻 − 1𝐼) je roven nule.

Víme, ºe to je práv¥ tehdy, kdyº je matice (𝐻 − 1𝐼) singulární a to je práv¥
tehdy, kdyº má lineárn¥ závislé sloupce. Vezmeme si sloupce 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘, které
odpovídají stránkám 𝑠𝑖1 , 𝑠𝑖2 , . . . , 𝑠𝑖𝑘 a ukáºeme, ºe uº tyto jsou lineárn¥ závislé.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

· · · 𝑠𝑖1 · · · 𝑠𝑖2 · · · 𝑠𝑖3 · · · · · · 𝑠𝑖𝑘 · · ·
0 0 0 0

...
...

...
...

...
0 0 0 0

𝑠𝑖1 −1 𝑥 𝑥 𝑥
0 0 0 0

...
...

...
...

...
0 0 0 0

𝑠𝑖2 𝑥 −1 𝑥 𝑥
0 0 0 0

...
...

...
...

...
0 0 0 0

𝑠𝑖3 𝑥 𝑥 −1 𝑥
0 0 0 0

...
...

...
...

...
0 0 0 0

𝑠𝑖𝑘 𝑥 𝑥 −1 𝑥
0 0 0 0

...
...

...
...

...
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
V²imn¥me si, ºe 𝑖𝑗-tý sloupec má nenulové prvky maximáln¥ na pozicích

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘, pro 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘, protoºe 𝑠𝑖𝑗 je v koncové t°íd¥. Na ostatních
pozicích má tedy nuly, a tak lineární závislost sloupc· 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘 na t¥chto
𝑛− 𝑘 pozicích nezáleºí.

Ozna£me nyní 𝑡𝑗 sloupec, který vznikne ze sloupce 𝑖𝑗 vynecháním on¥ch 𝑛−𝑘
nulových pozic, pro 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘. Pak sloupce 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘 jsou lineárn¥ závislé
práv¥, kdyº jsou lineárn¥ závislé sloupce 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑘. To nastane práv¥ tehdy,
kdyº je matice (𝑡1|𝑡2| . . . |𝑡𝑘) singulární. Jelikoº víme, ºe sou£et kaºdého sloupce
této matice je roven nule, tak tato matice singulární je.
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Dokázali jsme, ºe 1 je vlastní £íslo matice 𝐻 a zbývá nám ukázat, ºe ge-
ometrická násobnost 1 je alespo¬ 𝑙. K tomu nám sta£í de�nice geometrické
násobnosti jako dimenze nulového prostoru, neboli jádra, matice. Pro kaºdou
koncovou t°ídu máme mnoºinu lineárn¥ závislých vektor·, koncových t°íd je 𝑙, a
tedy 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝐻 − 1𝐼)) ≥ 𝑙. �

Příklad: Nyní si ukáºeme význam dal²ích vlastních vektor· (tedy ne jenom
Perronova) v mocnící metod¥ p°i získávání práv¥ Perronova vektoru. Budeme
pracovat s maticí 𝐺, která je uvedená na konci kapitoly 2, a také vycházet z
p°íkladu, který je na konci kapitoly 3.

U matice °ádu 10 je jednoduché spo£ítat vlastní £ísla a vlastní vektory, a proto
zde m·ºeme rovnou uvést Perron·v vektor matice 𝐺, který kv·li p°ehlednosti
zaokrouhlíme na t°i desetinná místa.

𝜋 =
(︀
0, 033 0, 075 0, 058 0, 050 0, 108 0, 106 0, 160 0, 192 0, 183 0, 033

)︀
Po£áte£ní vektor 𝑝(0) zvolíme tak, jak jsme navrhovali v kapitole 2, tedy

𝑝(0) =
(︀
0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1

)︀
.

P°ipome¬me nyní, ºe po£áte£ní vektor vyjád°íme vzhledem k bázi sloºené z
vlastních vektor·, tedy

𝑝(0) = 𝑎1𝜋 + 𝑎2𝑣2 + . . . + 𝑎10𝑣10 .

Podíváme-li se na první sloºku tohoto vektoru (odpovídá d·leºitosti první stránky),
vidíme, ºe oproti vektoru 𝜋 musíme první stránce p°idat 0, 067 d·leºitosti. Na
druhou stranu u deváté stránky musíme d·leºitost ubrat, konkrétn¥ 0, 083.

Z toho plyne, ºe vektory 𝑣2,𝑣3, . . .𝑣10 musí vyrovnávat rozdíly mezi libovoln¥
zvoleným po£áte£ním vektorem a Perronovým vektorem.

Podobných tvrzení£ek by ²la zformulovat a dokázat jist¥ celá °ada. My se
ale kv·li rozsahu práce spokojíme s vý²e uvedeným s tím, ºe pokud by £tená°e
zajímala dal²í fakta, m·ºe se inspirovat v uvedené literatu°e.
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