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1 Uvod

1.1 Potreba vyhledavat

Na tvod si predstavme, ze potfebujeme najit néjaky sesit ze zékladni skoly
doma v krabici. Neni jich tam pftilis mnoho, a pokud jsme je ulozili s n¢jakym
fddem, nalezneme hledany seSit za par minut. Nyni jsme v mistni knihovné a
potiebujeme se podivat do knihy Harry Potter a Ohnivy pohar. Knihy v kni-
hovné jsou sefazené podle zanrtu a podle abecedy, takZe toto fantasy méme opét
za par minut. Ale co kdybychom potfebovali najit vSechny informace o slové
abrakadabra. To se mize vyskytovat v mnoha knihach, a tak nam nezbyde nic
jiného, nez projit vétsinu knih v knihovné. To uz ndm zabere spoustu ¢asu. A co
kdybychom méli prohledavat vSechny knihovny v kraji, v republice, nebo dokonce
na svété? To uz bychom urcité nezvladli. Chtéli bychom néjakou osobu, nebo
spiSe armédu, kterd presné vi, kde co je a béhem chvilky nam d& seznam téch
knih, ve kterych se vyskytuje hledané slovo. Pfesné stejné situace nastava i na
internetu. Nasi armadé se tik4 vyhledavac.

Pro zajimavost mizeme uvést, ze pokud bychom si chtéli prohlédnout cely
internet(nejménd 4,54 miliard indexovanych stranek!) a zvladli bychom kazdou
stranku prolistovat za 1 sekundu, stravili bychom beze spanku u poc¢itace bezmala
144 let.

1.2 Struc¢ny popis vyhledavace

Cely proces vyhledavani lze rozlozit na nékolik ¢asti. Nejprve popiSeme ty,
které nejsou zavislé na dotazu uzivatele. Je tedy mozné na nich pracovat nepietrzité
(24 hodin denné). U vyhledavace Google je to vétsina, ale existuji i vyhledavace,
které provadéji mnohem vice vypoc¢ti az pii samotném dotazu.

Urcité je tfeba prochazet web a ziskavat informace o jednotlivych strankéch.
To obstaravaji takzvani pavouci. Jsou to roboti, ktefi shromazduji udaje o
strankach ve velice obsahlém jednotném tlozisti dat. Zde jsou uloZeny stranky
celé, nijak nezkomprimované a ¢ekaji na zafazeni do pomyslného katalogu. Tam
se dostanou pfitfazenim indexu. My pro jednoduchost rozlisime dva druhy in-
dex1, a sice index obsahu a index struktury. Prvni zminény se vypocte pouze
z textu, ktery je na strance uveden. Index struktury pak cerpa ze struktury
hypertextovych odkazi webu. Zatimco o metodach vypoctu indexu obsahu se
zminovat nebudeme, hypertextové odkazy pro nas budou velice dilezité a daji
zaklad kone¢nému ohodnocovani stranek.

Tim se dostavame k podstaté uspéchu Googlu. Nestaci, aby z katalogu byly
vybrany ty stranky, které odpovidaji dotazu uzivatele, a tyto néjak nidhodné
sefazené. Vyhledavaé je musi sefadit ve vhodném poradi. Pravé tady nam pomiuze
index struktury, diky némuz se vSechny stranky ohodnoti.

Piiklad: Predstavme si, zZe chceme najit informace o bakalarském studiu na
Matematicko-fyzikalni fakulté. Do vyhledavace zadame dotaz bakaldrské studium
mff. Jaké procesy probé&hnou, abychom dostali stranky, které pozadujeme?

Yadaj z www.worldwidewebsize.com, 22.02.2015. Indexovanymi strankami myslime stranky,
se kterymi pracuje Google. Celkem jich je pfiblizné 50 krat vice.



Nejprve se slovné zadany vyraz pielozi do podoby, aby s nim umél pro-
gram pracovat. Poté se na zékladé indexii obsahu, které jsou ovSem vypocitany
tfeba i pred tydnem, vybere seznam vhodnych stranek. To je typicky provadéno
porovhavanim dotazu s ¢etnosti vyskytu na strance. Najdou se tedy stranky,
kde se casto vyskytuji slova bakaldrské, studium a mff. Je ale tfeba dat pozor
napiiklad na synonyma a podobnéa tskali, o kterych my ale mluvit nebudeme.
Tyto stranky maji n&jaké indexy struktury(také vytvorené dlouho dopiedu), ze
kterych se vypocita jejich ohodnoceni. Pak jsou stranky setiidény dle tohoto
ohodnoceni a nakonec jsou nam slavnostné predlozeny.

Velmi pravdépodobné muzeme ocekavat, Ze na prvnim misté bude stranka
fakulty, nebot hledané vyrazy, predev§im mff, se budou nejvice vyskytovat pravé
tam. Dale muze byt zobrazena napfiklad stranka s konverzaci, kde se nékdo pta
jaké je studium na mff. Je ale intuitivné jasné, Ze tato stranka je méné vhodné
co se indext obsahu i ohodnoceni tyce.

To v8e musi probihat tak, abychom dostali stranku, ktera co nejlépe odpovida
nasim predstavam. O to se stara algoritmus zvany PageRank. Podstatu tohoto
algoritmu si popiSeme v nasledujici ¢asti.



2 Idea algoritmu PageRank

2.1 Graf Internetu

Na Internet se muzeme koukat jako na orientovany graf, oznac¢ime-li stranky
jako vrcholy a hypertextové odkazy jako hrany. Hrana vede z vrcholu 1 do vrcholu
2, pokud se na strance 1 vyskytuje hypertextovy odkaz na stranku 2. To, Ze
stranka obsahuje odkaz sama na sebe, nebudeme zakreslovat.

Praveé takovyto pohled ndm umoznuje sefadit stranky podle diilezitosti neboli
popularity. Nasledujici formulace presné fikd, jak toho docilime. DileZitost
stranky je primoumeérnd souctu duleZitosti stranek, které na ni odkazuji. Zde
se objevuje prvni problém. Uvazme zacatek tohoto ohodnocovini. Vybereme
nadhodné jednu stranku, napiiklad 5. Na tuto stranku odkazuje stranka 2, ale ta
jesté neméa zadné ohodnoceni. Jak tedy zacit ohodnocovat? Casem se ukaZe, ze
tato definice lze elegantné popsat pomoci jednoduché teorie matic.

Piiklad: Nasledujici graf na obrazku 1 ilustruje nasi predstavu. Nas graf ma
10 vrcholi, to znamend, ze méme 10 stranek, které na sebe vzijemné odkazuji.
Vsimnéme si nékolika véci. Na stranku 1 nevede zZadny odkaz. Ze stranky 9
nevede zadny odkaz. Z zadné stranky ze skupiny stranek 7, 8, 9 nevede odkaz
mimo tuto skupinu. Pokud bychom se na tuto situaci divali jako na tok v siti,
tak se casem vSe nahromadi ve vrcholu 9. Vidime tedy nékolik dalsich problémi.
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Obrézek 1: Zjednoduseny graf internetu

Y

2.2 Konstrukce ohodnoceni

Piiklad: Vychazejme z definice dulezitosti stranky, jez jsme uvedli vyse. Uvazu-
jme dvé stranky A a B. Na prvni vede pouze jeden odkaz, ale zato z velice pop-
ularni stranky, napiiklad stranky BBC. Na druhou vede odkazii deset, ale pouze

Yy v

z neddvno vytvorenych blogil, na kterych neni témér zadny obsah. Je ndm jasné,

Na druhou stranu si pfedstavme, Ze ze stranky s dilezitosti r vede pouze jeden
odkaz, a to na stranku A. Na B vede odkaz ze stranky také s dulezitosti r, ale
z té vede jesté dalsich 50 odkazu. Tady bychom pfirozené chtéli, aby stranka A

Yive

Tato dvé pravidla uvedena v pfikladu nas vedou k néasledujicimu. Oznac¢me
1,82, ..,S, viechny stranky v katalogu (indexované stranky), r(s;) dulezitost



stranky s;, |s;| pocet odkazi vedouci ze stranky s; a O, mnozinu stranek odkazu-
jicich na s;. Nyni mizeme popsat popularitu stranky s; takto

r(s;) = Z T(Sé) ,

S]'GOsi

Na tomto misté mizeme osvétlit, jak se lze vyhnout nasemu problému s
neznamymi po¢ate¢nimi hodnotami. Pro stranku s; ozna¢ime ro(s;) jeji po¢ateéni
popularitu. Nakonec se ukaze, Ze na volbé této pocatecéni popularity nezélezi,
vzhledem ke kone¢nému hodnoceni, a tak budeme nyni volit pro vSechny stranky
stejnou popularitu (tj. ro(s;) = %) Zajimavych hodnot dosdhneme nasledujicim
iterativnim postupem. Pokud definujeme 7y, (s;) popularitu stranky s; po k + 1
krocich, mizeme tomu prizpusobit i pfedchozi sumu.

7“k+1(5i): Z Tk(%j) .

5j GOSi | S] |

Jestlize chceme zjistit popularitu vSech stranek, musime tuto sumu spocitat pro
kazdé i = 1,2,...,n. To lze elegantné popsat maticovym zapisem. Definujeme
vektor dilezitosti v, = (r4(s1),7%(82), - .., 7k(s5))T a Ctvercovou matici H = (h;;)
radu n takovou, ze

b { ﬁ, stranka s; odkazuje na stranku s;
[ — J
ij

0, jinak .

Poznamenejme, Ze v j-tém sloupci jsou na i-té pozici nenulové prvky pravée
tehdy, kdyZ ze stranky s; vede odkaz na stranku s;. Na druhou stranu v i-tém
fadku jsou na j-té pozici nenulové prvky pravé tehdy, kdyz ze stranky s; vede
odkaz na stranku s;. Nyni uz k slibovanému maticovému zapisu nasich n rovnic
popularity.

Vi1 = Hoy,

Je snadné ovérit, ze tato rovnost plati. Na pravé strané totiz ndsobime matici
rfadu n s vektorem n x 1 a dostaneme tedy opét vektor n x 1. V ném je na i-té

pozici suma
n
>~ higri(s;) -
=1

. s P . A |
Prvek h;; je nenulovy pravé pro takova j, ze s; € O, a je rovny presné ik Z
toho uz vidime

B 1
Z hijrk(sj) = Z m’f’k(sj') = Tk+1(87;) .
j=1 ;€04 '

Jesté udélejme jedno pozorovani. Vektor vy miizeme vyjadrit pouze pomoci
pocatecéniho vektoru vg a matice H nasledovné

Vip1 = Hv, = H(Hv,_y) = ... = H" My, .



Piiklad: Konkrétni matici H muZeme uvést pro sit z naseho piikladu s deseti
strankami. Co znamenaji jednotlivé hodnoty v matici vime.

S1 S22 83 Sy S5 S6 S7 S8 SS9  S10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0\ s1
1/2 0 1/3 1/4 0 0 0 0 0 0 So
1/2 0 0 1/4 0 0 0 0 0 0 S3
0 0 1/3 0 0 0 0 0 0 0 S4
H— 0 1 0 1/4 0 0 0 0 0 0 S5
0 0 1/3 1/4 1/2 0 0 0 0 0 Sg
o 0 0 0 0 1/2 0 1/2 0 0 |s;
0 0 0 0 1/2 1/2 1/2 0 0 0 Sg
0 0 0 0 0 0 1/2 1/2 0 0 Sg
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0/ s

Podivejme se na rizné jevy, které se v matici vyskytuji a na jejich vyznam.
Nulovy -ty fadek nam tika, Ze na s; nevede zadny odkaz. Naopak nulovy i-ty
sloupec nam tika, 7e ze stranky s; nevede zadny odkaz. Také je zajimavy pocet
nul v pravém hornim rohu matice, ka4 nam to, Ze z zadné ze stranek ss, sg, s7, Sg
a Sg uz nevede odkaz zpét na nékterou ze stranek s, so, S3 a sy4.

Pocatecéni vektor popularity vypadéa takto vy = (1/10, 1/10, ... , 1/10)T.
Zkusme nékolikrat aplikovat vypocet vy 1 = Hwy. Dostavame tyto vysledky

1 0 0 0
1 13 8 0

1 9 2 0

1 4 6 0

SRR [ R 3 IR T N I 0
710110 12013 02 240 | 23] P U5 0
1 12 31 1/48

1 18 40 1/46

1 12 30 1/25

1 0 0 0

Vsimnéme si, Ze uz ve vektoru v; ma stranka s; nulovou popularitu. To je dano
tim, ze na ni neodkazuje zadna stranka, takze O,, = (). To ale neznamen4, jak uz
jsme si diive uvédomili, ze by tato stranka byla zcela bezvyznamna. Zpocatku
také vidime, jak postupné popularita mizi ze stranek s; - s4. Nakonec nezaned-
batelné hodnoty zustavaji pouze u stranek s;, sg, a Sg, ale i tyto hodnoty jsou
dost malé oproti pocateéni 1/10. Zda se, Ze vektor popularity bude konvergovat
k nulovému vektoru, coz nas rozhodné neuspokoji.

2.3 Google matice

V této casti si ukdzeme, jak nastinéné problémy vyftesit. Potfebujeme zabranit
ztraté dulezitosti (tj. pokud zafneme iteraci s vektorem, ktery ma soucet slozek
roven 1, budeme chtit, aby se tento soucet po provedeni nékolika kroki nezménil).
Jinak feceno, musime vyftesit problém s koncovymi body z predchozi ¢asti. Také
bychom pfirozené chtéli, abychom po nékolika krocich dostali jeden vektor, ktery
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bude urcovat pofadi stranek podle dilezitosti. Budeme tedy sméfovat k tomu,
aby proces v, = Hwvy, konvergoval k néjakému jednoznacéné urc¢enému vektoru
v = (v1,v9,...,v,)T takovému, ze > v; = 1. To nas vede k tomu, Ze budeme
muset upravit nasi matici H. To, jak ji mame modifikovat nam ki matematickéi
teorie, kterou si popiSeme pozdéji, a nebo pristup "otcu" PageRanku Larryho
Page a Sergeye Brina. Tento postup je vice ndzorny, a tak si ho predvedeme jako
prvni. Nasledné pak ukazeme, 7ze skutecné funguje vzhledem k oné teorii.

K popisu chovani uzivatele na internetu mtuzeme vyuzit ndhodnou prochazku.
Tento termin ma svou matematickou definici, kterou uvadét nebudeme, ale budeme
ho pouzivat intuitivné. Predstava je nasledujici. Uzivatel brouzdé ze stranky na
stranku pomoci odkazi. Z jedné stranky se dostane na jinou tim, zZe ndhodné
klikne na jeden z odkazu, které jsou na ni umistény. Nakonec bude mnozstvi ¢asu
stranka, tim vice odkaz na ni vede z jinych dilezitych stranek. Je nam jasné, ze
takovyto model ndm urcuje stejnou situaci, jako v predchozi ¢asti.

Nyni mizeme vytesit problém se ztracenim dilezitosti. To nastava v piipadé,
ze se uzivatel dostane na stranku, ze které uz nevede zadny odkaz. Takové stranky
jsou napiiklad dokumenty a obrazky.

Regent je jednoduché. Pokud se uzivatel na takovou stranku dostane, tak
nédhodné prejde na jakoukoliv jinou. Na konkrétni stranku se tedy dostane s
pravdépodobnosti 1/n. Na tuto apravu se lze také koukat tak, Ze do orientovaného
grafu pridame hrany z vrcholu, ze kterého zadné hrany nevedou, do vSech vrcholt
v grafu. Muzeme tedy matici H upravit tak, ze nulové sloupce nahradime sloupci
1/n e, kde e je vektor n x 1, ktery ma na kazdé pozici 1. Definujme vektor
a = (a1, as,...,a,) tak, 7ze a; = 1, pokud ze stranky s; nevede zadny odkaz a
a; = 0 jinak. Dostavame matici S, pro kterou plati

S=H-+(1/ne)a” .

Pro nas znamy piiklad by matice S vypadala takto

S1 S22 853 S4 S5 Se S7 S8 S9 $10
0 0 0 0 0 0 0 0 1/10  1/10\ s
/2 0 1/3 1/4 0 0 0 0 1/10 1/10 ] s9
1/2 0 0 /4 0 0 0 0 1/10 1/10 S3
0 0 1/3 0 0 0 0 0 1/10 1/10 Sy
g0 1 0 14 0 0 0 0 1/10 1/10| s
0 0 1/3 /4 1/2 0 0 0 1/10 1/10 Sg
0 0 0 0 0 /2 0 1/2 1/10 1/10 ] sz
0 0 0 0 /2 1/2 1/2 0 1/10 1/10 Sg
0 0 0 0 0 0 1/2 1/2 1/10 1/10 Sg
O 0 0 0 0 0 0 0 1/10 1/10/ sy

Jesté je tieba vytesit prelévani dilezitosti z jednoho bloku strdnek do jiného,
takZze vSechny stranky z prvniho bloku budou mit nakonec nulovou dilezitost.
To si muzeme predstavit tak, ze se uzivatel dostane do bloku stranek, ze kterého
uz se nemuze dostat jinam. Travi ¢as pouze zde, a tak jsou nakonec dilezité
jen tyto stranky. Vzhledem k poctu stranek na internetu to uzivatel samoziejmé
nevi, takze se nijak nevzrusuje.
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Resent je opét velice jednoduché. Potfebujeme, aby se uzivatel dostal na
stranku, ke které se ale nemize piimo proklikat pfes odkazy. Predstava je takova,
7e se po case zacne nudit, nebo neuvidi zadny odkaz, na ktery by klikl, nebo se
zkratka bude chtit podivat na néco jiného. Piejde tedy ndhodné na libovolnou
stranku na internetu. Za predpokladu, Ze by uzivatel vzdy pfeSel na ndhodnou
stranku, by graf internetu vypadal tak, Ze by mezi kazdymi dvéma strankami
vedla hrana. Reprezentovat bychom ho mohli matici 1/n ee”.

Ozna¢me jesté parametrem « € [0, 1] pravdépodobnost, 7e se uzivatel drzi
struktury hypertextovych odkazti webu. Hned vidime, 7ze s pravdépodobnosti
1 — « prejde na nadhodnou stranku. Tim dostavame matici G, kterou nazyvame
Google matice a pro kterou plati

G=aS+(1-a)l/nee"

Muzeme zkusit upravit matici S z predchoziho piikladu na matici G.

l-a 1-a 1—-a 1-a 1—-a 1—-a 1—-a 1-a«a
da+1 1—a T 32 14 1-a 1l-a l-a
da+1 1—-a 1-—« % l-aa 1—-a 1—-a 11—«
l-a 11—« 70‘;3 l—-a 1l—-a l—a l—-a 1l-o«

G_t|l-a %+l l-a 32 1-a l-a l-a l-a
_E l-a 1-a« % % 4da+1 1—-a 1—-a 1-«
l-aa 1-a 1—-a 1—-a 1—-a 4a+1 1—-—a 4da+1
l-aa 1-a 1—-a 1—-a 4a+1 4a+1 4a+1 1—«
l-a 1-a 1-a 1-a 1-a 1—-a 4a+1 4a+1
l-a 1-a 1-a 1-a 1—-a 1l—-a 1—a 11—«

= e e e e e e e
[ e = N O e T = T

To neni piilis prehledné, a tak si zkusime zvolit konkrétni o a uvidime, jaké
hodnoty dostaneme. Ud&ava se, 7e tento parametr se pohybuje okolo hodnoty
0,85, takze my budeme pocitat matici G pro a = 0,85. Dostaneme takovouto
matici.

S1 S2 53 S4 S5 S6 S7 S8 S9 510
18 18 18 18 18 18 18 18 120 120\ s
528 18 358 273 18 18 18 18 120 120 s,
528 18 18 273 18 18 18 18 120 120 | ss
18 18 358 18 18 18 18 18 120 120 | s4
G-+ [18 1038 18 273 18 18 18 18 120 120 | s
1200 18 18 358 273 528 18 18 18 120 120 | sg
18 18 18 18 18 528 18 528 120 120 | s;
18 18 18 18 528 528 528 18 120 120 | sg
18 18 18 18 18 18 528 528 120 120 | s
18 18 18 18 18 18 18 18 120 120/ sy

Zatim jsme témér vylucné vychézeli pouze z knihy Google’s PageRank and
Beyond (viz Langeville a Meyer, 2006). Pro dopliujici informace je tedy mozné
nahlédnout do pocatecnich kapitol této knihy. Déle uz to vzhledem k matematickeé
povaze textu nebude mozné a budeme muset sdhnout i po jinych publikacich.

12



3 Matematika za PageRankem

3.1 Pripomenuti dilezitych pojmii

vvvvvv

Na tvod této ¢asti pripomeneme nejdulezitéjsi fakta a zavedeme znaceni, kterd
budeme pouzivat.

Budeme rozlisovat kladné a nezaporné matice (ptipadné vektory). Kladna
matice ma kazdy prvek kladny a nezdporni matice mé kazdy prvek kladny nebo
rovny nule. Tedy pro A = (a;;) budeme znacit A > 0, pro a;; >0 a A > 0, pro
a;; > 0.

Déle znafenim |A| budeme rozumét matici (nebo vektor), kterd mé vstupy
la;;|. Takovato matice je tedy jisté nezaporna.

V dal§im textu budeme vyuzivat i normu vektori. Nebude to klasicka eukli-
dovska norma, ale norma, které se nékdy fika oktaedricka, nebo manhattanska.
Neni to nic jiného nez obycejny soucet absolutnich hodnot slozek vektoru. Pro
vektor v = (vy,vz,...,1)" to tedy znamena |[v|, = 37, |vil.

Pokud nékde nebude uvedeno jinak, budeme vzdy znacit slozky matice A jako
a;j a slozky vektoru v jako v;.

Na nékterych mistech se budou vyskytovat vektory e a e;. Takovymto zapisem
budeme mit na mysli vektory (1,1,. .., 1)T a(0,...,0,1,0,... ,O)T, kde ve druhém
je 1 na pozici <.

K oznacovani pravdépodobnosti budeme pouzivat zapis P(X), kde X znaci
zkoumany jev.

Na konec si jesté pripomeneme néjaka fakta o Jordanové kanonickém tvaru.
Jordanova buiika fadu k s vlastnim ¢&islem A je ¢tvercova matice fadu k, ktera
vypadé nasledovné

Al
A1 O
Jri =
O 1
A
Jordantv kanonicky tvar je blokové diagonalni matice, kde kazdy blok je Jor-
danova buiika. Pro matici A s vlastnimi ¢isly {Ay, Ao, ..., A} vypada Jordanav

kanonicky tvar takto

Ik 0

']>\27k2
Ja=

0

Jszkl

Poznamenejme, 7e nad komplexnimi ¢isly je kazda matice A podobna matici
v Jordanové kanonickém tvaru. To znamend, Ze existuje regularni matice T
takova, ze A = TJoT . Sloupce matice T jsou tvofeny vektory z Jordanovych
fetizku prislusnych vlastnim ¢islim matice A. Pro detailnéjsi popis Jordanova
kanonického tvaru se muzeme podivat napiiklad do zapisek z prednésky z linearni
algebry na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovi v Praze (Barto a
Tiama, 2014, kap. 9.4.).
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Na konci této kapitoly se ndm bude hodit védét, jak se mocni matice v
Jordanové kanonickém tvaru. JednoduSe - umocnime zvlast kazdou Jordanovu
buiniku. To, jak se mocni Jordanova bufika, si zde pfimo napiSeme.

- an (pan

e

o v

LA —
P

3.2 Uvod do Markovovych fetézcii

Nyni miizeme zacit budovat teorii pro ospravedlnéni uvedeného ohodnocovani
v predchozich sekcich. Nejprve se zaméfime na ziskani piavodni matice H. K
tomu nam poslouzi teorie okolo Markovovych fetézcii a ¢erpat budeme vétsSinou
z knihy Google’s PageRank and Beyond (Langeville a Meyer, 2006, kap. 15.3).

Definice 3.1. Systém nahodnych veli¢in { X, ¢t € T'} se stejnym prostorem stavi
) nazyvame ndhodnij proces.

V naSem piipadé bude 2 mnozinou webovych stranek, bude tedy konecna.
Dale také budeme uvazovat T = N, nebot prvky T pro nas budou piedstavovat
jednotlivé kroky v ndhodné prochazce. Stréanka, na kterou se dostaneme kliknutim
na nadhodny odkaz, predstavuje ndhodnou veli¢inu.

Definice 3.2. Bud {X;,t € N} nahodny proces a Q = {S1,5,,...,5,}. Tento
proces nazveme Markouviv Fetézec, pokud pro kazdé t = 0,1,2,... spliuje P(X;11 =
S]‘Xt - Sitth—l - SZ .. ,X(] - Slo) - P(Xt+1 - S]’Xt - Slt)

t—17"°

Tato definice jinymi slovy fika, Ze pravdépodobnost, 7e se po dalsim kroku
dostaneme do urcitého stavu, zavisi pouze na tom, v jakém stavu se nachazime
pravé ted, nikoliv na tom, v jakych stavech jsme byli v pifedchozich krocich.

Napiiklad klikdni na ndhodné odkazy je jisté Markoviv fetézec, nebot nezalezi,
jak jsme se dostali na stranku, na které jsme, vzhledem k pravdépodobnosti s
jakou se dostaneme na néjakou dalsi stranku. Tyto pravdépodobnosti budeme
nazyvat prechodové pravdépodobnosti.

Definice 3.3. Ctvercovou matici A nazveme stochastickou, pokud je soucet
prvki v kazdém jejim sloupci roven jedné.

Poznamenejme, Ze pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati p (A) < ||A||, kde
p (A) znadi spektralni polomér a ||A|| znaci libovolnou normu matice A (Meyer,
2001, kap. 7). Pfipomenime, Ze 1-norma se da spocitat jako maximum ze souctu
absolutnich hodnot prvka ve sloupci.

Pozorovani 3.4. 1 je vlastnim ¢islem stochastické matice.

Diikaz: Méjme stochastickou matici B fadu n. Oznacme A = B — 11I,,. Vime,
ze 1 je vlastnim ¢islem B pravé tehdy, kdyz det(A) = 0, neboli kdyZ je matice A
singularni.
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Budte Ai,, As,,..., A,, Fadky matice A. Vime, Ze matice A je singularni
< A ma linearné zavislé fadky < >0 | a;A;. = 0 a néjaké «o; je nenulové <

Pro kazdé j = 1,2,...,n plati 0 = > | oa,;. Tato suma ale pro a; = 1 znadi
soucet vSech prvki ve sloupci 7 a ten vime, Ze je roven nule, protoze u matice B
byl roven 1. 0

Disledek 3.5. Spektralni polomér nezdporné stochastické matice je roven 1.

Definice 3.6. Mé&jme stejnou mnozinu €2 jako v definici 3.2 a déle prechodové
pravdépodobnosti p;;(t) = P(X; = Si|X;—1 = S;). Matici P(t) = (p(t)s)
takovou, ze p(t);; = p;;(t) nazveme prechodovou matici.

Markovovy fetézce, které maji prechodovou matici neménnou, tj. P = P(t)
pro vSechna t = 1,2,... se nékdy oznacuji jako homogenni fetézce. Pravé tuhle
vlastnost méa i ndmi zkoumany ftetézec, a tak dale budeme piechodovou matici
znacit pouze P.

Pokud bychom nyni sestrojili pfechodovou matici Markovova fetézce daného
klikAnim na nahodné odkazy na strance, dostali bychom matici P, kterd by se
od ptuvodni matice H lisila pouze v tom, Ze matice H ma, na rozdil od matice
P, nulové sloupce tam, kde z néjakych stranek nevedou zadné odkazy. Pokud by
nevedl zadny odkaz ze stranky ¢, tak by i-ty sloupec matice P vypadal jako e;.

Kazda prechodovd matice Markovova fetézce je stochastickd a na rozmysleni
nechame fakt, Ze kazda stochasticka matice urcuje Markoviiv fetézec.

Definice 3.7. Vektor p > 0 nazveme pravdépodobnostni, pokud plati ||p||, = 1.

Definice 3.8. Mé&me Markovuv fetézec s prostorem stavi {S,S2,...,5,} as
prechodovou matici P.

- Pravdépodobnostni vektor p, pro ktery plati Pp = p nazveme staciondrni
pravdépodobnostni vektor.

- Vektor p(k) = (p1(k), p2(k), ..., pu(k))", kde pi(k) = P(X), = S;) nazveme k-ty
pravdépodobnostni vektor a pro k = 0 mluvime o pocitecnim pravdépodobnostnim
vektoru.

Poznamenejme, Ze pokud existuje stacionarni pravdépodobnostni vektor p,
tak je to vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢islu 1. Podle pozorovani 3.4 ma
stochastickd matice vzdy vlastni ¢islo 1, takze staciondrni pravdépodobnostni
vektor existuje vzdy.

Dale také vidime, ze i-ta slozka k-tého pravdépodobnostniho vektoru fetézce,
ktery vznikne klikdnim na ndhodné odkazy na strankéich je pravdépodobnost, ze
se presné po k krocich nachézime na i-té strance. Diilezitosti jednotlivych stranek
bychom tedy mohli zjistit sectenim ptislusnych slozek k-tych pravdépodobnost-
nich vektori pro k = 1,2,... Stranka, kterd by méla nejvyssi hodnotu, by byla

vvvvvv

m €N

Tvrzeni 3.9. M&me Markoviv fetézec s prostorem stavi {Si,Ss,...,S,} as
prechodovou matici P. Potom pro k-ty pravdépodobnostni vektor plati p(k) =

Pkp(o).
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Diikaz: Nejprve provedeme jednoduchy predvypocet a nasledné tvrzeni dokdZeme
indukci podle k.
Zvolime t € N. Pak pro libovolné ¢ = 1,2, ..., n plati nasledujici

pi(t) = P(X; = S)) =Y P(Xy =8, X.1 = 5))
j=1

tj. pravdépodobnost, Ze se nachizime po t krocich na strance S;, je rovna souctu
pravdépodobnosti, Ze se nachézime po t krocich na strance S; a zaroven jsme po
t — 1 krocich byli na strance S; a s¢itdme pfes vSechny stranky. Nyni pouzijeme
definici podminéné pravdépodobnosti, takze dostaneme

P(X, =5, X121 =5;) =P(X, =S| Xio1 = 5j)P(Xim1 = 5) .

Zbyva nam uvédomit si, ze P(X, = 5;| X1 = ;) = piy a P(X41 = 5;) =
pj(t —1). Celkem tedy dostavame p;(t) = > 7, pijp;(t — 1) . Z toho uz pifmo
plyne, ze p(t) = Pp(t — 1).

Nyni ptistupme k indukci. Pro k = 0 plati ziejmé, protoze P° = I a pro
k =1 pouzijeme piedvypocet pro t = 1.

Nyni pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro £ — 1 a budeme chtit dokazat, ze
plati pro k. Rozepiseme P*p(0) = PP" 'p(0), coz se podle indukéniho pied-
pokladu rovnd Pp(k — 1). Nyni opét pouZijeme nas predvypocet a dostavame
PPp(0) = p(k). O

Tvrzeni 3.10. Mé&jme Markovuv Fetézec s prostorem stavi {57, S2,...,5,} as

(5]

piechodovou matici P. Dale ozna¢me P = (p%”) Pak p
S;)-

Diikaz: Chceme dokazat, ze pravdépodobnost, Ze se presné po k krocich nachazime
na strance S;, pokud jsme vychézeli ze stranky S;, odpovida prvku na pozici i, j
v matici P*. Zvolime pocateéni pravdépodobnostni vektor p(0) jako e;. To
odpovida tomu, Ze za¢iname na strance .S;.

7 piedchoziho tvrzeni vime, Ze p(k) = P*p(0), a miZzeme tedy psat

T
k) (k k
p(k) = Pe; = <p§j),p§j), e ,pﬁj)> -
Pro kazdé ¢« = 1,2,...,n tedy dostavame p,(k) = pgf) a to po rozepsani definice
k-tého pravdépodobnostniho vektoru znamena, ze P(X; = S;) = pl(?), to jest
pravdépodobnost, Ze se po k krocich nachazime na strance 5; je uvedena v matici
PF na pozici 4, j a to jsme chtéli dokazat. O

3.3 Perronova véta

Vratme se opét k matici H, kterou jsme vytvorili diive. Ta nebyla pfe-
chodovou matici, nebot méla néjaké sloupce nulové, a tak by na ni nesel pouzit
dalsi postup. My jsme ale provedli dvé dpravy hypertextové struktury, které
situaci zménily.
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Prvni z nich byl pfechod k matici S tim, Ze jsme vSechny nulové sloupce H
nahradili sloupcem e/n. Tim jsme docilili toho, Ze jsme z matice H udélali matici
stochastickou, neboli

1:Zsi,j:eTSej,Vj:1,2,...,n.

i=1

Matice S uz je prechodovou matici a od matice P se lisi tim, ze jeji i-ty sloupec
(7 i-té stranky nevede zadny odkaz) vypada jako e/n. Ziskali jsme ale jesté jednu
uzitecnou vlastnost, kterd odpovida zamezeni ztraceni dilezitosti.

Lemma 3.11. Mé&jme stochastickou matici S fadu n a nezaporny vektor v. Po-
tom plats [[v], = [|Sv]..

Diikaz: Kyzeny vysledek dostaneme jednoduchym rozepsanim normy:

S$11V1 + S12U2 + ... + S1,Up
S21V1 + S22U2 + ...+ S2,Up,

1S, = ; =

Sp1U1 + SpaUs + ... + SpunUn L

= ‘8111)1 “+ S19U2 + ...+ slnvn\ + ...+ ‘Snlvl + SpoUa + ...+ Snnvn‘
Diky tomu, Ze jsou matice S i vektor v nezdporné, mizeme psat

(811U1 “+ S19U2 + ...+ Slnvn) + ...+ (Snﬂ)l + SpoUo + ...+ Snnvn) =

:(511+512+---+51n>v1+---+(Sn1+5n2+-~-+5nn)vn:
=v1+v2+--.+vn=Z!vz’|=||U||1-
i=1

V poslednich rovnostech jsme vyuzili toho, Ze matice S je stochasticka, takze
pro kazdé i plati s;1 + Si2 + ... + s, = 1. Pro pfidani absolutnich hodnot jsme
potfebovali akorat nezaporny vektor v. 0

Druh4 uprava matice (nyni uz S) spocivala ve vynasobeni ur¢itym koeficien-
tem « a nasledném pric¢teni matice, kterd méla na vSech pozicich stejné kladné
prvky. Tim jsme ziskali matici G, ktera je porad stochastickd a navic mé kazdy
prvek kladny (G > 0). To nam zarucuje velice dulezité vlastnosti matice G,
které vyuzijeme déle.

Definice 3.12. Ctvercova matice A fadu n se nazyva ireducibilni, pokud pro
kazdou permuta¢ni matici P fadu n plati

1 X Y
par /(XYY

kde obé matice X a Z jsou ¢tvercové fadu alespon 1.
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Pro ¢lovéka je na prvni pohled obtizné poznat podle této definice, jestli zadana
matice je nebo neni ireducibilni (Pokud neni, mluvime o reducibilni matici).
Uvedeme proto ekvivalentni definici, ktera problém, zejména pro matice s mensim
fadem, znac¢né zjednodusi.

Ptipomenme jesté z teorie grafii, Ze matice vzdalenosti néjakého orientovaného
grafu je takova matice, kterd ma na pozici (7, j) vahu hrany, ktera vede z j-tého
vrcholu do ¢-tého. Dale také, ze takovyto graf je silné souvisly, pokud pro kazdé
dva vrcholy plati, Ze z jednoho vede cesta do druhého. Nasledujici tvrzeni mtzeme
najit napfiklad na strankach CVUT (viz Pelantova, 2010).

Tvrzeni 3.13. Bud A ¢tvercova matice fadu n. Pak A je ireducibilni pravée
tehdy, kdyz orientovany graf vzdalenosti G(A) matice A je silné souvisly.

Diikaz: Obé implikace budeme dokazovat sporem.
Nejprve predpokladejme, ze A je reducibilni. Existuje tedy permutace radki
a sloupci, po které je matice A ve tvaru

(v %)

Oznacme k ¥ad matice X. Potom je fad matice Z roven n— k. Okamzité vidime,
ze z mnoziny vrcholi 51,5, ...,S; nevede ani jedna hrana do mnoziny vrcholt
Skt1, Skr2, -, Sn. Uréité tedy neplati, Ze pro kazdé dva vrcholy grafu G(A) lze
najit cestu z jednoho do druhého, coz je spor s tim, 7ze G(A) je silné souvisly.
Tim jsme dokazali implikaci zprava doleva.

Nyni pfedpokladejme, 7e G(A) neni silné souvisly. Existuji tedy vrcholy S; a
S; takové, ze z prvniho neexistuje v grafu G(A) cesta do druhého.

Rozdélime vrcholy do tii mnozin nasledovné.

M; = {vrcholy, do kterych vede cesta z S;}
My = {vrcholy, ze kterych vede cesta do S;}
M3 = {vrcholy, které nejsou v M; ani v My}

Je zfejmé, ze vSechny tii mnoziny jsou po dvou disjunktni a také to, ze M; a
M, jsou neprazdné. Vhodnym vybérem permutacni matice muZzeme matici A
prevést do tvaru, kde na prvnich pozicich bude mit vrcholy z M, pak vrcholy z
M3 a nakonec vrcholy z M,. Matice bude vypadat takto

M, Ms M,
My [ X1 Xia Xas
M| X1 Xoo X
My \ X351 X3 Xiss

Nyni se pokusime urc¢it matice X3 a Xo;. To, Ze z S; nevede cesta do .S;
implikuje, Ze z mnoziny vrcholt M; nevede Zzddna hrana do mnoziny vrcholi M.
To znamena, ze X3, = 0. Z definice M3 také vime, 7e z M; nevede zadna hrana
do Ms, a tudiz dostavame X9 = 0

Vsimnéme si, ze X, jsou ¢tvercové matice, takze ¢tvercova je také matice

X22 X23
X32 de .
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Celkem dostaneme takovouto reducibilni matici

M, My My
M, [ X1 X2 X3
Ms| 0 Xao Xos
My\ 0 X3 Xagg

Dosli jsme ke sporu s predpokladem tvrzeni a tim mame dokézanou i druhou
implikaci. 0

Definice 3.14. Nezapornou ¢tvercovou matici A nazveme primitiond, pokud ex-
istuje k € N takové, ze A* > 0, tj. A* je kladna matice.

Pozorovani 3.15. Matice G definovand v ¢asti 2.3 je ireducibilni a primitivni.

Nyni by mohla nasledovat Perronova - Frobeniova véta, kterd se zabyva ire-
ducibilnimi maticemi. Nam bude ale stacit dokdzat Perronovu vétu, kterd nam
dava podobné vysledky jako Perronova - Frobeniova, ale pouze pro kladné matice.
Jesté pred ni si ale vS§imneme nékolika véci, které ndm zptehledni a zjednodusi
jeji dukaz.

Lemma 3.16. Necht z;,25,...,7, € R. Potom ‘Z?:l xj‘ = > 5 |z;| prave

tehdy, kdyz jsou bud vSechna x; nezaporné, nebo v8echna x; nekladné. To jest
ozna¢ime-li @ = (x1,x, . .. ,xn)T, tak

n
>
j=1

Diikaz: Jedna se vlastné o piipad rovnosti v trojihelnikové nerovnosti, kterd nam

fika, 7e
n n
Do =) gl
j=1 j=1

Poznamenejme, Ze pokud by bylo néjaké z; = 0, tak by to nezménilo ani jednu
ze sum. Muzeme tedy predpokladat x; # 0 pro vSechna i =1,2,... n.

Nejprve dokazeme implikaci zprava doleva a udélame to indukci. Pro n = 2
to plati zjevné. Staci si rozmyslet, jak je to se zdpornymi ¢isly.

Nyni predpokladejme, 7e tvrzeni plati pro n realnych ¢isel a budeme chtit
ukézat, Ze plati také pro n 4+ 1. Vezméme k£ € N t.Z. 1 < k <n + 1. Potom plati

= Z|x]| <= bud x > 0, nebo x < 0.
j=1

n+1 k n+1 k n+1 n+1
St =otat+ 52 a1 = |3 o 8 af =[S
=1 =1 i=k+1 =1 i=k+1 i=1

kde jsme v piedposlednim kroku pouzili indukéni predpoklad na kazdou sumu

zv1ast a v poslednim kroku jsme pouzili indukéni predpoklad jesté jednou.
Implikaci zleva doprava budeme dokazovat sporem. Predpokladejme tedy, ze

existuji j a k takové, Ze x; < 0 a zéroveil x;, > 0. Bez Gjmy na obecnosti miZeme
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predpokladat 7 = 1 a k = 2. Pak ur¢ité |zq| + |z2| > |1 + x3]. Nyni mizeme
pocitat

n n n
D lwil = w4 || 4 |wal > Jw| + |21 + o)
=1 1=3 =3

n n
> >
i=3 j=1

V poslednich dvou krocich jsme pouzili trojihelnikovou nerovnost. Dosli jsme ke
sporu s piedpoklady, a proto musi byt bud @ < 0 nebo x > 0. 0

> + |71 + 22| >

Podobné tvrzeni plati i v komplexnich ¢islech. Nestaci ale jen aby mély realné
a imaginarni{ ¢4sti stejnd znaménka, musi také pomeéry téchto ¢asti byt stejné.

= 2 o1 |2 prave

tehdy, kdyz existuji realnd kladna «; pro j = 1,2,...,n takovd, Ze z; = o;z21.

Disledek 3.17. Necht 21, 29,...,2, € C. Potom ‘Z? L %

Diikaz: Diikaz mizeme provést za pomoci predchoziho lemmatu, nebo ho mizeme
nalézt ve cviceni 5.1.10. z knizky Matrix Analysis and Applied Linear Algebra
(viz Meyer, 2000). O

Lemma 3.18. Pro libovolné vlastni &slo A kladné matice A fadu n plati, ze 2

;
je vlastnim ¢islem matice %, kde r € R~ {0}.

Diikaz: Vysledek ziskdme rovnou z definice vlastniho ¢isla. Oznac¢me v vlastni
vektor matice A piislusny vlastnimu ¢islu A. To jest Av = Av. Pak ale také, pro
nenulové r, plati éfv = %v. 0]

Pozorovani 3.19. Bud A kladné realna matice fadu n a u, v realné vektory
typu n X 1. Potom plati

1)0#4Av>0= Av >0,

2)0<u<v=— Av < Aw.

Diikaz: 1) Spocitame i-tou slozku vektoru Av jako > 7 a;v;. Z v # 0 vime,
ze existuje k t.z. v, > 0. Dale také vime, Ze a;; > 0 pro vSechna ¢, 7, takze
dostavame 0 < agvy < Y7, aiv; pro kazdé i = 1,2,...,n.

2) Opét se zamé&Fime na i-té slozky porovnavanych vektoriu. Piedpoklad u < v
znamend, Ze u; < v; pro véechna j = 1,2,...,n a z toho hned vidime vysledek

(Au); = ayu; <) av; = (Av),; .
P =1

O

Lemma 3.20. Je-li A vlastni ¢islo realné matice A fadu n, pak je A\ vlastni ¢islo
také matice A7,

Diikaz: Piipomenme, Ze vlastni ¢isla A muZzeme spocitat jako koreny charakter-
istického polynomu matice A, ktery budeme znacit X4 a je definovan jako

Xa(zr) =det(A —z1,).
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Viimneme si, ze (A — 2I,)" = AT — (2I,,)7 = A" — zI,, protoze xI, je
symetrickd matice. Také vime, Ze det(B) = det(B”) pro libovolnou realnou
¢tvercovou matici B. Potom dostaneme

Xa(r) = det(A — 2I,,) = det((A — 21,,)") = det(AT — 21,)) = X r(2).

Mame tedy rovnost charakteristickych polynomi A a A”. Z toho dostavame,
7e se vSechna vlastni ¢isla A a AT musi shodovat. O

Perronova véta 3.21. Necht A je realnd kladnd matice fadu n. Pak plati
nésledujici tvrzeni.

1) Existuje redlné vlastni ¢islo A\; matice A takové, ze A; > 0.

2) Existuje vlastni vektor 7 matice A piislusny vlastnimu ¢islu Ay, pro ktery
platim >0 a |||, = 1.

3) Pro kazdé vlastni ¢islo A # A\; matice A plati |\| < A;.

4) Algebraické nésobnost vlastniho ¢isla A je 1.

Diikaz: Na uvod poznamenejme, 7e matice A méa alespon jedno vlastni ¢islo
rizné od nuly. Kdyby tomu tak nebylo, tak pro vhodné pevné k plati A¥ =
T(JA)FT' =0, kde (J 4)* je Jordaniiv kanonicky tvar matice A. To ale nemiize
platit, protoze A je kladna matice.

Déle budeme uvazovat p(A) = 1, kde p(A) je spektralni polomér matice A.
Pokud by totiz p(A) # 1, tak budeme poéitat s matici A = ﬁ, ta je rovnéz
kladna a reidlna a néasledné pouzijeme lemma 3.18.

1), 2) Bud X vlastni ¢islo matice A takové, 7e |A\| = 1 a 0 # v vlastni
vektor piislusny A. Budeme chtit ukizat, ze potom je 1 vlastni ¢islo matice A s
prislusnym vlastnim vektorem |v|.

S vyuzitim trojihelnikové nerovnosti vidime, ze plati |Av| < |A||v|. Pokud
si jesté v§imneme, 7e plati |A| = A, protoze A je kladna matice, dostavame

Lv| = [A[|v] = [Mv] = |Av| < |A][v] = Ao .

Mame 1 |v| < A |v|, nasim cilem bude ukizat rovnost a udélame to sporem.
Predpokladejme tedy |v| < A|v|. Pfenasobenim obou stran nerovnice klad-
nou matici A dostaneme, ze také A |v| < A (A |v|) dle pozorovani 3.19. Mame
zde ostrou nerovnost, a proto existuje malé € > 0 takové, ze bude porad platit
Alv| < F (A |v|). Matice F je kladna a proto po Vynésobeni obou stran
T (1+€ (Av])). Takto

nerovnice touto matici dostaneme opét 4= (A lv|) <
muzeme nerovnici matict 12 prenasobovat porad dal a dostaneme nakonec fetézec

A A \? A \°
Alv| < —Alv| < (—) A\v|<<—) Alv| < ...
1+e€ 1+e€ 1+e€

Uzitim lemma 3.18 vidime, ze ,0(1%6) = 1%6 < 1 a z mocnéni Jordanovych bunék
pak ziskame

. AN P—
lim =limT(Ja)T"=0.
k—oo \ 1 4+ €

k—o00 1+e

Z toho plyne, 7e A |v| < 0, ale z definice A |v| vime, Ze to neni mozné.
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Dosli jsme tedy ke sporu a mame |v| = A |v|. To znamena, ze 1 je vlastni
¢islo matice A s prislusnym kladnym vlastnim vektorem |v| = . K tomu, aby
soucet komponent vektoru 7 byl roven jedné, staci tento vektor pirenasobit vhod-
nou konstantou.

3) Vezméme si néjaké vlastni ¢islo A matice A pro které plati |A\| = 1 a jemu
piislusny vlastni vektor v # 0. Z ditkazu 1) a 2) uz vime, Ze |v| = A |v|. Nejprve
ukédzeme, 7e A mé redlny vlastni vektor piislusny A a Ze slozky tohoto vektoru
maji stejné znaménko a nakonec, ze nutné A = 1.

Nyni budeme pocitat dvéma zpiisoby, ¢emu se rovna k-ta slozka vektoru v.

n n
ok] = (AJ]), = aw; o] = |agvj]
j=1 Jj=1

|ok] = Al [ox] = [Aok| = |(Av), | = |(Av),| =

n
E QU
j=1

Dostali jsme tedy

n

> lagjvs| =

Jj=1

n

E :akjvj

J=1

a z disledku 3.17 vime, Ze to nastane pravé tehdy, existuji-li redlnd o; > 0
t.Z. arjv; = ajapvr. Z toho hned vidime, Ze redlné i imaginarni ¢asti prvki
vy, Vs, ..., U, maji stejnd znaménka a také, ze

Y ¢ R" a omatime v" = 2.

U1 U1
Diky tomu dostavame Av” = Av”, tedy v” je vlastnim vektorem piislusnym
vlastnimu ¢islu A, a také v” < 0, nebo v” > 0.

Protoze v ma alesponn jednu slozku nenulovou a A > 0, plati A|v| > 0
(pozorovani 3.19). Z |v| = A |v|, také vidime, 7Ze plati |v| > 0. Z toho dostavame
také |v”| > 0 a dohromady tedy bud v” > 0, nebo v” < 0.

Nyni definujme vektor v’ = |v”|. Takovyto vektor je urcité kladny a zaroven
je to porad vlastni vektor matice A piislusny A, protoZe je to bud piimo vektor
v”, nebo vektor —v”. Hledany vysledek uz dostaneme jednoduchym vypoctem.

' = Av' (v’ je vlastni vektor pifslusny \)
= |Av/| (A>0av >0)
= |\ (v’ je vlastni vektor pFislusny \)
= [\ v’ (|l = |A| |vi| = |\ vl, protoze v; > 0)

= 1v

Zjistili jsme, ze A = 1, tedy, ze 1 je jedinym vlastnim ¢islem na spektralnim
kruhu matice A. To znamen4, Ze pro libovolné vlastni ¢islo A" matice A plati

N < 1.

4) Jiz jsme dokazali, 7e pro libovolny nenulovy vlastni vektor v matice A
prislusny vlastnimu ¢islu 1 plati, Zze vSechny jeho slozky maji stejné znaménko.
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Bez ijmy na obecnosti muzeme dale predpokladat v > 0, nebot jinak bychom ho
prenasobili —1.

Nejprve dokazeme, ze geo(l) = 1 (geometrickd nasobnost). Vezmeme dva
vlastni vektory w > 0 a v > 0 matice A piislusné 1. Protoze plati

A (vlu — Ul'v) = UlA’U, — UlA’U = vllu — ullv =1 (Ul’U, — u1’0> y

je také vektor (vyu — uyv) vlastnim vektorem matice A. Tento vektor mé prvni
slozku rovnu nule, ale na zacatku této ¢asti jsme jiz zminili, ze kazda jeho slozka
musi mit stejné znaménko. Z toho plyne, 7e (v;u — u3v) = 0, neboli v = (%) u.
Kazdé dva vlastni vektory matice A p¥islusné 1 jsou linearné zavislé. Dostavame
tedy geo(1) = 1.

Nyni pfichézi na fadu algebraickd nésobnost. Pro spor predpokladejme, Ze
alg(1) > 1. Vezméme vlastni vektor v matice A pfislusny 1 a vektor u takovy,
7e (A —1I)u = v, neboli Au = u + v (tvori Jordaniv Fetizek).

Podle lemmatu 3.20 vime, Ze 1 je nejvétsi vlastni ¢islo také matice AT > 0,
takze muzeme vzit jeji vlastni vektor w > 0 pfislusny 1. Nyni si na pomoc
vezmeme skalarni soucin a témér okamzité ziskdme vysledek.

(w-u)= (1w -u)= (A"w- u) = (AT'w)Tu
=w'Au = (w- Au) = (w - (u +v))

=(w-u)+ (w-v)

Z toho plyne, Ze (w - v) = 0 coZ je spor, nebot w >0 a v > 0.
Dokéazali jsme tedy, Ze algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla 1 je 1, a tim jsme
zakoncili i cely dikaz Perronovy véty. O

Google matice G méa podle disledku 3.5 vSechna vlastni ¢isla mensi nebo rovné
1. 7 predchozi véty vidime, ze mé vlastni ¢islo 1 a vSechna ostatni vlastni ¢isla
jsou v absolutni hodnoté ostie mensi nez 1. Na tomto faktu je zalozen samotny
vypocet vektoru 7, kterému budeme fikat Perroniiv vektor, a nagim dalsim cilem
bude ukazat, ze pravé on urcuje dilezitosti stranek pro Google matici.

V této ¢asti jsme vychézeli z knizky Matrix Analysis and Applied Linear
Algebra (Meyer, 2001, kap. 8), kde se da nalézt spoustu uzite¢nych fakti z
linearni algebry.

Na zavér této casti jesté zformulujeme Perronovu - Frobeniovu vétu. Vyuzi-
jeme ji v dalsi kapitole, kde nebudeme pracovat pouze s kladnymi maticemi. Jeji
dikaz muzeme najit napiiklad v knize Dynamical Systems (viz Sternberg, 2010,
kap. 9).

Perronova - Frobeniova véta 3.22. Necht A je redlna nezipornd ireducibilni
matice fadu n. Pak plati nasledujici tvrzeni.

1) Existuje realné vlastni ¢islo A\; matice A takové, ze A; > 0.

2) Existuje vlastni vektor 7 matice A prislusny vlastnimu ¢islu Aq, pro ktery
plati # >0 a x|, = 1.

3) Pro kazdé vlastni ¢islo A # Ay matice A plati |A] < A;.

4) Algebraick4 nasobnost vlastniho ¢isla A; je 1.

5) Pokud je navic A primitivni, tak pro kazdé vlastni ¢islo A # A\; matice A plati
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3.4 Vypocet vektoru popularity

Lemma 3.23. Necht A > 0 je ¢tvercova matice fadu n takova, ze soucet prvki
v kazdém fadku je 1 (fadkové stochasticka). Pak vlastni vektor v matice A
prislusny vlastnimu ¢islu 1 vypada jako ec, kde ¢ > 0.

Diikaz: Matice AT je stochasticka, a tak ma vlastni ¢islo 1. Podle disledku 3.5
je to nejvétsi (v absolutni hodnoté) vlastni ¢islo této matice a podle lemmatu
3.20 plati to samé pro matici A. Mame tedy Av = v, pro néjaky vektor v.
Nyni pouzijeme Perronovu vétu a dostaneme, ze v > 0. Podrobnéjsi rozepsani
nasobeni nam dava

a11V1 + a12U2 + 1303 + ...+ A1 Up,
A21V1 + A22V2 + G23V3 + ... + A2pVy,
v=Av = | a31V1 + a32V2 + a33V3 + ... + A3, Uy

ap1v1 + Ap2V2 + ap3v3 +...+ QpnUn

Pokud by bylo v1 = vy = ... = v, = ¢, pro ¢ > 0, tak by rovnost platila, nebot
A je tadkové stochastickd. 7Z Perronovy véty ale vime, Ze matice A ma az na
nésobky jediny vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu 1. Toto je tedy jediné
mozné feSeni pro vektor v. O

Véta 3.24. Bud P piechodova matice pro Markovuv fetézec takova, ze P > 0.
Bud navic 7 jeji Perrontuv vektor. Potom plati

1) limyyo0 P* = (m|m|...|m),

2) limy_, p(k) = mr, pro libovolny pocateéni pravdépodobnostni vektor p(0).

Diikaz: ad 1) Z Perronovy véty a z toho, Ze matice P je stochasticka vime, ze 1
jako vlastni ¢islo matice P ma algebraickou nasobnost 1. Z teorie o Jordanové
kanonickém tvaru vime, zZe existuje matice T fadu n takova, ze

(1 0\,
p=r(y S,

kde J je v blokové diagonalnim tvaru tvorend Jordanovymi bunikami. Navic se v
prvnim sloupci matice T nachazi néjaky vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢islu
1, coz je w. To mizeme vysvétlit tak, Ze s piredchozi rovnici je ekvivalentni zapis

10
PT-T(0 J)

a kdyz porovname prvni sloupce matic na obou stranich, dostavime PT,; =
T,11, neboli PT,, = 1T,,, kde T',; znaci prvni sloupec matice T'.

Kdyz si nyni vzpomeneme, jak se mocni Jordanova buiika a viibec cela matice
v Jordanové kanonickém tvaru, uvidime, Ze limy o J¥ = 0, protoze pro kazdé
vlastni ¢islo A # 1 matice P plati |A\| < 1. Potom tedy dostavame

1 0 10
. E__ 1 -1 _ -1
Jm P _;}LI&T(O Jk)T _T(o O)T '
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Oznacime-li prvky matice T t;; a prvky matice T t;j tak po roznésobeni
dostavame

tnty tuty tuty ... tuty,
lim Pk — t31t11 t31t12 t31t13 . t31t1n
k—o0 . . . .
tmty tmtis tmtiy .. taitl,
Nyni se blize podivejme vektor (tu tor t31 ... tnl)T, coz je prvni sloupec
matice T, tedy , a vektor (tln thy tiz ... t/ln)T, coz je prvni fadek matice

T~'. Prvni fadek matice T7' je vlastnim vektorem matice P piislugny vlast-
nimu ¢islu 1. To proto, ze

_ 1 0
PT = (T H" (0 JT> T".

7 lemma 3.23 vime, 7e tento vektor vypada jako ec. Zbyva nadm tedy urcit
konstantu c.
Z rovnosti T'T = I, dostavame ty1t), + torty + taitys + ... + tuit), = 1.

Vime, Ze t;; > 0, pro vSechna ¢ = 1,2,...,n a také, ze t/h. = ¢ > 0, pro vSechna
i=1,2,...,n. Dostavame tedy 1 = (t11 +to1 + 131+ ... +tn1)c=le=c.
Pokud nyni ozna¢ime w = (7,79, ..., m,), tak ve vysledku dostavame
T T ... T
T T2 ... T9
lim P =| ° 7 | = (7l w).
k=00 N
T T ... Tn

ad 2) Plyne z 1) a tvrzeni 3.9. Nejprve si viimnéme, Ze limy_,o P* =
(71']71'\ . \71') = me. Protoze pro kazdy pravdépodobnostni vektor plati ep(0) =
1, miizeme psat

lim p(k) = ]}1_>1£10 P"p(o) = mep(0) = 7 .

k—o00

O

Tvrzeni, kterd jsme uvedli, plati pro Google matici G, kterou zkouméame.
Mizeme tedy konecné uvést vysledek, ke kterému jsme smérovali.

Uz diive jsme nastinili, ze dulezitost stranek ziskdme souc¢tem pravdépodob-
nostnich vektori. Kdyz nyni vime, Ze tyto vektory konverguji k Perronovu
vektoru, bude k nému také konvergovat soucet » ", ’%. Vydéleni ¢islem m
nam nezméni poméry mezi jednotlivymi slozkami, a tedy ndm vydéleni ¢islem m
nezméni ani potradi stranek. Ve vysledku muzeme fici, Ze sefazeni stranek podle
dilezitosti mtzeme provést pomoci vektoru 7r.

Jak v soucasné dobé Google fakticky pocita Perrontv vektor, neni znamo. My
si zde pouze v prikladu naznac¢ime jednu z metod, které jsou pro pocitani vlast-
niho vektoru tak velké matice vibec mozné. Anglicky se ji fika Power method, a
jak naznacuje nazev, trik je v umocnovani dané matice.
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Piiklad: Méjme Google matici G a pro zjednodusSeni predpoklddejme, Ze je di-
agonalizovatelnd. Vime, zZe ma vlastni ¢islo 1 a ostatni jsou v absolutni hodnoté
mensi. Oznalme je a sefad me je podle velikosti takto 1 > [\ > |Ag] > ... > |\l
Témto vlastnim ¢islim odpovidaji vektory 7, vo, vs, ..., v,, které tvori bazi C".

Nyni zvolime libovolny vektor p a vyjadiime ho jako p = a1 + asvy + ... +
a,v,. Koneéné prichazi na radu slibované umociovani matici G.

Gp = aG7 + ayGvy + ... + a,Gv,

= QT + Ao \9Va + ... + ap\, Uy,
Pokud vysledek znovu prendsobime matici G, dostaneme

G?*p = a;GT + oGy + . .. + a ), Gv,,

=T+ ag)\gvz + ...+ an)\ivn .
Vidime, jak mocnéni bude pokracovat dal, a proto napiseme obecny vzorecek
G'p = a7 + a2)\]§v2 + ..+ anA’van .

Uvédomme si, jak velka jsou ¢isla \;, je to 1 > |\;| pro vSechna i = 2,3,... n.
Urcite tedy plati limy_. )\f = 0. Z toho také hned dostavame limy_, G’“p =T

Opakovanym mocnénim jsme se dostali az k Perronovu vektoru. Otéazkou
zustava, kolik iteraci musime udélat, abychom dostali "dost presny" vysledek.
Odpoved zalezi na velikosti vlastniho ¢isla o, protoze ostatni vlastni ¢isla, kromé
1, konverguji k nule stejné rychle nebo jesté rychleji nez A,.

Ukazalo se, ze hodnotu druhého nejvétsiho vlastniho c¢isla mtzeme ovlivnit
riznou volbou koeficientu « pii sestavovani matice G z matice S. Pro skute¢nou
Google matici se uvadi a = 0,85 a pro takovouto hodnotu je potieba pouze asi
50 iteraci.

Piiklad: V predeslém prikladu jsme si ukazali ideu vypoctu Perronova vektoru.
Nyni si opét vezmeme Google matici G, ale nebudeme na ni klast zadné dalsi
naroky. Tato matice s nejvétsi pravdépodobnosti diagonalizovatelna nebude, a
proto nebudeme mit k dispozici bazi slozenou z vlastnich vektori. Nagtésti zde ale
zafunguje baze, ktera vznikne spojenim Jordanovych fetizki pfislusnych vlastnim
¢islim matice G.

Podobné jako v predeslém prikladu sefadime vlastni ¢isla matice, to znamena
1> |Ag| > |As3] = ... > |A\n], kde m < n. Déle oznacime vektory zminéné béaze
prostoru C" jako 7, vy, vs, ..., v, tak, ze pokud je vektor v; soucasti Jordanova
fetizku piislusného vlastnimu ¢islu A; a zaroven to neni jeho pocétek, tak plati
Gv, = v,_1 + \jv;.

Nyni opét zvolime libovolny poc¢atecni vektor p, vyjadiime ho pomoci vektori
dané baze jako p = a1 + asvs + ... + a,v, a budeme chtit védét, co se stane,
kdyz ho budeme stale pfenasobovat matici G.

Pokud bude v; vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢islu A;, pak dostaneme jako
v ptedchozim pifkladu G*v; = )\fvi. Pokud ovsem bude v; soucasti Jordanova
fetizku piislusného vlastnimu ¢islu A; a nebude to vlastni ¢islo, tak dostaneme
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néasledujici.

G’UZ‘ =1+ /\jvi
G2’U7; =V; o+ 2)\]"01‘_1 + )\?’UZ'

kavi = xl(k))\;?fl'vi,l + $l(ﬁ)1)\§i(lil)’vi_(l_1) + ...+ $§k))\§71'vi71 + xék)A§UZ

Vektor v;_; uz je vlastnim vektorem pfislusny vlastnimu ¢islu A;. Jednoduchym

gk) - xy“_l) + xy“__ll), a proto konvergence

rozepsanim bychom také zjistili, ze x
G*v; bude zalezet na hodnots Aj.
Uvedomme si, ze 1 > Ay > [As] > ... > |An], takZe limj,oo A¥ = 0. Thned
uz dostavame vysledek jako v minulém ptikladu
lim G’kp = .

k—o0
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4 Aplikace na Synot ligu

4.1 Prvni ohodnoceni

Pti ¢teni toho, jakym zptisobem Google ohodnocuje stranky podle dilezitosti,
musi ¢lovéka napadnout, jestli by takovyto zpusob Sel vyuzit i jinde. Odpovéd je
ziejma, ano Sel. Co nas pravdépodobné napadne jako prvni, je pouziti ohodno-
covani ve sportu, a sice tam, kde spolu soupeii dva celky, nebo dva jednotlivci.
My si podrobné ukézeme aplikaci PageRanku na prvni ¢eskou fotbalovou ligu
(Synot ligu).

Nagim prvnim tkolem bude sestrojit néjaky graf, ktery bude ilustrovat vza-
jemné poc¢inani jednotlivych tymu. Ihned nas napadne jak na to, totiz pokud tym
A prohraje s tymem B, tak z vrcholu A povede hrana do vrcholu B. Kdyz spolu
tymy remizuji, tak povedeme hranu obéma sméry. Nasledné sestrojime matici
H stejné jako tomu bylo v piipadé internetu. Oznadcime-li [ pocet hran, které
odchézeji z vrcholu A, pak v matici H, ve sloupci odpovidajicimu vrcholu A bude
hodnota 1/l na pozici, kterd odpovida odchozi hrané a 0 na pozici téch vrchola,
do kterych z A hrana nevede.

Uvédomme si, ze kazdé dva tymy proti sobé v jedné sezoné nastoupi dvakrat
- v podzimni ¢asti a v jarni ¢asti. My se nejprve zaméfime pouze na vysledky z
probéhlé podzimni ¢asti sezony 2014/2015 a uvidime, jestli se nase ohodnoceni
bude shodovat s vysledky tabulky po podzimni ¢ésti. VsSechny vysledky, které
zde budeme uvadét, mizeme najit na www.synotliga.cz (viz LFA a kol., 2015).
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Domaci MM A AE| == | A|=2|0 |~ | ~|W1|®n|nn|H
Bohemians 0:0 | 3:0 1:1 | 1:2 2:4 2:0 1:2
Brno 2:2 3:0 1:0 2:3 | 1:0 0:1 [1:3]1:1
Budéjovice 1:1)2:1]1:0]0:41]0:3]1:1)2:2
Dukla 0:1 | 1:1]3:1 4:1 0:0 0:0 | 2:2 1:0
Hradec K. 2:3 | 24 0:20:31]0:0]0:0 2:0 0:0
Jablonec 2:0 | 0:0 | 6:0 2:0 1:0 1:1 4:2
Jihlava 1:2 ] 2:0 | 0:0 0:1 2:1 | 0:1 1 1:0
Liberec 0:0 0:1 | 2:2 0:0 | 6:0 | 1:1 | 0:0 2:2
Mladéa B. 1:0 | 5:1 0:1 0:3 | 4:1 | 2:1|2:0 3:0
Ostrava 1:0 | 1:0 2:1 | 1:2 1 0:0 1:0 1:1
Plzen 2:1 2:1 | 4:0 | 3:1 2:0 2:0 | 1:0
Pribram 2:3 1:.0 | 1:4 3:1 | 2:2 0:1 | 1:1
Slavia 1:3 1:1 | 1:1 4:1 3:1 | 1:0 | 3:2 0:2
Slovéacko 4:1 5:1 2:0 1:2 1 0:1 | 4:1 ] 1:2 0:2
Sparta 4:0 3:1]201]30] 10|10 0:1
Teplice 4:1 4:0 | 1:0 2:3 | 2:2 2:1 | 4:0 | 0:0

Tabulka 1: kiizova tabulka Synot ligy 2014/2015 po podzimni ¢asti

Z uvedené tabulky budeme vychazet a jen pro pofadek uvedme, Ze doméci
zapasy napiiklad Plzné jsou uvedeny v fadku oznaceném Plzen a venkovni za-
pasy jsou ve sloupci oznaceném Plzeni. V grafu vedou z vrcholu Plzen celkem
4 hrany a to do vrcholu Jihlava, Liberec, Piibram, Slavia. Tyto tymy s Plzni
totiz remizovali, nebo nad ni dokonce vyhrali. Z ostatnich vrchola vede naopak
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hrana smérem do vrcholu Plzen a stejné tak z vrcholu Liberec a Piibram kvili
zminované remize.

Nyni sestrojime matici H zplisobem, jaky jsme popsali vyse. Bude vypadat
nasledovné.
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Vidime, ze zadny sloupec této matice neni nulovy, neprovedeme tedy zadnou
modifikaci, a proto S = H. Nyni by byl jesté na fadé prechod k matici G,
ale to nebude nutné, protoze S je ireducibilni a z Perronovy - Frobeniovy véty
dostaneme existenci Perronova vektoru. To, Ze je tato matice ireducibilni, je
jednoduse vidét z odpovidajictho grafu za pomoci tvrzeni 3.13. Pro odliseni
budeme tuto matici oznacovat F', jako fotbalova matice.

V tabulce 2 uvadime vypocitany Perrontuv vektor 7, potadi, které ndm tento
vektor dava, poradi dle ligové tabulky a rozdil mezi obéma poradimi.

Vidime, ze néjaké tymy své poradi nezménily viitbec, nebo jen o jednu nebo
dvé pozice. To by pro nas bylo dostac¢ujici. Bohuzel jsou ale i takové tymy, které
se posunuly o fadu pozic (Liberec o 12, Mlada Boleslav o 9) a to nés rozhodné
neuspokoji.

Je nam jasné, ze Liberec nemiuze byt druhy nejlepsi tym, kdyz vyhrél pouze
dvakrat. Jeho dobré umisténi je pravdépodobné zpiisobeno velkym poc¢tem remiz.
Podle naseho modelu méa totiz remiza podobnou vidhu jako vyhra. Kdyz tedy
Liberec remizoval s Plzni, posunulo ho to v zebficku vysoko.

Na druhé strané Mlada Boleslav v poradi velice klesla navzdory tomu, Ze ma
na konté celkem 7 vitézstvi. Kdybychom pocitali i remizy, je to dohromady 9,
ale Liberec mél dohromady 11, je tedy jasné vidét, ze s timto problémem musime
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néco udélat.

tym vektor porfadi dle hgf) Ve, rozdil
T poradi
Bohemians | 0,0380212 15 11 -4
Brno 0,0447810 14 13 -1
Budéjovice | 0,0591406 11 15 4
Dukla 0,0685389 7 7 0
Hradec K. | 0,0359422 16 16 0
Jablonec 0,0731057 ) 3 -2
Jihlava 0,0622501 9 10 1
Liberec 0,0785199 2 14 12
Mlada B. 0,0485277 13 4 -9
Ostrava 0,0605678 10 6 -4
Plzen 0,0924503 1 1 0
Ptibram 0,0636706 8 12 4
Slavia 0,0758742 3 8 5
Slovacko 0,0523298 12 9 -3
Sparta 0,0741432 4 2 -2
Teplice 0,0721369 6 5 -1

Tabulka 2: poc¢atecni ohodnoceni dle matice F

4.2 Upravy fotbalové matice

Podobné jako Page a Brin modifikovali matici pro webové stranky, tak také
my budeme modifikovat vy$e zminénou matici F', abychom dostali vérohodné;jsi
vysledky. Jeden z problémi byl, Ze jsme remizu néjakych tymi povazovali za
vyhru kazdého z nich. Zkusime tedy remizam dat mensi vahu. Ihned se nabizi
nasledujici feseni.

Upravu budeme piedvadét opét na Plzni. Ta ma na konté 2 remizy a 2 prohry.
Za kazdou prohru udélame Plzni 2 ¢arky a za kazdou remizu 1 ¢arku. Dohromady
tedy bude mit 6 ¢arek. Na pozici odpovidajici prohie s danym tymem tedy nyni
bude hodnota 2/6 a na pozici odpovidajici remize bude 1/6. Tim jsme docilili
toho, ze remiza nad Plzni ma oproti vyhie poloviéni vahu. V ligovém bodovani
ma sice vahu tretinovou, ale podle mého nazoru si zaslouzi trochu vétsi.

Takto upravime celou matici F' a dostaneme matici F'o, kterou zde nebudeme
explicitné uvadét, nebot si ji jisté dokdzeme piedstavit. Co ale miuzeme udélat, je,
ze spocitame Perroniv vektor 7ro této matice. Po dpravé je totiz stéle ireducibilni
ze stejného divodu jako matice F. Opét dostaneme poradi tymi podle vektoru
5, a tak miZeme znovu uvést tabulku, nyni pro F (tabulka 3).

Vidime, ze podle vektoru 7y uz Liberec neposkocil o 12 pricek, ale jen o 5.
Jediny tym, ktery nas jesté neuspokojuje je Mlada Boleslav. Zcasti je to tim, ze
Mlada Boleslav vyhrava nad slabsimi soupefi, ale se silnéjSimi, jako jsou Plzen
nebo Sparta, vzidy prohraje. Pokles v Zebiicku je tedy opravnény. S tim souvisi
i druha véc, kterou popiSeme na prikladu.

Dejme tomu, 7Ze proti sobé mé nastoupit Plzenn a Slavie. Kazdy tym vsadi
na svoji vyhru 500 korun. Zapas vyhraje Slavie a po pravu ji tedy nélezi celd
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tym vektor 7, poradi dle hgf) ve} rozdil
(D) poradi
Bohemians | 0,0427721 14 11 -3
Brno 0,0396257 15 13 -2
Budéjovice | 0,0475641 13 15 2
Dukla 0,0673444 6 7 1
Hradec K. | 0,0252078 16 16 0
Jablonec 0,0777956 4 3 -1
Jihlava 0,0731361 5 10 5
Liberec 0,0584954 9 14 5
Mlada B. 0,0536700 11 4 -7
Ostrava 0,0635501 7 6 -1
Plzen 0,1106770 1 1 0
Piibram 0,0553685 10 12 2
Slavia 0,0836341 3 8 D
Slovacko 0,0500879 12 9 -3
Sparta 0,0889490 2 2 0
Teplice 0,0621216 8 5 -3

Tabulka 3: ohodnoceni dle matice Fy

vyhra 1000 korun. Podivejme se, co to znamena v matici F'5. 7 pohledu Plzné
je v8e v poradku. Ve sloupci Plzné je na odpovidajici pozici hodnota 2/6 - to
odpovida dvéma pétistovkam. Kdyz se ale koukneme na sloupec Slavie, zjistime,
ze Slavie svou vyhru vlastné nedostala - tisicovka méla ptripadnout ji, ale na pozici
odpovidajici Slavii je nula.

Zkusime jesté udélat jednu modifikaci matice. Kazdy tym hraje 15 zapasu a
do kazdého zapasu vlozi dva tymy svij dil (pomyslnych 500 korun). Za kazdy
zapas se tedy rozdeéli 2 dily a za vSechny zapasy jednoho tymu se rozdéli 30 dila.
Vezméme si opét na pomoc Plzen. Na pozici, kterd odpovida Slavii, bude hodnota
2/30 (Plzen prohrala). Na porzici, kterd odpovida Liberci, bude 1/30 (remiza) a
Plzen si pfic¢te také 1/30. Na pozicich tymu, nad kterymi Plzen zvitézila, budou
nuly, ale za kazdy si Plzen piicte 2/30. Tuto matici ozna¢ime F'3 a radéji si ji
primo napiSeme.
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Z konstrukce této matice je jasné, zZe zustane ireducibilni. Najdeme tedy jeji
Perronuv vektor 73, z ného ziskdme nové poradi tymu a porovname ho s ligovym
poradim.

tym vektor 73 poradi dle hgf) ve, rozdil
™3 poradi
Bohemians | 0,0274478 14 11 -3
Brno 0,0254287 15 13 -2
Budéjovice | 0,0305229 13 15 2
Dukla 0,0518597 5 7 2
Hradec K. | 0,0126598 16 16 0
Jablonec 0,1283740 3 3 0
Jihlava 0,0496938 7 10 3
Liberec 0,0397459 10 14 4
Mlada B. 0,0442815 9 4 -5
Ostrava 0,0489378 8 6 -2
Plzen 0,2130720 1 1 0
Piibram 0,0355312 11 12 1
Slavia 0,0603786 4 8 4
Slovacko 0,0340332 12 9 -3
Sparta 0,1467780 2 2 0
Teplice 0,0512547 6 5 -1

Tabulka 4: ohodnoceni dle matice F'5
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Nyni se pokusime vysvétlit posuny nékterych tymii oproti ligovému poradi
v tabulce 4. Nejprve se podivejme na Mladou Boleslav. Ta si pohorgila o pét
pricek, ale jak uz jsme tekli, je to zpiisobeno tim, ze sice vyhrava se slabymi
soupeii, ale neni schopné porazit kvalitné€jsi muzstva. Posunu Liberce jsme se
jiz také vénovali. Rekli jsme, Ze remizdm budeme davat vétsi vahu, nez maji v
ligovém bodovani a Liberec to jen dokazuje.

Co se Slavie tyce, jeji posun o 4 pificky smérem nahoru je zpusoben tim,
ze vyhrala nad Plzni a tim ziskala pomyslné bodiky navic. Plzen porazila také
Jihlava, ale jeji posun neni tak patrny. To si miuzeme vysvétlit tim, ze napiiklad
Piibram se v pofadi dostala pred ni, protoze s Plzni remizovala a navic nad
samotnou Jihlavou vyhréla.

Ukazali jsme si, Ze posuny v poradi jsou opodstatnéné. Nyni zalezi pouze na
nas, jaké hodnoceni ndm vice vyhovuje. Ohodnocovani tymu pomoci algoritmu
PageRank méa oproti klasickému bodovani vyhodu v tom, ze vitézstvi nad silnym
soupeiem ma veétsi vahu nez nad slabsim.

Liga se ale nevyhrava pouze podzimni ¢asti. Pokud bychom znali vSechny
vysledky i z jarni Césti, miZeme stejnym zpusobem urcit matici F;’ pro jarni
tast. Nasledné bychom obé matice slouéili takto 3 F's + %F; Pro matici, kterou
bychom ziskali, bychom vypocetli Perroniiv vektor a dostali bychom pofadi tymuii.

V tento okamzik ale znadme pouze vysledky do 20. kola, to znamena pouhych
5 zapasi z jarni ¢asti. Ki¥izovou tabulku zde uvadét nebudeme, ale uvedeme rov-
nou matici Fg, kterd z této tabulky vznikne stejnym zptsobem, jako vznikla F's.
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Na prvni pohled vidime, Ze tato matice je reducibilni. Muzeme to nahlédnout
i tak, Ze v naSem grafu této matice nevede z vrcholu Plzen ani jedna hrana do
jinych vrcholi. Pokud bychom nyni spocitali vlastni vektor prislusny vlastnimu
¢islu 1, dostali bychom vektor e;, kde ¢ odpovid4 pozici Plzné.

Na fadu by mohla pfijit aprava s prictenim matice %eeT, my ale zkusime
jinou upravu. Ve sloupci odpovidajicimu Plzni nahradime 1 (= %) hodnotou 22

30
a zbylou % rozdélime rovnomérné mezi ostatni tymy. Na pozici, kde pfedtim byla

0, bude tedy nyni hodnota ﬁ. Plzni takto sice nepatrné ublizime, ale odpovida
to zhruba jedné remize, coz Plzen bezpecné udrzi na prvni pozici.

Vzniklou matici oznac¢ime F; a muzeme i preznacit matici z podzimni Casti
jako F'4, ktera se ale od matice F'3 nebude vubec lisit.
matice. Miuzeme to udélat tak, jak uz jsme navrhli, to znamené %F4 + %F:1
Urc¢ime jeji Perrontv vektor 74 a pomoci néj uré¢ime potradi tymii.

Zminény zptsob dava stejnou vahu podzimni i jarni ¢asti, a proto zkusime
vahu rozdélit podle odehranych kol. Zatim bylo odehrano 15 kol v podzimni ¢asti
a b kol v jarni ¢asti. Zminéné matice tedy muzeme secist nasledovné %F4 + %F:l
a jeji Perrontiv vektor oznacime 7rs.

Posledni tabulka (tabulka 5), kterou zde uvedeme, bude obsahovat vektory 7y
a s, pofadi dané témito vektory, poradi dle ligy po 20. kole a rozdil potadi dle

7 oproti ligovému poradi, jako jsme uvadéli diive.

t¥m vektor 7, | vektor s poradi | poradi ligvové’ rozdil | rozdil

Ty s poradi T s
Bohemians | 0,0247658 | 0,0262892 15 15 13 -2 -2
Brno 0,0281786 | 0,0265399 13 14 11 -2 -3
Budéjovice | 0,0253164 | 0,0283478 14 13 15 1 2
Dukla 0,0446738 | 0,0491986 9 7 6 -3 -1
Hradec K. | 0,0194767 | 0,0150512 16 16 14 -2 -2
Jablonec 0,1101040 | 0,1203930 3 3 3 0 0
Jihlava 0,0471145 | 0,0490945 8 8 12 4 4
Liberec 0,0291844 | 0,0352380 12 11 16 4 5
Mlada B. 0,0523351 | 0,0476097 5) 9 4 -1 -5
Ostrava 0,0501004 | 0,0495318 6 6 9 3 3
Plzen 0,2357140 | 0,2223010 1 1 1 0 0
Piibram 0,0400485 | 0,0373876 10 10 8 -2 -2
Slavia 0,0571287 | 0,0593343 4 4 10 6 6
Slovacko 0,0301583 | 0,0324313 11 12 7 -4 -5
Sparta 0,1572920 | 0,1510060 2 2 2 0 0
Teplice 0,0484094 | 0,0502460 7 5 5 -2 0

Tabulka 5: ohodnoceni dle matic (3F,y + 3F)) a (2F, + 2 F))

Ukézali jsme si alternativni hodnoceni fotbalové ligy, které ma od ligového
hodnoceni odlisné nékteré parametry jako naptiklad, Ze remize dava oproti vyhie
polovi¢ni vahu. V ligovém hodnoceni je to tfetinova vadha. Posuny tymi jsme si
vysvétlili a podle mého nazoru jsou opodstatnéné. Toto ale neni jediny zptisob
ohodnoceni, ktery muzeme vytvofit.

34



4.3 Moznost jiného ohodnoceni

V této sekci si jesté ukazeme, jak vytvorit fotbalovou matici, aby vice odpovi-
dala skute¢nym ligovym vysledkim. V tabulce 5 jsme si vSimli, ze se Slavie
posunula oproti ligovému pofadi dokonce o Sest pricek. Zkusime tedy vytvorit
matici Fg jinym zpusobem nez diive.

Zatim jsme se vzdy snazili drzet fotbalovou matici stochastickou a to nas nepa-
trné omezovalo. 7Z Perronovy - Frobeniovy véty vime, ze pokud matici udrzime
nezapornou a ireducibilni, tak budeme mit pordd k dispozici Perrontv vektor.
Podle tohoto vektoru opét zkusime sefadit tymy a uvidime, co nam vyjde.

Matici Fg tedy sestrojime nasledujicim zpusobem. Do matice budeme zapiso-
vat pfimo body, které jednotlivé tymy ziskaly. Ve sloupci odpovidajimu naptiklad
Plzni zapiSeme 0 na pozici odpovidajici tymu, nad kterym Plzen zvitézila, 1 na
pozici odpovidajici tymu, se kterym remizovala a 3 na pozici odpovidajici tymu, se
kterym prohrala. Pokud spolu tymy sehraly vice zapast, tak jednotlivé vysledky
jednoduse secteme.

V naSem pripadé ziskdme jisté ireducibilni matici, nebot v podzimni ¢asti
soutéze uz hral kazdy tym s kazdym, a proto bude graf této matice silné sou-
visly. Spocteme tedy vektor 7rg a podobné jako v piedchozi sekci jej porovnédme
s ligovym poradim.

tym vektor g poradi dle hgvo Ve, rozdil
T poradi
Bohemians | 0,0460106 13 13 0
Brno 0,0470046 12 11 -1
Budéjovice | 0,0422385 14 15 1
Dukla 0,0591685 8 6 -2
Hradec K. | 0,0382386 16 14 -2
Jablonec 0,0900784 3 3 0
Jihlava 0,0565120 9 12 3
Liberec 0,0383252 15 16 1
Mlada B. 0,0705605 4 4 0
Ostrava 0,0609948 5 9 4
Plzen 0,1213230 1 1 0
Ptibram 0,0554022 10 8 -2
Slavia 0,0592607 7 10 3
Slovacko 0,0519274 11 7 -4
Sparta 0,1026420 2 2 0
Teplice 0,0603125 6 5 -1

Tabulka 6: ohodnoceni dle matice Fg
7 tabulky c¢islo 6 vidime, ze pii takovémto ohodnoceni stranek je maximalni

posun tymu o 4 pticky oproti ligovému poradi. Toto hodnoceni tedy opravdu vice
odpovida skutecnosti.
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Na konec kapitoly jesté mizeme zminit fakt, Ze takto by Sly porovnat tymy z
celé Evropy. Dilezité spojeni nam zajisti napiiklad Liga mistri nebo Evropska
liga. Podobné jako v jarni ¢asti Synot ligy, kde spolu v8echny tymy nehrély a
stejné jsme je dokazali ohodnotit, bychom mohli porovnat evropské tymy.
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5 Dodatecna pozorovani

Dtive uz jsme si vSimli, ze pokud se v matici H objevil néjaky nulovy sloupec,
to odpovida tomu, Ze z néjaké stranky nevede zadny odkaz, tak vektor popularity
konvergoval k nulovému vektoru. Takovému jevu jsme fikali ztraceni dulezitosti.
Naopak, pokud byla matice H stochasticki, tj. z kazdé stranky vedl alespon
jeden odkaz, tak se zadna dilezitost neztracela (viz lemma 3.11). V této sekci se
budeme zabyvat obdobnymi jevy a jejich dopadem na matice H, S a také G.

Na vrcholech (strankach) zavedeme relaci ekvivalence néasledovné. Vrchol S
je v relaci s vrcholem Ss, pokud z S; vede orientovana cesta do S,. Neni tézké
rozmyslet si, Ze jde skutecné o ekvivalenci. Tim se nam graf rozpadne na tridy
ekvivalence, mezi kterymi vedou hrany uz jen jednim smérem. Na téchto tiidach
miizeme opét zavést relaci podobnou té vyse popsané, a dostaneme tak ¢astecné
usporadani (stranky, do kterych nevede zadny odkaz, ani z nich zadny nevychazi,
nebudeme brat v ivahu). Maximalni prvky budou ty tiidy, do kterych nevedou z
jinych t¥id zddné odkazy, a naopak minimalni prvky budou ty tiidy, z kterych uz
nevedou zadné odkazy. Pokud bude v takovéto t¥idé vice vrcholii, budeme mluvit
o koncové tiidé a pokud tam bude pouze jeden vrchol, budeme mluvit o odtoku.

Podobna situace je napiiklad na prohlidce zamku. Za¢indme u vchodu (max-
imalni prvek) a jakmile projdeme do prvni mistnosti, tak uz se zpatky vratit
nemuzeme. Zde se mizeme dle libosti kochat obrazy, ale jakmile se dostaneme
do druhé mistnosti, tak se opét uz vratit nemuzeme a tak dale. Nakonec se ocit-
neme u vychodu, coz je miniméalni prvek. Dle prohlidkovych okruhii mame i na
vybér cestu, kudy pijdeme a také se zac¢ind a konéi jinde (vice maximalnich a
minimalnich prvki).

Nejprve se podivejme na to, jaky vliv maji odtoky a koncové tiidy. To se tyka
matic H a S.

Vzpomeinime si na ndhodné klikani na odkazy na strance. Pokud se kliknutim
na odkaz dostaneme na stranku v jiné t¥idé ekvivalence, tak uz nemame Sanci
se do predchozi tiidy znovu dostat. Kdyby ano, byly by tyto stranky ve stejné
tridé. Takto klikime dal, az se nakonec jednou ocitneme v koncové tiidé, nebo
odtoku.

Pokud se ocitneme v koncové t¥idé a budeme zde klikat na odkazy, do jiné t¥idy
uz se nedostaneme. Z toho divodu budou mit ve vysledku stranky z koncovych
t¥id vSechnu popularitu a stranky, které nejsou v koncovych tiidach, nebudou mit
zadnou.

Pokud se ocitneme v odtoku, tak uz nemame kam dal jit a dilezitost by se
zde hromadila podobné jako v koncové t¥idé. Matice H je ovSem konstruovana
tak, ze se tato dulezitost dokonce ztraci (odtéka). Celkem bychom tedy z vektoru
popularity ztratili tolik dilezitosti, kolik by ji méla stranka, ktera je odtokem.

Jesté uvedeme dvé pozorovani o tom, jak odtoky a koncové tridy ovliviuji
vlastni ¢isla matice H.

Pozorovani 5.1. Bud £ pocet odtokt v siti. Pak geometrickd nasobnost vlast-
niho ¢isla 0 matice H je nejméné k.

Bud [ pocet stranek, na které zadna stranka neodkazuje. Pak geometrickd
nésobnost vlastniho ¢isla 0 matice H je nejméné [.

Diikaz: Pokud k > 1, tak je matice H singuldrni, a tedy 0 je vlastni ¢islo.
Nyni spo¢téme dimenzi nulového prostoru H. Vime, ze H obsahuje k nulovych
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sloupcit a z toho hned dostavame dim(Ker(H)) > k. Dokazali jsme tedy, Ze
geometricka nasobnost vlastniho ¢isla 0 je véts$i nebo rovna poctu odtokii.

Pro stranky, na které zadné stranka neodkazuje, méme analogicky argument.
Vsimneme si, ze pokud takova stranka existuje (tj. [ > 1), tak je H singularni,
protoze obsahuje nulovy fadek. Nulovych radka tato matice obsahuje presné [.
Pak pouzijeme tvrzeni, Ze dim(Ker(H)) = dim(Ker(H?")) a jsme hotovi. [

Pozorovani 5.2. Necht H je matice ur¢ena grafem stranek s, so, ..., s, a necht
[ je pocet koncovych tiid tohoto grafu. Pak 1 je vlastni ¢islo matice H a geomet-
rickd nasobnost vlastniho ¢isla 1 je alespon (.

Diikaz: O stochastickych maticich vime, Ze maji vlastni ¢islo 1. Matice H ale
diky odtokum stochasticki byt nemusi, a tak budeme muset ukazat, ze navzdory
pritomnosti odtoku mé vlastni ¢islo 1.

Oznacme s;,, Si,, ..., s;, stranky jedné z koncovych t¥id grafu. Budeme chtit
dokazat, ze det(H — 1I) je roven nule.

Vime, 7Ze to je pravé tehdy, kdyz je matice (H — 1I) singularni a to je pravé
tehdy, kdyz ma linearné zavislé sloupce. Vezmeme si sloupce 41,9, ..., 1, které

odpovidaji strankam s;,, s;,, ..., s;, a ukdzeme, Ze uz tyto jsou linearné zavislé.
SZI ... 812 PR 813 DY PR S’Lk
0 0 0 0
0 0 0 0
811 _1 xXr
0 0 0 0
0 0 0 0
SZQ _]- X
0 0 0 0
0 0 0 0
Sig -1
0 0 0 0
0 0 0 0
Si —1
0 0 0 0
0 0 0 0
Vsimnéme si, Ze i;-ty sloupec méa nenulové prvky maximalné na pozicich
i1,09, .-, 0g, Pro j = 1,2,... k, protoze s;; je v koncové t¥idé. Na ostatnich
pozicich mé tedy nuly, a tak linearni zavislost sloupcti y,17s,...,7; na téchto

n — k pozicich nezélezi.
Oznac¢me nyni ¢; sloupec, ktery vznikne ze sloupce ¢; vynechdnim onéch n —k&

nulovych pozic, pro j = 1,2, ..., k. Pak sloupce iy,is,...,7; jsou linearné zavislé
pravé, kdyz jsou linedrné zavislé sloupce tq,ts,...,tx. To nastane pravé tehdy,
kdyz je matice (¢|ta] ... |tx) singularni. Jelikoz vime, Ze soucet kazdého sloupce

této matice je roven nule, tak tato matice singularni je.
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Dokézali jsme, Ze 1 je vlastni ¢islo matice H a zbyva ndm ukazat, Ze ge-
ometrickd né&sobnost 1 je alespon [. K tomu nam staci definice geometrické
nésobnosti jako dimenze nulového prostoru, neboli jadra, matice. Pro kazdou
koncovou tiidu mame mnozinu linearné zavislych vektori, koncovych tiid je [, a

tedy dim(Ker(H — 11I)) > 1. O

Pi#iklad: Nyni si ukdZeme vyznam dal$ich vlastnich vektort (tedy ne jenom
Perronova) v mocnici metodé pii ziskdvani pravé Perronova vektoru. Budeme
pracovat s matici G, kterd je uvedena na konci kapitoly 2, a také vychézet z
prikladu, ktery je na konci kapitoly 3.

U matice fadu 10 je jednoduché spocitat vlastni ¢isla a vlastni vektory, a proto
zde muzeme rovnou uvést Perronuv vektor matice G, ktery kvili prehlednosti
zaokrouhlime na tii desetinnd mista.

™= (0,033 0,075 0,058 0,050 0,108 0,106 0,160 0,192 0,183 0,033)
Pocateéni vektor p(0) zvolime tak, jak jsme navrhovali v kapitole 2, tedy
p(0)= (0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1).

Ptripomenme nyni, ze pocatec¢ni vektor vyjadiime vzhledem k bazi slozené z
vlastnich vektort, tedy

p(0) = a1 + agvs + ... + ajpvyp -

Podivame-li se na prvni slozku tohoto vektoru (odpovida dilezitosti prvni stranky),
vidime, Ze oproti vektoru 7 musime prvni strance pridat 0,067 dilezitosti. Na
druhou stranu u devaté stranky musime dulezitost ubrat, konkrétné 0, 083.

Z toho plyne, Ze vektory vs, v3, ... v19 musi vyrovnavat rozdily mezi libovolné
zvolenym pocatecnim vektorem a Perronovym vektorem.

Podobnych tvrzeni¢ek by Sla zformulovat a dokéazat jisté celd rada. My se

ale kvili rozsahu prace spokojime s vyse uvedenym s tim, Ze pokud by ctenare
zajimala dalsi fakta, mize se inspirovat v uvedené literatute.
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