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2.3 Úloha s reálnými daty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Úvod

V této práci se budeme zabývat úlohou prodavače novin a hledáńım jej́ıho
optimálńıho řešeńı při r̊uzných zadáńı. Problém prodavače novin je jednoduchá
úloha stochastického programováńı, kde figuruje náhodná poptávka. Podle toho,
v jaké situaci se prodavač novin nacháźı, se lǐśı formulace problému a optima-
lizačńı úlohy. Naš́ım úkolem bude naj́ıt optimálńı řešeńı zadané úlohy maximali-
zuj́ıćı prodavač̊uv zisk.

V prvńı kapitole si zavedeme pojmy jako konvexita, empirická distribučńı
funkce, kvantil a výběrový kvantil, které budeme potřebovat v daľśıch kapitolách.
Také si dokážeme Weierstrassovu větu a předvedeme větu o spojitosti konvexńıch
funkćı, které budeme využ́ıvat při hledáńı optimálńıho řešeńı optimalizačńı úlohy.

V druhé kapitole si již ukážeme dvě podobné formulace problému prodavače
novin se známým rozděleńım náhodné poptávky. Poté si předvedeme, jak vypadá
a jak se řeš́ı úloha prodavače novin s reálnými daty, např. minulá pozorováńı; tedy
v př́ıpadě, kdy rozděleńı pravděpodobnosti náhodné poptávky neńı známo. Zde
použijeme k aproximaci účelové funkce metodu Sample Average Approximation
(SAA). Jako posledńı si představ́ıme tzv. problém prodavače párk̊u, kde prodavač
dokáže d́ıky zkušenosti z minulého dne lépe odhadnout poptávku následuj́ıćı den.

Na závěr si ukážeme, že jednou z variant aplikace problému prodavače novin je
výpočet podmı́něné mı́ry rizika CVaR (Conditional Value-at-Risk) a předvedeme
si numerickou studii v programu R (R Core Team (2014, verze 3.1.1)), která
porovná parametrický a neparametrický př́ıstup k úloze.
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Kapitola 1

Pojmy, definice, věty

1.1 Konvexita

Nejdř́ıve si zavedeme pár pojmů ze skript od Dupačová a Lachout (2011).
Poté si dokážeme Weierstrassovu větu a předvedeme větu o spojitosti konvexńıch
funkćı, které budou stěžejńı při hledáńı optimálńıho řešeńı optimalizačńı úlohy.

Definice 1 (konvexńı množina). Množina X ⊂ R se nazýva konvexńı, jestlǐze
s každými dvěma body obsahuje také všechny jejich konvexńı lineárńı kombinace,
tj. pro každé x,y ∈ X a λ ∈ (0,1) je λx+ (1− λ)y ∈ X .

Poznamenejme, že prázdná množina je také z definice konvexńı. Konvexńımi
množinami v R jsou např́ıklad př́ımka či polopř́ımka. Dále také omezený inter-
val nebo bod, což je degenerovaný interval. Nekonvexńı množinou v R je třeba
doplněk př́ımky.

Definice 2 (konvexńı funkce). Necht’ je X ⊂ R konvexńı množina. Řekneme,
že je funkce jedné proměnné f : X → R konvexńı, jestlǐze pro každé x,y ∈ X
a λ ∈ (0,1) plat́ı f(λx + (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y). Řekneme, že funkce
f : X → R je konkávńı, jestlǐze −f je konvexńı funkce.

Z grafu funkce f(x) = x2 je zřejmá konvexita f(x), nebot’ podle definice každá
spojnice dvou bod̊u funkce lež́ı nad grafem samotné funkce. Kdybychom uvažovali
lineárńı funkci, tak ta je zároveň konvexńı i konkávńı funkćı.

Definice 3. Pro množinu S ⊂ R definujeme:

• uzávěr, označeńı S, jako nejmenš́ı uzavřenou mnoužinu, která obsahuje S;

• vnitřek, označeńı int(S), jako nejvěťśı otevřenou mnoužinu, která je
obsažena v S;

• hranice, označeńı ∂(S), jako rozd́ıl uzávěru a vnitřku S,
tj. ∂(S) = S \ int(S);

Mějme interval M = (a,b], kde a,b ∈ R. Potom zřejmě uzávěr M = [a,b],
vnitřek int(M) = (a,b) a nakonec hranice ∂(M) = {a,b}.

Věta 1. Necht’ f : D → R, kde D ⊂ R. Jestlǐze v bodě x ∈ int(D) existuje
derivace f ′(x) a je r̊uzná od nuly, pak funkce f nemá v bodě x ani lokálńı maximum
ani lokálńı minimum.
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Jinými slovy, pro funkci, která má všude derivaci, je podmı́nka f ′(x) = 0
nutná pro to, aby mohla mı́t v bodě x ∈ int(D) lokálńı extrém.

Věta 2 (Weierstrassova věta). Spojitá funkce jedné proměnné f(x) má na kom-
paktńım (tj. omezeném a uzavřeném) intervalu [a,b], kde a,b ∈ R, globálńı maxi-
mum i globálńı minimum.

D̊ukaz. Podle d̊ukazu z Jarńık (1984, Věta 128) poznamenejme: je-li f(x) spojitá
funkce na [a,b] a je-li f(x) 6= 0 pro všechna x z intervalu [a,b], je též 1

f(x)
spojitá

na intervalu [a,b], nebot’ je pod́ılem spojitých funkćı se jmenovatelem r̊uzným
od nuly.

(i) Položme G = supx∈[a,b] f(x). Pro všechna x ∈ [a,b] je tedy f(x) ≤ G. Máme
dokázat, že na intervalu [a,b] existuje č́ıslo x pro něž je f(x) = G. Pro spor
předpokládejme, že pro všechna x ∈ [a,b] je f(x) < G, tj. G − f(x) > 0.
Protože G − f(x) je na [a,b] spojitá a podle předpokladu stále kladná, je
funkce 1

G−f(x) na intervalu [a,b] spojitá, tedy shora omezená a stále kladná.

Existuje tedy kladné č́ıslo K tak, že pro všechna x ∈ [a,b] je 1
G−f(x) < K,

tj. G− f(x) > 1
K

, tj.

f(x) < G− 1

K
pro všechna x ∈ [a,b]. (1.1)

Ale č́ıslo G− 1
K

je menš́ı než č́ıslo G = supx∈[a,b] f(x); tedy na intervalu [a,b]

existuje č́ıslo x0 tak, že f(x0) > G− 1
K

, což je spor s (1.1).

(ii) Funkce −f(x) je spojitá na [a,b] a zřejmě plat́ı

sup
x∈[a,b]

−f(x) = − inf
x∈[a,b]

f(x).

Podle bodu (i) existuje č́ıslo c ∈ [a,b] tak, že −f(c) = supx∈[a,b]−f(x). Tedy
f(c) = infx∈[a,b] f(x).

k

Věta 3 (spojitost konvexńı funkce). Necht’ X je neprázdná konvexńı množina
v Rn a necht’ f : X → R je konvexńı funkce. Potom je f spojitá na int(R).

D̊ukaz. Podrobný d̊ukaz je proveden v práci Bazaraa a kol. (1990, str. 81).

k

Vnitřkem R je ovšem opět samotné R. Tedy tato věta nám ř́ıká, že jakákoliv
konvexńı funkce na R je také na R spojitá.

1.2 Rozděleńı pravděpodobnosti, hustota, (em-

pirická) distribučńı funkce, konvergence sko-

ro jistě

Mějme pevně dán pravděpodobnostńı prostor (Ω,A,P ), kde Ω je neprázdná
množina elementárńıch jev̊u, A je σ-algebra podmnožin Ω a P je pravděpodob-
nostńı mı́ra. Označme Bn borelovský systém podmnožin Rn.
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Definice 4 (náhodný vektor). Měřitelné zobrazeńı X : (Ω,A) → (Rn,Bn) se
nazývá (n-rozměrný) náhodný vektor.

Poznámka. Pokud n = 1, ř́ıkáme, že X je náhodná veličina.

Definice 5 (distribučńı funkce). Necht’ X je náhodná veličina; jej́ı distribučńı
funkce FX je definována vztahem

FX(x) = P(X ≤ x), x ∈ R.

Základńı vlastnosti distribučńı funkce jsou formulovány v následuj́ıćı větě.

Věta 4. Distribučńı funkce FX náhodné veličiny X má tyto vlastnosti:
(i) FX je neklesaj́ıćı;
(ii) limx→∞ FX(x) = 1, limx→−∞ FX(x) = 0;
(iii)FX je zprava spojitá.

D̊ukaz. Jednotlivé kroky d̊ukazu jsou podrobně popsány v práci Dupač a Hušková
(2013, str. 19).

k
V této práci se budeme zabývat dvěma nejd̊uležitěǰśımi tř́ıdami distribučńıch

funkćı – diskrétńı distribučńı funkce a absolutně spojité distribučńı funkce.

Definice 6 (diskrétńı distribučńı funkce). Distribučńı funkce F se nazývá dis-
krétńı, existuje-li konečná nebo spočetná posloupnost vesměs r̊uzných reálných
č́ısel {xn}n∈N0, kde N0 ⊆ N, N je množina přirozených č́ısel, a odpov́ıdaj́ıćı po-
sloupnost kladných č́ısel {pn}n∈N0 tak, že

∑
n∈N0

pn = 1 a

F (x) =
∑

{n∈N0;xn≤x}

pn, ∀x ∈ R.

Jinými slovy, diskrétńı distribučńı funkce je schodovitá, se skoky o velikostech
pn v bodech xn a je jednoznačně určena hodnotami {xn,pn}n∈N0 . Má-li náhodná
veličina X tuto distribučńı funkci, znamená to, že náhodná veličina X nabývá jen
hodnot xn a to s pravděpodobnostmi pn (nebo se od takové lǐśı jen na množině
P -mı́ry 0).

Definice 7 (absolutně spojitá distribučńı funkce). Distribučńı funkce F se nazývá
absolutně spojitá, existuje-li nezáporná borelovsky měřitelná funkce θ taková, že

F (x) =

∫ x

−∞
θ(t) d t, ∀x ∈ R.

Funkce θ se nazývá hustota. Je určena jednoznačně až na ekvivalenci; plat́ı θ = F ′

skoro všude.

Poznámka. Má-li náhodná veličina X diskrétńı distribučńı funkci, ř́ıkáme, že má
diskrétńı rozděleńı nebo že X je diskrétńı náhodná veličina.
Podobně má-li náhodná veličina X absolutně spojitou distribučńı funkci, ř́ıkáme,
že má absolutně spojité rozděleńı nebo že X je absolutně spojitá náhodná veličina
a odpov́ıdaj́ıćı hustotu θ nazýváme hustotou náhodné veličiny X.
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Posloupnost {xn,pn}n∈N0 popř. hustota θ jednoznačně určuj́ı př́ıslušnou dis-
tribučńı funkci a tedy i rozděleńı př́ı̌slušné náhodné veličiny.

Definice 8 (empirická distribučńı funkce, Langová (2009)). Necht’ X1, . . . ,Xn

je náhodný výběr z rozděleńı, které má distribučńı funkci F . Bud’ x dané reálné
č́ıslo. Necht’

1[X≤x] =

{
1, je-li X ≤ x,
0, je-li X > x,

(1.2)

je tzv. indikátorová funkce. Položme

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1[Xi≤x].

Funkce F̂n(x) se nazývá empirická distribučńı funkce.

Z definice je zřejmé, že funkce F̂n(x) je schodovitá zprava spojitá funkce se
skoky v pozorovaných hodnotách Xi. Pokud uspořádáme hodnoty náhodných
veličin X1, . . . ,Xn podle velikosti do posloupnosti X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n),
potom můžeme položit

F̂n(x) =
k

n
pro x ∈ (x(k),x(k+1)), k = 0,1, . . . ,n

a x(0) = −∞, x(n+1) = ∞, přičemž x1, . . . ,xn je realizace náhodného výběru

X1, . . . ,Xn. Hodnota nF̂n(x) je počet element̊u výběru X1, . . . ,Xn, které jsou
menš́ı než x.

Nakonec si zadefinujeme konvergenci skoro jistě.

Definice 9 (konvergence skoro jistě). Mějme náhodné veličiny X1,X2, . . . a X
na (Ω,A,P ). Řekneme, že Xn konverguje skoro jistě k X, jestlǐze

P
(

lim
n→∞

Xn = X
)

= 1.

Ṕı̌seme, že Xn
s.j.→ X.

1.3 Kvantil a výběrový kvantil

Nyńı se omeźıme na rozděleńı se spojitou a ryze monotónńı distribučńı funkćı.

Definice 10 (kvantil). Necht’ distribučńı funkce F je spojitá a ryze monotónńı,
necht’ 0 < α < 1. Potom č́ıslo xα takové, že F (xα) = α (tj. č́ıslo xα = F−1(α))
se nazývá α-kvantil př́ıslušného rozděleńı.

Ryźı monotónii stač́ı zřejmě požadovat jen v intervalu, v němž 0 6= F (x) 6= 1;
i pak je α-kvantil jednoznačně určen pro všechna 0 < α < 1.

Definice 11 (výběrový kvantil, Likeš a Machek (1981)). Zvolme p, pro které
plat́ı 0 < p < 1. (Výběrovým) p–tým kvantilem (percentilem) náhodné veličiny X
(nebo př́ıslušného rozděleńı) nazveme č́ıslo xp, pro které plat́ı

F (xp) ≥ p, F (xp + 0) ≤ p. (1.3)
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Těmito podmı́nkami neńı obecně výběrový kvantil jednoznačně určen, nebot’

může existovat omezený interval hodnot xp splňuj́ıćıch podmı́nky (1.3). Má-li
veličina X spojité rozděleńı, plat́ı pro xp vztah

F (xp) = p.

Pro distribučńı funkce spojité a rostoućı ve všech x ∈ R jsou všechny kvantily
jednoznačně určeny. Výběrový p–tý kvantil je hodnota xp pro kterou plat́ı, že
právě 100p % prvk̊u je nanejvýš rovných xp, tj. P(X ≤ xp) = p, kde X je
náhodná veličina.
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Kapitola 2

Úloha prodavače novin

Úloha prodavače novin je jedna z nejznáměǰśıch úloh oblasti stochastického
programováńı nazývané modely s penalizaćı ztrát. Základńı formulace problému
prodavače novin je podrobně popsána a rozebrána v práci Dupačová (1986, Ka-
pitola 5).

2.1 Úloha s vraceńım novin

Prodavač novin si může objednat pevný počet x výtisk̊u novin za nákupńı cenu
a Kč za kus na každý den uvažovaného obdob́ı. Prodejńı cena jednoho výtisku
je p > a Kč, neprodané noviny lze se ztrátou vrátit za cenu c ∈ (0,a) (např.
odnese noviny do sběru). Počet výtisk̊u, které prodavač může v jednotlivých
dnech prodat, však neńı pevný; je dán náhodnou poptávkou ω, jej́ıž rozděleńı
pravděpodobnosti P je známo. Prodavač novin se proto rozhodne objednat počet
výtisk̊u, který maximalizuje jeho středńı (očekávaný) zisk.

Označme v(x;ω) zisk prodavače v př́ıpadě, že objednal x výtisk̊u novin a sku-
tečný požadavek v daném dnu byl ω výtisk̊u. Ze zadáńı úlohy je

v(x;ω) =

{
pω − ax+ c(x− ω) pro ω ≤ x,
px− ax pro ω > x.

Tato účelová funkce je ze zadáńı spojitá. Pod́ıvejme se v rychlosti na př́ıklad
účelové funkce, která neńı spojitá (dle Artstein a Wets (1994)). Mějme opět
náhodnou poptávku ω. Pokud je poptávka vyšš́ı než počet nakoupených výtisk̊u
x, potom muśı prodavač doobjednat chyběj́ıćı výtisky. Tato práce nav́ıc ho stoj́ı
přesně K Kč. Je to tedy výdaj, který nezáviśı na počtu výtisk̊u, které muśı do-
objednat. Takovým doobjednáńım je např́ıklad myšleno, že prodavač novin muśı
nasednout na motorku a dojet pro daľśı výtisky.
Tedy pro danou poptávku ω a počet výtisk̊u x dostáváme zisk prodavače

v(x;ω) =

{
pω − ax pro ω ≤ x,
px− ax−K pro ω > x,

který neńı spojitý.
Nyńı se vrat’me k p̊uvodńı úloze s vraceńım novin. Označme středńı zisk

f(x) = EP[v(x;ω)].
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Potom v př́ıpadě, že P má absolutně spojité rozděleńı, dostáváme

f(x) =

∞∫
−∞

v(x;ω) dF (ω) =

∞∫
−∞

v(x;ω)θ(ω) dω, (2.1)

kde θ je hustota rozděleńı P. Předpokládejme, že ω má středńı hodnotu Eω.
Potom podle (2.1) plat́ı

f(x) =

x∫
−∞

[
p ω − ax+ c(x− ω)

]
θ(ω) dω +

∞∫
x

[
px− ax

]
θ(ω) dω =

=(c− a)x

x∫
−∞

θ(ω) dω + (p− c)
x∫

−∞

ω θ(ω) dω + (p− a)x

∞∫
x

θ(ω) dω =

=(c−a)x

x∫
−∞

θ(ω) dω + (p−c)
x∫

−∞

ω θ(ω) dω + (p−a)x

1−
x∫

−∞

θ(ω) dω

=

=(p− a)x+ (−p+ a+ c− a)x

x∫
−∞

θ(ω) dω + (p− c)
x∫

−∞

ω θ(ω) dω =

=(p− a)x− (p− c)
∫
ω≤x

(x− ω) θ(ω) dω.

Výsledná účelová funkce se skládá ze členu odpov́ıdaj́ıćıho celkovému zisku
z prodeje všech objednaných výtisk̊u sńıženého o středńı ztrátu na zisku v př́ıpadě,
že je poptávka nižš́ı než nab́ıdka. Tato středńı ztráta se skládá ze členu odpov́ıdaj́ıc
celkové ztrátě z neprodaných výtisk̊u sńıženého o vrácené neprodané noviny.
Z hlediska našeho označeńı jde o úlohu na maximalizaci s p̊uvodńı účelovou funkćı
c(x) = (p−a)x a ztrátovou funkćı ϕ(x;ω) = (p− c)(x−ω)+, kde y+ = max {0,y}
se nazývá kladná část č́ısla y. Výsledný tvar odpov́ıdaj́ıćı optimalizačńı úlohy pro
kritérium maximálńı středńı hodnoty výnosu je

maximalizovat f(x) = (p− a)x− (p− c)
∫
ω≤x

(x− ω) θ(ω) dω

pro x ≥ 0.

(2.2)

Jde o snadno řešitelnou optimalizačńı úlohu. Všimneme si tvaru funkce f(x)
za předpokladu, že náhodná poptávka ω je omezena na konečný interval [ b,b ]:

f(x) =


(p− a)x pro x < b,

(p− a)x− (p− c)
x∫
b

(x− ω) θ(ω) dω pro b ≤ x ≤ b,

−(a− c)x+ (p− c)Eω pro x > b.

Pokud má ω středńı hodnotu, lze podobně odvodit tvar f(x) i pro př́ıpad
b = −∞ nebo b = ∞. Ze zadáńı úlohy je zřejmá podmı́nka 0 < c < a < p.
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Za této podmı́nky je

f(x) = (p− a)x− (p− c)EP(x− ω)+ (2.3)

zřejmě konkávńı funkce, nebot’ má tvar rozd́ılu lineárńı funkce a středńı hodnoty
funkce ϕ(x;ω) = (p − c)(x − ω)+, která je konvexńı funkćı x pro každé pevné ω
(viz obr. 2.1).

Obrázek 2.1: Graf funkce ϕ(x;ω) pro pevné ω.

Pro x < b je f(x) lineárńı a f ′(x) = p − a > 0. Obdobně pro x > b je
f ′(x) = −a+c < 0. Dále na intervalu ( b,b ) existuje derivace df(x) a je vypočtena
v následuj́ıćım odstavci.

Funkce f(x) je podle (2.3) konkávńı na R, tedy spojitá na R podle Věty 3. Po-
tom z Weierstrassovy věty (Věta 2) plyne, že f(x) nabývá maxima na kompaktu
[ b,b ], a to v bodech x ∈ ( b,b ), která splňuj́ı podmı́nku

0 =
df(x)

dx
,

nebo v krajńıch bodech b a b. Derivováńım (2.2) dostáváme

df(x)

dx
= (p− a)− (p− c)F (x) pro x ∈ ( b,b ),

kde F (x) je distribučńı funkce absolutně spojitého rozděleńı P. Při derivováńı
jsme využili záměnu derivace a integrálu, kde integrovatelnou majorantou byla
sama hustota θ.

Optimálńı rozhodnut́ı x0 je potom určeno podmı́nkou

F (x0) =
p− a
p− c

.
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Tedy pro úlohu bez omezeńı dostáváme optimálńı řešeńı

x0 = F−1
(
p− a
p− c

)
,

pokud x0 ∈ [ b,b ].
Je-li např. P rovnoměrné rozděleńı na intervalu [ b,b ], kde b ≥ 0, pak pro

b ≤ x ≤ b je

f(x) = (p− a)x− p− c
b− b

x∫
b

(x− ω) dω

a př́ımým výpočtem zjist́ıme, že pro b ≤ x ≤ b je f(x) kvadratická funkce (viz
obr. 2.2).

Obrázek 2.2: Graf funkce f(x) pro rovnoměrné rozděleńı a jej́ı optimálńı řešeńı
x0.

Tedy středńı zisk (2.1) bude mı́t tvar

f(x) =(p− a)x− p− c
b− b

x∫
b

(x− ω) dω =

=(p− a)x− (p− c)(x− b)2

2(b− b)
.

Ten nabývá svého maxima v bodě

x0 = b+
(b− b)(p− a)

p− c
,

který nálež́ı do intervalu [ b,b ].
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Kdyby P bylo normálńı rozděleńı N(µ,σ2) s danými parametry µ a σ2, potom

f(x) = (p− a)x− p− c√
2πσ

x∫
−∞

(x− ω) exp

{
−(ω − µ)2

2σ2

}
dω =

= (p− a)x− (p− c)(x− µ)Φ
(
x− µ
σ

)
+

+
p− c√

2π

x∫
−∞

ω − µ
σ

exp

{
−(ω − µ)2

2σ2

}
dω =

= (p− a)x− (p− c)(x− µ)Φ
(
x− µ
σ

)
+

(p− c)σ√
2π

x−µ
σ∫

−∞

ye−
y2

2 d y =

= (p− a)x− (p− c)(x− µ)Φ
(
x− µ
σ

)
+

(p− c)σ√
2π

[
e−

y2

2

]y=x−µ
σ

y=−∞
=

=

[
p− a− (p− c)Φ

(
x− µ
σ

)]
x+ (p− c)µΦ

(
x− µ
σ

)
−

− (p− c)σ√
2π

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
,

a dále

f ′(x) = p− a− (p− c)Φ
(
x− µ
σ

)
− (p− c)x√

2πσ
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
+

+
(p− c)µ√

2πσ
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
+

(p− c)σ√
2π

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
x− µ
σ2

=

= p− a− (p− c)Φ
(
x− µ
σ

)
.

Pokud neuvažujeme jakákoliv omezeńı, je potom optimálńı rozhodnut́ı x0 určeno
podmı́nkou

Φ
(
x0 − µ
σ

)
=
p− a
p− c

,

respektive
x0 = µ+ σu p−a

p−c
,

kde Φ znač́ı distribučńı funkci a uα α-kvantil normovaného normálńıho rozděleńı
N(0,1).

Nyńı předpokládejme, že P má diskrétńı rozděleńı. Tedy ω je diskrétńı náhodná
veličina. Potom je středńı (očekávaný) zisk

f(x) = EP[v(x;ω)] =
k∑
i=1

v(x;ωi)qi, (2.4)

kde ω1,...,ωk jsou hodnoty, kterých nabývá náhodná veličina ω s pravděpodobnost-
mi q1,...,qk a kde ∀i ∈ {1,...,k} :qi > 0 a q1 + ...+ qk = 1. Podle (2.4) pro středńı
zisk plat́ı

f(x) = (p− a)x− (p− c)
∑

{k:ωk≤x}

(x− ωk)qk. (2.5)
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Vı́me, že
∑
{k:ωk≤x}(x−ωk)qk je speciálńı př́ıpad EP(x−ω)+ ze vzorce (2.3); a tedy

z již dokázaného plyne, že f(x) je po částech lineárńı konkávńı funkce (viz obr.
2.3).

Obrázek 2.3: Graf po částech lineárńı konkávńı funkce f(x).

Úloha naj́ıt maximum funkce f(x) v diskrétńım př́ıpadě je trochu složitěǰśı
a existuje v́ıce př́ıstup̊u k této problematice. Zde uvedeme tři možné postupy.

Pokud nalezneme x taková, že f ′(x) = 0, potom tato x patř́ı do lineárńı části
f(x), která je rovnoběžná s osou x (viz obr. 2.4). Pro splněńı maximality f(x) tedy
můžeme vźıt jakékoliv x, které patř́ı do této lineárńı části, kde f ′(x) = 0. Pokud
pro všechna x plat́ı f ′(x) 6= 0, potom podezřelými body na extrém jsou právě
body ω1,...,ωk, které odpov́ıdaj́ı zlomovým bod̊um po částech lineárńı konkávńı
funkce f(x) (viz obr. 2.3). Potom tedy

f(x0) = max
x=ω1,...,ωk

f(x),

respektive
x0 = argmax

x=ω1,...,ωk

f(x),

kde argmax je množina takových x, pro které f(x) nabývá maxima. Ta je však
jednoprvková z konkávnosti f(x) a z toho, že f ′(x) 6= 0.

V př́ıpadě, že se nám nechce hledat maximum přes všechny podezřelé body, je
možné určit maximum přesně pomoćı směrnice funkce f(x). Postupně pro x < ω1,
poté pro x ∈ (ω1,ω2), x ∈ (ω2,ω3), atd., budeme zjǐst’ovat, zda-li f ′(x) > 0. To je
splněno alespoň pro x < ω1 z konkávnosti f(x). Potom pro nějaké x ∈ (ωj,ωj+1),
kde j ∈ {1,...,k−1}, (př́ıpadně x > ωk) bude platit, že f ′(x) < 0, což znamená, že
f(x) začala klesat. Tedy z konkávnosti f(x) je maximem právě bod ωj (př́ıpadně
ωk), ve kterém se měńı směrnice funkce.

Daľśı možnost́ı, jak naj́ıt maximum f(x), je hledat ho pomoćı výběrového
kvantilu. Již v́ıme, že náhodná veličina ω nabývá hodnot ω1,...,ωk s pravděpodob-
nostmi q1,...,qk. Nav́ıc uvažujme, že ω1 < ω2 < · · · < ωk. Z definice výběrového
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Obrázek 2.4: Graf po částech lineárńı konkávńı funkce f(x) s část́ı, kde f ′(x) = 0.

kvantilu aplikované na diskrétńı náhodnou veličinu vyplývá, že potřebujeme nalézt
index s∗ takový, že

s∗∑
s=1

qs ≥ p >
s∗−1∑
s=1

qs. (2.6)

Necht’ pro ω∗ = ωk∗ je f(ω∗) maximem funkce (2.5). Potom

f(ω∗) = (p− a)ω∗ − (p− c)
∑

{k:ωk≤ω∗}

ω∗qk + (p− c)
∑

{k:ωk≤ω∗}

ωkqk

a

f(ωk∗+1) = (p− a)ωk∗+1 − (p− c)
∑

{k:ωk≤ωk∗+1}
ωk∗+1qk + (p− c)

∑
{k:ωk≤ωk∗+1}

ωkqk.

Potom po odečteńı

f(ω∗)− f(ωk∗+1) = (p− a)(ω∗ − ωk∗+1)− (p− c)(ω∗ − ωk∗+1)
∑

{k:ωk≤ω∗}

qk.

Dále v́ıme, že f(ω∗)− f(ωk∗+1) ≥ 0 a ω∗−ωk∗+1 < 0. Potom tedy muśı platit, že
(p− a)− (p− c)

∑
{k:ωk≤ω∗} qk ≤ 0. Tedy máme, že∑

{k:ωk≤ω∗}

qk ≥
p− a
p− c

. (2.7)

Nyńı obdobnou úvahou dostaneme, že

f(ω∗)− f(ωk∗−1) = (p− a)(ω∗ − ωk∗−1)− (p− c)(ω∗ − ωk∗−1)
∑

{k:ωk≤ωk∗−1}
qk.
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Nav́ıc f(ω∗)− f(ωk∗−1) > 0 a ω∗ − ωk∗−1 > 0. Dostáváme tedy, že

p− a
p− c

>
∑

{k:ωk≤ωk∗−1}
qk. (2.8)

Našli jsme index s∗ = ω∗ = ωk∗ splňuj́ıćı (2.6). Tedy z nerovnost́ı (2.7) a (2.8)
a definice výběrového kvantilu vyplývá, že jsme našli p−a

p−c -kvantil náhodné veličiny
ω, který je optimálńım řešeńım úlohy prodavače novin v diskrétńım př́ıpadě.

2.2 Úloha se ztrátou zákazńıka

Mějme stejnou úlohu jako minule (tzn. s vraceńım novin) a přidejme k ńı
předpoklad, že ztráta vzniká i v př́ıpadě, kdy prodavač neńı schopen uspokojit
poptávku. To znamená, že prodavač může ztratit svého stálého zákazńıka, pokud
má ten den málo výtisk̊u. Uvažme parametr r > 0 jako postih za ztrátu zákazńıka.

Označme v(x;ω) zisk prodavače v př́ıpadě, že objednal x výtisk̊u novin a sku-
tečný požadavek v daném dnu byl ω výtisk̊u. Ze zadáńı úlohy je

v(x;ω) = pω − ax+ c(x− ω) pro ω ≤ x,

v(x;ω) = px− ax− r(ω − x) pro ω > x.

Opět máme středńı zisk
f(x) = EP[v(x;ω)].

Mějme rozděleńı P, které je absolutně spojité. Necht’ θ je hustota rozděleńı P
a předpokládejme, že náhodná veličina ω má středńı hodnotu Eω. Potom

f(x) =

x∫
−∞

[
p ω − ax+ c(x− ω)

]
θ(ω) dω +

∞∫
x

[
px− ax− r(ω − x)

]
θ(ω) dω =

=(p− a)x− (p− c)
x∫

−∞

(x− ω) θ(ω) dω − r
∞∫
x

(ω − x) θ(ω) dω =

=(p− a)x−

(p− c)
∫
ω≤x

(x− ω) θ(ω) dω − r
∫
ω>x

(x− ω) θ(ω) dω

 .
Výsledná účelová funkce se skládá ze členu odpov́ıdaj́ıćıho celkovému zisku

z prodeje všech objednaných výtisk̊u sńıženého o součet středńıch ztrát na zisku
v př́ıpadě, že je poptávka nižš́ı nebo vyšš́ı než nab́ıdka. Máme účelovou funkci
c(x) = (p − a)x a ztrátovou funkci ϕ(x;ω) = (p − c)(x − ω)+ + r(x − ω)−, kde
y− = −min {y,0} se nazývá záporná část č́ısla y. Nyńı využijeme faktu, že každé
č́ıslo jde rozdělit na kladnou a zápornou část. Tedy pro (x− ω) plat́ı

(x− ω) = (x− ω)+ − (x− ω)−.

Potom i
E(x− ω) = E(x− ω)+ − E(x− ω)−
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a pro naš́ı potřebu si vyjádř́ıme

E(x− ω)− = E(x− ω)+ − (x− Eω).

Potom pro středńı zisk plat́ı

f(x) =(p− a)x−
[
(p− c)EP(x− ω)+ + r EP(x− ω)−

]
=

=(p− a)x−
{

(p− c)EP(x− ω)+ + r
[
(EP(x− ω)+ − (x− EP ω)

]}
=

=(p− a+ r)x−
[
r EP ω + (p− c+ r)EP(x− ω)+

]
.

Tedy výsledný tvar optimalizačńı úlohy pro kritérium maximálńı středńı hod-
noty výnosu je

maximalizovat

f(x) = (p− a+ r)x−

r ∫
ω∈R

ω θ(ω) dω + (p− c+ r)

∫
ω≤x

(x− ω) θ(ω) dω


pro x ≥ 0.

Je-li náhodná poptávka ω omezena na konečný interval [ b,b ], potom

f(x) =


(p− a+ r)x− r Eω x < b,

(p−a+r)x− r
b∫
b

ω θ(ω) dω − (p−c+r)
x∫
b

(x− ω) θ(ω) dω x ∈ [ b,b ],

(c− a)x+ (p− c)Eω x > b.

Pokud má ω středńı hodnotu, lze odvodit tvar f(x) i pro př́ıpad b = −∞
a b =∞. Za podmı́nek p > a > c > 0 a r > 0 je

f(x) = c(x)− EP[ϕ(x;ω)]

konkávńı funkćı, nebot’ má tvar rozd́ılu lineárńı funkce a středńı hodnoty funkce
ϕ(x;ω) = (p−c)(x−ω)++r(x−ω)− = (p−c) max{(x−ω),0}−rmin{(x−ω),0},
která je konvexńı funkćı x pro každé pevné ω (viz obr. 2.5).

Funkce f(x) nabývá maxima v bodech x ∈ ( b,b ), která splňuj́ı podmı́nku

df(x)

dx
= 0,

nebo v krajńıch bodech b a b. Potom pro x ∈ ( b,b ) plat́ı

df(x)

dx
= (p− a+ r)− (p− c+ r)F (x)

a optimálńı rozhodnut́ı x0 je tedy určeno podmı́nkou

F (x0) =
p− a+ r

p− c+ r
= 1− a− c

p− c+ r
.
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Obrázek 2.5: Graf funkce ϕ(x;ω) pro pevné ω, kde p− c > r.

Tedy pro úlohu bez omezeńı dostáváme optimálńı řešeńı

x0 = F−1
(

1− a− c
p− a+ r

)
,

pokud x0 ∈ [ b,b ].
Je-li např. P rovnoměrné rozděleńı na intervalu [ b,b ], kde b ≥ 0, pak pro

b ≤ x ≤ b je

f(x) = (p− a)x− p− c
b− b

x∫
b

(x− ω) dω +
r

b− b

b∫
x

(x− ω) dω

a př́ımým výpočtem zjist́ıme, že pro b ≤ x ≤ b je f(x) kvadratická funkce (viz
obr. 2.2). Tedy středńı zisk bude mı́t tvar

f(x) = (p− a)x− (p− c)(x− b)2 + r(b− x)2

2(b− b)

a nabývá svého maxima v bodě

x0 = b+
(b− b)(p− a+ r)

p− c+ r
,

který nálež́ı do intervalu [ b,b ].
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Je-li P normálńı rozděleńı N(µ,σ2) s danými parametry µ a σ2, pak

f(x) = (p− a)x− p− c√
2πσ

x∫
−∞

(x− ω) exp

{
−(ω − µ)2

2σ2

}
dω+

+
r√
2πσ

∞∫
x

(x− ω) exp

{
−(ω − µ)2

2σ2

}
dω =

=

[
p− a+ r − (p− c+ r)Φ

(
x− µ
σ

)]
x+ (p− c+ r)µΦ

(
x− µ
σ

)
−

− rµ− (p− c+ r)σ√
2π

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
,

a dále

f ′(x) = p− a+ r − (p− c+ r)Φ
(
x− µ
σ

)
.

Pokud neuvažujeme omezeńı, je optimálńı rozhodnut́ı x0 určeno podmı́nkou

Φ
(
x0 − µ
σ

)
= 1− a− c

p− c+ r
,

respektive
x0 = µ+ σu1− a−c

p−c+r
,

kde Φ znač́ı distribučńı funkci a uα α-kvantil normovaného normálńıho rozděleńı
N(0,1).

Nyńı opět předpokládejme, že P má diskrétńı rozděleńı. Potom ω je diskrétńı
náhodná veličina a plat́ı vzorec (2.4). Tedy ω nabývá hodnot ω1,...,ωk s pravděpo-
dobnostmi q1,...,qk, kde ∀i ∈ {1,...,k} :qi > 0 a q1 + ...+qk = 1. Potom pro středńı
zisk plat́ı

f(x) = (p− a)x− (p− c)
∑

{k:ωk≤x}

(x− ωk)qk + r
∑

{k:ωk>x}

(x− ωk)qk.

Vı́me, že (p− c)
∑
{k:ωk≤x}(x− ωk)qk − r

∑
{k:ωk>x}(x− ωk)qk je speciálńı př́ıpad

středńı hodnoty funkce ϕ(x;ω). A tedy z již dokázaného plyne, že funkce f(x) je
po částech lineárńı a konkávńı jako v obrázku (2.3).

Úloha naj́ıt maximum f(x) v diskrétńım př́ıpadě se ztrátou zákazńıka je po-
dobná úloze naj́ıt maximum f(x) bez ztráty zákazńıka (viz předchoźı úloha).

2.3 Úloha s reálnými daty

Tato část práce je převzata ze článku Levi a kol. (2010) a upravena pro naš́ı
předchoźı úlohu – úlohu prodavače novin se ztrátou zákazńıka a vraceńım novin.
Budeme tedy schopni porovnat, zda v úloze s reálnými daty bude vycházet stejné
optimálńı řešeńı jako v předchoźı úloze.

Mějme opět náhodnou poptávku ω, kterou chce prodavač novin uspokojit.
Přesněji ω vyjadřuje poptávku po jediném produktu během jednoho prodejńıho
obdob́ı. Takovým produktem může být např́ıklad i týdeńık. Potom bude zřejmě
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prodejńım obdob́ım právě jeden týden. My jsme v minulé úloze uvažovali klasické
noviny. Tedy prodejńım obdob́ım bude jeden den. Prodavač novin objedná x
výtisk̊u tak, aby přednostně pokryl poptávku. Pouze v tomto př́ıpadě je poptávka
uspokojena v maximálńı možné mı́̌re. Obdobně jako v předchoźı úloze máme
parametry p > 0 (prodejńı cena), a (a < p, nákupńı cena) a výdaj r > 0 pro
každý výtisk, který chyběl do naplněńı poptávky. Novým parametrem je výdaj
h > 0 pro každý výtisk, který se neprodal. Parametr r můžeme vńımat jako
penalizaci (ztrátu zákazńıka) při nenaplněńı poptávky a parametr h se v kontextu
předchoźıch úloh dá vyjádřit jako h = −c, tj. pro nadbytečné výtisky je to opačná
hodnota ceny při vráceńı. Dostáváme tedy účelovou funkci pro zisk

v(x;ω) =

{
pω − ax− h(x− ω) pro ω ≤ x,
px− ax− r(ω − x) pro ω > x.

Ćılem prodavače je maximalizovat zisk. Tedy

max
x≥0

f(x) = E [v(x;ω)].

A po úpravě dostáváme

max
x≥0

f(x) = E
[
(p− a)x− (p+ h)(x− ω)+ − r(ω − x)−

]
.

Výsledek opět záviśı na rozděleńı náhodné veličiny ω. Budeme předpokládat, že
poptávka ω je spojitá náhodná veličina s distribučńı funkćı F (x) a hustotou.

Podobně jako v předchoźıch úlohách dostáváme, že f(x) je konkávńı funkćı,
nebot’ je rozd́ılem lineárńı funkce a středńı hodnoty konvexńı funkce. Předpoklá-
dejme, že náhodná poptávka ω je omezena na konečný interval [ b,b ]. Dále v́ıme,
že na intervalu ( b,b ) existuje derivace df(x), která je vypočtena v následuj́ıćım
odstavci.

Funkce f(x) je konkávńı na R a tedy spojitá na kompaktu. Potom z Weier-
strassovy věty plyne, že f(x) nabývá maxima na kompaktu [ b,b ], a to v bodech
x ∈ ( b,b ), které splňuj́ı podmı́nku

0 =
df(x)

dx
,

nebo v krajńıch bodech b a b. Tedy

df(x)

dx
= p− a+ r − (p+ r + h)F (x) pro x ∈ ( b,b ).

Potom optimálńı rozhodnut́ı x0 je určeno podmı́nkou

F (x0) =
p+ r − a
p+ r + h

.

Tedy, pokud je x0 ∈ [ b,b ], dostáváme optimálńı řešeńı

x0 = F−1
(
p+ r − a
p+ r + h

)
,

což je p+r−a
p+r+h

-kvantil rozděleńı náhodné veličiny ω.
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Pokud je F známá, dá se optimálńı řešeńı x0 dopoč́ıtat. Avšak v mnoha prak-
tických užit́ıch rozděleńı poptávky neńı známo. Stejně tak v úloze prodavače novin
založené na reálných datech. Máme k dispozici pouze náhodný výběr {d1, . . . ,dN},
kde d1, . . . ,dN jsou nezávisle vyb́ırány z rozděleńı ω. Za takovýchto podmı́nek
bývá často užita metoda Sample Average Approximation (SAA), neboli apro-
ximace výběrovým pr̊uměrem. Stěžejńı myšlenkou metody SAA je aproximovat
reálné rozděleńı pomoćı empirické distribučńı funkce, kterou máme zadefinovanou
v Kapitole 1. Ta pokládá váhu 1

N
na každý prvek náhodného výběru. Označme

si zisk f̂N , který je očekávaným (středńım) ziskem vyjádřeným pomoćı empi-
rické distribučńı funkce. Výsledná aproximovaná účelová funkce je poté maxima-
lizována.

Mějme N nezávislých realizaćı náhodného výběru z reálného rozděleńı pravdě-
podobnosti, které si označ́ıme {d1, . . . ,dN}. Potom po aplikaci metody SAA do-
staneme

max
x≥0

f̂N(x)=̇
1

N

N∑
k=1

[
(p− a)x− (p+ h)(x− dk)+ − r(dk − x)−

]
.

Optimálńım řešeńım metody SAA aplikované na problém prodavače novin je opět
p+r−a
p+r+h

-kvantil. A proto je metoda SAA výhodná pro model prodavače novin, nebot’

jej́ı řešeńı lze účinně naj́ıt uspořádáńım náhodného výběru.
V současné chv́ıli by nás mohlo zaj́ımat, jak dobře se kvantil založený na me-

todě SAA bĺıž́ı k reálnému kvantilu. Máme zde k tomu větu.

Věta 5. Mějme p, pro které 0 < p < 1, a necht’ xpn je výběrový kvantil náhodného
výběru X1, . . . ,Xn. Pokud výběrový kvantil xp je jediným řešeńım x v nerovnosti

F (x+ 0) ≤ p ≤ F (x), potom xpn
s.j.→ xp.

D̊ukaz. Jednotlivé kroky d̊ukazu jsou uvedeny v práci Serfling (2002, str. 75).

k

Mějme tedy distribučńı funkci F̂N(x) = 1
N

∑N
k=1 1[dk≤x], kde 1[.] odpov́ıdá

indikátorové funkci (1.2) z Definice 8. Necht’ X̂N je optimálńım řešeńım metody
SAA s výběrem rozsahu N . Všimněme si, že X̂N je náhodná veličina, která záviśı
na specifickém výběru. Řešeńım metody SAA pro náš náhodný výběr {d1, . . . ,dN}
je p+r−a

p+r+h
-kvantil:

x0N = max

{
x : F̂N(x) ≤ p+ r − a

p+ r + h

}
. (2.9)

Optimálńı řešeńı x0N je tedy určitou realizaćı náhodné veličiny X̂N .

2.4 Problém prodavače párk̊u

Problém prodavače párk̊u je daľśı variantou úpravy p̊uvodńıho problému pro-
davače novin, kde si ovšem prodavač pamatuje, jaká byla poptávka předchoźı den,
ale nemůže si dělat zásoby do daľśıho dne. Tato část práce je převzata z článku
Artstein (1999).
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Představme si dvoudenńı festival. Předpokládejme, že máme zákazńıky, kteř́ı
přijdou prvńı den a z̊ustanou tu do druhého dne. Někteř́ı z nich, řekněme ω lid́ı,
maj́ı v plánu koupit si k obědu párek. Druhý den festivalu bude cht́ıt k obědu
párek stejných ω zákazńık̊u.

Prodavač párk̊u ale nev́ı, jak vypadá náhodná poptávka ω. Má ovšem d́ıky
předchoźı zkušenosti s prodejem dobrou představu o rozděleńı pravděpodobnosti
P, které určuje náhodnou veličinu ω. Necht’ P je definována na intervalu [0,M], kde
M > 0. Předpokládejme, že ω je spojitá náhodná veličina; to je lepš́ı kv̊uli velkému
počtu lid́ı na festivalu. Potom, na základě rozděleńı P (a na základě zbytku dat), se
prodavač párk̊u muśı rozhodnout, kolik má připravit párk̊u na prvńı den festivalu.
Uvařený párek, který se neprodá, se muśı vyhodit.

Párek stoj́ı prodavače a korun a je prodáván za p korun za kus. Pokud pro-
davač připrav́ı x1 párk̊u na prvńı den a poptávka po párćıch je ω, zisk za prvńı
den je

p ·min {ω,x1} − ax1.

Druhý den má prodavač lepš́ı představu, jak vypadá náhodná poptávka ω.
Skutečně, pokud ω < x1, potom je poptávka po párćıch prvńı den festivalu plně
uspokojena a tato poptávka je identická s poptávkou druhý den. Pokud ovšem
ω ≥ x1, potom informace, kterou prodavač dostane, je, že poptávka se nacháźı
v intervalu [x1,M]. Prodavač párk̊u tedy může zlepšit sv̊uj odhad o rozděleńı
pravděpodobnosti a vyvodit, že náhodná veličina ω má podmı́něné rozděleńı
pravděpodobnosti P za podmı́nky, že nabývá hodnot v intervalu [x1,M]. (Zde
předpokládáme, že jakmile prodavač prodá sv̊uj posledńı párek, tak zavře sv̊uj
stánek; konkrétně tedy prodavač nemůže rozlǐsit, zda ω = x1 nebo ω > x1.)
Na základě pozorováńı z prvńıho dne se prodavač rozhodne daľśı den uvařit x2
párk̊u. Druhý den je tedy zisk

p ·min {ω,x2} − ax2.

V obou dnech muśı být rozhodnut́ı o tom, kolik má uvařit párk̊u, provedeno
na základě informaćı, které jsou v té době dostupné. Pokud je ovšem náhodná
poptávka ω neznámá, prodavač se rozhodne podle očekávaného (středńıho) zisku.
Optimalizačńım problémem je tedy

maximalizovat [EP(p ·min {ω,x1} − ax1) + EP1(p ·min {ω,x2} − ax2)] ,

kde maximalizace prob́ıhá přes proměnné x1 a x2, a P1 je rozděleńı pravděpodob-
nosti podmı́něné informaćı nav́ıc zjǐstěnou prvńı den festivalu. (Konkrétně, P1 je
atom, jehož prvek je {ω}, pokud ω < x1, a P1 je podmı́něná pravděpodobnost P
za podmı́nky ω ∈ [x1,M].)

Maximalizace středńıho zisku prvńı den festivalu je standartńım problémem
prodavače novin, který je zde v obt́ıžněǰśıch úpravách několikrát uveden a vyřešen.
Je očividné, že prodavač párk̊u může prvńı den festivalu úmyslně sńıžit sv̊uj zisk,
aby źıskal lepš́ı informaci o hodnotě ω pro př́ıpravu párk̊u na druhý den. Toto je
přesně druh informace, který doufáme, že budeme schopni źıskat.
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Kapitola 3

Aplikace a testy

3.1 Mı́ra rizika CVaR

Nyńı se pod́ıváme jak se dá účelová funkce prodavače novin využ́ıt k výpočtu
mı́ry rizika CVaR (Conditional Value-at-Risk). Jedná se o úlohu typu prodavače
novin. Ale na rozd́ıl od zbytku práce, zde budeme namı́sto maximalizováńı zisk̊u
minimalizovat náklady. Tato část práce je převzata z článku Rockafellar a Uryasev
(2002).

Nejdř́ıve si zadefinujme mı́ru rizika VaR (Value-at-Risk) a poté budeme moci
zavézt mı́ru rizika CVaR. Mı́ru rizika VaR na hladině α definujeme jako hodnotu
ztráty, která bude překročena s (malou) pravděpodobnost́ı nejvýše 1 − α, tzn.
ztráta bude s (velkou) pravděpodobnost́ı nižš́ı než VaR. Necht’ α ∈ (0,1) a ζ je
náhodná ztráta s rozděleńım P.

Definice 12 (VaR). Mı́ra rizika α-VaR celkové ztráty je definována předpisem

VaRα(P) = min {x|F (x) ≥ α} ,

kde F (x) je distribučńı funkce náhodné veličiny ζ.

VaRα(P) je tedy α-kvantil rozděleńı ztráty ζ.

Definice 13 (CVaR). Mı́ra rizika α-CVaR celkové ztráty je hodnota

CVaRα(P) = středńı hodnota α-chvostu rozděleńı náhodné veličiny ζ,

kde α-chvost má distribučńı funkci

Fα(x) =

{
0 prox < VaRα(P),
F (x)−α
1−α prox ≥ VaRα(P),

kde F (x) je distribučńı funkce náhodné veličiny ζ.

Nyńı chceme ukázat, že je možné spoč́ıtat α-VaR a α-CVaR náhodné ztráty
ζ vyřešeńım elementárńı optimalizačńı úlohy konvexńıho typu v jedné dimenzi.
Pro tento účel si zaved’me speciálńı funkci

Ψα(P,x) = x+
1

1− α
EP(ζ − x)+.
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Ta je ovšem podobná účelové funkci ze základńıho modelu uvedeného v práci
Dupačová (1986, Kapitola 5). Lǐśı se jen t́ım, že v základńım modelu jsou sč́ıtance
násobené jinými parametry.

Za předpokladu, že existuje EP ζ, plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 6 (Základńı minimalizačńı formule). Jako funkce parametru x ∈ R, Ψα(P,x)
je konečná a konvexńı (tedy spojitá), a plat́ı

CVaRα(P) = min
x

Ψα(P,x)

Nav́ıc je

VaRα(P) = dolńı koncový bod množiny argminxΨα(P,x),

kde argmin je množina takových x, pro které Ψα(P,x) nabývá minima. V našem
př́ıpadě to muśı být neprázdný, uzavřený a omezený interval (m̊uže být i degene-
rovaný). Zejména vždy plat́ı

VaRα(P) ∈ argminxΨα(P,x), CVaRα(P) = Ψα(P,VaRα(P)).

D̊ukaz. Podrobný d̊ukaz proveden v práci Rockafellar a Uryasev (2002, Věta 10).

k

Pokud máme spojité rozděleńı náhodné ztráty, je α-kvantil určen jednoznačně.

3.2 Porovnáńı parametrického a neparametri-

ckého př́ıstupu

Pro jednoduchost porovnáńı byl zvolen náhodný výběr z rovnoměrného rozdě-
leńı R(0,100) na intervalu [0,100]. Vybrali jsme postupně N = 10, 50, 100, 500
a 1000; pro každé N jsme úlohu spoč́ıtali 1000-krát. Dále jsme uvažovali parame-
try p = 15, a = 10, h = 3 a r = 2. Pro každou úlohu jsme vygenerovali náhodný
výběr z rovnoměrného rozděleńı na intervalu [0,100], našli empirickou distribučńı
funkci a poté našli x0, které splňovalo (2.9). Výsledek je vidět na obrázku 3.1.

V šedých grafech jsou vždy znázorněny 5% a 95% kvantil, 1. a 3. kvartil
a medián. Dále červenými punt́ıky jsou znázorněny středńı hodnoty optimálńıch
hodnot. Z grafu je zřejmé, že středńı hodnoty optimálńıch hodnot se pro rostoućı
N bĺıž́ı k hodnotě 35 kus̊u (modrá čára). To je ovšem taktéž optimálńı hodnota
úlohy prodavače novin s rovnoměrným rozděleńım pravděpodobnosti na intervalu
[0,100] a se zadanými parametry.
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Obrázek 3.1: Odhady optimálńıho řešeńı pomoćı metody SAA.
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Závěr

Tato práce se zabývala problém prodavače novin, tedy speciálńı optimalizačńı
úlohou s náhodným parametrem. Během hledáńı optimálńıch řešeńı jsme zjis-
tili, že pro uvažované formulace problému prodavače novin vycházej́ı analogická
řešeńı. Nav́ıc pokud máme nějaké speciálńı rozděleńı, tak se optimálńı řešeńı
může naj́ıt analyticky. Pro diskrétńı náhodnou poptávku jsme si ukázali tři r̊uzné
postupy pro nalezeńı hodnoty maximalizuj́ıćı zisk. Obecně lze ř́ıci, že optimálńı
řešeńı źıskáme pomoćı aproximace zadané účelové funkce.

Poté jsme zjistili, že k výpočtu mı́ry rizika CVaR je použita podobná účelová
funkce jako v základńım modelu problému prodavače novin. Nakonec jsme si
ukázali numerickou studii, která porovnávala parametrický a neparametrický
př́ıstup k úloze v př́ıpadě, kdy jsme uvažovali rovnoměrné rozděleńı. Nepara-
metrický př́ıstup zde byl vyjádřen metodou SAA. Ta se ukázala býti dobrým
nástrojem pro aproximaci reálného rozděleńı a pro rostoućı velikost náhodného
výběru se optimálńı hodnota bĺıžila k optimálńı hodnotě úlohy prodavače novin
s rovnoměrným rozděleńım.
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