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Kapitola 1

Úvod

V této kapitole zadefinujeme několik základńıch pojmů a ilustrujeme je na př́ı-
kladech. Zabýváme se v ńı výhradně autonomńı skalárńı diferenciálńı rovnićı,
tedy rovnićı ve tvaru

ẋ(t) = f(x(t)),

doplněnou počátečńı podmı́nkou

x(t0) = x0

pro t ∈ It0,x0
, kde It0,x0

= (αt0,x0
,βt0,x0

) znač́ı maximálńı interval existence řešeńı
rovnice s počátečńı podmı́nkou x(t0) = x0, x : It0,x0

→ R a f : R→ R.

1.1.Definice. Necht’ ẋ(t) = f(x(t)) je autonomńı diferenciálńı rovnice. Bod
x̄ ∈ R nazveme stacionárńı, pokud f(x̄) = 0.

1.2. Pozorováńı. Stacionárńım bodem x̄ vždy procháźı konstantńı řešeńı x(t) = x̄,
∀t ∈ R.

1.3. Poznámka. Pravá strana rovnice ẋ(t) = f(x(t)) představuje směrnici př́ımky
procházej́ıćı bodem x(t). Směrovým polem rovnice ẋ(t) = f(x(t)) nazveme graf
zobrazeńı přǐrazuj́ıćı vektoru (t,x) vektor (1/k,f(x(t))/k), kde k je vhodná šká-
lovaćı konstanta.
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1.4. Př́ıklad. Pod́ıvejme se na pr̊uběh funkce ẋ = λx exponenciálńıho r̊ustu s pa-
rametrem λ = log(0.5).
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Obrázek 1.1: Vlevo: Směrové pole; Vpravo: Řešeńı rovnice s počátečńımi
podmı́nkami x(0) = −1, x(0) = 0, x(0) = 1 a x(0) = 2

Z grafu i směrového pole nahlédneme jediný stacionárńı bod, j́ımž je bod 0.

1.5. Poznámka. Pokud f : R → R je C1 na R, existuje pro každou počátečńı
podmı́nku právě jedno maximálńı řešeńı. Stejná situace plat́ı i ve v́ıce dimenźıch.
Tento fakt nám umožňuje definovat tzv. řeš́ıćı funkci.

1.6.Definice. Necht’ ẋ(t) = f(x(t)) je autonomńı diferenciálńı rovnice. Funkci
ϕ : M → R nazveme řeš́ıćı funkce, pokud ϕ(t,t0,x0) = x(t), kde x(t) je ma-
ximálńı řešeńı ẋ(t) = f(x(t)) s počátečńı podmı́nkou x(t0) = x0 a množina M je
definovaná M := {(t,t0,x0), t0 ∈ R, x0 ∈ R, t ∈ It0,x0

}.

1.7. Značeńı. V daľśım textu budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı:

ϕ(t,x0) := ϕ(t,0,x0)

Ix0
:= I0,x0

(αx0
,βx0

) := (α0,x0
,β0,x0

).

1.8. Poznámka. Necht’ ẋ(t) = f(x(t)) je autonomńı diferenciálńı rovnice s po-
čátečńı podmı́nkou x(t0) = x0, x definované na It0,x0

je maximálńı řešeńı rovnice
a τ ∈ R. Potom y(t) = x(t − τ) pro t ∈ {η ∈ R; η − τ ∈ It0,x0

} je maximálńı
řešeńı rovnice s počátečńı podmı́nkou y(t0 + τ) = x0. Při zadáńı stejné hodnoty
počátečńı podmı́nky v jiném časovém okamžiku tedy dojde jen k posunut́ı řešeńı.

V daľśım textu tedy budeme bez újmy na obecnosti mı́sto ϕ(t,t0,x0) použ́ıvat
pouze ϕ(t,x0), tedy budeme uvažovat počátečńı podmı́nku v čase 0.
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Obrázek 1.2: Modře: Řešeńı př́ıkladu 1.4 vykreslené na intervalu [−1,1.5];
Červeně: Řešeńı stejného př́ıkladu s počátečńı podmı́nkou danou stejnou hod-
notou posunutou do bodu x = 1 vykreslené na intervalu [0,2.5]

1.9.Definice. Stacionárńı bod x̄ ∈ R nazveme stabilńı, plat́ı-li:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x0, |x0 − x̄| < δ : ϕ(t,x0) < ε ∀t ≥ 0.

Pokud nav́ıc
∃r > 0 ∀x0, |x0 − x̄| < r : lim

t→∞
ϕ(t,x0) = x̄,

nazveme x̄ asymptoticky stabilńı.
Pokud stacionárńı bod x̄ ∈ R neńı stabilńı, nazveme jej nestabilńı.

1.10. Př́ıklad. Určeme asymptotickou stabilitu stacionárńıch bod̊u logistické funk-
ce ẋ = (1− x)x.
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Obrázek 1.3: Vlevo: Směrové pole; Vpravo: Řešeńı rovnice s počátečńımi
podmı́nkami x(0) = −1

8
, x(0) = 0, x(0) = 1

2
, x(0) = 1 a x(0) = 3

2

Ze směrového pole nahlédneme, že stacionárńı bod 1 je stabilńı a dokonce
asymptoticky stabilńı, stacionárńı bod 0 je nestabilńı.
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1.11. Poznámka. Veškeré grafy v této práci jsou tvořené softwarem MATLAB
R2014b. Řešeńı rovnic je pouze přibližné, založené na numerických metodách im-
plementovaných v Matlabu. Převážně se jedná o metodu ODE23s nebo ODE23.
Tyto metody źıskávaj́ı diskrétńı posloupnosti bod̊u, které následně lineárně in-
terpoluj́ı.
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Obrázek 1.4: Vlevo: Graf dvou řešeńı diferenciálńı rovnice generovaný softwarem
Matlab; Vpravo: Posloupnost bod̊u generovaná softwarem Matlab použitá k apro-
ximaci řešeńı

Ne vždy je software MATLAB schopen konvergovat k přesnému řešeńı. Problém
nastává obvykle v okrajových př́ıpadech, jako např. při ilustraci definice 2.18.
V druhém uvažovaném př́ıpadě oné ilustrace nebyla schopna dokonvergovat ke
správnému řešeńı metoda ODE23, ODE23s ani ODE15s. Konkrétně v určitém
čase řešeńı opustilo kružnici a norma řešeńı v limitě divergovala.
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Obrázek 1.5: Selháńı numerických metod v př́ıkladu k definici 2.18 při řešeńı
numerickou metodou ODE23s

Řešeńı diferenciálńıch rovnic prob́ıhá obvykle v časovém intervalu t ∈ [0,100].
Protože nás ale zaj́ımaj́ı kvalitativńı vlastnosti grafu, nebude řešeńı na jiném
časovém intervalu vždy komentováno. Dále jsou grafy občas přibĺıženy pouze na
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určitou jejich část, která dobře reprezentuje daný problém. Ve většině ilustraćı
bude užit symbol * pro bod počátečńı podmı́nky úlohy.

Někdy nejsou všechny zmı́něné řešiče softwaru MATLAB vhodné k řešeńı
daného problému. T́ım se ale dále v textu nebudeme zabývat.
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Obrázek 1.6: Černě přesné řešeńı rovnice exponenciálńıho r̊ustu, zeleně apro-
ximace řešeńı metodou ODE23s, modře aproximace řešeńı metodou ODE23,
červeně aproximace řešeńı metodou ODE15s

Posledńı obrázek ilustruje numerické chyby při řešeńı rovnice

ẋ = (1− x)x− 1

5
; x(0) = 0.7233.

Počátečńı podmı́nka je dost bĺızko stacionárńımu stavu, což zp̊usobilo jisté pro-
blémy při snaze nalézt přibližné řešeńı.
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Kapitola 2

Stacionárńı stavy planárńıch
dynamických systémů

Ve druhé kapitole budeme pracovat s rovinnými autonomńımi diferenciálńımi
rovnicemi, tedy rovnicemi tvaru

ẋ(t) = f(x(t))

s počátečńı podmı́nkou
x(t0) = x0,

pro t ∈ It0,x0
, x : It0,x0

→ R
2 a f : R2 → R

2,f ∈ C1(R2).
Zjist́ıme, že mnohdy pro určeńı stability stač́ı zkoumat linearizaci dané di-

ferenciálńı rovnice, muśı být ale splněny určité předpoklady. Pro situace, kdy
nebude linearizace stačit, zavedeme Ljapunovovu funkci a ukážeme, kdy nám
může pomoci.

2.1. Poznámka. Všechny definice a značeńı z prvńı kapitoly přirozeně rozš́ı̌ŕıme
do dvou dimenźı.

2.2.Definice. Necht’ ẋ(t) = f(x(t)) je diferenciálńı rovnice. Necht’ x0 ∈ R
2

a ϕ(t,x0) je řešeńım této rovnice. Trajektoríı jdoućı bodem x0 nazveme graf
tohoto řešeńı, fázovou křivkou jdoućı bodem x0 nazveme pr̊umět tohoto grafu
do roviny t = 0 a fázovým portrétem nazveme graf několika fázových křivek.
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Obrázek 2.1: Vlevo: Trajektorie Van der Polova oscilátoru s λ = 0 a počátečńı
podmı́nkou [-1.5,1] pro t = 0; Vpravo: Fázový portrét př́ıslušný této trajektorii

2.1 Asymptotická stabilita

2.3.Definice. Necht’ f : R2 → R
2,f ∈ C1(R2) , je funkce a x0 ∈ R

2. Jakobiho
matićı funkce f v bodě x0 nazveme matici Df (x0) definovanou jako

Df (x0) =

(

∂f1
∂x1

(x0)
∂f1
∂x2

(x0)
∂f2
∂x1

(x0)
∂f2
∂x2

(x0)

)

.

2.4.Definice. Necht’ x̄ je stacionárńı bod rovnice ẋ(t) = f (x(t)). Lineárńı dife-
renciálńı rovnici

ẋ(t) = Df (x̄)x(t)

nazveme linearizaćı p̊uvodńı diferenciálńı rovnice v bodě x̄.

2.5. Poznámka. Pro dost hladkou f můžeme aproximovat diferenciálńı rovnici
ẋ(t) = f (x(t)) na okoĺı bodu x̄ pomoćı Taylorova rozvoje

ẋ(t) = f (x̄) +Df (x̄)(x(t)− x̄) + g(x(t)− x̄),

kde funkce g představuje zbytek Talorova polynomu druhého řádu.

2.6. Věta (Asymptotická stabilita z linearizace). Necht’ ẋ(t) = f (x(t)) je planárńı
diferenciálńı rovnice se stacionárńım bodem x̄ a necht’ ẋ(t) = Df (x̄)x(t) je jej́ı
linearizaćı v bodě x̄. Pokud maj́ı všechna vlastńı č́ısla matice Df (x̄) zápornou
reálnou část, je bod x̄ asymptoticky stabilńı.

D̊ukaz. Viz Hale a Koçak (1991, str.268).
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2.7. Př́ıklad. Vyšetř́ıme chováńı tlumeného kyvadla, tedy rovnice ve tvaru

θ̈ + 2aθ̇ + ω2 sin θ = 0,

kde a > 0 představuje třeńı a ω2 = g/l pro g gravitačńı konstantu a l délku
vlákna kyvadla.

Označme x1 := θ a x2 := ẋ1 = θ̇. Po přeznačeńı můžeme p̊uvodńı rovnici
druhého řádu přepsat na soustavu dvou rovnic prvńıho řádu ve tvaru

ẋ1 = x2

ẋ2 = −ω2 sin x1 − 2ax2.

Stacionárńı řešeńı je zřejmě libovolné řešeńı tvaru (x1,x2) = (nπ,0), n ∈ N. Li-
nearizace rovnice v tomto bodě má tvar

(

0 1
−ω2cos(nπ) −2a

)

.

Situace se tedy přirozeně rozpadá na dva př́ıpady podle parity č́ısla n. Př́ıpad,
kdy je n liché, budeme řešit v daľśım odd́ılu. Necht’ je tedy n sudé. Potom má
linearizace tvar

(

0 1
−ω2 −2a

)

a pro λ př́ıslušného determinantu dostáváme

−λ(−2a− λ) + ω2 = 0

λ2 + 2aλ+ ω2 = 0

λ1,2 = −a±
√
a2 − ω2.

Protože |
√
a2 − ω2| ≤ |a| pro libovolné ω ∈ R a a < 0, maj́ı obě vlastńı č́ısla

zápornou reálnou část. Tedy dle věty 2.6 je bod (x1,x2) = (2kπ,0), k ∈ N asympto-
ticky stabilńı.
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Obrázek 2.2: Vlevo: Fázový portrét rovnice s ω2 = 1 a a = 0.25; Vpravo: Fázový
portrét linearizace rovnice s ω2 = 1 a a = 0.25
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Obrázek 2.3: Vlevo: Fázový portrét rovnice s ω2 = 1 a a = 1.5; Vpravo: Fázový
portrét linearizace rovnice s ω2 = 1 a a = 1.5

2.2 Nestabilita stacionárńıho stavu

2.8. Věta (Nestabilita z linearizace). Necht’ ẋ(t) = f (x(t)) je planárńı dife-
renciálńı rovnice se stacionárńım bodem x̄ a necht’ ẋ(t) = Df (x̄)x(t) je jej́ı
linearizaćı v bodě x̄. Pokud existuje vlastńı č́ıslo matice Df (x̄) s kladnou reálnou
část́ı, je bod x̄ nestabilńı.

D̊ukaz. Viz Hale a Koçak (1991, str.272).

2.9. Poznámka. Pokud pro každé λ vlastńı č́ıslo matice Df (x̄) plat́ı Re(λ) ≤ 0
a existuje λ0, že Re(λ0) = 0, nelze bez daľśıho zkoumáńı o stabilitě řešeńı nic
tvrdit.

2.10. Př́ıklad. Vrat’me se k rovnici

θ̈ + 2aθ̇ + ω2 sin θ = 0.

Vyšetřili jsme jej́ı chováńı v okoĺı stacionárńıch bod̊u (x1,x2) = (2kπ,0), k ∈ N.
Pod́ıvejme se tedy na body (x1,x2) = ((2k + 1)π,0), k ∈ N. Linearizace rovnice
v těchto bodech je tvaru

(

0 1
ω2 −2a

)

a pro λ muśı obdobně jako v minulém př́ıkladu platit

−λ(−2a− λ)− ω2 = 0

λ2 + 2aλ− ω2 = 0

λ1,2 = −a±
√
a2 + ω2.

V tomto př́ıpadě je pro libovolné ω ∈ R a a < 0 vlastńı č́ıslo λ1 > 0 a λ2 < 0.
Tedy dle věty 2.8 je bod (x1,x2) = ((2k + 1)π,0), k ∈ N nestabilńı.
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Obrázek 2.4: Vlevo: Fázový portrét řešeńı s ω2 = 1 a a = 1.5 s počátečńımi
podmı́nkami v okoĺı bodu (−π,0); Vpravo: Fázový portrét řešeńı linearizace rov-
nice s ω2 = 1 a a = 0.25 s počátečńımi podmı́nkami v okoĺı bodu (−π,0)

2.11. Př́ıklad. Vyšetř́ıme chováńı Van der Polova oscilátoru v závislosti na pa-
rametru λ. Uvažujme tedy rovnici

ÿ − (2λ− y2)ẏ + y = 0.

Tato rovnice je ekvivalentńı soustavě rovnic

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 + 2λx2 − x21x2.

Soustava má zřejmě jediný stacionárńı bod (0,0). Linearizace v tomto bodě má
tvar

A =

(

0 1
−1 2λ

)

.

Pro vlastńı č́ısla µ matice A− µI dostáváme rovnici

−µ(2λ− µ) + 1 = 0

µ2 − 2λµ+ 1 = 0

µ1,2 =
2λ±

√
4λ2 − 4

2
= λ±

√
λ2 − 1.

Tedy pro λ > 0 je bod (0,0) nestabilńı podle věty 2.8 a pro λ < 0 je bod (0,0)
asymptoticky stabilńı podle věty 2.6. Pokud ale λ = 0, nemůžeme o stabilitě to-
hoto bodu z uvedených vět vyvodit žádný závěr. Použijeme tedy tzv. Ljapunovovu
funkci.
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Obrázek 2.5: Vlevo: Fázový portrét rovnice s λ = −0.1 s počátečńımi podmı́nkami
(-1.5,1) a (1.5.-1); Vpravo: Fázový portrét rovnice s λ = 0 s počátečńımi
podmı́nkami (-1.5,1) a (1.5.-1)
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Obrázek 2.6: Vlevo: Fázový portrét rovnice s λ = 0.1 s počátečńımi podmı́nkami
(-1.5,1),(1.5,-1) (červeně) a (0.5,0.5),(-0.5,-0.5) (modře); Vpravo: Fázový portrét
rovnice s λ = 1.5 s počátečńımi podmı́nkami (-1.5,-1.5), (-1,-1) a (-0.5,-0.5)
(červeně) a (0.5,0.5), (1,1) a (1.5,1.5) (modře)

2.3 Ljapunovova funkce

2.12.Definice. Necht’ Ω je otevřená podmnožina R
2 obsahuj́ıćı počátek

a V : Ω→ R je spojitá. Řekneme, že V je pozitivně definitńı, pokud

1. V (0) = 0

2. V (x) > 0, ∀x ∈ Ω \ {0}.
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2.13. Značeńı. Necht’ x(t) je řešeńı ẋ = f (x) a necht’ V : R2 → R je funkce.
Potom pro časovou derivaci V̇ (x(t)) dle řet́ızkového pravidla plat́ı:

V̇ (x(t)) =
∂V

∂x1
(x(t))ẋ1(t) +

∂V

∂x2
(x(t))ẋ2(t).

V daľśım textu budeme tuto derivaci značit zkráceně V̇ (x) v bodě x := x(t).

2.14.Věta (Ljapunovova). Necht’ x̄ = 0 je stacionárńım bodem rovnice
ẋ(t) = f (x(t)), V je pozitivně definitńı funkce na U okoĺı 0 a V ∈ C1(U). Pokud:

• V̇ (x) < 0, ∀x ∈ U \ {0}, je x̄ asymptoticky stabilńı.

• V̇ (x) ≤ 0, ∀x ∈ U \ {0}, je x̄ stabilńı.

• V̇ (x) > 0, ∀x ∈ U \ {0}, je x̄ nestabilńı.

D̊ukaz. Viz Hale a Koçak (1991, str.280).

2.15.Definice. Necht’ Ω je otevřené okoĺı 0 v R
2, V : Ω → R je pozitivně

definitńı a V ∈ C1(Ω). Pokud V̇ (x) ≤ 0, ∀x ∈ Ω\{0}, nazveme funkci V Ljapu-

novovou funkćı rovnice ẋ(t) = f (x(t)). Pokud dokonce V̇ (x) < 0 ∀x ∈ Ω \ {0},
nazveme funkci V striktńı Ljapunovovou funkćı rovnice ẋ(t) = f (x(t)).

2.16. Př́ıklad. Pokračujme v př́ıkladu z minulé sekce s volbou parametru λ = 0.
Řešme tedy následuj́ıćı soustavu rovnic:

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 − x21x2.

Zaved’me pozitivně definitńı funkci

V (x1,x2) := ax21 + bx22, x1,x2 ∈ R, a,b > 0,

kde konstanty a a b vhodně zvoĺıme později. Protože jsou x1,x2 funkce závislé
na čase, časovou derivaci funkce V źıskáme pomoćı řet́ızkového pravidla a dosa-
zeńı z p̊uvodńı soustavy rovnic. Tedy:

V̇ (x1,x2) = 2ax1ẋ1 + 2bx2ẋ2

= 2ax1x2 + 2bx2(−x1 − x21x2)
= 2(a− b)x1x2 − 2bx21x

2
2.

Vid́ıme, že při volbě a = b = 1 dostáváme

V̇ (x1,x2) = −2x21x22 < 0, ∀x1,x2 ∈ R \ {0}.

Tedy dle věty 2.14 je bod 0 asymptoticky stabilńı.
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Obrázek 2.7: Vlevo: Fázový portrét rovnice s λ = 0 s počátečńımi podmı́nkami
(-1.5,1) a (1.5,-1) pro čas t ∈ [0,100]; Vpravo: Fázový portrét rovnice s λ = 0 s
počátečńımi podmı́nkami (-1.5,1) a (1.5,-1) pro čas t ∈ [0,1000]

2.4 Princip invariance

2.17.Definice. Necht’ ϕ(t,x0) je řeš́ıćı funkćı ẋ(t) = f (x(t)). Pozitivńı orbit

γ+(x0), negativńı orbit γ
−(x0) a orbit γ(x0) definujeme následovně:

γ+(x0) =
⋃

t∈[0,βx0
)

ϕ(t,x0),

γ−(x0) =
⋃

t∈(αx0
,0])

ϕ(t,x0),

γ(x0) =
⋃

t∈(αx0
,βx0

)

ϕ(t,x0).

2.18.Definice. Bod y nazveme omega limitńı bod orbitu γ(x0), pokud exis-
tuje posloupnost {tn}n∈N taková, že limn→∞ tn = βx0

a limn→∞ϕ(tn,x0) = y.
Množinu všech omega limitńıch bod̊u orbitu γ(x0) nazýváme omega limitńı mno-

žina orbitu γ(x0) a znač́ıme ji ω(x0).
Ekvivalentně můžeme definovat ω(x0) následovně:

ω(x0) =
⋂

τ≥0

γ+(ϕ(τ,x0)).
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Obrázek 2.8: Vlevo: Fázový portrét orbit̊u s ω-limitńı množinou rovnou bodu
(0,0); Vpravo: Modře Kružnice o poloměru 2 a středu (0,0), červeně fázový portrét
orbitu s ω-limitńı množinou rovnou této kružnici

2.19.Definice. Množinu U ⊂ R
2 nazveme:

pozitivně invariantńı v̊uči řeš́ıćı funkci ϕ, pokud

∀x0 ∈ U : γ+(x0) ⊂ U,

pozitivně invariantńı, pokud

∀x0 ∈ U : γ−(x0) ⊂ U,

invariantńı, pokud
∀x0 ∈ U : γ(x0) ⊂ U.

2.20. Poznámka. Množina W všech stacionárńıch bod̊u rovnice je invariantńı.

2.21.Věta (Princip invariance). Necht’ V : R2 → R je funkce, k ∈ R a

U := {x ∈ R
2;V (x) < k}.

Necht’ V ∈ C1(U) ∩ C(Ū) a V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ U . Necht’ dále S ⊂ U je definována
jako

S := {x ∈ Ū ; V̇ (x) = 0}
a M je maximálńı invariantńı podmnožina S. Potom každý pozitivńı orbit, který
zač́ıná v U a je omezený, má svou ω-limitńı množinu v M .

D̊ukaz. Viz Hale a Koçak (1991, str.288).
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2.22.Věta. Necht’ V : R2 → R, V ∈ C1(R2) je funkce taková, že

lim
||x||→∞

V (x) =∞

a V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ R
2. Necht’ M je maximálńı invariantńı podmnožina množiny S

definované jako
S := {x ∈ Ū ; V̇ (x) = 0}.

Potom je každý pozitivńı orbit omezený a má svou ω-limitńı množinu v M .

2.23.Definice. Necht’ ẋ(t) = f (x(t)) je planárńı diferenciálńı rovnice a necht’

x̄ ∈ R
2. Bazénem atrakce bodu x̄ nazveme množinu M definovanou

M = {x0 ∈ R
2; lim

t→∞
ϕ(t,x0) = x̄}.

2.24. Př́ıklad. Uvažujme diferenciálńı rovnici druhého řádu tvaru

z̈ + 2aż + z + z3 = 0,

kde parametr a ∈ (0,1). Tento systém je ekvivalentńı planárńımu systému

ẋ1 = x2

ẋ2 = −2ax2 − x1 − x31.

Soustava má jediný stacionárńı bod a t́ım je x̄ = (0, 0). Vlastńı č́ısla linearizace
v tomto bodě jsou λ1 = −a+ i

√
1− a2 a λ2 = −a− i

√
1− a2. Tedy dle věty 2.6

je bod x̄ asymptoticky stabilńı. Tato informace nám ale nepomůže ve zkoumáńı
přesného tvaru bazénu atrakce bodu x̄. K tomu využijeme větu 2.33. Zaved’me
Ljapunovovu funkci V ve tvaru

V (x1,x2) =
1

2
(x21 + x22) +

1

4
x41.

Pro časovou derivaci V tedy plat́ı

V̇ (x1,x2) = (x1 + x31)ẋ1 + x2ẋ2

= −2ax22.

Ověřme předpoklady věty 2.33. V ∈ C∞(R2), dále lim||x||→∞ V (x) =∞
a V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ R

2. Bod (x1,x2) patř́ı do množiny S právě tehdy, když x2 = 0.
Potřebujeme tedy naj́ıt maximálńı invariantńı podmnožinu př́ımky x1. To zna-
mená, že x2 a ẋ2 jsou identicky nulové. Z prvńı rovnice dostáváme

ẋ1(t) = 0 =⇒ x1(t) = konst,

z druhé potom
x1(t) = 0 ∀t > 0.

Takže M = {(0, 0)}. Použit́ım věty 2.33 tedy dostáváme, že bazén atrakce bodu
x̄ je celé R

2.
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Obrázek 2.9: Vlevo: Barevně vrstevnice Ljapunovovy funkce V , černě fázový
portrét rovnice s počátečńı podmı́nkou (1.5,1.5); Vpravo: 3D graf funkce V

2.5 Zachováńı sedla

2.25.Definice. Necht’ x̄ je stacionárńım bodem rovnice ẋ(t) = f (x(t)). Označme
J := Df (x̄). Bod x̄ nazveme:

• Uzlem, pokud jsou obě vlastńı č́ısla matice J reálná a maj́ı stejné znaménko.

• Sedlem, pokud jsou vlastńı č́ısla matice J reálná a maj́ı navzájem opačná
znaménka.

• Fokusem(spirálńım bodem, ohniskem), pokud jsou vlastńı č́ısla komplexně
sdružená.
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Obrázek 2.10: Vlevo: Fázový portrét př́ıslušej́ıćı stabilńımu uzlu; Vpravo: Fázový
portrét př́ıslušej́ıćı nestabilńımu uzlu
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Obrázek 2.11: Vlevo: Fázový portrét př́ıslušej́ıćı stabilńımu fokusu; Vpravo:
Fázový portrét př́ıslušej́ıćı nestabilńımu fokusu

2.26.Definice. Necht’ U je okoĺı stacionárńıho bodu x̄ rovnice ẋ(t) = f (x(t)).
Lokálńı stabilńı varietu W s(x̄,U) a lokálńı nestabilńı varietu W u(x̄,U) definujeme
následovně:

W s(x̄,U) = {x0 ∈ U ;ϕ(t,x0) ∈ U ∀t ≥ 0 ∧ lim
t→∞

ϕ(t,x0) = x̄}
W u(x̄,U) = {x0 ∈ U ;ϕ(t,x0) ∈ U ∀t ≤ 0 ∧ lim

t→−∞
ϕ(t,x0) = x̄}.

2.27. Př́ıklad. Uvažujme planárńı systém ve tvaru

ẋ1 = −x1
ẋ2 = x2 + x21.

Tento systém má jediný stacionárńı bod a t́ım je x̄ = (0, 0). Linearizace v tomto
bodě je ve tvaru

(

−1 0
0 1

)

.

Bod x̄ je tedy sedlo. Dosazeńım počátečńı podmı́nky x0 = (a, 0), popř́ıpadě
x0 = (0, a), a ∈ R do linearizované rovnice rychle zjist́ıme, že W1 je lokálńı
stabilńı varietou a W2 je lokálńı nestabilńı varietou linearizace v počátku, kde

W1 = {(a, 0), ‖a‖ < k}, W2 = {(0, a), ‖a‖ < k}.
K určeńı př́ıslušných variet p̊uvodńı soustavy použijeme explicitńı řešeńı soustavy.
To nalezneme pomoćı metody variace konstant. Dostáváme

x1(t) = e−tx01

x2(t) = et[x02 +
1

3
(x01)

2]− 1

3
e−2t(x01)

2,

kde x(0) = (x01,x
0
2) je počátečńı podmı́nka. Př́ımočarou úvahou dostáváme pro U

okoĺı počátku lokálńı stabilńı a nestabilńı variety ve tvaru

W s(0,U) = {(x1,x2) : x2 = −
1

3
x21}

W u(0,U) = {(x1,x2) : x1 = 0}.
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Obrázek 2.12: Vlevo: Modře stabilńı varieta linearizované rovnice, červeně nesta-
bilńı varieta linearizované rovnice, černě chováńı řešeńı v bĺızkosti variet; Vpravo:
Modře stabilńı varieta p̊uvodńı rovnice, červeně nestabilńı varieta p̊uvodńı rov-
nice, černě chováńı řešeńı v bĺızkosti variet

Ne vždy budeme schopni určit explicitńı tvar řešeńı diferenciálńı rovnice. I bez
této znalosti bychom ale rádi znali stabilńı a nestabilńı variety. Pod́ıvejme se tedy,
jak se k nim můžeme dostatečně přibĺıžit.

2.28.Věta. Necht’ ẋ(t) = f (x(t)) je diferenciálńı rovince, jej́ıž linearizace v po-
čátku je sedlem. Rovnice potom vždy jde lineárńı transformaćı převést do normálńıho

tvaru, tedy

ẋ1 = λ1x1 + g1(x1,x2)

ẋ2 = λ2x2 + g2(x1,x2),

kde λ1 < 0, λ2 > 0 a funkce g = (g1,g2) splňuje g(0) = 0 a Dg(0) = 0.

Dále budeme tedy BÚNO předpokládat, že je linearizace soustavy v normálńım
tvaru.

2.29.Věta. Pro linearizaci v normálńım tvaru existuje δ a funkce hs a hu stejně
hladké jako g takové, že v okoĺı U počátku definovaném jako

U = {(x1,x2); |x1| < δ, |x2| < δ},

je lokálńı stabilńı a nestabilńı varieta ve tvaru

W s(0,U) = {(x1,x2) : x2 = hs(x1), |x1| < δ}
W u(0,U) = {(x1,x2) : x1 = hu(x2), |x2| < δ}.

Nav́ıc hs a hu splňuj́ı

hs(0) = hu(0) = 0,
dhs
dx1

(0) =
dhu
dx2

(0) = 0.
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2.30. Př́ıklad. Ukažme nyńı jiný možný zp̊usob spočteńı př́ıkladu 2.27, který
bude obecněǰśı v tom smyslu, že nemuśıme znát explicitńı řešeńı diferenciálńı
rovnice.
Časovou derivaćı závislosti pro stabilńı varietu ve větě 2.33 dostáváme

ẋ2 =
dhs
dx1

ẋ1

a po dosazeńı z p̊uvodńı rovnice a věty tak, abychom eliminovali x2

−dhs
dx1

x1 = x2 + x21

= hs + x21.

Obdobně z rovnice pro nestabilńı varietu źıskáváme

dhu
dx2

(x2 + h2u) = −hu.

Dle věty 2.33 jsou hs a hu z C∞(R), můžeme je tedy rozvést do Taylorových řad

hs(x1) =
1

2
a2x

2
1 +

1

6
a3x

3
1 + . . .

hu(x2) =
1

2
b2x

2
2 +

1

6
b3x

3
2 + . . . .

Dosazeńım a následným porovnáńım koeficient̊u př́ıslušných mocnin dostáváme
přesný tvar funkćı (formálně bychom mohli tento fakt dokázat indukćı).

−a2x21 −
1

2
a3x

3
1 + . . . = x21 +

1

2
a2x

2
1 +

1

6
a3x

3
1 + . . .

1

2
a2 + 1 = −a2

1

6
a3 = −1

2
a3

...

tedy a2 = −2
3
a an = 0, ∀n ∈ N, n > 2. Stejným postupem pro hu źıskáváme

výsledek

hs(x1) = −
1

3
x21 hu(x2) = 0.

2.6 Ekvivalence řeš́ıćıch funkćı bĺızko hyperbo-

lických stacionárńıch bod̊u

2.31.Definice. Řekneme, že planárńı diferenciálńı rovnice ẋ(t) = f (x(t))
a ẋ(t) = f (x(t)) definované na otevřených množinách U, V ∈ R

2 jsou topologicky

ekvivalentńı, pokud existuje homeomorfismus(spojitá bijekce se spojitou inverźı)
h : U → V takový, že zobrazuje orbity f na orbity g a zachovává přitom směr
času, formálně

h(ϕ(t,x0)) = ψ(t,h(x0)) ∀t ∈ (αx0
,βx0

),

kde ψ je řeš́ıćı funkce ẋ(t) = f (x(t)).
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2.32.Definice. Stacionárńı bod x̄ planárńı diferenciálńı rovnice ẋ(t) = f (x(t))
nazveme hyperbolický, pokud obě vlastńı č́ısla Jacobiho matice Df (x̄) maj́ı ne-
nulovou reálnou část.

2.33.Věta (Hartman-Grobman). Necht’ x̄ je hyperbolický stacionárńı bod rov-
nice ẋ(t) = f (x(t)). Potom existuje okoĺı x̄, v němž je ẋ(t) = f (x(t)) topologicky
ekvivalentńı své linearizaci v x̄, tedy ẋ(t) = Df (x̄)x(t).

2.34. Př́ıklad. Uvažujme dva planárńı lineárńı diferenciálńı systémy tvaru

ẋ1 = −x1
ẋ2 = −x2

a

ẏ1 = −y1 − y2
ẏ2 = y1 − y2

se stejnou počátečńı podmı́nkou x(0) = x0 = y(0). Převodem do polárńıch
souřadnic r a θ dostáváme

ṙ1 = −r1
θ̇1 = 0

a

ṙ2 = −r2
θ̇2 = 1

s počátečńı podmı́nkou r1(0) = r2(0) = r0 a θ1(0) = θ2(0) = θ0 zvolenými tak,
aby x0 = (r0 cos θ0,r0 sin θ0). Hned tedy dostáváme řešeńı ve tvaru

r1(t) = r0e
−t

θ1(t) = θ0,

pro prvńı rovnici, respektive

r2(t) = r0e
−t

θ2(t) = θ0 + t.
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Obrázek 2.13: Vlevo: Fázový portrét př́ıslušej́ıćı prvńımu systému; Vpravo:
Fázový portrét př́ıslušej́ıćı druhému systému

Zřejmě je v obou př́ıpadech počátek asymptoticky stabilńım stacionárńım bo-
dem. V prvńım př́ıpadě se jedná o uzel, v druhém pak o fokus. Ukážeme, že jsou
systémy topologicky ekvivalentńı na množině M definované

M = {x ∈ R
2; ‖x‖ ≤ 1} = {(r,θ); r ≤ 0}

tak, že explicitně zkonstruujeme vhodný homeomorfismus. Necht’ tedy (r1,θ1) ∈M
dán. Tento bod patř́ı na orbit př́ıslušný prvńı rovnici a počátečńı podmı́nce (1,θ1)
a pro čas t1 potřebný k dosažeńı tohoto bodu př́ımým výpočtem dostáváme

t1 = − ln r1.

Ve stejném čase dostáváme pro orbit př́ıslušný druhé rovnici a stejné počátečńı
podmı́nce

(r2,θ2)(t1) = (r1,θ1 − ln r1).

Definujme tedy zobrazeńı h :M → M jako

h(r,θ) := (r,θ − ln r), r 6= 0; h(0,φ) := 0.

Geometricky tedy h otáč́ı kružnice se středem v počátku a poloměrem r o úhel ln r
po směru hodinových ručiček. h je tedy bijekce a lze celkem snadno nahlédnout,
že je spojité se spojitou inverźı.
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Obrázek 2.14: Geometrický náhled zobrazeńı h

Pro ověřeńı požadavku na h necht’ je zadán (x0) = (r0,φ0) ∈M . Potom

h(ϕ(t,x0)) = h(r0e
−t,θ0)

= (r0e
−t,θ0 − ln(r0e

−t))

= (r0e
−t,θ0 − ln r0 + t)

a pro druhou stranu rovnosti

ψ(t,h(x0)) = ψ(t,(r0,θ0 − ln r0))

= (r0e
−t,θ0 − ln r0 + t).

Tyto výrazy se rovnaj́ı a ověřili jsme tedy i posledńı předpoklad topologické
ekvivalence.
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Kapitola 3

Parametricky závislé stacionárńı
stavy

Ve třet́ı kapitole se budeme zabývat rovnićı tvaru

ẋ(t) = f(x(t),λ)

s počátečńı podmı́nkou
x(t0) = x0,

pro t ∈ It0,x0
, x : It0,x0

→ R
n a f : Rn × R→ R

n, f ∈ C1(Rn).
Konkrétně budeme zkoumat, jak se měńı stacionárńı bor x̄ při změně para-

metru λ. Z věty o implicitńıch funkćıch lze následně odvodit předpoklady pro
to, kdy je množina stacionárńıch řešeńı na okoĺı U parametru λ křivka. Účelem
numerické kontinuace aplikované na diferenciálńı rovnice je popsat tuto křivku.

3.1.Definice. Necht’ I ∈ R je otevřený interval. Křivkou v R
n nazveme libovolné

zobrazeńı ϕ : I → R
n tř́ıdy C1 na I. Obrazem křivky nazveme množinu ϕ(I).

3.2.Definice. Necht’ F : R
n → R

n−1 je C1 zobrazeńı a pro bod 0 plat́ı, že
∀x ∈ F−1(0) má Jakobiho matice DF (x) plnou hodnost (tedy je regulárńı).
Množinu M ∈ R

n nazveme implicitně zadanou křivkou, pokud

∀x ∈M ∃U okoĺı x :M ∩ U = {y ∈ U ;F (y) = 0}.

3.3. Poznámka. V textu budeme křivku a implicitně zadanou křivku ztotožňovat.

3.1 Numerická kontinuace

Necht’ f (x) = 0 charakterizuje soustavu rovnic, kde f : Rn × R → R
n. Pro

zd̊urazněńı závislosti soustavy na parametru λ pǐsme

x = (u,λ).

Necht’ x0 je kořenem soustavy. Zkoumejme, jak se měńı množina f−1(0) při změně
parametru λ.
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Budeme uvažovat metody typu prediktor-korektor. Jsou založeny na následuj́ıćım
principu:

Necht’ x0 je regulárńı bod soustavy takový, že f (x0) = 0. Konstruujme po-
sloupnost {xi}Ni=0 bod̊u aproximuj́ıćı křivku ϕ podle následuj́ıćıho algoritmu:

Data: x0, h > 0 počátečńı krok
Result: {xi}Ni=0

for i=1,. . . do
% krok prediktoru
zvol x̃i = xi−1 + hti−1, kde ti−1 je kladně orientovaný tečný vektor v
bodě xi−1.
% krok korektoru
zvol xi ∈ R

n+1, aby přibližně platilo
xi = argminω{‖xi − ω‖ : f (ω) = 0}
% volba délky kroku
zvol nový krok h > 0

end

Křivka je aproximována posloupnost́ı bod̊u {xi}Ni=0, jejichž ”hustota”záviśı
na volbě kroku h. Tu lze adaptivně měnit v pr̊uběhu algoritmu. Podrobnosti lze
naj́ıt v knize Allgower a Georg (1997), př́ıpadně v práci Nádhera (2007), která
ilustruje použit́ı softwaru MATCONT na př́ıkladech numerické kontinuace.

3.2 Bifurkačńı body

3.4. Značeńı. Necht’ f : Rn×R→ R
n je C1 na Rn×R, f (x) = f (u,λ). Jakobiho

matićı vzhledem k souřadnićım u v bodě x0 budeme značit Duf (x0) a vektor
derivaćı podle λ v bodě x0 budeme značit Dλf (x0). Formálně tedy

Duf (x0) =







∂f1
∂u1

(x0) . . . ∂f1
∂un

(x0)
...

...
...

∂fn
∂u1

(x0) . . . ∂fn
∂un

(x0)






,

Dλf (x0) =







∂f1
∂λ

(x0)
...

∂fn
∂λ

(x0)






.

3.5.Definice. Bod x0 = (u0,λ0) ∈ f−1(0) nazveme:

• limitńım bodem (LP), pokud rank(Df (x0)) = n a rank(Duf (x0)) < n

• bodem bifurkace (BP), pokud rank(Df (x0)) < n

• Hopfovým bifurkačńım bodem (H), pokud existuje množina řešeńı bifurkuj́ıćı
ze stacionárńıho řešeńı v bodě (u0,λ0).
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3.6. Věta (Hopfova bifurkačńı věta). Necht’ (α(λ) ± iβ(λ)) jsou vlastńı č́ısla
př́ıslušná stacionárńımu řešeńı u daného parametrem λ a necht’ tato vlastńı č́ısla
mı́j́ı imaginárńı osu v bodě λ takto:

α(λ0) = 0, β(λ0) 6= 0,
dα(λ0)

dλ
6= 0.

Necht’ dále nelež́ı žádná daľśı vlastńı č́ısla na imaginárńı ose. Potom je bod (u0,λ0)
Hopf̊uv bifurkačńı.

D̊ukaz. Věta je převzatá z knihy Kuznetsov (2004), kde d̊ukaz neńı uveden.

3.3 Př́ıklad

3.7. Př́ıklad. Katylytická CO-oxidace na platině Pt

O2 + 2Pt ←→ PtO

CO + Pt ←→ PtCO

PtCO + PtO ←→ 2Pt + CO2

CO+ Pt −→ PtCO

Hledaná funkce u(t) = (x(t),y(t),z(t)) ∈ R
3 představuje koncentraci PtO, PtCo

a Pt v čase t. Tyto koncentrace se ř́ıd́ı soustavou diferenciálńıch rovnic ve tvaru

ẋ = 2q1z
2 − 2q5x

2 − q3xy
ẏ = q2z − q6y − q3xy
ż = −q4z − kq4(1− x− y − z),

kde q1, . . . ,q6 a k jsou reakčńı poměry, q1 = 2.5, q3 = 10, q4 = 0.0675, q5 = 1
a q6 = 0.1 jsou fixované, q2 a k volné.

Hledáme stacionárńı stav v závislosti na parametrech q2 a k. Necht’ k je za-
fixován. Označme F : R3+1 → R

3 implicitně definovanou křivku danou vztahem
F (u,q2) = 0, kde F (u,q2) = 0 je dáno soustavou

2q1z
2 − 2q5x

2 − q3xy = 0

q2z − q6y − q3xy = 0

−q4z − kq4(1− x− y − z) = 0.

Numerickou kontinuaćı dostáváme následuj́ıćı výsledky:
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Obrázek 3.1: Vlevo: Modře křivka stacionárńıch stav̊u pro k = 0.4, červeně křivka
stacionárńıch stav̊u pro k = 0.5, zeleně křivka stacionárńıch stav̊u pro k = 0.6;
Vpravo: Posloupnosti bod̊u źıskané numerickou kontinuaćı použité k aproximaci
křivky
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Obrázek 3.2: Vlevo: Modře křivka stacionárńıch stav̊u pro k = 0.4, červeně křivka
limitńıch bod̊u závislých na k a q2; Vpravo: Modře křivka stacionárńıch stav̊u pro
k = 0.4, zeleně křivka Hopfových bifurkačńıch bod̊u závislých na k a q2

Pod́ıvejme se na stacionárńı stavy pro k = 0.4 a q2 = 1.045.
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Obrázek 3.3: Vlevo: Křivka stacionárńıch stav̊u se zvýrazněnými limitńımi body
a Hopfovy bifurkačńımi body; Vpravo: Zvýrazněny tři stacionárńı body EP1, EP2

a EP3

Souřadnice bod̊u EP1, EP2 aEP3 dostaneme Newtonovou metodou jako kořeny
funkce F (u,1045) = 0, tedy

EP1 =





0.0194
0.4937
0.3477



 ,EP2 =





0.0330
0.3961
0.4078



 ,EP3 =





0.0731
0.2449
0.4871



 .

Dále najděme vlastńı č́ısla linearizace diferenciálńı rovnice v těchto bodech
a vlastńı vektory jim př́ıslušej́ıćı. S těmito informacemi již můžeme aproximovat
stabilńı a nestabilńı orbity př́ıslušné stacionárńım bod̊um.

Jako aproximaci nestabilńıch orbit̊u př́ıslušných bodu EP2 použijeme sjedno-
ceńı trajektorie řešeńı diferenciálńı rovnice s počátečńı podmı́nkou rovnou bodu
EP2+εv2 a trajektorie řešeńı s počátečńı podmı́nkou EP2−εv2, kde ε je zvolená
malá konstanta a v2 je vlastńı vektor př́ıslušný kladnému vlastńımu č́ıslu linea-
rizace v bodě EP2. Aproximaci stabilńıch orbit̊u dostaneme obdobnou metodou
s t́ım rozd́ılem, že obrát́ıme tok času. Tak převedeme problém hledáńı stabilńıho
orbitu na problém hledáńı nestabilńıho orbitu a můžeme tedy použ́ıt stejný po-
stup.
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Obrázek 3.4: Stabilńı orbity př́ıslušné stacionárńımu bodu EP2 a vlastńımu č́ıslu
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Obrázek 3.5: Červeně nestabilńı orbity př́ıslušné stacionárńımu bodu EP2

a vlastńımu č́ıslu 0,1248, modře stabilńı orbity př́ıslušné stacionárńımu bodu EP2

a vlastńımu č́ıslu −0,007042
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Kapitola 4

Závěr

Ćılem práce bylo seznámit čtenáře s teoríı kvalitativńı analýzy stacionárńıch
stav̊u dynamických systémů a ilustrovat tuto teorii na př́ıkladech. Záměrně jsem
se tedy nezabýval d̊ukazy tvrzeńı a uvolnil jsem t́ım v́ıce prostoru pro daľśı teorii
a př́ıklady.

Práce zřejmě nemohla pokrýt veškerou souvisej́ıćı látku, např́ıklad třet́ı kapi-
tola je jen hrubým nástinem numerické kontinuace. Věř́ım ale, že uvedená látka
je dostatečně srozumitelná a může čtenáři pomoci zlepšit si představu o jinak
celkem známých výsledćıch z teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic.

30



Literatura

Matcont. URL http://www.matcont.ugent.be/.

Allgower, E. L. a Georg, K. (1997). Numerical path following. Handbook

of Numerical Analysis, 5.

Govaerts, J. F. W. (2000). Numerical Methods for Bifurcations of Dynamical

Equilibria. Neuvedeno. SIAM, Philadelphia. ISBN 0-89871-442-7.
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2.3 Tlumené kyvadlo s ω2 = 1 a a = 1.5 na okoĺı stabilńıho sta-
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2.11 Stabilńı a nestabilńı fokus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.12 Linearizace rovnice v sedle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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32


	Úvod
	Stacionární stavy planárních dynamických systémů
	Asymptotická stabilita
	Nestabilita stacionárního stavu
	Ljapunovova funkce
	Princip invariance
	Zachování sedla
	Ekvivalence řešících funkcí blízko hyperbolických stacionárních bodů

	Parametricky závislé stacionární stavy
	Numerická kontinuace
	Bifurkační body
	Příklad

	Závěr
	Literatura
	Seznam obrázků

