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Abstrakt: Prace se zabyva problémem klastrové rovinnosti a ubira se dvéma
sméry. Jednim smérem je otdzka vypocetni slozitosti, kde ukdZzeme, jak klastro-
vou rovinnost feSit v linedrnim nedeterministickém case vzhledem k poctu
vrcholtu vstupntho grafu. Druhym smérem je charakterizace omezenych verzi
klastrové rovinnosti pomoci minimélnich klastrové nerovinnych instanci. Za
tim tcelem definujeme pojem klastrového minoru pomoci nékolika operaci
redukujicich klastrové grafy, o nichz dokazeme, ze zachovavaji klastrovou ro-
vinnost. Dokézeme, 7ze v piipadé klastrového grafu, kde klastry maji velikost
2 a grafem je kruznice nebo cesta, existuje jen kone¢né mnoho minimalnich
klastrové nerovinnych minori. Kromé toho uvedeme i jiz zndme vysledky o
vypocetni slozitosti klastrové rovinnosti.
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Kapitola 1

Uvod

Pti vizualizaci ruznych systémii, kde méme néjaké objekty a spoje mezi nimi,
jako jsou napftiklad sité, grafy, apod., mizeme mit na zobrazeni rizné poza-
davky. éasty’m pozadavkem je, aby se spoje nekiizily. Dalsi moznym poza-
davkem je, 7ze objekty maji byt zobrazeny ,blizko*“ sebe. Velmi podobnym
pozadavkem se zabyva klastrova rovinnost, kde mame objekty seskupené do
skupin nazyvané klastry a pozadavkem na vizualizaci je, aby kazdou skupinu
bylo mozno ohranic¢it do vymezeného regionu.

Problém existence rovinného klastrového nakresleni grafu (déle jen klastrova
rovinnost) je jednim moznym zobecnénim klasické grafové rovinnosti pro pii-
pad, kdy kromé vrcholi a hran méame hierarchii skupin vrcholi. Skupinu vr-
choli nazyvame klastrem. Pro klastrovou rovinnost neni znam polynomialni
algoritmus, a neni znamo, zda je tento problém NP-tuplny.

Definice 1.1. M&jme graf G = (V, E). Pod klastrem K budeme uvazovat
podmnozinu vrchola K C V.

Klastrovou hierarchii jest mnozina klastri, kde pro kazdé dva klastry K a Ko
plati nasledujici

e hud KiNKy =10
e nebo K, C K, pripadné nebo Ky C K,

Klastrovy graf je dvojice (G,C), kde G je graf a C je klastrova hierarchie
vrcholu G.

Formélné se muzeme divat na klastrovou hierarchii jako podmnozinu
P(V). To muze vést k tomu, Ze bychom si mohli myslet, Ze klastra muze



byt velmi mnoho vzhledem k velikosti puvodniho grafu. V kapitole slozi-
tost (kap. 3) ukdzeme, ze pocet klastri je linedrni vzhledem k po¢tu vrchola
grafu G. V nékterych situacich se hodi predpokléddat, Zze mnozina vSech vr-
choli vzdy tvoii klastr a téz jednotlivé vrcholy tvori klastry. Napiiklad se
tento predpoklad hodi v ditkazu o poc¢tu klastri.

Definice 1.2. Pod klastrovym nakreslenim rozumime to, ze vrcholy a hrany
nakreslime do roviny jako u rovinného nakresleni a navic doplnime nakresleni
klastri.

Nakreslenim klastru K v roviné je topologickd kruznice . Vrcholy z K lezi
ve vnitiku vx a vrcholy nepatiici do K lezi vné yx. Hrany grafu smi protinat
vk nejvyse jedenkrat. Pro libovolné dva klastry se nesmi stat, ze by se jejich
nakresleni protinala.

Klastrovy graf (G, C) je klastrovée rovinng pokud existuje néjaké jeho klastrové
nakresleni.

Omezeni pro hrany v nakresleni klastru K nam zarucuje, Ze hrany vedouci
mezi vrcholy klastru K lezi celé ve vnitiku vx. Podobné hrany spojujici
vrcholy mimo K musi lezet ve vnéjsku . Definice nakresleni klastru nam
zarucuje, ze kazda hrana kiizici vx spojuje vrchol z K s vrcholem z V' \ K.

Nyni muzeme uvest definici rozhodovaciho problému klastrové rovinnosti.
Klastrova rovinnost ma dvé zakladni verze, a to nakreslena a nenakreslena
verze.

Definice 1.3. V nenakreslené verze klastrové rovinnosti méame rozhodnout,
zda pro dany klastrovy graf (G, C) existuje jeho klastrové nakresleni. Instanci
nenakreslené verze klastrové rovinnosti budeme nazyvat nenakresleny klast-
rovy graf.

U nakreslené verze klastrové rovinnosti mame na vstupu trojici (G, C, p), kde
p je rovinné nakresleni G a (G,C) je klastrovy graf. Mame rozhodnout, zda
lze p rozsifit na klastrové nakresleni (G,C) dokreslenim klastri. Instanci na-
kreslené verze klastrové rovinnosti budeme nazyvat nakresleny klastrovy graf.

Nakreslend verze klastrové rovinnosti je uz na pohled omezena silnéjsi
podminkou a to nakreslenim vstupniho grafu. Pokud tedy nelze dokreslit
klastry tak, abychom obdrzeli klastrové nakresleni, pak klastrovy graf stéle
muze byt klastrové rovinny (viz obrazek 1.1).
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Obrazek 1.1: Cisla oznacuji, do jakého klastru vrchol patii. Na prvni pohled
je zfejmé, ze neni mozné dokreslit klastr 1 tak, aby vrchol oznaceny jako 2
nebyl ve vnitiku nakresleni klastru, ale je také zjevné, Ze prislusny klastrovy
graf je klastrové rovinny.

Nyni definujeme nékolik pojmi, které jsou potieba pro uvedeni véty da-
vajici kombinatoricky pohled na problém klastrové rovinnosti.

Definice 1.4. Mé&jme klastrovy graf (G, C). Klastr K je souvisly pokud pod-
graf indukovany na vrcholech klastru je souvisly.

Definice 1.5. Mé&jme klastrovy graf (G,C), kde G = (V, E). Saturdtor S
je podmnozZina (‘2/) \ E takova, Ze kazdy klastr je v (G U S,C) souvisly, kde
GUS=(V,EUY).

Mejme nakresleni grafu G, ozna¢me jej p. Nakreslenyj saturdtor S je mnozina
nakreslenych hran takovych, ze nakresleni p U S je rovinné nakresleni G U .S
av GUS je kazdy klastr souvisly.

Definice 1.6. Mé&jme klastrovy graf (G, C).V nakresleni p grafu G rozumime
dirou kruznici C' v grafu G, jejiz vrcholy nalezi klastru K takovou, zZe v
nakresleni p je uvniti nakresleni C' vrchol nepatiici do klastru K.

Pokud mé nakresleni p grafu G diru, tak jej nelze rozsitit na klastrové na-
kresleni, proto jej zde uvadime. Vétu o kombinatorickém pohledu na klastro-
vou rovinnost uvedeme zvIast pro nakreslenou verzi a zvIast pro nenakresle-
nou verzi.

Véta 1.7 (Di Battista, Frati [9]). Nakresleny klastrovy graf (G, C, p) je klastrove
rovinny pravé tehdy, kdyz existuje nakresleny saturdtor S takovy, Ze (GUS,C)
nemd diru v p.

Véta 1.8 (Di Battista, Frati |9]). Nenakresleny klastrovy graf (G,C) je klastrové
rovinng prave tehdy, kdyz existuje saturdtor S takovy, Ze G U S md rovinné
nakreslentd, v némz neni dira vzhledem k (G U S,C).



Kapitola 2
Reserse

V této kapitole Ctenafe sezndmime se zndmymi vysledky v oblasti klastrové
rovinnosti. Jedna se o vysledky, kde pro omezenou verzi klastrové rovinnosti
je zndm polynomialni deterministicky algoritmus pro otestovani klastrové ro-
vinnosti, ptipadné je zndm i algoritmus pro nakresleni.

Jednim smérem, kde omezeni ptineslo néjaké vysledky, je omezeni se na
souvislé klastry. Pro dalsi vysledky v tomto sméru se vidy pozadavek na
souvislost upravil. Napiiklad, Ze klastry indukuji nejvySe dvé komponenty
¢i nékteré klastry jsou obecné nesouvislé. Nyni uvedeme nékolik vysledki
dosazenych v tomto sméru.

Véta 2.1 (Cortese et al. [1]). Méjme klastrovyg graf (G,C), kde kazdy klastr
K € C je souvisly. Pak existuje linedrni deterministicky algoritmus rozhodu-
jgict zda (G, C) je klastrovée rovinnj.

Tento vysledek vyuzijeme pozdéji pii konstrukcei linearniho nedeterminis-
tického algoritmu pro obecné klastrové grafy (viz kapitola 3).

Pted uvedenim dalsiho vysledku uvedeme definici takzvaného aplné sou-
vislého klastrové grafu.

Definice 2.2. Klastrovy graf (G, C) je uplné souvisly, pokud pro kazdy klastr
K €C je K souvisly ai V' \ K je souvisly.

Vé&ta 2.3 (Cornelsen a Wagner |2|). Uplné souvisly klastrovy graf (G,C) je
klastrove rovinng <= G je rovinny.

Rovinnost 1ze rozpoznéavat v linedrnim ¢ase. A navic je i mozné ziskat v
tomto pripadé v linearnim cCase klastrové nakresleni.
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Véta 2.4 (Jelinek et al. [3]). Méjme nakresleny klastrovy graf (G,C, p). Po-
kud kaZdy klastr K € C indukuje nejuyse dveé komponenty, pak existuje line-
drni algoritmus pro rozhodnuti, zda (G,C) je klastrové rovinng.

Véta 2.5 (Gutwenger et al. [4]). Pokud vSechny nesouvislé klastry klastrového
grafu (G,C) lezi na stejné cesté zacinagici v koreni klastrové hierarchie, pak
pro (G,C) lze v kvadratickém case rozhodnout, zda je klastrové rovinng.

Véta 2.6 (Goodrich et al. [5]). Méjme klastrovy graf (G,C). Necht pro kaZdy
nesouvisly klastr K € C plati, Ze jeho rodic¢ a sourozenci v klastrové hierarchii
Jsou souvislé klastry. Potom pro (G,C) lze v kvadratickém case rozhodnout,
zda je klastrové rovinnyj.

Véta 2.7 (Gutwenger et al. [4]). Méjme klastrovyg graf (G,C). Kazdy nesou-
visly klastr K md souvislého rodice a souvislé komponenty K maji napojeni
mimo rodice. Pak je algoritmus pracujici v polynomidlnim case rozhodugici o
klastrové rovinnosti a ddvagict klastrové nakreslend v pripadé kladné odpovéds.

Dalsi smér, ktery pfinesl vysledky, se tyka takzvanych placatych klast-
rovych grafi. Jedn& se o omezeni klastrové hierarchie, kde klastry jsou po
dvou disjunktni (nepocitaje klastr obsahujici vSechny vrcholy a jednovrcho-
lové klastry).

Definice 2.8. Klastrovy graf (G,C) je placaty pokud vSechny klastry kromé
kofene (klastru obsahujici v8echny vrcholy) maji jako rodi¢e kofen (jednovr-
cholové klastry ignorujeme).

Véta 2.9 (Jelinkova et al. [6]). Méjme placaty klastrovy graf (G,C), kde G
je kruznice. Pokud kaZdy klastr obsahuje nejuyse ti vrcholy (kromé kofene),
pak lze v polynomidlnim case rozhodnout, zda je (G,C) klastrovée rovinng.

Véta 2.10 (Cortese et al [7]). Méjme placaty klastrovy graf (G,C), kde G
je kruznice. Pokud Elastry jsou usporddané do cyklu nebo cesty, pak lze v
polynomidlnim case rozhodnout, zda je (G,C) klastrovée rovinng.

Véta 2.11 (Cortese et al [8]). Méjme placaty klastrovy graf (G,C), kde G
je kruznice. Pokud klastry jsou uspordadané do nakresleného rovinného grafu,
pak lze v polynomidlnim case rozhodnout, zda je (G,C) klastrovée rovinng.

Véta 2.12 (Jelinkova et al. [6]). Mé&jme placaty klastrovy graf (G,C), kde G
je 3-souvisly a vsechny stény maji velikost nejuiyse 4, pak lze v polynomidlnim
case rozhodnout, zda je (G,C) klastrove rovinng.
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Véta 2.13 (DiBattista a Frati [9]). Méjme placatyj nakresleny klastrovy graf
(G,C,p), kde viechny stény maji velikost nejugse 5, pak lze v polynomidlnim
case rozhodnout, zda je (G,C) klastrove rovinng.

Jinym smérem bylo omezeni grafu na vrcholové 3 souvisly.

Véta 2.14 (Jelinkova et al. [6]). Mé&jme klastrovy graf (G,C), kde klastry
maygi velikost nejvyse 8 (kromé korene) a G je vrcholové 3-souvisly, pak lze v
polynomidlnim case rozhodnout, zda je (G,C) klastrovée rovinng.

Véta 2.15 (Jelinkova et al. [6]). Mé&jme klastrovy graf (G,C), kde klastry
magi velikost nejvyse 3 (kromé korene) a G je délenti vrcholové 3-souvislého
multigrafu, ktery md O(1) vrchold, a G md vSechny stupné sudé, pak lze v
polynomidlnim case rozhodnout, zda je (G,C) klastrovée rovinng.

Jesté jednim smérem je omezeni poctu klastri. Konkrétné na dva klastry,
viz ¢lanky [12], [13], [14]. Dokazuje se v nich (mimo jiné) linearni algoritmus
pro situaci, kdy mnozina vrcholt je rozdélena na pravé dva neprazdné dis-
junktni klastry (nepouZiva se v nich terminologie klastrové rovinnosti, ale je
to ekvivalentni).

Zavérem je nutno poznamenat, ze jinak se jedna o oteviené problémy.
Napiiklad pro obecné placaté grafy se nevi, jestli lze efektivné rozhodovat o
klastrové rovinnosti. Pro obecnou klastrovou rovinnost je otevienym problé-
mem zda patii do P nebo jestli je NP-uplny.



Kapitola 3

Slozitost

V této kapitole ukdzeme nékolik vysledki ohledné casové a prostorové slo-
zitosti. Problém klastrové rovinnosti patii do tfidy NP z pohledu casové
slozitosti a z hlediska prostorového se da fesit v prostoru O(n) na determi-
nistickém stroji, kde n je pocet vrcholi.

Jako vychozi model uvazujeme RAM s logaritmickou velikosti paméto-
vych bunék vzhledem k velikosti vstupu a jednotkovou cenou za aritmetické
operace s ¢isly, pripadné jeho nedeterministickou verzi nRAM. Tedy polyno-
midlné velka ¢isla lze ulozit a operovat s nimi v konstantnim prostoru a case.
Je to standardni model u tohoto typu problémii, diky némuz lze ¥ici, ze graf
s n vrcholy a m hranami je uloZen v prostoru O(n + m).

3.1 Datova reprezentace

Nejprve uvedeme moznosti reprezentace klastrového grafu a ujasnime si,
vzhledem k ¢emu budeme vztahovat pfislusnou sloZitost. Pro reprezentaci
klastrové hierarchie se nabizi dvé moznosti.

1. Seznamy vrcholi
2. Strom, kde listy predstavuji vrcholy a vnitini uzly predstavuji klastry

e Zde predpokladejme, 7e kofen tohoto stromu reprezentuje klastr
obsahujici vSechny vrcholy.



V této kapitole budeme nékolikrat hovorit o maximalnich podklastrech
(vzhledem na inkluzi) v néjakém klastru K. Proto si zavedeme nésledujici
definici.

Definice 3.1. Pod mazimdlnim podklastrem vzhledem ke klastru K myslime
klastr takovy, ze je pfimym potomkem K v klastrové hierarchii.

Nejprve musime urcit, kolik klastru se v klastrové hierarchii muze nacha-
zet. Pro zjednoduseni budeme piedpokladat, Ze v klastrové hierarchii mame
vzdy klastr obsahujici vSechny vrcholy a kazd& jednovrcholovd mnozina je
téz klastrem v klastrové hierarchii.

Tvrzeni 3.2. Mazimdlni pocet klastri v grafu G sn (n > 1) vrcholy je 2n—1.

Diikaz. Diikaz indukei podle n:

Zaklad indukce: n=1

Zjevné plati.

Indukéni predpoklad: Tvrzeni plati pro |V] < n.

Indukéni krok:

Diky predpokladim vime, 7ze klastr, ktery obsahuje asponi dva vrcholy, ma
aspon dva maximalni podklastry.

Mame graf s n vrcholy. Podle pfedpokladu mame klastr K obsahujici vSechny
vrcholy. Ten obsahuje k vzajemné disjunktnich maximalnich podklastri. Ve-
likost i-tého klastru necht je k;. Kazdy z téchto klastri obsahuje méné nez n
vrcholi. Plati pro né tedy indukéni pfedpoklad Méame tedy:

pocet klastria < 1—|—Z(2*k‘ —1)—1—|—2*Zk —k=2n—k+1
=1
K maximalizovani dOJde pokud bude vzdy k: = 2, coz odpovidé situaci, kde

kazdy klastr, ktery neni listem, ma pravé dva maximalni podklastry. O]

Velikost grafu na vstupu je O(n+m+|C|), C je klastrova hierarchie a |C| je
velikost jeji reprezentace. Prvni varianta reprezentace klastrové hierarchie mé
za nasledek, Ze klastrova hierarchie zabira prostor az O(n?). Prikladem takové
klastrové hierarchie je graf, kde klastry jsou postupné do sebe vnotené. Prvni
klastr obsahuje vSechny vrcholy, druhy o vrchol méné, tieti o dalsi vrchol,
atd.. Druh& varianta reprezentace naproti tomu dava prostor O(n). Nejvice
nam tedy o Casové a prostorové slozitosti problému prozradi, kdyz budeme
slozitost vyjadrovat vzhledem k poc¢tu vrcholu vstupniho grafu. Dostali jsme,
ze klastrovy graf (G,C), kde G je rovinny graf, 1ze reprezentovat v prostoru

O(n).



Déle v textu budeme pracovat vyhradneé se stromovou reprezentaci klastrové
hierarchie.

3.2 Casova sloZitost

Hlavnim vysledkem této ¢asti je linedrni nedeterministicky algoritmus pro
klastrovou rovinnost.

Tvrzeni 3.3. Problém rozhodnuti existence rovinného klastrového nakreslent
patri do tridy NP.

Diikaz. Vyuzivame toho, Ze ekvivalentnim problémem ke klastrové rovinnosti
je existence saturdtoru. Ten nam zajisti, ze klastry jsou souvislé. Saturé-
tor dostaneme jako certifikat. Vzhledem k tomu, ze klastriu je polynomialné
mnoho, tak ovéfeni saturatoru se da provést v polynomialnim ¢ase (napitiklad
otestovanim souvislosti kazdého klastru zvlast). Déle jsou algoritmy testujici
klastrovou rovinnost v polynomialnim ¢ase (viz véta 2.1), pokud klastry jsou
souvislé. O]

Tvrzeni 3.4. Pro problém klastrové rovinnosti je nedeterministicky algorit-
mus, jehoZ casovd sloZitost je O(n).

Diikaz. Diikaz tohoto tvrzeni je pouze doplnénim diikazu, ze klastrova rovin-
nost je v NP. Pro dikaz je tfeba ukazat, Ze umime ovérit souvislost vSech
klastri v ¢ase O(n), a pak ze klastrova rovinnost se da otestovat v linearnim
case, pokud jsou klastry souvislé. Druha ¢éast viz véta 2.1.

Prosté otestovani vSech klastru zvlast na souvislost vede na algoritmus s
¢asovou slozitosti O(n?), protoze klastrii je az lineArné mnoho a jejich celkova
velikost je az kvadraticka. Pro zlepSeni ptjdeme cestou, kdy budeme testo-
vat souvislost klastri od nejmensich k nejvétsim. A po otestovani klastru
na souvislost dany klastr zkontrahujeme do jediného vrcholu, abychom pri
testovani nadklastri nemuseli opétovné prochazet pies vrcholy otestovaného
klastru.

Pti testovani klastru na souvislost pouzijeme klasicky algoritmus na tes-
tovani souvislosti. Hrany, které vedou ven z klastru, si pfi prichodu jen za-
pamatujeme, a po dobéhnuti testu je aktualizujeme, tedy nasmérujeme je
do nového vrcholu vzniklého kontrakei klastru. Casové slozitost pro jeden
klastr C je O(n¢ + me + pocet hran ven z klastru), kde ng je pocet vrchola
klastru a m¢ je pocet hran mezi vrcholy klastru. Problémem je, Ze tohle stale



vede na algoritmus s kvadratickou ¢asovou slozitosti (viz obrazek 3.1). Je to
zpusobeno tim, Ze se hrany mizou aktualizovat prili§ casto.

Obrazek 3.1: Klastrovy graf, pro ktery pobézi kvadraticky dlouho vzhledem
k poctu vrcholli algoritmus s aktualizaci hran. Je to hvézda, kde -ty klastr
je tvoren vrcholy s ¢isly nejvyse i. Duvodem neefektivity je to, ze kontrakce
vzdy zasdhne stfedovy vrchol hvézdy a vSechny hrany se musi presmérovat
do nového vrcholu vzniklého kontrakei.

Nyni uvedeme algoritmus s linearni ¢asovou slozitosti. Ten vychazi z pied-
choziho pokusu, kde jsme si zdanlivé nepomohli. Pro zlepseni musime doséh-
nout toho, zZe hrany opakované nenavstévujeme. To provedeme nasledovneé,
pro kazdy klastr K budeme mit pomocny graf (oznacme jej G ), kde vrcholy
predstavuji maximélni podklastry daného klastru. Hrany v téchto pomocnych
grafech predstavuji hrany jdouci mezi klastry. Kazdé hrané {z,y} v grafu G
odpovida hrana v pravé jednom pomocném grafu. Abychom mohli uré¢it, do
kterého pomocného grafu hrana patii, tak potfebujeme urcit nejmensi klastr,
ktery sdileji vrcholy ptislusné hrany. Navic také potiebujeme znat podklastry,
kam vrcholy patii. To je ale problém nejmensiho spole¢ného predka v zako-
fenéném stromu, kdy potiebné dotazy se provadi v konstantnim case a s
linedrnim predvypoctem a vyuzivajici linearni prostor. Jednoduchou tpra-
vou ziskame i ty potfebné informace (ty podklastry). (viz [15] a [16])

N4&s algoritmus tedy napied provede predvypocet potfebny pro problém
hleddni miniméalniho spole¢ného predka, kde se hrany rozdéli do pomocnych
grafii. Nasledné se pro kazdy pomocny graf provede test souvislosti. Prvni
¢ast algoritmu pracuje v ¢ase O(n) diky tomu, Ze umisténi hrany do po-
mocného grafu umime provést v konstantnim ¢ase a hran je pouze O(n).

Druhé ¢ast algoritmu pracuje v ¢ase Y (ng. +Mae) = D Nae+ >, Mae <
cec cec cec
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pocet klastri +m = O(n) + O(n) = O(n), zde ng, znacéi pocet vrcholi po-
mocného grafu a mq, pocet jeho hran. O

3.3 Prostorova slozitost

7 vysledki o cCasové slozitosti muzeme fici, ze miuzeme klastrovou rovin-
nost rozhodovat v nedeterministickém prostoru o velikosti O(n). Ze Savit-
chovy véty (viz [17]) plyne, Ze v deterministickém prostoru sta¢i nejvyse
prostor velikosti O(n?). Lepsiho vysledku ve smyslu, Ze potfebujeme méné
prostoru, dosdhneme vyuzitim vztahu tiid NTIME a DSPACE, ktery je
NTIME(t(n)) € DSPACE(t(n)). Jelikoz mame nedeterministicky algo-
ritmus pro klastrovou rovinnost pracujici v linearnim case, tak diky piede-
slému vime, Ze existuje deterministicky algoritmus vyuzivajici pouze linearné
mnoho prostoru.

Tvrzeni 3.5. Klastrovd rovinnost lze rozhodovat na RAMu s linedrné ome-
zenym prostorem.

Dikaz. O
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Kapitola 4

Minorové operace

V této kapitole zavedeme operace s klastrovym grafem, které zachovavaji
klastrovou rovinnost. V zavéru kapitoly zavedeme pojem klastrového minoru,
jakozto hlavni pojem této kapitoly, jenz v nasledujici kapitole pouzijeme pro
charakterizaci zakdzanych minorii omezenych problému klastrové rovinnosti.

Definice 4.1. M&jme klastrovy graf (G, C). Minorové operace na klastrovych
grafech jsou néasledujici:

(Pozn.: Pokud se nefekne jinak, operace se smi provést v nakreslené i ne-
nakreslené verzi)

Odebrdnim vrcholu v z klastrového grafu (G,C) vznikne klastrovy graf
(G',C"), kde G' = (V \ {v}, E\ {f| hrana f obsahovala vrchol v}) a C’ je
klastrova hierarchie, kde se z klastri odebere vrchol v, pokud v nich byl.

Odebrdanim hrany e z klastrového grafu (G,C) vznikne klastrovy graf
(G',C), kde G’ = (V, E '\ {e}).

Odebrdnim klastru K z klastrového grafu (G,C) vznikne klastrovy graf
(G,C"), kde C'=C\ K.

Kontrakei hrany e = {z,y} z klastrového grafu (G, C) vznikne klastrovy
graf (G',C’), kde G’ je graf, ktery obdrzime kontrakci hrany e a C’ ziskame
nahrazenim vrcholi z a y ve vSech klastrech, kde byly, vrcholem vzniklym
kontrakei. Kontrakci miizeme provést za predpokladu, ze koncové vrcholy z, y
lezi ve stejnych klastrech.

Nahrazenim klastru K = {x,y} o velikosti 2 hranou e z klastrového grafu
klastrového grafu (G,C) vznikne klastrovy graf (G',C’), kde G’ = (V,E U
e) a (' = C\ K. Predpokladame, 7e vrcholy z,y nejsou spojeny hranou,
nebot v tom pripadé tato operace neni potfebna. U nakreslené verze navic
predpokladédme, 7e e mé jednoznac¢né dané kombinatorické nakresleni.
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Odebranim vrcholu v z Klastru K z klastrového grafu (G, C) vznikne klast-
rovy graf (G,C’), kde C’ vznikne nahrazenim klastru K klastrem K\ {v}. Tuto
operaci lze provést za pfedpokladu, ze z vrcholu v vychazi pravé jedna hrana
ven z K a K je nejmensi (vzhledem k inkluzi) klastr obsahujici v.

Sjednocent disjuktnich klastri K, a Ky z klastrového grafu (G, C) vznikne
klastrovy graf (G,C’), kde C" := (C'\ {K1, K»}) U {K; U Ky}. Sjednoceni
klastriit mizeme provést za predpokladi, ze K, K5 jsou dva miniméalni klastry
(nemaji podklastry) se spole¢nym rodi¢em, K; U Ky neindukuje kruznici s
vrcholem mimo K; U Ky uvniti. Jinymi slovy K; U Ky nema diru v G (v
nakreslené verzi). V nenakreslené verzi je podminkou, Ze existuje nakresleni
p grafu G takové, ze K; U Ky nema diru v p. Poslednim ptredpokladem je, ze
existuje hrana spojujici K; s K.

Nézev minorové operace je uzit proto, ze kazda operace zjednoduSuje
dany vstupni klastrovy graf. U sjednoceni klastrii v nenakresleném klastro-
vém grafu je obtizné ¥ici, kdy potfebné nakresleni existuje, to ¢ini operaci
méné pouzitelnou. Kromé nahrazeni klastru hranou miizeme uvazit i nahra-
zeni hrany klastrem velikosti 2. To muzeme provést v pripadé, Ze konce hrany
patii do stejnych klastri. Nyni vyzkoumame dopad minorovych operaci na
klastrovy graf, konkrétné dopad na existenci klastrového nakresleni.

Tvrzeni 4.2. Necht (G',C") vznikne z (G,C) minorovou operaci. Potom po-
kud (G,C) je klastrové rovinny, tak (G',C") je klastrové rovinny.

Diikaz. Méjme klastrovy graf (G,C) a jeho klastrové nakresleni p.

Odebrani vrcholu, hrany ¢i klastru zachovava klastrovou rovinnost:
Méjme dano klastrové nakresleni. Odebrani hrany zapfticini jediné to, Ze se
nemusi v daném nakresleni hrana kreslit. Podobné pro odebrany vrchol, kdy
se odeberou hrany vedouci do néj. Odebrany klastr se téz prosté nenakresli.

Kontrakce hrany zachovava klastrovou rovinnost:

Méjme dano klastrové nakresleni. Kontrakce je jen vlastné smrsténi hrany do
jediného bodu, jenz zastupuje vrchol vznikly kontrakei.

Nahrazeni klastru K = {x,y} hranou e zachovava klastrovou rovinnost:
Jelikoz (G, C) je klastrové rovinny, tak mame saturator S. Jelikoz K je podle
predpokladu nesouvisly, tak po ptridani saturatoru jsou vrcholy x,y spojeny
hranou. Tato hrana ze saturdtoru spojujici z,y je hledanou hranou e. V
nakreslené verzi je pozadavek na jednozna¢nost z toho duvodu, Ze by se
mohlo stat, Zze nahrazenim klastru hranou vznikne dira.
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Odebrani vrcholu z klastru zachovava klastrovou rovinnost:

Jednoduchy prekreslovaci argument, kdy podél hrany protdhneme hranici
klastru az ji pretdhneme ptes vyjimany vrchol.

Sjednoceni klastru zachovava klastrovou rovinnost:

Necht S je minimalni saturator (G,C) takovy, ze (G US,C) neméa diru. S je
saturatorem i pro klastrovy graf (G,C’), kde ale muze byt dira. Necht S’ je
minimalni saturator (G,C’') a S" C S. Tvrdime, ze (GUS’,C’) neméa diru. To
dokézeme sporem.

Necht D je dira. Ta musi byt ve sjednoceni klastrii K a Ks, nebot kdyby
byla jinde, bylo by to ve sporu s piedpokladem, ze (G U S, C) nemé diru. Dira
D ma neprazdny prinik se saturatorem S’. Kdyby prinik byl prazdny, zna-
menalo by to, ze piislusna dira byla v pivodnim klastrovém grafu. Ozna¢me
tuto hranu e = {x,y}, kde = a y jsou jeji koncové vrcholy. Jako S” oznacme
S"\ e. Mnozina S” je saturatorem, protoze kazdy klastr K € C' obsahujici
vrcholy  a y obsahuje i cestu D\ {e}. Dostali jsme tedy spor s minimalitou
S’. 5" tedy neobsahuje diry. O

Sjednoceni klastrii mé dost prepokladii, a proto uvedeme, proc jsou tyto
predpoklady nutné. Predpoklad o spolecném rodici je z divodu zachovani
klastrové hierarchie. Klastrovy graf z obrazku 4.1 ukazuje, pro¢ je nutny
predpoklad o tom, 7e sjednocované klastry nesméji mit podklastry.

Obrazek 4.1: Klastr K3 brani sjednoceni klastri K; a K5, nebot jeho saturo-
vanim (nahrazeni hranou) by v K; U K, vznikla dira. Kdybychom vynechali
K3, pak uz je snadné najit klastrové nakresleni.

Nyni se podivame na dva specidlni pripady sjednoceni klastri. Jeden pii-

pad je pridani vrcholu do klastru, ktery je vlastné inverzi k odebrani vrcholu
z klastru.
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Tvrzeni 4.3. Méjme klastrovy graf (G,C) a vrcholv € V(G) a klastr K € C.
Necht K neobsahuje podklastry a kaZdy klastr obsahujici v obsahuje 1 K, v
sousedi s K, tedy v je spojen s néjakym vrcholem v K hranou o K U {v}
neindukuje kruznici s vrcholem mimo K wvniti. C' = (C\{K}) U{K U{v}}
Potom (G,C) je klastrove rovinng = (G,C') je klastrové rovinny.

Diikaz. Jednoduse budeme vrchol vydavat za jednovrcholovy klastr. Zbytek
plyne z toho, Ze sjednoceni zachovava klastrovou rovinnost, jelikoz jsou spl-
nény vsechny predpoklady. O]

Podobné pro nenakreslenou verzi. Druhy ptipad je, kdyz klastry spojuje
pravé jedna hrana. Tento piipad nam dava priklad, kdy mizeme provést
sjednoceni klastrii i pro nenakreslené klastrové grafy.

Tvrzeni 4.4. Méjme klastrovy graf (G,C) a dva disjunkini klastry K; a Ko,
které spojuje prave jedna hrana e. Necht Ky a Ko maji spolecného rodice a
nemagi podklastry. Méjme klastrovy graf (G,C'), kde C' := (C \ {K1, K»}) U
{K; U K3}. Potom (G,C) je klastrové rovinny — (G,C’) je klastrové
rovinny.

Diikaz. Pro pouziti vysledku o sjednoceni klastrii nam staci ukazat, ze Ky U
K5 neobsahuje diru. Protoze klastry K7 a K5 spojuje pravé jedna hrana, tak
jediné kruznice ve sjednoceni jsou bud K; nebo v Kj. Podle piedpokladu, ze
(G,C) je klastrové rovinny, tak K; ani Ks neobsahuji diru. Podle tvrzeni 4.2
je = (G,C’) klastrové rovinny. O

Vyzbrojeni minorovymi operacemi miizeme definovat pojem klastrového
minoru.

Definice 4.5. Méjme klastrovy graf (G, C). Klastrovy graf (G',C’) je klastro-
vym minorem, pokud jej lze ziskat kone¢nou posloupnosti minorovych operaci
z klastrového grafu (G,C).

Disledek 4.6. Klastrovy minor klastrové rovinného klastrového grafu je
klastrove rovinny.

Diikaz. Dikaz se provede indukci podle délky posloupnosti, kde se vyuzije
toho, 7ze minorové operace zachovéavaji klastrovou rovinnost. O
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Kapitola 5

Specialni instance

V této kapitole se podivame na omezené instance klastrové rovinnosti. Klastrova
rovinnost se d4 omezit dvéma zpusoby, jednak omezenim o jakych grafech
budeme uvazovat, a jednak omezenim klastrové hierarchie. Prvni omezenou
tifidou klastrovych grafii jsou kruznice s klastry velikosti 2 a druhou t¥idou
budou cesty s klastry velikosti 2. Pro oba ptipady uvedeme véty o poctu
zakazanych minori.

5.1 Kruznice s klastry velikosti 2

Hlavnim vysledkem této céasti je vysledek ukazujici, Ze jedinym zakézanym
minimalnim minorem pro kruznice s klastry velikosti 2 je Sesticyklus se tfemi
klastry, kde se vrcholy stiidaji v jakém klastru jsou (viz obrazek 5.1). Vysle-
dek je jak pro nakreslenou, tak i nenakreslenou verzi, protoze kruznice méa
az na symetrii jen jedno nakresleni.

Véta 5.1. Necht (G,C) je instance, kde G je kruznice a vSechny klastry magi
velikost 2. (G, C) je klastrové rovinng <= (G, C) neobsahuje C¢ jako minor.

Pied dikazem véty ukidZeme, ze CZ neni klastrové rovninny.
Lemma 5.2. C¢ neni klastrové rovinngj.

Diikaz. Diikaz provedeme pro nenakreslenou verzi. Jelikoz klastry jsou veli-
kosti 2, miizeme nahrazovat klastry hranami. Nahrazeni vSech klastri hra-
nami vSak vede pfimo na K3 3. A protoze Kj 3 neni rovinny graf, tak nemize
CZ byt klastrové rovinny. ]
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Obrézek 5.1: Cisla oznacuji, do jakého klastru vrchol patii. Déle v textu bude
tento graf oznacovan jako CZ, kde Z znadi, 7e se jedna o zakdzany minor.

U kruznice miizou saturatorové hrany vést pouze vnitikem nebo vnéjskem
(mysleno v nakresleni). Pro dvé hrany ze saturatoru ma smysl se bavit o tom,
zda mohou vést na stejné strané kruznice nebo nikoliv. To nés vede k pojmu
grafu konflikti, ktery reprezentuje konflikty mezi hranami ze saturatoru.

Definice 5.3. Klastry {x1,22} a {y1,y2} maji spolu konflikt, pokud se na
kruznici vyskytuji v nésledujicim poiadi xi,...,vy1, ..., T2, ..., Y2, .... Graf kon-
flikt1 je reprezentaci konflikti saturatorovych hran, kde vrcholy jsou klastry
a hrany predstavuji konfliktni klastry. Graf konflikta pro klastrovy graf (G, C)
budeme znacit GK ¢ c)

Ziskdvame ihned kritérium, kdy kruznice s klastry velikosti 2 je klastrovée
rovinny graf. Je to pravé tehdy, kdyz graf konflikti je bipartitni. Dokazeme
si to jako lemma.

Lemma 5.4. Kruznice s klastry velikosti 2 je klastrové rovinnd prdvé tehdy,
kdyz graf konflikti je bipartitni.

Diikaz. Klastr, jenz je tvorfen sousednimi vrcholy, zjevné nemuze byt s ji-
nym klastrem v konfliktu podle definice. Vrchol pfislusného klastru v grafu
konflikti je izolovany. Staci tedy uvazovat, ze vrcholy v klastru nejsou sou-
sednimi.

_—

Misto klastri uvazujme hrany saturatoru, ty mohou vést, bud vnitini
sténou kruznice, nebo vnéjsi sténou kruznice. Hrana v grafu konfliktu vede
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mezi jeho vrcholy pravé tehdy, pokud saturované hrany piislusnych klastri
vedou riznymi sténami. To proto, ze podle definice konfliktu, kdyby vedly
stejnou sténou, tak by se musely kiizit, coz by byl spor s tim, 7Ze mame
klastrové nakresleni. Jako partity oznac¢ime klastry, jez vedou, bud vnéjsi
sténou (jedna partita), nebo vnitini sténou (druhé partita). Izolované vrcholy
déme libovolné partity.

Opacnéa implikace se dokaze obdobné. O

Uvedeme jesté jedno lemma, ukazujici vztah mezi kruznici v grafu kon-
flikt a odpovidajici strukturou v klastrovém grafu.

Lemma 5.5. Necht (G,C) je klastrovy graf, G je kruznice a C md klastry
veltkosti 2. Necht () je indukovand kruznice v grafu konflikti GK g c) a necht
K = {z,y} klastr obsazeny v Q). Necht A, B jsou dvé cesty v G spojujici x,y
a K1, Ky jsou sousedi K v Q. KdyZ se omezime na vrcholy klastri z QQ, pak
BUNO jediné dva vrcholy v A jsou z klastri K; a K (po jednom vrcholu z
kazZdého klastru a zbylé vrcholy leZi v B.

Obrazek 5.2: Znazornéni, cemu odpovid& kruznice v grafu konfliktia. Nalevo
od K je ¢ast A, napravo je ¢ast B.

Struktura v klastrovém grafu, kterd odpovida kruznici v grafu konflikti,
se jinymi slovy ,,chova slusné a neni divoce rozhazena po grafu®.

Diikaz. Sporem predpokladejme, 7ze v ¢asti A, kde klastry K; a K, maji
po jednom vrcholu, je jesté jeden jiny klastr K3. Ten musi mit v A oba
své vrcholy, jinak by byl v konfliktu s K, coz je spor s tim, ze K mé jen
dva sousedy v Q. Uvazujme cestu v @ z K; do K, neobsahujici K (tedy
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pfes K3). Prvnim krokem se z K; dostaneme do druhé ¢asti. Po cesté se ale
musime vratit zpét do ¢asti A kvuli klastru K3 pomoci klastru K; diive, nez
se vratime pomoci klastru K. Klastr K; ale musi byt v konfliktu s klastrem
K, coz je spor s tim, ze K mé jen sousedy K; a Ky, K; by podle vSeho téz
musel byt sousedem K. O]

Tvrzeni 5.6. Graf konflikti GK ¢y obsahuje lichou kruznici = instance
(G,C) obsahuje zakdzany minor CZ.

Diikaz. Dikaz indukei podle velikosti nejkratsi liché kruznice v GK (g c). V
zékladu indukce ukazeme, ze liché kruznici velikosti 3 v grafu konflikti odpo-
vidd CZ. V indukénim kroku pak pomoci minorovych operaci zredukujeme
délku liché kruznice o dva klastry.

Zéklad indukce: Méjme trojcyklus v grafu konflikti. Méjme piislusné
klastry {z1,z2}, {y1,v2}, {21, 22}. Podle definice konfliktt mame nésledujici
poradi vrcholi:

Podle konfliktu klastri {1, z2}, {y1,y2} je pofadi 1, y1, 2, ya.

Podle konfliktu klastri {y;,vy2}, {21, 22} je pofadi yi, 21, Yo, 22-

Podle konfliktu klastra {1, x5}, {21, 22} je poradi 1, 21, 2, 22.

Dohromady méme pofadi x1,y1, 21, T2, Yo, 22, coz je CZ. Zéklad indukce
je tedy dokazany.

Nyni predpokladejme, Ze chceme dokazat tvrzeni pro lichou kruznici ve-
likosti k, a Ze tvrzeni plati pro kruznici o 2 mensi.

Indukéni krok: Podle lemmatu 5.5 mame v (G, C) strukturu konfliktnich
klastrii odpovidajici liché kruznici v grafu konflikti. Pfedpokladejme, Ze jsme
si (G,C) zjednodusili pomoci minorovych operaci tak, 7e nemame nic jiného
nez klastry ziskané z liché kruznice v grafu konflikti.
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Obrazek 5.3: Vychozi stav, vy, vy jsou sousedé vrcholu klastru K.

Provedeme nasledujici posloupnost minorovych operaci. Vezméme libo-
volny klastr K. Klastry jez jsou s nim v konfliktu (K3 a K3), mizeme sjed-
nodit (ubyl jeden klastr). Sjednoceny klastr ozna¢me Kg.

Obrazek 5.4: Sjednodceni klastri Ky a Ky

V ¢asti, kde mély vrchol jen ony, tak sdileji hranu e, tu mizeme po pro-
vedeni sjednoceni zkontrahovat.



Obrazek 5.5: Kontrakce hrany e

Vrchol vznikly kontrakei odebereme. Nyni se ndm kruznice pferusila.

Obrazek 5.6: Odebrani vrcholu vzniklého kontrakei

Ptes rozdéleni nam vede klastr K, pro néjz mame jedinou moznost, jak jej
nahradit hranou, tak to u¢inime (jinymi slovy, je to korektni i v nakreslené
verzi).

Obréazek 5.7: Nahrazeni klastru K hranou
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Tuto hranu muzeme rovnou zkontrahovat a vznikly vrchol pridame do jed-
noho z klastri (opét sjednoceni klastra a ubyti druhého klastru), které s nim
maji sousedni vrchol. Hranu, ktera jej spojovala se sousedem zkontrahujeme.

Obrazek 5.8: Vysledny klastrovy graf

Vzniklému klastrovému grafu (G',C’) odpovida v grafu konflikta licha
kruznice o velikosti k — 2. Tedy (G’,C’) obsahuje podle indukéniho piedpo-
kladu CZ jako klastrovy minor. A jelikoz (G’,C’) je minorem (G,C), tak CZ
je i minorem (G, C), ¢imz je dikaz hotov. O

Nyni jiz mizeme dokazat hlavni vétu této sekce.

Diikaz Veéty 5.1. .

_—
Pokud je (G, C) klastrové rovinny, pak podle lemmatu 5.2 neobsahuje CZ jako
minor, nebot klastrovy minor klastrové rovinného grafu je klastrové rovinny
(viz dusledek 4.6).

“«—
Dokazujme sporem, tedy (G,C) neni klastrové rovinny, ale neobsahuje CZ
jako minor. Podle lemmatu 5.4 neni graf konfliktii bipartitni, tedy obsahuje
lichou kru#nici, coz podle tvrzeni 5.6 k4, Ze (G,C) ma jako minor CZ, coz
je spor s tim, ze jsme piedpokladali, ze takovy minor nema. O

5.2 Cesty s klastry velikosti 2

Pro cesty uvedeme o néco slabsi vysledek, a to 7ze zakdzanych minort je
kone¢né mnoho.
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Obrazek 5.9: Priklad klastrové cesty (G, C), kde hrany jsou vyznaceny nepie-
rusovanou c¢arou a klastry preruSsovanou. Po nahrazeni klastrii saturdtorem

S graf G U S obsahuje déleni K 3.

Véta 5.7. Minimdlnich zakdzaniych minori pro cesty s klastry velikosti 2 je
konecné mmnoho.

Diikaz. Méjme klastrovy graf (G,C), kde G je cesta. Vezméme saturator S a
zkoumejme graf G U S. V tomto grafu maji vrcholy stupen nejvyse 3. Tudiz
zde nemuze byt déleni K3, ale miize byt déleni K3 3. (viz obrazek 5.9) Jako
minor zde miuzou byt obé moznosti branici rovinnosti. Vyuzivame zde, Ze
(G,C) je klastrové rovinny <= G U S rovinny.

Staci se ptat, jak vypadaji spojnice v déleni K333 a jak je mizeme zredu-
kovat pomoci minorovych operaci. Pomoci minorovych operaci dosdhneme
nejprve, ze se zbavime vSeho nepotiebného, tedy vrcholi, hran a klastri
(resp. saturovanych hran) nepodilejicich se na déléni Kj33. Déle si spojnice
zjednodusime do podoby takové, Ze to jsou cesty, kde se stridaji hrany a
klastry. Pokud totiz mame na spojnici vice hran za sebou, tak pomoci kon-
trakci se zbavime nadbytec¢nych hran. Nyni tvrdime, Ze spojnice dokazeme
zredukovat pomoci minorovych operaci do jednoho z nasledujicich 4 typii:
1) jedna hrana
2) jeden klastr
3) klastr a hrana
4) hrana, klastr a hrana
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Obrézek 5.10: Typy spojnic v déleni K3 3. Plna ¢ara predstavuje hranu, ¢ar-
kované znamen$ klastr.

Toho dosdhneme nasledovné. Pokud mame na spojnici nasledujici situaci,
7e mame klastr K7 = {z,y}, hranu e = {y, z} a klastr Ky = {2z, w} za sebou
(viz obrazek 5.11), tak sjednotime klastry K; a K. Ty spojuje pravé jedna
hrana, takze sjednoceni muzeme provést bez problému. Nyni jen smaZzeme
vrcholy y a z a zbyde nam jen klastr {z,w}. Opakovanim tohoto postupu
kazdou spojnici zredukujeme na jeden ze ¢ty vysSe uvedenych typu. Grafi,
jenz jsou délenim K33 a maji tyto typy spojnic, je kone¢né mnoho. O

& O—0—®

Obrazek 5.11: Hledana struktura, kterd jde zjednodusit pomoci minorovych
operaci.

5.3 Vztah klastrovych kruznic a klastrovych cest

Na zavér kapitoly ukdzeme, ze klastrova rovinnost pro klastrové kruznice lze
prevést na ekvivalentni problém klastrové rovinnosti pro klastrové cesty, tedy
kruznice jsou v tomto smyslu jednodussi. V této ¢asti nemame omezeni pro
klastrovou hierarchii. V teorii grafii je tento vysledek trochu protiintuitivni,
nebot obvykle grafové problémy jsou snadnéjsi pro cesty nez pro kruznice.
Napred ale jesté potiebuje definovat jednu operaci s klastrovymi grafy.
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Definice 5.8. M¢&jme klastrovy graf (G,C), kde G = (V, E), a hranu e =
{z,y}. Délenim hrany e oznacujeme operaci, kdy z G odebereme e a na-
hradime ji dvéma hranami ¢’ = {z,w}, e’ = {w,y}, kde w je novy vrchol.
Obdrzime tedy klastrovy graf (G',C’), kde G’ = (VU{w}, (E\{e})U{e e"}).
C’ obdrzime z C nasledovné:

Oznacme L nejmensi klastr, kam ptijde w. Jestlize x a y pat¥ili do stejnych
klastrt (nejmensi ozna¢me K), tak L = K. Pokud v8ak e vedla mezi dvéma
klastry K; a Ky, tak v piipadé, Ze jeden z klastri je potomkem druhého
(ne nutné piimym), tak pro L plati K3 C L C Ky, a v piipadé, 7e klastry
K; a K jsou disjuktni, tak pro L plati, bud K; C L C K, nebo plati
Ky C L C Ky, kde K5 je nejmensi klastr obsahujici K a Ko.

Takto definované déleni zachovava klastrovou rovinnost.

Lemma 5.9. Pokud (G,C) vznikne z (G',C") operaci déleni hrany o (G',C")
je klastrové rovinng, potom i (G,C) je klastrové rovinng.

Diikaz. Vezméme klastrové nakresleni (G', C'). Vrchol w vznikly délenim hrany
e jednoduse dokreslime na jeji nakresleni tam podle toho, do jakych klastrii
jsme jej zafadili. Podle toho, kam jsme podle definice vrchol w mohli pfifadit,
jsme obdrzeli klastrové nakresleni (G,C). O

Pro nasledujici vétu predpokladejme, ze kazdy vrchol tvoii jednovrcholovy
klastr a ze mame tez klastr obsahujici vSechny vrcholy. To nam zajistuje, ze
mnozina vSech vrcholi je rozdélena aspon do dvou maximalni podklastrii.

Véta 5.10. Méjme klastrovy graf (G,C), kde G je kruznice, pak existuje
klastrovy (G',C") , kde G’ je cesta a takovy, Ze (G,C) je klastrovym minorem
(G',C"). Navic (G,C) je klastrové rovinng <= (G',C’) je klastrové rovinny.

Diikaz. Vezméme si dva maximalni podklastry klastru obsahujicitho vSechny
vrcholy (zna¢me jej K) takové, ze mezi nimi vede hrana (takové existuj,
protoze G je souvisly), ozna¢me ji e. Tuto hranu dvakrat podrozdélime a
vzniklé vrcholy w,w’ prifadime do K. Hranu spojujici w a w’ miZeme na-
hradit klastrem velikosti 2, nebot w a w’ jsou obsazené ve stejnych klastrech.
Tento vysledny klastrovy graf je hledanym (G’,C’), nebot G’ je cesta a (G,C)
je klastrovym minorem (G’,C’) (provedou se inverzni operace, tedy nahrazeni
klastru hranou, kontrakce, piifazeni vrcholu do klastru a opét kontrakce).
Jelikoz vSechny pouzité operace zachovéavaji klastrovou rovinnost, tak
mame relativné zdarma, ze (G,C) je klastrové rovinny pravé tehdy, kdyz
(G',C’") je klastrové rovinny. O
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Kapitola 6
ZAaveér

Nyni shriime vysledky této prace. Ukézali jsme, Ze klastrovou rovinnost lze
feSit v linedrnim nedeterministickém case, coz nam navic dalo i, Zze pokud by
nas zajimala prostorova slozitost, tak lze klastrovou rovinnost fesit v lineér-
nim deterministickém prostoru. K sestrojeni algoritmu jsme vyuzili fakt, ze
v piipadé souvislych klastrii umime rozhodnout klastrovou rovinnost v line-
arnim case. Nedeterminismus nam vydal saturator a jen jsme museli ovérit,
7e vSechny klastry jsou skute¢né souvislé.

Divat se na klastrovou rovinnost pomoci minimalnich klastrové nerovin-
nych minori je smér, ktery se jesté nezkousel (co je zndmo). Néco podobného
se zkouselo pro pfibuzny problém rovinnosti ¢asteéné nakreslenych grafiu (viz
[10] a hlavné [11]). Pomoci minimélnich zakdzanych klastrovych minord jsme
charakterizovali pripady klastrovych grafi s klastry velikosti 2, kde grafem
je kruznice nebo cesta.

Pro dalsi praci s charakterizaci pomoci minimélnich klastrové nerovin-
nych minori je smérem rozsitit vysledky na obecnéjsi klastrové grafy. Tedy
kruznice ¢i cesty s méné omezenou (nebo bez omezeni) klastrovou hierarchii
nebo jina tiida grafi.
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