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Kapitola 1

Úvod

P°i vizualizaci r·zných systém·, kde máme n¥jaké objekty a spoje mezi nimi,
jako jsou nap°íklad sít¥, grafy, apod., m·ºeme mít na zobrazení r·zné poºa-
davky. �astým poºadavkem je, aby se spoje nek°íºily. Dal²í moºným poºa-
davkem je, ºe objekty mají být zobrazeny �blízko� sebe. Velmi podobným
poºadavkem se zabývá klastrová rovinnost, kde máme objekty seskupené do
skupin nazývané klastry a poºadavkem na vizualizaci je, aby kaºdou skupinu
bylo moºno ohrani£it do vymezeného regionu.

Problém existence rovinného klastrového nakreslení grafu (dále jen klastrová
rovinnost) je jedním moºným zobecn¥ním klasické grafové rovinnosti pro p°í-
pad, kdy krom¥ vrchol· a hran máme hierarchii skupin vrchol·. Skupinu vr-
chol· nazýváme klastrem. Pro klastrovou rovinnost není znám polynomiální
algoritmus, a není známo, zda je tento problém NP-úplný.

De�nice 1.1. M¥jme graf G = (V,E). Pod klastrem K budeme uvaºovat
podmnoºinu vrchol· K ⊆ V .
Klastrovou hierarchií jest mnoºina klastr·, kde pro kaºdé dva klastryK1 aK2

platí následující

• bu¤ K1 ∩K2 = ∅

• nebo K1 ⊂ K2, p°ípadn¥ nebo K2 ⊂ K1

Klastrový graf je dvojice (G, C), kde G je graf a C je klastrová hierarchie
vrchol· G.

Formáln¥ se m·ºeme dívat na klastrovou hierarchii jako podmnoºinu
P(V ). To m·ºe vést k tomu, ºe bychom si mohli myslet, ºe klastr· m·ºe
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být velmi mnoho vzhledem k velikosti p·vodního grafu. V kapitole sloºi-
tost (kap. 3) ukáºeme, ºe po£et klastr· je lineární vzhledem k po£tu vrchol·
grafu G. V n¥kterých situacích se hodí p°edpokládat, ºe mnoºina v²ech vr-
chol· vºdy tvo°í klastr a téº jednotlivé vrcholy tvo°í klastry. Nap°íklad se
tento p°edpoklad hodí v d·kazu o po£tu klastr·.

De�nice 1.2. Pod klastrovým nakreslením rozumíme to, ºe vrcholy a hrany
nakreslíme do roviny jako u rovinného nakreslení a navíc doplníme nakreslení
klastr·.
Nakreslením klastru K v rovin¥ je topologická kruºnice γK . Vrcholy z K leºí
ve vnit°ku γK a vrcholy nepat°ící do K leºí vn¥ γK . Hrany grafu smí protínat
γK nejvý²e jedenkrát. Pro libovolné dva klastry se nesmí stát, ºe by se jejich
nakreslení protínala.
Klastrový graf (G, C) je klastrov¥ rovinný pokud existuje n¥jaké jeho klastrové
nakreslení.

Omezení pro hrany v nakreslení klastruK nám zaru£uje, ºe hrany vedoucí
mezi vrcholy klastru K leºí celé ve vnit°ku γK . Podobn¥ hrany spojující
vrcholy mimo K musí leºet ve vn¥j²ku γK . De�nice nakreslení klastru nám
zaru£uje, ºe kaºdá hrana k°íºící γK spojuje vrchol z K s vrcholem z V \K.

Nyní m·ºeme úvest de�nici rozhodovacího problému klastrové rovinnosti.
Klastrová rovinnost má dv¥ základní verze, a to nakreslená a nenakreslená
verze.

De�nice 1.3. V nenakreslené verze klastrové rovinnosti máme rozhodnout,
zda pro daný klastrový graf (G, C) existuje jeho klastrové nakreslení. Instanci
nenakreslené verze klastrové rovinnosti budeme nazývat nenakreslený klast-
rový graf.
U nakreslené verze klastrové rovinnosti máme na vstupu trojici (G, C, ρ), kde
ρ je rovinné nakreslení G a (G, C) je klastrový graf. Máme rozhodnout, zda
lze ρ roz²í°it na klastrové nakreslení (G, C) dokreslením klastr·. Instanci na-
kreslené verze klastrové rovinnosti budeme nazývat nakreslený klastrový graf.

Nakreslená verze klastrové rovinnosti je uº na pohled omezena siln¥j²í
podmínkou a to nakreslením vstupního grafu. Pokud tedy nelze dokreslit
klastry tak, abychom obdrºeli klastrové nakreslení, pak klastrový graf stále
m·ºe být klastrov¥ rovinný (viz obrázek 1.1).
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Obrázek 1.1: �ísla ozna£ují, do jakého klastru vrchol pat°í. Na první pohled
je z°ejmé, ºe není moºné dokreslit klastr 1 tak, aby vrchol ozna£ený jako 2
nebyl ve vnit°ku nakreslení klastru, ale je také zjevné, ºe p°íslu²ný klastrový
graf je klastrov¥ rovinný.

Nyní de�nujeme n¥kolik pojm·, které jsou pot°eba pro uvedení v¥ty dá-
vající kombinatorický pohled na problém klastrové rovinnosti.

De�nice 1.4. M¥jme klastrový graf (G, C). Klastr K je souvislý pokud pod-
graf indukovaný na vrcholech klastru je souvislý.

De�nice 1.5. M¥jme klastrový graf (G, C), kde G = (V,E). Saturátor S
je podmnoºina

(
V
2

)
\ E taková, ºe kaºdý klastr je v (G ∪ S, C) souvislý, kde

G ∪ S = (V,E ∪ S).
Mejme nakreslení grafu G, ozna£me jej ρ. Nakreslený saturátor S je mnoºina
nakreslených hran takových, ºe nakreslení ρ ∪ S je rovinné nakreslení G ∪ S
a v G ∪ S je kaºdý klastr souvislý.

De�nice 1.6. M¥jme klastrový graf (G, C).V nakreslení ρ grafu G rozumíme
dírou kruºnici C v grafu G, jejíº vrcholy náleºí klastru K takovou, ºe v
nakreslení ρ je uvnit° nakreslení C vrchol nepat°ící do klastru K.

Pokud má nakreslení ρ grafu G díru, tak jej nelze roz²í°it na klastrové na-
kreslení, proto jej zde uvádíme. V¥tu o kombinatorickém pohledu na klastro-
vou rovinnost uvedeme zvlá²´ pro nakreslenou verzi a zvlá²´ pro nenakresle-
nou verzi.

V¥ta 1.7 (Di Battista, Frati [9]). Nakreslený klastrový graf (G, C, ρ) je klastrov¥
rovinný práv¥ tehdy, kdyº existuje nakreslený saturátor S takový, ºe (G∪S, C)
nemá díru v ρ.

V¥ta 1.8 (Di Battista, Frati [9]). Nenakreslený klastrový graf (G, C) je klastrov¥
rovinný práv¥ tehdy, kdyº existuje saturátor S takový, ºe G ∪ S má rovinné
nakreslení, v n¥mº není díra vzhledem k (G ∪ S, C).
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Kapitola 2

Re²er²e

V této kapitole £tená°e seznámíme se známými výsledky v oblasti klastrové
rovinnosti. Jedná se o výsledky, kde pro omezenou verzi klastrové rovinnosti
je znám polynomiální deterministický algoritmus pro otestování klastrové ro-
vinnosti, p°ípadn¥ je znám i algoritmus pro nakreslení.

Jedním sm¥rem, kde omezení p°ineslo n¥jaké výsledky, je omezení se na
souvislé klastry. Pro dal²í výsledky v tomto sm¥ru se vºdy poºadavek na
souvislost upravil. Nap°íklad, ºe klastry indukují nejvý²e dv¥ komponenty
£i n¥které klastry jsou obecn¥ nesouvislé. Nyní uvedeme n¥kolik výsledk·
dosaºených v tomto sm¥ru.

V¥ta 2.1 (Cortese et al. [1]). M¥jme klastrový graf (G, C), kde kaºdý klastr
K ∈ C je souvislý. Pak existuje lineární deterministický algoritmus rozhodu-
jící zda (G, C) je klastrov¥ rovinný.

Tento výsledek vyuºijeme pozd¥ji p°i konstrukci lineárního nedeterminis-
tického algoritmu pro obecné klastrové grafy (viz kapitola 3).

P°ed uvedením dal²ího výsledku uvedeme de�nici takzvaného úpln¥ sou-
vislého klastrové grafu.

De�nice 2.2. Klastrový graf (G, C) je úpln¥ souvislý, pokud pro kaºdý klastr
K ∈ C je K souvislý a i V \K je souvislý.

V¥ta 2.3 (Cornelsen a Wagner [2]). Úpln¥ souvislý klastrový graf (G, C) je
klastrov¥ rovinný ⇐⇒ G je rovinný.

Rovinnost lze rozpoznávat v lineárním £ase. A navíc je i moºné získat v
tomto p°ípad¥ v lineárním £ase klastrové nakreslení.

4



V¥ta 2.4 (Jelínek et al. [3]). M¥jme nakreslený klastrový graf (G, C, ρ). Po-
kud kaºdý klastr K ∈ C indukuje nejvý²e dv¥ komponenty, pak existuje line-
ární algoritmus pro rozhodnutí, zda (G, C) je klastrov¥ rovinný.

V¥ta 2.5 (Gutwenger et al. [4]). Pokud v²echny nesouvislé klastry klastrového
grafu (G, C) leºí na stejné cest¥ za£ínající v ko°eni klastrové hierarchie, pak
pro (G, C) lze v kvadratickém £ase rozhodnout, zda je klastrov¥ rovinný.

V¥ta 2.6 (Goodrich et al. [5]). M¥jme klastrový graf (G, C). Nech´ pro kaºdý
nesouvislý klastr K ∈ C platí, ºe jeho rodi£ a sourozenci v klastrové hierarchii
jsou souvislé klastry. Potom pro (G, C) lze v kvadratickém £ase rozhodnout,
zda je klastrov¥ rovinný.

V¥ta 2.7 (Gutwenger et al. [4]). M¥jme klastrový graf (G, C). Kaºdý nesou-
vislý klastr K má souvislého rodi£e a souvislé komponenty K mají napojení
mimo rodi£e. Pak je algoritmus pracující v polynomiálním £ase rozhodující o
klastrové rovinnosti a dávající klastrové nakreslení v p°ípad¥ kladné odpov¥di.

Dal²í sm¥r, který p°inesl výsledky, se týká takzvaných placatých klast-
rových graf·. Jedná se o omezení klastrové hierarchie, kde klastry jsou po
dvou disjunktní (nepo£ítaje klastr obsahující v²echny vrcholy a jednovrcho-
lové klastry).

De�nice 2.8. Klastrový graf (G, C) je placatý pokud v²echny klastry krom¥
ko°ene (klastru obsahující v²echny vrcholy) mají jako rodi£e ko°en (jednovr-
cholové klastry ignorujeme).

V¥ta 2.9 (Jelínková et al. [6]). M¥jme placatý klastrový graf (G, C), kde G
je kruºnice. Pokud kaºdý klastr obsahuje nejvý²e t°i vrcholy (krom¥ ko°ene),
pak lze v polynomiálním £ase rozhodnout, zda je (G, C) klastrov¥ rovinný.

V¥ta 2.10 (Cortese et al [7]). M¥jme placatý klastrový graf (G, C), kde G
je kruºnice. Pokud klastry jsou uspo°ádané do cyklu nebo cesty, pak lze v
polynomiálním £ase rozhodnout, zda je (G, C) klastrov¥ rovinný.

V¥ta 2.11 (Cortese et al [8]). M¥jme placatý klastrový graf (G, C), kde G
je kruºnice. Pokud klastry jsou uspo°ádané do nakresleného rovinného grafu,
pak lze v polynomiálním £ase rozhodnout, zda je (G, C) klastrov¥ rovinný.

V¥ta 2.12 (Jelínková et al. [6]). M¥jme placatý klastrový graf (G, C), kde G
je 3-souvislý a v²echny st¥ny mají velikost nejvý²e 4, pak lze v polynomiálním
£ase rozhodnout, zda je (G, C) klastrov¥ rovinný.
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V¥ta 2.13 (DiBattista a Frati [9]). M¥jme placatý nakreslený klastrový graf
(G, C, ρ), kde v²echny st¥ny mají velikost nejvý²e 5, pak lze v polynomiálním
£ase rozhodnout, zda je (G, C) klastrov¥ rovinný.

Jiným sm¥rem bylo omezení grafu na vrcholov¥ 3 souvislý.

V¥ta 2.14 (Jelínková et al. [6]). M¥jme klastrový graf (G, C), kde klastry
mají velikost nejvý²e 3 (krom¥ ko°ene) a G je vrcholov¥ 3-souvislý, pak lze v
polynomiálním £ase rozhodnout, zda je (G, C) klastrov¥ rovinný.

V¥ta 2.15 (Jelínková et al. [6]). M¥jme klastrový graf (G, C), kde klastry
mají velikost nejvý²e 3 (krom¥ ko°ene) a G je d¥lení vrcholov¥ 3-souvislého
multigrafu, který má O(1) vrchol·, a G má v²echny stupn¥ sudé, pak lze v
polynomiálním £ase rozhodnout, zda je (G, C) klastrov¥ rovinný.

Je²t¥ jedním sm¥rem je omezení po£tu klastr·. Konkrétn¥ na dva klastry,
viz £lánky [12], [13], [14]. Dokazuje se v nich (mimo jiné) lineární algoritmus
pro situaci, kdy mnoºina vrchol· je rozd¥lena na práv¥ dva neprázdné dis-
junktní klastry (nepouºívá se v nich terminologie klastrové rovinnosti, ale je
to ekvivalentní).

Záv¥rem je nutno poznamenat, ºe jinak se jedná o otev°ené problémy.
Nap°íklad pro obecné placaté grafy se neví, jestli lze efektivn¥ rozhodovat o
klastrové rovinnosti. Pro obecnou klastrovou rovinnost je otev°eným problé-
mem zda pat°í do P nebo jestli je NP-úplný.
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Kapitola 3

Sloºitost

V této kapitole ukáºeme n¥kolik výsledk· ohledn¥ £asové a prostorové slo-
ºitosti. Problém klastrové rovinnosti pat°í do t°ídy NP z pohledu £asové
sloºitosti a z hlediska prostorového se dá °e²it v prostoru O(n) na determi-
nistickém stroji, kde n je po£et vrchol·.

Jako výchozí model uvaºujeme RAM s logaritmickou velikostí pam¥´o-
vých bun¥k vzhledem k velikosti vstupu a jednotkovou cenou za aritmetické
operace s £ísly, p°ípadn¥ jeho nedeterministickou verzi nRAM. Tedy polyno-
miáln¥ velká £ísla lze uloºit a operovat s nimi v konstantním prostoru a £ase.
Je to standardní model u tohoto typu problém·, díky n¥muº lze °íci, ºe graf
s n vrcholy a m hranami je uloºen v prostoru O(n+m).

3.1 Datová reprezentace

Nejprve uvedeme moºnosti reprezentace klastrového grafu a ujasníme si,
vzhledem k £emu budeme vztahovat p°íslu²nou sloºitost. Pro reprezentaci
klastrové hierarchie se nabízí dv¥ moºnosti.

1. Seznamy vrchol·

2. Strom, kde listy p°edstavují vrcholy a vnit°ní uzly p°edstavují klastry

• Zde p°edpokládejme, ºe ko°en tohoto stromu reprezentuje klastr
obsahující v²echny vrcholy.
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V této kapitole budeme n¥kolikrát hovo°it o maximálních podklastrech
(vzhledem na inkluzi) v n¥jakém klastru K. Proto si zavedeme následující
de�nici.

De�nice 3.1. Pod maximálním podklastrem vzhledem ke klastru K myslíme
klastr takový, ºe je p°ímým potomkem K v klastrové hierarchii.

Nejprve musíme ur£it, kolik klastr· se v klastrové hierarchii m·ºe nachá-
zet. Pro zjednodu²ení budeme p°edpokládat, ºe v klastrové hierarchii máme
vºdy klastr obsahující v²echny vrcholy a kaºdá jednovrcholová mnoºina je
téº klastrem v klastrové hierarchii.

Tvrzení 3.2. Maximální po£et klastr· v grafu G s n (n ≥ 1) vrcholy je 2n−1.

D·kaz. D·kaz indukcí podle n:
Základ indukce: n=1
Zjevn¥ platí.
Induk£ní p°edpoklad: Tvrzení platí pro |V | < n.
Induk£ní krok:
Díky p°edpoklad·m víme, ºe klastr, který obsahuje aspo¬ dva vrcholy, má
aspo¬ dva maximální podklastry.
Máme graf s n vrcholy. Podle p°edpokladu máme klastrK obsahující v²echny
vrcholy. Ten obsahuje k vzájemn¥ disjunktních maximálních podklastr·. Ve-
likost i-tého klastru nech´ je ki. Kaºdý z t¥chto klastr· obsahuje mén¥ neº n
vrchol·. Platí pro n¥ tedy induk£ní p°edpoklad. Máme tedy:

po£et klastr· ≤ 1 +
k∑

i=1

(2 ∗ ki − 1) = 1 + 2 ∗
k∑

i=1

ki − k = 2n− k + 1

K maximalizování dojde pokud bude vºdy k = 2, coº odpovídá situaci, kde
kaºdý klastr, který není listem, má práv¥ dva maximální podklastry.

Velikost grafu na vstupu je O(n+m+|C|), C je klastrová hierarchie a |C| je
velikost její reprezentace. První varianta reprezentace klastrové hierarchie má
za následek, ºe klastrová hierarchie zabírá prostor aºO(n2). P°íkladem takové
klastrové hierarchie je graf, kde klastry jsou postupn¥ do sebe vno°ené. První
klastr obsahuje v²echny vrcholy, druhý o vrchol mén¥, t°etí o dal²í vrchol,
atd.. Druhá varianta reprezentace naproti tomu dává prostor O(n). Nejvíce
nám tedy o £asové a prostorové sloºitosti problému prozradí, kdyº budeme
sloºitost vyjad°ovat vzhledem k po£tu vrchol· vstupního grafu. Dostali jsme,
ºe klastrový graf (G, C), kde G je rovinný graf, lze reprezentovat v prostoru
O(n).
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Dále v textu budeme pracovat výhradn¥ se stromovou reprezentací klastrové
hierarchie.

3.2 �asová sloºitost

Hlavním výsledkem této £ásti je lineární nedeterministický algoritmus pro
klastrovou rovinnost.

Tvrzení 3.3. Problém rozhodnutí existence rovinného klastrového nakreslení
pat°í do t°ídy NP.

D·kaz. Vyuºíváme toho, ºe ekvivalentním problémem ke klastrové rovinnosti
je existence saturátoru. Ten nám zajistí, ºe klastry jsou souvislé. Saturá-
tor dostaneme jako certi�kát. Vzhledem k tomu, ºe klastr· je polynomiáln¥
mnoho, tak ov¥°ení saturátoru se dá provést v polynomiálním £ase (nap°íklad
otestováním souvislosti kaºdého klastru zvlá²t). Dále jsou algoritmy testující
klastrovou rovinnost v polynomiálním £ase (viz v¥ta 2.1), pokud klastry jsou
souvislé.

Tvrzení 3.4. Pro problém klastrové rovinnosti je nedeterministický algorit-
mus, jehoº £asová sloºitost je O(n).

D·kaz. D·kaz tohoto tvrzení je pouze dopln¥ním d·kazu, ºe klastrová rovin-
nost je v NP. Pro d·kaz je t°eba ukázat, ºe umíme ov¥°it souvislost v²ech
klastr· v £ase O(n), a pak ºe klastrová rovinnost se dá otestovat v lineárním
£ase, pokud jsou klastry souvislé. Druhá £ást viz v¥ta 2.1.

Prosté otestování v²ech klastr· zvlá²´ na souvislost vede na algoritmus s
£asovou sloºitostí O(n2), protoºe klastr· je aº lineárn¥ mnoho a jejich celková
velikost je aº kvadratická. Pro zlep²ení p·jdeme cestou, kdy budeme testo-
vat souvislost klastr· od nejmen²ích k nejv¥t²ím. A po otestování klastru
na souvislost daný klastr zkontrahujeme do jediného vrcholu, abychom p°i
testování nadklastr· nemuseli op¥tovn¥ procházet p°es vrcholy otestovaného
klastru.

P°i testování klastru na souvislost pouºijeme klasický algoritmus na tes-
tování souvislosti. Hrany, které vedou ven z klastru, si p°i pr·chodu jen za-
pamatujeme, a po dob¥hnutí testu je aktualizujeme, tedy nasm¥rujeme je
do nového vrcholu vzniklého kontrakcí klastru. �asová sloºitost pro jeden
klastr C je O(nC +mC + po£et hran ven z klastru), kde nC je po£et vrchol·
klastru a mC je po£et hran mezi vrcholy klastru. Problémem je, ºe tohle stále
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vede na algoritmus s kvadratickou £asovou sloºitostí (viz obrázek 3.1). Je to
zp·sobeno tím, ºe se hrany m·ºou aktualizovat p°íli² £asto.

1

1

2

3

4

n-1

n

Obrázek 3.1: Klastrový graf, pro který pob¥ºí kvadraticky dlouho vzhledem
k po£tu vrchol· algoritmus s aktualizací hran. Je to hv¥zda, kde i-tý klastr
je tvo°en vrcholy s £ísly nejvý²e i. D·vodem neefektivity je to, ºe kontrakce
vºdy zasáhne st°edový vrchol hv¥zdy a v²echny hrany se musí p°esm¥rovat
do nového vrcholu vzniklého kontrakcí.

Nyní uvedeme algoritmus s lineární £asovou sloºitostí. Ten vychází z p°ed-
chozího pokusu, kde jsme si zdánliv¥ nepomohli. Pro zlep²ení musíme dosáh-
nout toho, ºe hrany opakovan¥ nenav²t¥vujeme. To provedeme následovn¥,
pro kaºdý klastr K budeme mít pomocný graf (ozna£me jej GK), kde vrcholy
p°edstavují maximální podklastry daného klastru. Hrany v t¥chto pomocných
grafech p°edstavují hrany jdoucí mezi klastry. Kaºdé hran¥ {x, y} v grafu G
odpovídá hrana v práv¥ jednom pomocném grafu. Abychom mohli ur£it, do
kterého pomocného grafu hrana pat°í, tak pot°ebujeme ur£it nejmen²í klastr,
který sdílejí vrcholy p°íslu²né hrany. Navíc také pot°ebujeme znát podklastry,
kam vrcholy pat°í. To je ale problém nejmen²ího spole£ného p°edka v zako-
°en¥ném stromu, kdy pot°ebné dotazy se provádí v konstantním £ase a s
lineárním p°edvýpo£tem a vyuºívající lineární prostor. Jednoduchou úpra-
vou získame i ty pot°ebné informace (ty podklastry). (viz [15] a [16])

Ná² algoritmus tedy nap°ed provede p°edvýpo£et pot°ebný pro problém
hledání minimálního spole£ného p°edka, kde se hrany rozd¥lí do pomocných
graf·. Následn¥ se pro kaºdý pomocný graf provede test souvislosti. První
£ást algoritmu pracuje v £ase O(n) díky tomu, ºe umíst¥ní hrany do po-
mocného grafu umíme provést v konstantním £ase a hran je pouze O(n).
Druhá £ást algoritmu pracuje v £ase

∑
C∈C

(nGC
+mGC

) =
∑
C∈C

nGC
+
∑
C∈C

mGC
≤
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po£et klastr·+m = O(n) +O(n) = O(n), zde nGC
zna£í po£et vrchol· po-

mocného grafu a mGC
po£et jeho hran.

3.3 Prostorová sloºitost

Z výsledk· o £asové sloºitosti m·ºeme °íci, ºe m·ºeme klastrovou rovin-
nost rozhodovat v nedeterministickém prostoru o velikosti O(n). Ze Savit-
chovy v¥ty (viz [17]) plyne, ºe v deterministickém prostoru sta£í nejvý²e
prostor velikosti O(n2). Lep²ího výsledku ve smyslu, ºe pot°ebujeme mén¥
prostoru, dosáhneme vyuºítím vztahu t°íd NTIME a DSPACE, který je
NTIME(t(n)) ⊆ DSPACE(t(n)). Jelikoº máme nedeterministický algo-
ritmus pro klastrovou rovinnost pracující v lineárním £ase, tak díky p°ede-
²lému víme, ºe existuje deterministický algoritmus vyuºívající pouze lineárn¥
mnoho prostoru.

Tvrzení 3.5. Klastrová rovinnost lze rozhodovat na RAMu s lineárn¥ ome-
zeným prostorem.

D·kaz.
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Kapitola 4

Minorové operace

V této kapitole zavedeme operace s klastrovým grafem, které zachovávají
klastrovou rovinnost. V záv¥ru kapitoly zavedeme pojem klastrového minoru,
jakoºto hlavní pojem této kapitoly, jenº v následující kapitole pouºijeme pro
charakterizaci zakázaných minor· omezených problém· klastrové rovinnosti.

De�nice 4.1. M¥jme klastrový graf (G, C).Minorové operace na klastrových
grafech jsou následující:

(Pozn.: Pokud se ne°ekne jinak, operace se smí provést v nakreslené i ne-
nakreslené verzi)

Odebráním vrcholu v z klastrového grafu (G, C) vznikne klastrový graf
(G′, C ′), kde G′ = (V \ {v}, E \ {f | hrana f obsahovala vrchol v}) a C ′ je
klastrová hierarchie, kde se z klastr· odebere vrchol v, pokud v nich byl.

Odebráním hrany e z klastrového grafu (G, C) vznikne klastrový graf
(G′, C), kde G′ = (V,E \ {e}).

Odebráním klastru K z klastrového grafu (G, C) vznikne klastrový graf
(G, C ′), kde C ′ = C \K.

Kontrakcí hrany e = {x, y} z klastrového grafu (G, C) vznikne klastrový
graf (G′, C ′), kde G′ je graf, který obdrºíme kontrakcí hrany e a C ′ získáme
nahrazením vrchol· x a y ve v²ech klastrech, kde byly, vrcholem vzniklým
kontrakcí. Kontrakci m·ºeme provést za p°edpokladu, ºe koncové vrcholy x, y
leºí ve stejných klastrech.

Nahrazením klastru K = {x, y} o velikosti 2 hranou e z klastrového grafu
klastrového grafu (G, C) vznikne klastrový graf (G′, C ′), kde G′ = (V,E ∪
e) a C ′ = C \ K. P°edpokládáme, ºe vrcholy x, y nejsou spojeny hranou,
nebo´ v tom p°ípad¥ tato operace není pot°ebná. U nakreslené verze navíc
p°edpokládáme, ºe e má jednozna£n¥ dané kombinatorické nakreslení.
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Odebráním vrcholu v z klastru K z klastrového grafu (G, C) vznikne klast-
rový graf (G, C ′), kde C ′ vznikne nahrazením klastruK klastremK\{v}. Tuto
operaci lze provést za p°edpokladu, ºe z vrcholu v vychází práv¥ jedna hrana
ven z K a K je nejmen²í (vzhledem k inkluzi) klastr obsahující v.

Sjednocení disjuktních klastr· K1 a K2 z klastrového grafu (G, C) vznikne
klastrový graf (G, C ′), kde C ′ := (C \ {K1, K2}) ∪ {K1 ∪ K2}. Sjednocení
klastr· m·ºeme provést za p°edpoklad·, ºeK1, K2 jsou dva minimální klastry
(nemají podklastry) se spole£ným rodi£em, K1 ∪ K2 neindukuje kruºnici s
vrcholem mimo K1 ∪ K2 uvnit°. Jinými slovy K1 ∪ K2 nemá díru v G (v
nakreslené verzi). V nenakreslené verzi je podmínkou, ºe existuje nakreslení
ρ grafu G takové, ºe K1 ∪K2 nemá díru v ρ. Posledním p°edpokladem je, ºe
existuje hrana spojující K1 s K2.

Název minorové operace je uºit proto, ºe kaºdá operace zjednodu²uje
daný vstupní klastrový graf. U sjednocení klastr· v nenakresleném klastro-
vém grafu je obtíºné °íci, kdy pot°ebné nakreslení existuje, to £iní operaci
mén¥ pouºitelnou. Krom¥ nahrazení klastru hranou m·ºeme uváºit i nahra-
zení hrany klastrem velikosti 2. To m·ºeme provést v p°ípad¥, ºe konce hrany
pat°í do stejných klastr·. Nyní vyzkoumáme dopad minorových operací na
klastrový graf, konkrétn¥ dopad na existenci klastrového nakreslení.

Tvrzení 4.2. Nech´ (G′, C ′) vznikne z (G, C) minorovou operací. Potom po-
kud (G, C) je klastrov¥ rovinný, tak (G′, C ′) je klastrov¥ rovinný.

D·kaz. M¥jme klastrový graf (G, C) a jeho klastrové nakreslení ρ.
Odebrání vrcholu, hrany £i klastru zachovává klastrovou rovinnost:

M¥jme dáno klastrové nakreslení. Odebrání hrany zap°í£iní jedin¥ to, ºe se
nemusí v daném nakreslení hrana kreslit. Podobn¥ pro odebraný vrchol, kdy
se odeberou hrany vedoucí do n¥j. Odebraný klastr se téº prost¥ nenakreslí.

Kontrakce hrany zachovává klastrovou rovinnost:
M¥jme dáno klastrové nakreslení. Kontrakce je jen vlastn¥ smr²t¥ní hrany do
jediného bodu, jenº zastupuje vrchol vzniklý kontrakcí.

Nahrazení klastru K = {x, y} hranou e zachovává klastrovou rovinnost:
Jelikoº (G, C) je klastrov¥ rovinný, tak máme saturátor S. Jelikoº K je podle
p°edpokladu nesouvislý, tak po p°idání saturátoru jsou vrcholy x, y spojeny
hranou. Tato hrana ze saturátoru spojující x, y je hledanou hranou e. V
nakreslené verzi je poºadavek na jednozna£nost z toho d·vodu, ºe by se
mohlo stát, ºe nahrazením klastru hranou vznikne díra.
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Odebrání vrcholu z klastru zachovává klastrovou rovinnost:
Jednoduchý p°ekreslovací argument, kdy podél hrany protáhneme hranici
klastru aº ji p°etáhneme p°es vyjímaný vrchol.

Sjednocení klastr· zachovává klastrovou rovinnost:
Nech´ S je minimální saturátor (G, C) takový, ºe (G ∪ S, C) nemá díru. S je
saturátorem i pro klastrový graf (G, C ′), kde ale m·ºe být díra. Nech´ S ′ je
minimální saturátor (G, C ′) a S ′ ⊆ S. Tvrdíme, ºe (G∪S ′, C ′) nemá díru. To
dokáºeme sporem.

Nech´ D je díra. Ta musí být ve sjednocení klastr· K1 a K2, nebo´ kdyby
byla jinde, bylo by to ve sporu s p°edpokladem, ºe (G∪S, C) nemá díru. Díra
D má neprázdný pr·nik se saturátorem S ′. Kdyby pr·nik byl prázdný, zna-
menalo by to, ºe p°íslu²ná díra byla v p·vodním klastrovém grafu. Ozna£me
tuto hranu e = {x, y}, kde x a y jsou její koncové vrcholy. Jako S ′′ ozna£me
S ′ \ e. Mnoºina S ′′ je saturátorem, protoºe kaºdý klastr K ∈ C obsahující
vrcholy x a y obsahuje i cestu D \ {e}. Dostali jsme tedy spor s minimalitou
S ′. S ′ tedy neobsahuje díry.

Sjednocení klastr· má dost p°epoklad·, a proto uvedeme, pro£ jsou tyto
p°edpoklady nutné. P°edpoklad o spole£ném rodi£i je z d·vodu zachování
klastrové hierarchie. Klastrový graf z obrázku 4.1 ukazuje, pro£ je nutný
p°edpoklad o tom, ºe sjednocované klastry nesm¥jí mít podklastry.

K1

K3

K2

Obrázek 4.1: Klastr K3 brání sjednocení klastr· K1 a K2, nebo´ jeho saturo-
váním (nahrazení hranou) by v K1 ∪K2 vznikla díra. Kdybychom vynechali
K3, pak uº je snadné najít klastrové nakreslení.

Nyní se podíváme na dva speciální p°ípady sjednocení klastr·. Jeden p°í-
pad je p°idání vrcholu do klastru, který je vlastn¥ inverzí k odebrání vrcholu
z klastru.
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Tvrzení 4.3. M¥jme klastrový graf (G, C) a vrchol v ∈ V (G) a klastr K ∈ C.
Nech´ K neobsahuje podklastry a kaºdý klastr obsahující v obsahuje i K, v
sousedí s K, tedy v je spojen s n¥jakým vrcholem v K hranou a K ∪ {v}
neindukuje kruºnici s vrcholem mimo K uvnit°. C ′ = (C \ {K})∪ {K ∪ {v}}
Potom (G, C) je klastrov¥ rovinný =⇒ (G, C ′) je klastrov¥ rovinný.

D·kaz. Jednodu²e budeme vrchol vydávat za jednovrcholový klastr. Zbytek
plyne z toho, ºe sjednocení zachovává klastrovou rovinnost, jelikoº jsou spl-
n¥ny v²echny p°edpoklady.

Podobn¥ pro nenakreslenou verzi. Druhý p°ípad je, kdyº klastry spojuje
práv¥ jedna hrana. Tento p°ípad nám dává p°íklad, kdy m·ºeme provést
sjednocení klastr· i pro nenakreslené klastrové grafy.

Tvrzení 4.4. M¥jme klastrový graf (G, C) a dva disjunktní klastry K1 a K2,
které spojuje práv¥ jedna hrana e. Nech´ K1 a K2 mají spole£ného rodi£e a
nemají podklastry. M¥jme klastrový graf (G, C ′), kde C ′ := (C \ {K1, K2}) ∪
{K1 ∪ K2}. Potom (G, C) je klastrov¥ rovinný =⇒ (G, C ′) je klastrov¥
rovinný.

D·kaz. Pro pouºití výsledku o sjednocení klastr· nám sta£í ukázat, ºe K1 ∪
K2 neobsahuje díru. Protoºe klastry K1 a K2 spojuje práv¥ jedna hrana, tak
jediné kruºnice ve sjednocení jsou bu¤ K1 nebo v K2. Podle p°edpokladu, ºe
(G, C) je klastrov¥ rovinný, tak K1 ani K2 neobsahují díru. Podle tvrzení 4.2
je =⇒ (G, C ′) klastrov¥ rovinný.

Vyzbrojeni minorovými operacemi m·ºeme de�novat pojem klastrového
minoru.

De�nice 4.5. M¥jme klastrový graf (G, C). Klastrový graf (G′, C ′) je klastro-
vým minorem, pokud jej lze získat kone£nou posloupností minorových operací
z klastrového grafu (G, C).

D·sledek 4.6. Klastrový minor klastrov¥ rovinného klastrového grafu je
klastrov¥ rovinný.

D·kaz. D·kaz se provede indukcí podle délky posloupnosti, kde se vyuºije
toho, ºe minorové operace zachovávají klastrovou rovinnost.
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Kapitola 5

Speciální instance

V této kapitole se podíváme na omezené instance klastrové rovinnosti. Klastrová
rovinnost se dá omezit dv¥ma zp·soby, jednak omezením o jakých grafech
budeme uvaºovat, a jednak omezením klastrové hierarchie. První omezenou
t°ídou klastrových graf· jsou kruºnice s klastry velikosti 2 a druhou t°ídou
budou cesty s klastry velikosti 2. Pro oba p°ípady uvedeme v¥ty o po£tu
zakázaných minor·.

5.1 Kruºnice s klastry velikosti 2

Hlavním výsledkem této £ásti je výsledek ukazující, ºe jediným zakázaným
minimálním minorem pro kruºnice s klastry velikosti 2 je ²esticyklus se t°emi
klastry, kde se vrcholy st°ídají v jakém klastru jsou (viz obrázek 5.1). Výsle-
dek je jak pro nakreslenou, tak i nenakreslenou verzi, protoºe kruºnice má
aº na symetrii jen jedno nakreslení.

V¥ta 5.1. Nech´ (G, C) je instance, kde G je kruºnice a v²echny klastry mají
velikost 2. (G, C) je klastrov¥ rovinný ⇐⇒ (G, C) neobsahuje CZ

6 jako minor.

P°ed d·kazem v¥ty ukáºeme, ºe CZ
6 není klastrov¥ rovninný.

Lemma 5.2. CZ
6 není klastrov¥ rovinný.

D·kaz. D·kaz provedeme pro nenakreslenou verzi. Jelikoº klastry jsou veli-
kosti 2, m·ºeme nahrazovat klastry hranami. Nahrazení v²ech klastr· hra-
nami v²ak vede p°ímo na K3,3. A protoºe K3,3 není rovinný graf, tak nem·ºe
CZ

6 být klastrov¥ rovinný.
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Obrázek 5.1: �ísla ozna£ují, do jakého klastru vrchol pat°í. Dále v textu bude
tento graf ozna£ován jako CZ

6 , kde Z zna£í, ºe se jedná o zakázaný minor.

U kruºnice m·ºou saturátorové hrany vést pouze vnit°kem nebo vn¥j²kem
(my²leno v nakreslení). Pro dv¥ hrany ze saturátoru má smysl se bavit o tom,
zda mohou vést na stejné stran¥ kruºnice nebo nikoliv. To nás vede k pojmu
grafu kon�ikt·, který reprezentuje kon�ikty mezi hranami ze saturátoru.

De�nice 5.3. Klastry {x1, x2} a {y1, y2} mají spolu kon�ikt, pokud se na
kruºnici vyskytují v následujícím po°ádí x1, ..., y1, ..., x2, ..., y2, .... Graf kon-
�ikt· je reprezentací kon�ikt· saturátorových hran, kde vrcholy jsou klastry
a hrany p°edstavují kon�iktní klastry. Graf kon�ikt· pro klastrový graf (G, C)
budeme zna£it GK(G,C)

Získáváme ihned kritérium, kdy kruºnice s klastry velikosti 2 je klastrov¥
rovinný graf. Je to práv¥ tehdy, kdyº graf kon�ikt· je bipartitní. Dokáºeme
si to jako lemma.

Lemma 5.4. Kruºnice s klastry velikosti 2 je klastrov¥ rovinná práv¥ tehdy,
kdyº graf kon�ikt· je bipartitní.

D·kaz. Klastr, jenº je tvo°en sousedními vrcholy, zjevn¥ nem·ºe být s ji-
ným klastrem v kon�iktu podle de�nice. Vrchol p°íslu²ného klastru v grafu
kon�ikt· je izolovaný. Sta£í tedy uvaºovat, ºe vrcholy v klastru nejsou sou-
sedními.

=⇒
Místo klastr· uvaºujme hrany saturátoru, ty mohou vést, bu¤ vnit°ní

st¥nou kruºnice, nebo vn¥j²í st¥nou kruºnice. Hrana v grafu kon�ikt· vede
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mezi jeho vrcholy práv¥ tehdy, pokud saturované hrany p°íslu²ných klastr·
vedou r·znými st¥nami. To proto, ºe podle de�nice kon�iktu, kdyby vedly
stejnou st¥nou, tak by se musely k°íºit, coº by byl spor s tím, ºe máme
klastrové nakreslení. Jako partity ozna£íme klastry, jeº vedou, bu¤ vn¥j²í
st¥nou (jedna partita), nebo vnit°ní st¥nou (druhá partita). Izolované vrcholy
dáme libovoln¥ partity.

Opa£ná implikace se dokáºe obdobn¥.

Uvedeme je²t¥ jedno lemma, ukazující vztah mezi kruºnicí v grafu kon-
�ikt· a odpovídající strukturou v klastrovém grafu.

Lemma 5.5. Nech´ (G, C) je klastrový graf, G je kruºnice a C má klastry
velikosti 2. Nech´ Q je indukovaná kruºnice v grafu kon�ikt· GK(G,C) a nech´
K = {x, y} klastr obsaºený v Q. Nech´ A,B jsou dv¥ cesty v G spojující x, y
a K1, K2 jsou sousedi K v Q. Kdyº se omezíme na vrcholy klastr· z Q, pak
BÚNO jediné dva vrcholy v A jsou z klastr· K1 a K2 (po jednom vrcholu z
kaºdého klastru a zbylé vrcholy leºí v B.

x

y

K1

K2

K

Obrázek 5.2: Znázorn¥ní, £emu odpovídá kruºnice v grafu kon�ikt·. Nalevo
od K je £ást A, napravo je £ást B.

Struktura v klastrovém grafu, která odpovídá kruºnici v grafu kon�ikt·,
se jinými slovy �chová slu²n¥ a není divoce rozházená po grafu� .

D·kaz. Sporem p°edpokládejme, ºe v £ásti A, kde klastry K1 a K2 mají
po jednom vrcholu, je je²t¥ jeden jiný klastr K3. Ten musí mít v A oba
své vrcholy, jinak by byl v kon�iktu s K, coº je spor s tím, ºe K má jen
dva sousedy v Q. Uvaºujme cestu v Q z K1 do K2 neobsahující K (tedy
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p°es K3). Prvním krokem se z K1 dostaneme do druhé £ásti. Po cest¥ se ale
musíme vrátit zp¥t do £ásti A kv·li klastru K3 pomocí klastru Ki d°íve, neº
se vrátíme pomocí klastru K2. Klastr Ki ale musí být v kon�iktu s klastrem
K, coº je spor s tím, ºe K má jen sousedy K1 a K2, Ki by podle v²eho téº
musel být sousedem K.

Tvrzení 5.6. Graf kon�ikt· GK(G,C) obsahuje lichou kruºnici =⇒ instance
(G,C) obsahuje zakázaný minor CZ

6 .

D·kaz. D·kaz indukcí podle velikosti nejkrat²í liché kruºnice v GK(G,C). V
základu indukce ukáºeme, ºe liché kruºnici velikosti 3 v grafu kon�ikt· odpo-
vídá CZ

6 . V induk£ním kroku pak pomocí minorových operací zredukujeme
délku liché kruºnice o dva klastry.

Základ indukce: M¥jme trojcyklus v grafu kon�ikt·. M¥jme p°íslu²né
klastry {x1, x2}, {y1, y2}, {z1, z2}. Podle de�nice kon�ikt· máme následující
po°adí vrchol·:

Podle kon�iktu klastr· {x1, x2}, {y1, y2} je po°adí x1, y1, x2, y2.
Podle kon�iktu klastr· {y1, y2}, {z1, z2} je po°adí y1, z1, y2, z2.
Podle kon�iktu klastr· {x1, x2}, {z1, z2} je po°adí x1, z1, x2, z2.
Dohromady máme po°adí x1, y1, z1, x2, y2, z2, coº je CZ

6 . Základ indukce
je tedy dokázaný.

Nyní p°edpokládejme, ºe chceme dokázat tvrzení pro lichou kruºnici ve-
likosti k, a ºe tvrzení platí pro kruºnici o 2 men²í.

Induk£ní krok: Podle lemmatu 5.5 máme v (G, C) strukturu kon�iktních
klastr· odpovídající liché kruºnici v grafu kon�ikt·. P°edpokládejme, ºe jsme
si (G, C) zjednodu²ili pomocí minorových operací tak, ºe nemáme nic jiného
neº klastry získané z liché kruºnice v grafu kon�ikt·.
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K

K1

K2

K

K1

K2

v1

v2

Obrázek 5.3: Výchozí stav, v1, v2 jsou sousedé vrchol· klastru K.

Provedeme následující posloupnost minorových operací. Vezm¥me libo-
volný klastr K. Klastry jeº jsou s ním v kon�iktu (K1 a K2), m·ºeme sjed-
nodit (ubyl jeden klastr). Sjednocený klastr ozna£me KS.

K

KS

KS

K

KS

KS

v1

v2

e

Obrázek 5.4: Sjednodcení klastr· K1 a K2

V £ásti, kde m¥ly vrchol jen ony, tak sdílejí hranu e, tu m·ºeme po pro-
vedení sjednocení zkontrahovat.
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K

KS

K

KS

KS

v1

v2

Obrázek 5.5: Kontrakce hrany e

Vrchol vzniklý kontrakcí odebereme. Nyní se nám kruºnice p°eru²ila.

K

K

KS

KS

v1

v2

Obrázek 5.6: Odebrání vrcholu vzniklého kontrakcí

P°es rozd¥lení nám vede klastr K, pro n¥jº máme jedinou moºnost, jak jej
nahradit hranou, tak to u£iníme (jinými slovy, je to korektní i v nakreslené
verzi).

KS

KS

v1

v2

Obrázek 5.7: Nahrazení klastru K hranou
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Tuto hranu m·ºeme rovnou zkontrahovat a vzniklý vrchol p°idáme do jed-
noho z klastr· (op¥t sjednocení klastr· a ubytí druhého klastru), které s ním
mají sousední vrchol. Hranu, která jej spojovala se sousedem zkontrahujeme.

KS

KS

v1

v2

Obrázek 5.8: Výsledný klastrový graf

Vzniklému klastrovému grafu (G′, C ′) odpovídá v grafu kon�ikt· lichá
kruºnice o velikosti k − 2. Tedy (G′, C ′) obsahuje podle induk£ního p°edpo-
kladu CZ

6 jako klastrový minor. A jelikoº (G′, C ′) je minorem (G, C), tak CZ
6

je i minorem (G, C), £ímº je d·kaz hotov.

Nyní jiº m·ºeme dokázat hlavní v¥tu této sekce.

D·kaz V¥ty 5.1. .
=⇒

Pokud je (G, C) klastrov¥ rovinný, pak podle lemmatu 5.2 neobsahuje CZ
6 jako

minor, nebo´ klastrový minor klastrov¥ rovinného grafu je klastrov¥ rovinný
(viz d·sledek 4.6).
⇐=

Dokazujme sporem, tedy (G, C) není klastrov¥ rovinný, ale neobsahuje CZ
6

jako minor. Podle lemmatu 5.4 není graf kon�ikt· bipartitní, tedy obsahuje
lichou kruºnici, coº podle tvrzení 5.6 °íká, ºe (G, C) má jako minor CZ

6 , coº
je spor s tím, ºe jsme p°edpokladáli, ºe takový minor nemá.

5.2 Cesty s klastry velikosti 2

Pro cesty uvedeme o n¥co slab²í výsledek, a to ºe zakázaných minor· je
kone£n¥ mnoho.

22



Obrázek 5.9: P°íklad klastrové cesty (G, C), kde hrany jsou vyzna£eny nep°e-
ru²ovanou £arou a klastry p°eru²ovanou. Po nahrazení klastr· saturátorem
S graf G ∪ S obsahuje d¥lení K3,3.

V¥ta 5.7. Minimálních zakázaných minor· pro cesty s klastry velikosti 2 je
kone£n¥ mnoho.

D·kaz. M¥jme klastrový graf (G, C), kde G je cesta. Vezm¥me saturátor S a
zkoumejme graf G ∪ S. V tomto grafu mají vrcholy stupe¬ nejvý²e 3. Tudíº
zde nem·ºe být d¥lení K5, ale m·ºe být d¥lení K3,3. (viz obrázek 5.9) Jako
minor zde m·ºou být ob¥ moºnosti bránící rovinnosti. Vyuºíváme zde, ºe
(G, C) je klastrov¥ rovinný ⇐⇒ G ∪ S rovinný.

Sta£í se ptát, jak vypadají spojnice v d¥lení K3,3 a jak je m·ºeme zredu-
kovat pomocí minorových operací. Pomocí minorových operací dosáhneme
nejprve, ºe se zbavíme v²eho nepot°ebného, tedy vrchol·, hran a klastr·
(resp. saturovaných hran) nepodílejících se na d¥l¥ní K3,3. Dále si spojnice
zjednodu²íme do podoby takové, ºe to jsou cesty, kde se st°ídájí hrany a
klastry. Pokud totiº máme na spojnici více hran za sebou, tak pomocí kon-
trakcí se zbavíme nadbyte£ných hran. Nyní tvrdíme, ºe spojnice dokáºeme
zredukovat pomocí minorových operací do jednoho z následujících 4 typ·:
1) jedna hrana
2) jeden klastr
3) klastr a hrana
4) hrana, klastr a hrana
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Obrázek 5.10: Typy spojnic v d¥lení K3,3. Plná £ára p°edstavuje hranu, £ár-
kovaná znamená klastr.

Toho dosáhneme následovn¥. Pokud máme na spojnici následující situaci,
ºe máme klastr K1 = {x, y}, hranu e = {y, z} a klastr K2 = {z, w} za sebou
(viz obrázek 5.11), tak sjednotíme klastry K1 a K2. Ty spojuje práv¥ jedna
hrana, takºe sjednocení m·ºeme provést bez problém·. Nyní jen smaºeme
vrcholy y a z a zbyde nám jen klastr {x,w}. Opakováním tohoto postupu
kaºdou spojnici zredukujeme na jeden ze £ty° vý²e uvedených typ·. Graf·,
jenº jsou d¥lením K3,3 a mají tyto typy spojnic, je kone£n¥ mnoho.

x y z w

Obrázek 5.11: Hledaná struktura, která jde zjednodu²it pomocí minorových
operací.

5.3 Vztah klastrových kruºnic a klastrových cest

Na záv¥r kapitoly ukáºeme, ºe klastrová rovinnost pro klastrové kruºnice lze
p°evést na ekvivalentní problém klastrové rovinnosti pro klastrové cesty, tedy
kruºnice jsou v tomto smyslu jednodu²²í. V této £ásti nemáme omezení pro
klastrovou hierarchii. V teorii graf· je tento výsledek trochu protiintuitivní,
nebo´ obvykle grafové problémy jsou snadn¥j²í pro cesty neº pro kruºnice.

Nap°ed ale je²t¥ pot°ebuje de�novat jednu operaci s klastrovými grafy.
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De�nice 5.8. M¥jme klastrový graf (G, C), kde G = (V,E), a hranu e =
{x, y}. D¥lením hrany e ozna£ujeme operaci, kdy z G odebereme e a na-
hradíme ji dv¥ma hranami e′ = {x,w}, e′′ = {w, y}, kde w je nový vrchol.
Obdrºíme tedy klastrový graf (G′, C ′), kde G′ = (V ∪{w}, (E\{e})∪{e′, e′′}).
C ′ obdrºíme z C následovn¥:

Ozna£me L nejmen²í klastr, kam p°ijde w. Jestliºe x a y pat°ili do stejných
klastr· (nejmen²í ozna£me K), tak L = K. Pokud v²ak e vedla mezi dv¥ma
klastry K1 a K2, tak v p°ípad¥, ºe jeden z klastr· je potomkem druhého
(ne nutn¥ p°ímým), tak pro L platí K1 ⊆ L ⊆ K2, a v p°ípad¥, ºe klastry
K1 a K2 jsou disjuktní, tak pro L platí, bu¤ K1 ⊆ L ⊆ K1,2, nebo platí
K2 ⊆ L ⊆ K1,2, kde K1,2 je nejmen²í klastr obsahující K1 a K2.

Takto de�nované d¥lení zachovává klastrovou rovinnost.

Lemma 5.9. Pokud (G, C) vznikne z (G′, C ′) operací d¥lení hrany a (G′, C ′)
je klastrov¥ rovinný, potom i (G, C) je klastrov¥ rovinný.

D·kaz. Vezm¥me klastrové nakreslení (G′, C ′). Vrchol w vzniklý d¥lením hrany
e jednodu²e dokreslíme na její nakreslení tam podle toho, do jakých klastr·
jsme jej za°adili. Podle toho, kam jsme podle de�nice vrchol w mohli p°i°adit,
jsme obdrºeli klastrové nakreslení (G, C).

Pro následující v¥tu p°edpokládejme, ºe kaºdý vrchol tvo°í jednovrcholový
klastr a ºe máme teº klastr obsahující v²echny vrcholy. To nám zaji²´uje, ºe
mnoºina v²ech vrchol· je rozd¥lena aspo¬ do dvou maximální podklastr·.

V¥ta 5.10. M¥jme klastrový graf (G, C), kde G je kruºnice, pak existuje
klastrový (G′, C ′) , kde G′ je cesta a takový, ºe (G, C) je klastrovým minorem
(G′, C ′). Navíc (G, C) je klastrov¥ rovinný ⇐⇒ (G′, C ′) je klastrov¥ rovinný.

D·kaz. Vezm¥me si dva maximální podklastry klastru obsahujícího v²echny
vrcholy (zna£me jej K) takové, ºe mezi nimi vede hrana (takové existují,
protoºe G je souvislý), ozna£me ji e. Tuto hranu dvakrát podrozd¥líme a
vzniklé vrcholy w,w′ p°i°adíme do K. Hranu spojující w a w′ m·ºeme na-
hradit klastrem velikosti 2, nebo´ w a w′ jsou obsaºené ve stejných klastrech.
Tento výsledný klastrový graf je hledaným (G′, C ′), nebo´ G′ je cesta a (G, C)
je klastrovým minorem (G′, C ′) (provedou se inverzní operace, tedy nahrazení
klastru hranou, kontrakce, p°i°azení vrcholu do klastru a op¥t kontrakce).

Jelikoº v²echny pouºité operace zachovávají klastrovou rovinnost, tak
máme relativn¥ zdarma, ºe (G, C) je klastrov¥ rovinný práv¥ tehdy, kdyº
(G′, C ′) je klastrov¥ rovinný.
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Kapitola 6

Záv¥r

Nyní shr¬me výsledky této práce. Ukázali jsme, ºe klastrovou rovinnost lze
°e²it v lineárním nedeterministickém £ase, coº nám navíc dalo i, ºe pokud by
nás zajímala prostorová sloºitost, tak lze klastrovou rovinnost °e²it v lineár-
ním deterministickém prostoru. K sestrojení algoritmu jsme vyuºili fakt, ºe
v p°ípad¥ souvislých klastr· umíme rozhodnout klastrovou rovinnost v line-
árním £ase. Nedeterminismus nám vydal saturátor a jen jsme museli ov¥°it,
ºe v²echny klastry jsou skute£n¥ souvislé.

Dívat se na klastrovou rovinnost pomocí minimálních klastrov¥ nerovin-
ných minor· je sm¥r, který se je²t¥ nezkou²el (co je známo). N¥co podobného
se zkou²elo pro p°íbuzný problém rovinnosti £áste£n¥ nakreslených graf· (viz
[10] a hlavn¥ [11]). Pomocí minimálních zakázaných klastrových minor· jsme
charakterizovali p°ípady klastrových graf· s klastry velikosti 2, kde grafem
je kruºnice nebo cesta.

Pro dal²í práci s charakterizací pomocí minimálních klastrov¥ nerovin-
ných minor· je sm¥rem roz²í°it výsledky na obecn¥j²í klastrové grafy. Tedy
kruºnice £i cesty s mén¥ omezenou (nebo bez omezení) klastrovou hierarchií
nebo jiná t°ída graf·.
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