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1.2 Interpretace směsi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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2.1 Věrohodnostńı funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Použité značeńı

N množina přirozených č́ısel
R množina reálných č́ısel
R

p vektorový prostor dimenze p nad reálnými č́ısly
u sloupcový vektor u
A⊤ transponovaná matice A
A⊗B Kronecker̊uv součin matic A a B
int(Ψ) vnitřek množiny Ψ
N (µ,Σ) normálńı rozděleńı se středńı hodnotou µ a rozptylovou matićı Σ
ϕ (y;µ,Σ) hustota normálńıho rozděleńı s vektorem středńıch hodnot µ

a rozptylovou matićı Σ.
P(·|y) P(·|Y = y)
E [·|y] E [·|Y = y]
E [g(Y )|ψ′] středńı hodnota z funkce g(Y ), když hustota náhodného vektoru Y

je určena hodnotou parametrického vektoru ψ′

MMV metoda maximálńı věrohodnosti
IL10 cytokin interleukin 10
IL10 Pi logaritmizované hodnoty produkce cytokinu IL10, při stimulováńı

kulturou bakterie prevotella intermedia

IL10 nestim logaritmizované hodnoty produkce cytokinu IL10, nestimulované
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Úvod

Konečné směsi představuj́ı stále se vyv́ıjej́ıćı a často použ́ıvanou metodu sta-
tistické analýzy, jež nalezla širš́ıho uplatněńı zejména d́ıky vývoji výpočetńı tech-
niky v minulém stolet́ı. Úlohy, jejichž řešeńı bylo dř́ıve nemyslitelné, se se vzni-
kem poč́ıtač̊u staly překonatelnou překážkou, nad kterou bylo možno vystavit
teorii zabývaj́ıćı se touto metodou. Za ćıl této bakalářské práce si klademe model
konečné směsi názorně představit a ilustrovat jeho použit́ı na vhodném prak-
tickém př́ıpadě.

V úvodńı části je představen ćıl a struktura práce a zmı́ńıme se i o prvńım pu-
blikovaném použit́ı modelu směsi ve statistické analýze. Na to navážeme v prvńı
kapitole, která je věnována představeńı modelu směsi. Jej́ı součást́ı je jak rigorózńı
definice objektu, kterým model směsi nazýváme, tak i abstraktńı a praktická ilu-
strace, jenž usnadňuj́ı pochopeńı modelu. Mimo jiné se v této části zmı́ńıme
i o reálné interpretaci tohoto teoretického pojmu a situaćım, kdy na něj můžeme
v obyčejném světě narazit.

Protože ve statistické analýze je zásadńım problémem uvažované modely od-
hadnout a zkoumat jejich vlastnosti, i v našem textu se podobné technice bu-
deme věnovat. Konkrétně se ve druhé kapitole budeme zabývat využit́ım metody
maximálńı věrohodnosti jako cesty, kterou lze obecný model směsi odhadnout.
Zjist́ıme, že samotnému nalezeńı odhadu předcháźı řada komplikaćı, které se bu-
deme snažit vyřešit. K nalezeńı odhad̊u pak budeme použ́ıvat EM algoritmus,
který pro směsi podrobně zavedeme a detailně si vysvětĺıme princip, na kterém
je založen. Na závěr této kapitoly pak odvod́ıme v maximálńı obecnosti vzorce
pro část parametr̊u modelu směsi jedné iterace EM algoritmu.

Odvodit i zbylé vzorce pro ostatńı parametry modelu se ukazuje jako nemožné,
a proto se ve třet́ı kapitole omeźıme pouze na normálńı směsi, tj. směsi, jejichž
složky maj́ı normálńı rozděleńı. Ukážeme si, že pro tuto specifickou rodinu lze
vzorce pro nové odhady parametr̊u EM algoritmu vyjádřit explicitně, což značně
zjednodušuje jeho použit́ı. T́ım zakonč́ıme teoretickou část práce, věnuj́ıćı se od-
hadováńı pomoćı metody maximálńı věrohodnosti a ukážeme si použit́ı námi od-
vozené techniky v praxi. K tomu nám poslouž́ı model, jenž je představen v prvńı
kapitole, zabývaj́ıćı se produkćı obrané látky interleukin 10 při napadeńı člověka
onemocněńım zub̊u - paradontózou.

Nakonec se budeme ve čtvrté kapitole věnovat odpovědi na jednu přirozenou
otázku, která v kontextu naš́ı interpretace směsi vyvstává. Tou je, že v př́ıpadě,
kdy se nějaká vlastnost chová jinak ve v́ıce skupinách lid́ı, zda-li nemůžeme
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na základě pozorováńı té vlastnosti u nějakého člověka určit, ze které skupiny
pocháźı. Odborně této technice ř́ıkáme shlukováńı a v rámci kapitoly si předsta-
v́ıme jedno pravidlo, kterým se v tomto př́ıpadě můžeme ř́ıdit. Opět pro lepš́ı po-
chopeńı ukážeme použit́ı představené látky na modelové situaci uvedené v prvńı
kapitole.

Věř́ım, že celkově bakalářská práce představuje podrobný popis problematiky
konečných směśıch a komplexńı odvozeńı velké většiny vyvozených závěr̊u. Dı́ky
tomu by měla být pochopitelná i širš́ımu matematickému publiku, jelikož stav́ı
pouze na základech teorie pravděpodobnosti.

Motivace

Prvńı zmı́nka o problematice konečných směśı se objevila na konci 19-tého sto-
let́ı v práci anglického matematika a biostatistika Karla Pearsona. Pearson (1894)
se v ńı zabýval daty populace krab̊u v zálivu u města Neapol. Ty mu byly dodány
od biologa Weldona, který analyzoval poměr velikosti jejich čela ku délce těla.
Na základě toho pak vyslovil hypotézu, že naměřená data mohou být signálem
vzniku nového druhu krab̊u v zálivu. Tato domněnka byla podpořena faktem,
že rozděleńı testovaných dat neodpov́ıdalo normálńımu rozděleńı.

Pearson se snažil odhadnout toto rozděleńı směśı dvou normálńıch rozděleńı
momentovou metodou, což při pěti proměnných vedlo na polynomiálńı rovnici
devátého stupně. A ačkoliv se mu tuto úlohu nakonec podařilo vyřešit, následov-
ńık̊u, kteř́ı se vydali v jeho stopách, mnoho nebylo. To proto, že řešeńı podobných
či složitěǰśıch rovnic bylo v té době velmi obt́ıžné, pracné, př́ıpadně nemožné.

Dı́ky pokroku techniky v posledńıch desetilet́ıch se ale řešeńı takovýchto úloh
stalo snadným, což zapř́ıčinilo značný rozvoj teorie odhadováńı model̊u konečných
směśı. Ta posléze našla uplatněńı v mnoha odvětv́ıch. Problematika shlukováńı
a vlastnost normálńıch konečných směśı, že velmi dobře dokáž́ı aproximovat
širokou tř́ıdu rozděleńı, patř́ı mezi ty nejuž́ıvaněǰśı. Zejména ta druhá je ale už na-
tolik pokročilá, že se j́ı v této práci věnovat nebudeme.
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Kapitola 1

Model konečné směsi

V této kapitole si představ́ıme, co pod konečnou směśı rozumı́me a to včetně
parametrického vyjádřeńı, které budeme použ́ıvat v daľśıch částech práce. Krom
toho se nav́ıc zmı́ńıme o interpretaci, kterou tento abstraktńı pojem má, a jak
je možno na něj nahĺıžet. Pro lepš́ı představu pak uvedeme jeden praktický
př́ıklad, kde náhodný vektor vystihuj́ıćı diskutovaný problém bude mı́t rozděleńı,
které je možno modelem směsi popsat.

1.1 Konečná směs

Definice 1 (Konečná směs). Necht’ Y je p-rozměrný náhodný vektor, g ∈ N,
πj ∈ (0,1), j ∈ {1, . . . , g}, tak, že

g
∑

j=1

πj = 1

a necht’ fj(y), j ∈ {1, . . . , g}, jsou hustoty1 na R
p. Necht’ Y má hustotu

f (y) =

g
∑

j=1

πjfj(y), y ∈ R
p. (1.1)

Potom řekneme, že rozděleńı náhodného vektoru Y je g-složková konečná směs.
Hustotě (1.1) budeme ř́ıkat hustota směsi s g složkami.

Přirozené č́ıslo g představuje počet složek ve směsi, a ačkoliv v definici při-
poušt́ıme i g = 1, ve skutečnosti tento př́ıpad neńı v definici možný, z d̊uvodu
podmı́nek, které klademe na πj . Nás beztak ale zaj́ımá pouze netriviálńı př́ıpad
kdy g > 1. Hodnoty πj vyjadřuj́ı poměr zastoupeńı j-té složky ve směsi a uvažu-
jeme je v otevřeném intervalu (0,1). To proto, že pokud by pro nějaké j platilo
πj = 1, pak by šlo o 1-složkovou konečnou směs, což je př́ıpad, který nás ne-
zaj́ımá. Naopak, v př́ıpadě kdy by πj = 0, pak by se jednalo o g − 1-složkovou
směs, kterou poṕı̌seme g − 1 složkami.

1Hustoty v této práci uvažujeme vzhledem k p-rozměrné Lebesgueově mı́̌re.
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1.2 Interpretace směsi

Nyńı si uvedeme jednu z možných interpretaćı g-složkové konečné směsi.
Uvažme náhodnou veličinu U nabývaj́ıćı hodnot 1, . . . , g s pravděpodobnostmi

P(U = j) = πj , j = 1, . . . , g.

Dále předpokládejme, že podmı́něná hustota náhodného vektoru Y při jevu U = j
je fj(y). Pak nepodmı́něná hustota náhodného vektoru Y je

f(y) =

g
∑

j=1

f(y|U = j)P(U = j) =

g
∑

j=1

πjfj(y),

což je přesně hustota (1.1). Tedy rozděleńı konečné směsi Y , jenž je hustotou
(1.1) reprezentováno, lze interpretovat jako chováńı sledované vlastnosti v g sku-
pinách, kde v každé skupině se vlastnost chová jinak, neboli má jiné rozděleńı
dané hustotami f1, . . . , fg.

Podobně lze mı́sto náhodné veličiny U uvážit g-rozměrný náhodný vektor
Z = (Z1, . . . , Zg)

⊤, jehož složky nabývaj́ı pouze nul a jedné jedničky, přitom
jedničky právě v té složce, jej́ıž index odpov́ıdá skupině, ze které sledovaný prvek
pocháźı. Tj.

Z ∼ Mult(1, π1, . . . , πg).

Předpokládejme, že pro podmı́něnou hustotu Y při Z = z plat́ı

f(y|z) =
g
∑

j=1

zjfj(y) =

g
∏

j=1

(fj(y))
zj .

Pak nepodmı́něná hustota Y , analogicky s předchoźım př́ıkladem, je dána hus-
totou (1.1).

Typicky ale náhodný vektor Z, respektive hodnotu náhodné veličiny U, které
popisuj́ı, z jaké skupiny sledované populace sledovaný objekt s pozorovanou hod-
notou Y = y pocházel, nepozorujeme. S využit́ım Bayesovy věty však zpětně
můžeme poč́ıtat pravděpodobnost toho, že sledovaný objekt náležel do j-té sku-
piny, poté co byla pozorována hodnota Y = y.

pj(y) = P(objekt náležel do j-té složky|y)
= P(Zj = 1|y)
= πjfj(y)/f(y), j = 1, . . . , g. (1.2)

1.3 Parametrizace směsi

Dále se budeme zabývat odhadováńım parametr̊u modelu konečné směsi,
a k tomu budeme potřebovat hustotu směsi v řeči nějakých parametr̊u vyjádřit.
Ačkoliv je možné, aby se sledovaná vlastnost chovala v r̊uzných skupinách úplně
odlǐsně, my se v této práci omeźıme jen na konečné směsi, jej́ıž složky pocházej́ı
ze stejné parametrické rodiny.
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Definice 2 (Parametrická směs). Necht’ Y je p-rozměrný náhodný vektor, g ∈ N,
πj ∈ (0,1), j ∈ {1, . . . , g}, tak, že

g
∑

j=1

πj = 1

a necht’ f(y; θj), j ∈ {1, . . . , g}, jsou hustoty na R
p s neznámými parametry

obsaženými ve vektoru θj ∈ Θj ⊂ R
pj . Necht’ Y má hustotu

f (y;ψ) =

g
∑

j=1

πjf(y; θj). (1.3)

Potom řekneme, že rozděleńı náhodného vektoru Y je g-složková parametrická
směs. Hustotě (1.3) budeme ř́ıkat parametrická hustota směsi s g složkami.

Vektor ψ necht’ označuje vektor obsahuj́ıćı všechny neznámé parametry mo-
delu. Symbolem Ψ budeme značit parametrický prostor pro ψ. Označ́ıme ξ vektor
obsahuj́ıćı všechny parametry v θ1, . . . ,θg, o kterých připoušt́ıme, že mohou být
r̊uzné. Pak lze psát

ψ =
(

π1, . . . , πg−1, ξ
⊤
)⊤

.

V zápise je záměrně opomenut poměr zastoupeńı πg směsi g. To proto, že součet
πj je jedna, a tud́ıž je jeden z nich nadbytečný.

Značeńı. Hustotu p-dimenzionálńıho normálńıho náhodného vektoru Y se středńı
hodnotou µ a kovariančńı matićı Σ budeme značit ϕ (y;µ,Σ) . Analogicky sym-
bolem ϕ (y;µ, σ2) budeme značit hustotu jednorozměrného normálńıho rozděleńı
se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2.

Definice 3 (Normálńı směs). Necht’ Y je p-rozměrný náhodný vektor, g ∈ N,
πj ∈ (0,1), j ∈ {1, . . . , g}, tak, že

g
∑

j=1

πj = 1

a necht’ ϕ(y;µj,Σj), j ∈ {1, . . . , g}, jsou hustoty p-rozměrného normálńıho roz-

děleńı s parametry µj,Σj. Necht’ Y má hustotu

f (y;ψ) =

g
∑

j=1

πjϕ(y;µj,Σj). (1.4)

Potom řekneme, že rozděleńı náhodného vektoru Y je g-složková normálńı směs.
Hustotě (1.4) budeme ř́ıkat parametrická hustota normálńı směsi s g složkami.
V př́ıpadě, kdy p = 1 budeme mluvit o g-složkové jednorozměrné normálńı směsi.

Uvědomı́me si, že pokud použijeme pro normálńı směs zápis 1.3, pak prvky pa-
rametrického vektoru θj jsou všechny parametry normálńıho rozděleńı, u kterých
připoušt́ıme, že jsou r̊uzné. Typicky se bude jednat zejména o následuj́ıćı dva typy.
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Př́ıklad. Heteroskedastickou normálńı směśı mysĺıme směs, ve které připoušt́ıme,
že rozptylové matice složek mohou být r̊uzné. Pak v θj jsou obsaženy parame-
try vektoru středńıch hodnot µj a prvky matice Σj obsažené v jej́ım horńım
trojúhelńıku. Parametrický vektor ψ pak č́ıtá všechny tyto parametry dohro-
mady pro j = 1, . . . , g společně s poměry složek πj.

Př́ıklad. Homoskedastická normálńı směs je taková, ve které naopak požadujeme,
aby rozptylové matice složek byly shodné. Potom v θj jsou společně s prvky pa-
rametry vektoru středńıch hodnot µj i prvky určuj́ıćı společnou rozptylovou ma-
tici Σ. Vektor ψ pak obsahuje krom prvk̊u µj a poměr̊u složek πj , j = 1, . . . , g
i prvky matice Σ, které jsou v jej́ım horńım trojúhelńıku, a to právě jednou.

Pouze poznamenejme, že pomoćı normálńıch směśı lze kromě jiného aproxi-
movat širokou škálu rozděleńı, jak je empiricky ukázáno na obrázku 1.1, kde jsou
nav́ıc uvedeny pouze dvousložkové jednorozměrné normálńı směsi. Všechny se ale
od sebe znatelně lǐśı. V legendě obrázku symbolem πN(µ1,σ

2
1) + (1− π)N(µ2,σ

2
2)

mysĺıme směs, kde jsou normálńı rozděleńı definovaná podle př́ıslušných para-
metr̊u µ1, σ

2
1 resp. µ2, σ

2
2 s poměry zastoupeńı složek π a 1− π.

−4 −2 0 2 4 6 8 10

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

y

f(
y)

8/10N(0,1)+2/10N(4,0.04)
1/2N(0,1)+1/2N(4,4)
17/20N(5,4)+3/20N(7,0.64)

Obrázek 1.1: Př́ıklady několika normálńıch směśı.
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1.4 Př́ıklad onemocněńı paradontózou

Pro lepš́ı pochopeńı modelu směsi si zde uvedeme následuj́ıćı př́ıklad, na který
budeme v daľśıch částech práce navazovat. Uvažme populaci lid́ı, ve které je roz-
š́ı̌rena paradontóza, odborně paradontitida. Toto mezi lidmi relativně běžné zá-
nětlivé onemocněńı může skončit až ztrátou zub̊u. Jeho včasná detekce pak často
zachráńı mnoha lidem jak chrup, tak i velké množstv́ı peněz, které muśı být
na př́ıpadnou náhradu vynaloženy.

Data diskutovaná v této bakalářské práci jsou výsledkem měřeńı produkce
cytokinu interleukin 10 (dále IL10), což je protein, který se významně účastńı
v imunitńı odpovědi těla na př́ıpadný útok nějaké nemoci. Jeho zvýšená produkce
tedy může být signálem nastupuj́ıćıho onemocněńı. Při měřeńı pak kultura ob-
sahuj́ıćı tento cytokin v prvńım př́ıpadě nebyla nijak stimulována a byla měřena
jeho samotná nič́ım nezrychlená produkce a v druhém př́ıpadě byla stimulována
př́ıtomnost́ı bakterie prevotella intermedia. To je jedna z těch, které se běžně vy-
skytuj́ı v dutině ústńı, a má významný pod́ıl na vzniku paradontitidy.

V rámci statistické analýzy nás bude zaj́ımat zejména odpověd’ na otázku,
zda-li je produkce cytokinu IL10 u pacient̊u s paradontózou vyšš́ı než u lid́ı, kteř́ı
touto nemoćı netrṕı. Budeme předpokládat, že produkce se v každé z těchto dvou
skupin ř́ıd́ı jiným rozděleńım, které se pokuśıme odhadnout, a na závěr pak bu-
deme zkoumat, zda-li data odpov́ıdaj́ı patřičné směsi.

Označ́ıme X dvourozměrný náhodný vektor, jehož prvńı složka X1 repre-
zentuje nestimulovanou produkci cytokinu IL10 a druhá složka X2 produkci IL10
za př́ıtomnosti bakterie prevotella intermedia. Pokud budeme předpokládat, že r̊u-
stové kultury se v každé ze dvou uvažovaných skupin ř́ıd́ı log-normálńım rozdě-
leńım, pak zřejmě náhodný vektor Y = logX = (logX1, logX2)

⊤, bude mı́t při
platnosti naš́ı hypotézy rozděleńı dvousložkové dvourozměrné normálńı směsi.

Pro přehlednost a ilustraci si zde uvedeme ještě histogramy logaritmizovaných
hodnot jak nestimulované, tak stimulované produkce cytokinu IL10, (viz obrázek
1.2). Popiskem IL10 nestim je označen histogram hodnot nestimulované pro-
dukce cytokinu IL10, podobně IL10 Pi jsou označeny hodnoty produkce IL10 při
př́ıtomnosti bakterie prevotella intermedia. Pro celkový náhled, jak vypadaj́ı naše
data dvojrozměrně, ještě uvád́ıme bodový graf naměřených hodnot (viz obrázek
1.3). Dva shluky okolo bod̊u o souřadnićıch [0, − 4] a [2,0] v tomto grafu na-
značuj́ı, že rozděleńı by mohlo odpov́ıdat dvousložkové normálńı směsi. Otázkou
z̊ustává, jaké parametry tato směs má. Jeden z možných zp̊usob̊u jejich odhadnut́ı
ukážeme v následuj́ıćı kapitole.
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Obrázek 1.2: Histogramy hodnot logaritmizované produkce stimulované i nesti-
mulované IL10.
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Obrázek 1.3: Bodový zákres dat produkce cytokinu IL10.
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Kapitola 2

Odhad metodou maximálńı

věrohodnosti

Existuje několik možnost́ı, kterých lze použ́ıt pro odhadováńı parametr̊u mo-
delu s rozděleńım určeným hustotou (1.3). Zmı́nit můžeme např́ıklad momentovou
metodu, kterou použil Karl Pearson, př́ıpadně třeba metodu nejmenš́ı vzdálenosti.
Těmi se ale v tomto textu zabývat nebudeme a mı́sto toho se budeme soustředit
na odhadováńı pomoćı metody maximálńı věrohodnosti, která je obecně jednou
z nejvyuž́ıvaněǰśıch metod odhadu. Ta spoč́ıvá v sestaveńı věrohodnostńı funkce
a jej́ı následné maximalizaci. V této kapitole mimo jiné rozebereme i úskaĺı, která
na nás při použit́ı této metody v kontextu směśı čekaj́ı.

Pro potřeby této práce budeme značit Y1, . . . ,Yn náhodný výběr o rozsahu n
ze spojitého rozděleńı s pravděpodobnostńı hustotou f(y), y ∈ R

p. Pak tedy je Yi,

i ∈ {1, . . . , n} , p-rozměrný náhodný vektor. Nav́ıc označ́ıme Ya =
(

Y ⊤
1 , . . . ,Y ⊤

n

)⊤

náhodný vektor reprezentuj́ıćı celý výběr. Ya je tedy (n·p)-rozměrný náhodný vek-
tor. Realizace náhodných vektor̊u budeme značit odpov́ıdaj́ıćım malým ṕısmenem.
Tedy symbolem y1 budeme značit realizaci náhodného vektoru Y1, podobně sym-
bolem ya budeme značit realizaci celého náhodného výběru.

V kontextu konečných směśı a při zachováńı značeńı z kapitoly 1 označ́ıme
pro náhodný vektor Yi jeho př́ıslušný náhodný vektor Zi určuj́ıćı, ze které sku-
piny měřený prvek pocháźı. Nav́ıc ještě zavedeme značeńı pro následuj́ıćı náhodné

vektory Za =
(

Z⊤
1 , . . . ,Z

⊤
n

)⊤
a Yc =

(

Y ⊤
a ,Z⊤

a

)⊤
.

2.1 Věrohodnostńı funkce

Pro náhodný výběr Y1, . . . ,Yn z rozděleńı s hustotou (1.3) sestav́ıme věroho-
dnostńı funkci jakožto sdruženou hustotu tohoto náhodného výběru. Potom pro
ψ ∈ Ψ má věrohodnostńı funkce tvar

L(ψ) =

n
∏

i=1

f(Yi;ψ) =

n
∏

i=1

(

g
∑

j=1

πjf(Yi; θj)

)

.
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Analogicky můžeme sestavit i log-věrohodnostńı funkci

ℓ(ψ) = logL(ψ) =

n
∑

i=1

log f(Yi;ψ) =

n
∑

i=1

log

(

g
∑

j=1

πjf(Yi; θj)

)

. (2.1)

Odhad metodou maximálńı věrohodnosti (dále budeme značit MMV) je potom
prvek ψ̂MLE ∈ Ψ splňuj́ıćı

ψ̂MLE = argmax
ψ∈Ψ

ℓ(ψ) = argmax
ψ∈Ψ

L(ψ).

Je zřejmé, že aby tato rovnice měla řešeńı, muśı být věrohodnostńı funkce
omezená. Tento požadavek ale, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad, neńı v př́ıpadě
směśı vždy splněn.

Př́ıklad. Uvažme jednorozměrnou normálńı směs s dvěma komponentami. Necht’

tedy
f(y;ψ) = π1ϕ(y;µ1,σ

2
1) + (1− π1)ϕ(y;µ2,σ

2
2).

Pakψ = (π1,µ1,σ
2
1 ,µ2,σ

2
2)

⊤. Položme Ψ = (0, 1)×R×(0,∞)×R×(0,∞). Necht’

Y1, . . . , Yn je náhodný výběr z rozděleńı s touto hustotu. Pak log-věrohodnostńı
funkce pro odhad parametrického vektoru ψ při realizovaném náhodném výběru
Y1 = y1, . . . , Yn = yn je tvaru

ℓ(ψ) =

n
∑

i=1

log
(

π1ϕ(yi;µ1,σ
2
1) + (1− π1)ϕ(yi;µ2,σ

2
2)
)

. (2.2)

Položme ψδ = (1
2
, y1, δ

2, 0, 1)⊤, δ > 0. Pak ∀δ > 0 : ψδ ∈ Ψ. Pro toto ψδ nyńı
vyjádř́ıme log-věrohodnostńı funkci (2.2)

ℓ(ψδ) =
n
∑

i=1

log

(

1

2

1√
2πδ

exp

(

−(yi − y1)
2

2δ2

)

+
1

2

1√
2π

exp

(

−y2i
2

))

. (2.3)

Nyńı hodnotu ℓ(ψδ) odhadneme zespoda tak, že pro i = 1 vynecháme druhý
člen součtu v argumentu logaritmu a pro ostatńı i vynecháme prvńı člen. T́ım
hodnotu na pravé straně (2.3) sńıž́ıme, protože oba sč́ıtance jsou vždy kladné.
Tedy

ℓ(ψδ) > log

(

1

2

1√
2πδ

exp

(

−(y1 − y1)
2

2δ2

))

+
n
∑

i=2

log

(

1

2

1√
2π

exp

(−y2i
2

))

> − log
(

2
√
2πδ
)

− (n− 1) log
(

2
√
2π
)

+

n
∑

i=2

−y2i
2

> − log (δ)− n log
(

2
√
2π
)

−
n
∑

i=2

y2i
2
. (2.4)

Nyńı je z (2.4) patrné, jak se ℓ(ψδ) chová když δ → 0. Jinými slovy

lim
δ→0

ℓ(ψδ) > lim
δ→0

(

− log (δ)− n log
(

2
√
2π
)

−
n
∑

i=2

y2i
2

)

= ∞.
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Z toho vyplývá, že věrohodnostńı funkce této směsi neńı omezená, a tedy
neexistuje odhad metodou maximálńı věrohodnosti. Nav́ıc tento postup lze zo-
becnit pro v́ıcerozměrné, v́ıcesložkové i mnohé daľśı nenormálńı směsi prostým
umı́stěńım středńı hodnoty jedné složky do jednoho pozorováńı a uvážeńım roz-
ptylu bĺıž́ıćıho se k nule, př́ıpadně rozptylové matice k singulárńı. Maximálně
věrohodné odhady tedy v podstatě odpov́ıdaj́ı směsi s degenerovanými kompo-
nentami.

k

Hustota složená z nekonečných výběžk̊u v mı́stech pozorovaných dat by ale
nepředstavovala jejich žádně zjednodušeńı, které od modelu čekáme. Aitkin (2001,
str. 289) navrhuje zp̊usob, kterým lze problém neomezené věrohodnosti řešit.
Stačilo by omezit parametrický prostor Ψ tak, aby byl uzavřený a omezený. Toho
se dá doćılit např́ıklad určeńım dolńı hranice δ pro směrodatné odchylky složek
směsi. Nicméně takovéto opatřeńı zp̊usob́ı že výsledný odhad bude na δ závislý,
což může vadit zejména v př́ıpadě mnoha odlehlých pozorováńı.

Na druhou stranu v př́ıpadě modelu jednorozměrné homoskedastické normálńı
směsi, tj. směsi, jejichž všechny složky maj́ı stejný rozptyl, lze ukázat, že věro-
hodnostńı funkce, v př́ıpadě dostatečně velkého náhodného výběru, omezená je.
To bude předmětem následuj́ıćı věty.

Věta 1. Necht’ Y1, . . . , Yn je náhodný výběr obsahuj́ıćı alespoň g+1 r̊uzných po-

zorováńı z jednorozměrné normálńı směsi s hustotou

f (y;ψ) =

g
∑

j=1

πjϕ(y;µj, σ
2). (2.5)

Pak je věrohodnostńı funkce L(ψ) shora omezená.

D̊ukaz. Uvažme maximálńı možný parametrický prostor který pro normálńı směs
(2.5) připadá v úvahu, tj µj ∈ R, σ2 ∈ (0,∞), πj ∈ (0,1), j = 1, . . . , g. Pro
pozorovaný náhodný výběr Y1 = y1, . . . , Yn = yn vyjádř́ıme a shora odhadneme
věrohodnostńı funkci náhodného výběru:

L(ψ) =
n
∏

i=1

(

g
∑

j=1

πj
1√
2πσ

exp

(

− 1

2σ2
(yi − µj)

2

)

)

≤
n
∏

i=1

(

g
∑

j=1

1

σ
exp

(

− 1

2σ2
(yi − µj)

2

)

)

. (2.6)

Dále využijeme faktu, že máme v́ıce r̊uzných pozorováńı než složek směsi, tud́ıž

∃ε > 0, ∃i0 ∈ {1, . . . , n} : ∀j ∈ {1, . . . , g} |yi0 − µj| > ε.

Bez újmy na obecnosti položme i0 = 1. Dále roztrhneme součin v (2.6) na dvě
části, nejprve odhadneme př́ıspěvek do věrohodnostńı funkce pro i = 1, a poté
př́ıspěvek součinu zbytku,
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g
∑

j=1

1

σ
exp

(

− 1

2σ2
(yi − µj)

2

)

<

g
∑

j=1

1

σ
exp

(

− 1

2σ2
ε2
)

=
g

σ
exp

(

− ε2

2σ2

)

,

n
∏

i=2

(

g
∑

j=1

1

σ
exp

(

−(yi − µj)
2

2σ2

)

)

<
n
∏

i=2

(

g
∑

j=1

1

σ
exp

(

− 02

2σ2

)

)

=
( g

σ

)n−1

.

(2.7)

Nyńı dosad́ıme rovnice (2.7) do (2.6) a vyjádř́ıme:

L(ψ) <
g

σ
exp

(

− ε2

2σ2

)

·
( g

σ

)n−1

=
(g

σ

)n

exp

(

− ε2

2σ2

)

. (2.8)

Položme

f(σ) =
( g

σ

)n

exp

(

− ε2

2σ2

)

, σ ∈ (0,∞).

Nyńı si stač́ı uvědomit, že funkce f(σ) je spojitá na (0,∞), a nav́ıc

lim
σ→∞

f(σ) = 0 & lim
σ→0

f(σ) = 0,

z čehož je patrné, že f(σ) je shora omezená, a tud́ıž z (2.8) je i věrohodnostńı
funkce L(ψ) shora omezená.

k

2.2 Věrohodnostńı rovnice

Je patrné, že odhad metodou maximálńı věrohodnosti často nemuśı existovat
a i v př́ıpadě, kdy řešeńı existuje, nemuśı být vyhovuj́ıćı. Mı́sto maximalizace
věrohodnostńı funkce se však můžeme zaměřit na hledáńı řešeńı rovnice

∂L(ψ)/∂ψ = 0,

př́ıpadně ekvivalentně na hledáńı řešeńı rovnice

∂ℓ(ψ)/∂ψ = 0. (2.9)

Rovnici (2.9) ř́ıkáme věrohodnostńı rovnice. Je zřejmé, že pokud existuje
řešeńı ψ̂MLE ∈ int(Ψ), pak je řešeńım (2.9). Naopak pokud najdeme prvek ψ̂ ∈ Ψ
splňuj́ıćı (2.9), které je lokálńım maximem věrohodnostńı funkce (2.1), můžeme
ho považovat za kandidáta na odhad metodou maximálńı věrohodnosti. Dokonce
ho má smysl za jistých okolnostńı jako odhad MMV přijmout, i přesto, že neńı
globálńım maximem. Lze totiž ukázat, že má podobné vlastnosti jako odhad
MMV. My se touto teoríı v práci zabývat nebudeme, v́ıce na toto téma je řečeno
např́ıklad v McLachlan a Peel (2000, kapitola 2.2).
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2.3 Identifikovatelnost rozděleńı směsi

Nyńı se budeme věnovat jinému problému, který vyvstává při odhadováńı mo-
del̊u konečných směsi, a to je problém identifikovatelnosti. Jinak řečeno, chceme
odhadnout rozděleńı náhodné veličiny, které je reprezentováno jej́ı hustotou zá-
visej́ıćı na parametrickém vektoru. Má tedy smysl si klást podmı́nku, aby r̊uzné
hodnoty parametrických vektor̊u v našem parametrickém prostoru určovaly jiná
rozděleńı. Přesněji řečeno, aby platilo ∀ψ1,ψ2 ∈ Ψ :

f(y;ψ1) = f(y;ψ2) s.v. ⇔ ψ1 = ψ2.

Jak se ale ukazuje, v kontextu směśı toto nemuśı být pravda.

Př́ıklad. Uvažme homoskedastickou normálńı směs o dvou složkách tak, že

f(y;ψ) = π1ϕ(y;µ1,σ
2) + (1− π1)ϕ(y;µ2,σ

2).

Pak ψ = (π1,µ1,µ2,σ
2)⊤. Při přirozené volbě Ψ = (0, 1) × R

2 × (0,∞), položme
ψ1 = (0.3, 1, 5, 1)⊤ a ψ2 = (0.7, 5, 1, 1)⊤. Zřejmě ψ1,ψ2 ∈ Ψ,ψ1 6= ψ2 a přitom
pro s.v. y ∈ R

f(y;ψ1) = 0.3·ϕ(y; 1, 1)+0.7·ϕ(y; 5, 1) = 0.7·ϕ(y; 5, 1)+0.3·ϕ(y; 1, 1) = f(y;ψ2).

Při takovéto volbě parametr̊u došlo pouze k prohozeńı prvńı a druhé složky, což
výslednou hustotu neovlivńı.

k

Zřejmě v př́ıpadě g složek existuje g! permutaćı index̊u složek a tud́ıž i g!
parametrických vektor̊u ψ, které reprezentuj́ı totožné rozděleńı (za předpokladu
že všechny jsou prvkem parametrického prostoru).

Definice 4 (Identifikovatelnost rozděleńı v modelu směsi). Řekneme, že model

směsi {f (y;ψ) : ψ ∈ Ψ} je identifikovatelný, pokud ∀ψ,ψ′ ∈ Ψ takové, že

f (y;ψ) =

g
∑

j=1

πjf(y; θj), f (y;ψ′) =

g′
∑

j=1

π′

jf(y; θ
′

j)

a

f (y;ψ) = f (y;ψ′) s.v.

plat́ı, že g = g′ a existuje permutace index̊u τ složek směsi tak, že

πj = π′

τ(j), θj = θ
′

τ(j), j = 1, . . . , g.

V př́ıpadě, kdy budeme diskutovat výsledky nějakých parametrických odhad̊u,
budeme diskutovat př́ıpad pouze pro jedno uspořádáńı směsi. Kde to bude možné,
budeme směsi řadit bud’ dle velikosti jejich poměru zastoupeńı př́ıpadně podle
velikosti prvńı složky středńı hodnoty. Na závěr bych chtěl ještě dodat, že tento
fenomén nám nebude činit žádné obt́ıže při poč́ıtáńı odhadu MMV EM algo-
ritmem, který se pro výpočet modelu směsi běžně použ́ıvá, a bude představen
v následuj́ıćı části.
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2.4 EM algoritmus

Jedna z možnost́ı, jak hledat odhady metodou maximálńı věrohodnosti, je po-
moćı EM algoritmu. V této sekci se nejdř́ıve budeme věnovat zavedeńı EM algo-
ritmu pro směsi, vyjasńıme si, proč a jak funguje, a dokážeme si základńı vlast-
nost, která zaručuje, že po jedné iteraci EM algoritmu dostaneme

”
lepš́ı“ odhad

parametr̊u, než jsme doposud měli. V daľśı části pak pro obecný model směsi
krok algoritmu pro část parametr̊u vyjádř́ıme.

Necht’ g ∈ N, πj ∈ (0,1), j ∈ {1, . . . , g}, tak, že
g
∑

j=1

πj = 1

a necht’ f(y; θj), j ∈ {1, . . . , g}, jsou hustoty na R
p s neznámými parametry

obsaženými ve vektoru θj . Mějme náhodný výběr Y1, . . . ,Yn z rozděleńı s hustotou

f (y;ψ) =

g
∑

j=1

πjf(y; θj).

Necht’

Zi ∼ Mult(1,π1, . . . ,πg), i = 1, . . . , n,

jsou náhodné vektory určuj́ıćı, z jaké skupiny populace objekt pocháźı. Připo-

meňme si, že znač́ıme Ya celý náhodný výběr, podobně také Za =
(

Z⊤
1 , . . . ,Z

⊤
n

)⊤

a Yc =
(

Y ⊤
a ,Z⊤

a

)⊤
.

Myšlenka, proč se EM algoritmus využ́ıvá pro poč́ıtáńı odhad̊u MMV v př́ıpa-
dech směśı, je jednoduchá. V zásadě je totiž velmi obt́ıžné hledat maxima log-vě-
rohodnostńı funkce (2.1), kterou nav́ıc ani při speciálńıch př́ıpadech konkrétńıch
hustot nelze nějak jednoduše maximalizovat. EM algoritmus tento problém tzv.
nekompletńıch dat Ya, kdy neznáme př́ıslušné vektory určuj́ıćı, ze kterých skupin
naměřené objekty pocházely, převád́ı na hledáńı maxima věrohodnostńı funkce
odpov́ıdaj́ıćı tzv. kompletńım dat̊um Yc.

Uvažme nyńı hustoty těchto náhodných vektor̊u:

f(Yc;ψ) = f(Ya,Za;ψ) = f(Yc|Ya;ψ)f(Ya;ψ),

log f(Ya;ψ) = log f(Yc;ψ)− log f(Yc|Ya;ψ). (2.10)

Pokud vyjádř́ıme

f(Yc;ψ) =

n
∏

i=1

g
∏

j=1

(

πjf(Yi; θj)
)Zij

, f(Ya;ψ) =

n
∏

i=1

g
∑

j=1

πjf(Yi; θj)

a dosad́ıme do (2.10) źıskáme rovnici ve tvaru

ℓ(ψ) = ℓc(ψ)− log f(Yc|Ya;ψ), (2.11)
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kde ℓc(ψ) je věrohodnostńı funkce odpov́ıdaj́ıćı kompletńım dat̊um Yc, tj.

ℓc(ψ) = log

(

n
∏

i=1

g
∏

j=1

(

πjf(Yi; θj)
)Zij

)

=
n
∑

i=1

g
∑

j=1

Zij

(

log πj + log f(Yi,θj)
)

.

(2.12)
Nyńı uvažme pozorovaný náhodný výběr Ya = ya a spočtěme středńı hodnoty
v rovnosti (2.11) za podmı́nky, že známe ya a ψ′. Pak s využit́ım, že

E [ℓ(ψ)|ya,ψ′] = E

[

n
∑

i=1

log f(yi;ψ)

∣

∣

∣

∣

∣

ya,ψ
′

]

=

n
∑

i=1

log f(yi;ψ)E [1|ya,ψ′] = ℓ(ψ),

źıskáme
ℓ(ψ) = Q(ψ|ψ′)−H(ψ|ψ′), (2.13)

kde

Q(ψ|ψ′) = E [ℓc(ψ)|ya,ψ′] , H(ψ|ψ′) = E [log f(ya,Za;ψ)|ya,ψ′] .

Lemma 2 (Dempster a kol., 1977, str. 6). Pro všechny dvojice (ψ,ψ′) ∈ Ψ×Ψ
plat́ı H(ψ|ψ′) ≤ H(ψ′|ψ′).

D̊ukaz. Zvol pevné ψ′ ∈ Ψ, pak pro libovolné ψ ∈ Ψ plat́ı

H(ψ|ψ′)−H(ψ′|ψ′) =

= E [log f(ya,Za;ψ)|ya,ψ′]− E [log f(ya,Za;ψ
′)|ya,ψ′]

= E

[

log
f(ya,Za;ψ)

f(ya,Za;ψ′)

∣

∣

∣

∣

ya,ψ
′

]

≤ E

[

f(ya,Za;ψ)

f(ya,Za;ψ′)
− 1

∣

∣

∣

∣

ya,ψ
′

]

= E [1|ya,ψ]− E [1|ya,ψ′] = 1− 1 = 0.

Ve třet́ım řádku v nerovnosti bylo využito, že ∀x ∈ (0,∞), log x ≤ x − 1. Stoj́ı
za zmı́nku, že rovnost nastává právě tehdy, když f(ya, za|ya;ψ) = f(ya,za|ya;ψ′)
skoro všude.

k

Z (2.13) je patrné, že pokud pro pevné ψ′ ∈ Ψ najdeme prvek ψ ∈ Ψ splňuj́ıćı
nerovnost Q(ψ|ψ′) ≥ Q(ψ′|ψ′), pak

ℓ(ψ) ≥ ℓ(ψ′). (2.14)

To proto, že

ℓ(ψ) = Q(ψ|ψ′)−H(ψ|ψ′) ≥ Q(ψ′|ψ′)−H(ψ′|ψ′) = ℓ(ψ′).

Nyńı už je zřejmé, jak bude algoritmus postupovat. Pro libovolnou počátečńı
hodnotuψ(0) ∈ Ψ budeme hledatψ(1) ∈ Ψ takové, žeQ(ψ(1)|ψ(0)) ≥ Q(ψ(0)|ψ(0)),
a pak ψ(2) a tak dále. To nám zaruč́ı, že ℓ(ψ(2)) ≥ ℓ(ψ(1)) ≥ ℓ(ψ(0)) a bu-
deme tak źıskávat věrohodněǰśı odhady parametr̊u. Takovému postupu ř́ıkáme
zobecněný EM algoritmus. Samotný EM algoritmus spoč́ıvá v hledáńı maxima
funkce Q(ψ|ψ′),ψ ∈ Ψ. Přesněji vše poṕı̌seme v následuj́ıćı definici.
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Definice 5. Necht’ M je zobrazeńı, M : Ψ → Ψ, takové, že ∀ψ′ ∈ Ψ

Q(M(ψ′)|ψ′) ≥ Q(ψ′|ψ′).

Pak algoritmus se zobrazeńım M nazveme zobecněný EM algoritmus. Pokud

nav́ıc plat́ı, že ∀ψ′ ∈ Ψ

M(ψ′) = argmax
ψ∈Ψ

Q(ψ|ψ′),

řekneme, že algoritmus se zobrazeńım M je EM algoritmus.

Zobrazeńı M nám po k iteraćıch vytvoř́ı pro libovolnou počátečńı hodnotu
parametru prvek ψ(k). Z (2.14) v́ıme, že ℓ(ψ(k+1)) ≥ ℓ(ψ(k)). Tud́ıž, v př́ıpadě,
že je věrohodnostńı funkce omezená, muśı posloupnost ℓ(ψ(k)) konvergovat k něja-
kému reálnému č́ıslu. Konvergence může ale nastat i v př́ıpadě, že věrohodnostńı
funkce omezená neńı. Dempster a kol., 1977 ukázali, že za jistých podmı́nek pro
výše uvedené funkce, zejména jejich diferencovatelnosti, pak

ℓ∗ = lim
k→∞

ℓ(ψ(k))

bude lokálńı maximum log-věrohodnostńı funkce ℓ(ψ), př́ıpadně nějaký sedlový
bod. Samotný algoritmus ukonč́ıme v okamžiku kdy rozd́ıl ℓ(ψ(k+1)) − ℓ(ψ(k))
bude menš́ı než nějaká předem určená mez.

Pro použit́ı EM algoritmu tedy bude prvńı nutné zvolit několik r̊uzných po-
čátečńıch hodnot a z nich EM algoritmus spustit. Pro všechny tyto pozice pak
algoritmus dokonverguje k nějakému hodnotě funkce ℓ(ψ), které v drtivé většině
př́ıpad̊u bude jej́ım lokálńım maximem. Jejich počet pak bude záviset na tvaru
log-věrohodnostńı funkce. Parametrické vektory, které tyto maxima nabývaj́ı, pak
pro nás budou kandidáty na hledaný odhad. O jeho rozděleńı, př́ıpadně jiných
vlastnostech ale nebudeme schopni nic ř́ıci, nebot’ ten nejsṕı̌se nebude klasickým
odhadem metodou maximálńı věrohodnosti a zkoumáńı jeho vlastnost́ı by bylo,
jak jsme si uvedli v sekci 2.2, nad rámec této bakalářské práce.

V následuj́ıćı části se budeme snažit pro konečné směsi takový algoritmus
naj́ıt. Necht’ ψ(k) ∈ Ψ, k ∈ N0, budeme hledat ψ(k+1) ∈ Ψ takové, že

ψ(k+1) = argmax
ψ∈Ψ

Q(ψ|ψ(k)).

Hledáńı tohoto prvku rozděĺıme do dvou krok̊u. V prvńım, v takzvaném E-
kroku, spoč́ıtáme středńı hodnotu E

[

ℓc(ψ)|ya,ψ(k)
]

v závislosti na parametru ψ
a poté, ve druhém kroku zvaném M-krok budeme tuto funkci maximalizovat pro
ψ ∈ Ψ.
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2.4.1 E-krok

Nyńı tedy spoč́ıtáme středńı hodnotu E
[

ℓc(ψ)|ya,ψ(k)
]

. Za ℓc(ψ) dosad́ıme
z (2.12) a vyjádř́ıme:

Q(ψ|ψ(k)) = E
[

ℓc(ψ)|ya,ψ(k)
]

= E

[

n
∑

i=1

g
∑

j=1

Zij

(

log πj + log f(yi,θj)
)

∣

∣

∣

∣

∣

ya,ψ
(k)

]

=

n
∑

i=1

g
∑

j=1

E
[

Zij|ya,ψ(k)
]

(

log πj + log f(yi,θj)
)

=

n
∑

i=1

g
∑

j=1

pj(yi;ψ
(k))
(

log πj + log f(yi,θj)
)

. (2.15)

V posledńı rovnosti jsme využili toho, že

E
[

Zij |ya,ψ(k)
]

= P
(

Zij = 1|ya,ψ(k)
)

= pj(yi;ψ
(k)).

Zde symbolem pj(yi;ψ
(k)) znač́ıme zpětnou pravděpodobnost toho, že yi náleželo

do j-té skupiny, pokud hustota směsi odpov́ıdá parametru ψ(k). Výpočet byl
proveden v (1.2). Tedy

pj(yi;ψ
(k)) =

π
(k)
j f(yi; θ

(k)
j )

f(yi;ψ(k))
. (2.16)

Dále budeme značit symbolem

p
(k)
ij = pj(yi;ψ

(k)).

2.4.2 M-krok

Ted’ bude naš́ım ćılem naj́ıt řešeńı rovnice ψ(k+1) = argmaxψ∈Ψ Q(ψ|ψ(k)).
Označ́ıme-li

Q1(ψ|ψ(k)) =

n
∑

i=1

g
∑

j=1

p
(k)
ij log πj , Q2(ψ|ψ(k)) =

n
∑

i=1

g
∑

j=1

p
(k)
ij log f(yi,θj),

z (2.15) lze ověřit, že Q(ψ|ψ(k)) = Q1(ψ|ψ(k))+Q2(ψ|ψ(k)). Nav́ıc v Q1(ψ|ψ(k))
se z parametr̊u vyskytuj́ı pouze poměry složek πj a v Q2(ψ|ψ(k)) naopak pouze
parametry hustot θj . To nám umožńı maximalizaci rozdělit do dvou část́ı. V pr-

vńı, pomoćı maximalizace Q1(ψ|ψ(k)), najdeme nové odhady π
(k+1)
j a ve druhé

se poté zaměř́ıme na hledáńı nových odhad̊u θ
(k+1)
j .

Nyńı se tedy budeme věnovat hledáńı π
(k+1)
j . Označme

π = (π1, . . . πg)
⊤, P =

(

π ∈ (0,1)g :

g
∑

j=1

πj = 1

)

, P
(k)
1j =

n
∑

i=1

p
(k)
ij .
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Pak P je parametrický prostor pro π. Pomoćı Lagrangeovy věty o multiplikátoru
nyńı vyřeš́ıme rovnici

π(k+1) = argmax
π∈P

n
∑

i=1

g
∑

j=1

p
(k)
ij log πj = argmax

π∈P

g
∑

j=1

P
(k)
1j log πj , (2.17)

Protože P neńı kompaktńı prostor, muśıme ho nějak uzavř́ıt. To ale nebude
obt́ıžné, protože uzavřený neńı jen když πj → 0 pro nějaké j a v tomto př́ıpadě

se hodnota sumy bĺıž́ı k −∞. Formálně položme c = minj=1,...,g P
(k)
1j , c > 0 a u-

važme π ∈ P takové, že ∃j0 : πj0 ≤
(

c
n

)gn/c
. Potom, protože sč́ıtance sumy jsou

záporné
g
∑

j=1

P
(k)
1j log πj < P

(k)
1j0

log πj0 ≤ c log
( c

n

)gn/c

= gn log
c

n
.

Nyńı je zřejmé, že pokud maximum sumy bude větš́ı než gn log c
n
, muśı být

splněna následuj́ıćı podmı́nka:

∂

∂πj

(

g
∑

j=1

P
(k)
1j log πj + λ

(

g
∑

j=1

πj − 1

))

(π
(k+1)
j ) = 0, j = 1, . . . ,g,

kde λ je Lagrange̊uv multiplikátor. Z čehož máme:

P
(k)
1j

1

π
(k+1)
j

+ λ = 0 ⇔ P
(k)
1j + λπ

(k+1)
j = 0, j = 1, . . . ,g. (2.18)

Sečteńım rovnic (2.18) pro všechna j a s využit́ım, že

g
∑

j=1

π
(k+1)
j = 1 &

g
∑

j=1

P
(k)
1j = n,

dostaneme λ = −n. Dosazeńım do (2.18) źıskáme, že

π
(k+1)
j =

P
(k)
1j

n
, j = 1, . . . ,g.

Posledńı, co zbývá ukázat je:

g
∑

j=1

P
(k)
1j log

P
(k)
1j

n
>

g
∑

j=1

n log
c

n
= gn log

c

n
.

Tedy můžeme ř́ıci, že

π
(k+1)
j =

P
(k)
1j

n
=

1

n

n
∑

i=1

p
(k)
ij , j = 1, . . . ,g, (2.19)

maximalizuje (2.17). Zaj́ımavá je interpretace těchto vzorc̊u. Každé pozorováńı
přisṕıvá do odhadu πj velikost́ı pravděpodobnosti (při aktuálńı hodnotě ψ(k)),
se kterou do j-té komponenty patř́ı, což je velmi př́ımočaré a odpov́ıdá intuici.
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Zbývá nám maximalizovat Q2(ψ|ψ(k)). Tedy naj́ıt nový odhad ξ(k+1) parame-
tru ξ. To se v takovéto obecnosti ukazuje jako nemožné. Jedna z možných cest
je hledáńı řešeńı rovnice

∂Q2(ψ|ψ(k))

∂ξ
=

n
∑

i=1

g
∑

j=1

p
(k)
ij

∂ log f(yi,θj)

∂ξ
= 0.

Tyto rovnice však už v obecném tvaru nejdou dále nějak pěkně upravit. Uká-
žeme si ale, že v př́ıpadě normálńıch směśı lze naj́ıt explicitńı řešeńı. To bude
předmětem následuj́ıćı kapitoly.
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Kapitola 3

Normálńı směsi

V této kapitola se zaměř́ıme na rodinu směśı, které v jej́ım samotném kontextu
hraj́ı prominentńı roli. Těmi jsou normálńı směsi. V předchoźı kapitole jsme od-
vodili pouze část vzorc̊u pro iteraci EM algoritmu a nyńı si ukážeme, že v př́ıpadě
normálńıch směśı lze explicitně odvodit vzorce i pro ostatńı parametry modelu.

Mějme tedy p-rozměrnou normálńı směs ve tvaru (1.4), tj. směs jej́ıž hustoty
složek jsou tvaru

f (y; θj) =
1

(2π)p/2|Σj|
1

2

exp

(

−1

2
(y − µj)

⊤Σ−1
j (y − µj)

)

, j = 1, . . . ,g,

kde vektor θj obsahuje vektor středńıch hodnot µj a prvky matice Σj, které jsou
v horńım trojúhelńıku. Ty budeme značit vec(Σj). Tj θj = (µ⊤

j ,vec(Σj)
⊤)⊤.

3.1 EM algoritmus pro normálńı směsi

Necht’ Y1, . . . ,Yn je náhodný výběr z p-rozměrné g-složkové normálńı směsi
f(y,ψ), kde vektor ψ obsahuje všechny neznámé parametry modelu. Z minulé
kapitoly v́ıme, že naš́ım ćılem je maximalizovat funkci

Q(ψ|ψ(k)) = E
[

ℓc(ψ)|ya,ψ(k)
]

pro předem dané ψ(k). Označili jsme si

ψ(k+1) = argmax
ψ∈Ψ

Q(ψ|ψ(k)) = argmax
ψ∈Ψ

(

Q1(ψ|ψ(k)) +Q2(ψ|ψ(k))
)

a pomoćı maximalizace funkce Q1(ψ|ψ(k)) jsme źıskali nový odhad (2.19) poměr̊u
složek směsi

π
(k+1)
j =

P
(k)
1j

n
, j = 1, . . . ,g.

Zbývá nám dopoč́ıtat parametry vektoru ξ, což v př́ıpadě námi uvažovaných
normálńıch směśı znamená nové odhady středńıch hodnot a rozptylových matic.
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Vyjádř́ıme-li Q2(ψ|ψ(k)) pro normálńı směs, dostaneme

ξ(k+1) = argmax

n
∑

i=1

g
∑

j=1

p
(k)
ij

(

−1

2
log
(

(2π)k|Σj |
)

− 1

2
(yi − µj)

⊤Σ−1
j (yi − µj)

)

= argmax
n
∑

i=1

g
∑

j=1

p
(k)
ij

(

log
(

|Σ−1
j |
)

− (yi − µj)
⊤Σ−1

j (yi − µj)
)

. (3.1)

Uvědomı́me si, že nalezeńı nových středńıch hodnot je jednoduché. To z toho
d̊uvodu, že (3.1) je kvadratickou funkćı µj, nav́ıc se záporným koeficientem u dru-

hé mocniny. Tud́ıž pro µ
(k+1)
j nutně muśı platit a je i postačuj́ıćı, že

∂

∂µj

(

n
∑

i=1

g
∑

j=1

p
(k)
ij

(

log
(

|Σ−1
j |
)

− (yi − µj)
⊤Σ−1

j (yi − µj)
)

)

(µ
(k+1)
j ) = 0.

Derivováńım dle µj, využit́ım, že Σ−1
j je regulárńı matice a následnou úpravou

potom dostaneme, že

n
∑

i=1

p
(k)
ij 2Σ−1

j (yi − µ(k+1)
j ) = 0,

n
∑

i=1

p
(k)
ij yi =

n
∑

i=1

p
(k)
ij µ

(k+1)
j ,

µ
(k+1)
j =

∑n
i=1 p

(k)
ij yi

∑n
i=1 p

(k)
ij

. (3.2)

Podobně jako vzorec pro výpočet poměr̊u složek směsi, vzorec (3.2) má také
přirozenou interpretaci. Každé měřeńı přisṕıvá do odhadu dané středńı hodnoty
proporćı, se kterou si v daném okamžiku mysĺıme, že do té složky patř́ı. Tento
součet pak vyděĺıme předpokládanou velikost́ı složky ve směsi. Jde tud́ıž o ana-
logii váženého výběrového pr̊uměru.

Konečně nový odhad rozptylové matice Σj spoč́ıtáme obdobně. Vyjádř́ıme

∂

∂Σ−1
j

(

n
∑

i=1

g
∑

j=1

p
(k)
ij

(

log
(

|Σ−1
j |
)

− (yi − µj)
⊤Σ−1

j (yi − µj)

)

)

(Σ
(k+1)
j ) = 0.

Odsud dostaneme, že je nutné řešit rovnici

n
∑

i=1

p
(k)
ij

(

Σ
(k+1)
j − (yi − µ(k+1)

j )(yi − µ(k+1)
j )⊤

)

= 0.

Jednoduchou úpravou poté dostaneme výsledný vzorec

Σ
(k+1)
j =

∑n
i=1 p

(k)
ij (yi − µ(k+1)

j )(yi − µ(k+1)
j )⊤

∑n
i=1 p

(k)
ij

, j = 1, . . . , g. (3.3)
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Zbývá ukázat, že se opravdu jedná o maximum funkce. K tomu nám bude
stačit zjǐstěńı, že se jedná o konkávńı funkci matice Σ−1

j . S využit́ım pravidel
maticového kalkulu o derivaci inverzńı matice můžeme poč́ıtat

∂2

∂(Σ−1
j )2

Q2(ψ|ψ(k)) =

n
∑

i=1

−p
(k)
ij (Σj ⊗Σj) = −P

(k)
1j (Σj ⊗Σj), (3.4)

kde symbol ⊗ znač́ı Kronecker̊uv maticový součin. Potřebujeme, aby matice
na pravé straně v (3.4) byla negativně definitńı pro všechna Σ−1

j , k čemuž stač́ı
ukázat, že matice Σj ⊗ Σj je pozitivně definitńı. Pro naše účely tuto vlastnost
ukážeme pouze pro matice Σj rozměru 2×2. Předpokládejme, že prvky matice Σj

jsou postupně a11, a12, a21 a a22. Ze Schurovy komplementárńı podmı́nky pro pozi-
tivńı definitnost matice (Dattorro, 2015, strana 527) nám stač́ı ukázat, že matice
a11Σj a a22Σj − a12Σj · 1

a11
Σ−1

j · a21Σj jsou pozitivně definitńı. To je ale př́ımý
d̊usledek toho, že Σj je pozitivně definitńı d́ıky čemuž ze Sylvestrova kritéria
v́ıme, že a11 > 0 a a11a22 > a12a21.

Znovu se jedná o analogii výpočtu výběrové rozptylové matice, které jsou
nav́ıc váženy odhadovanou pravděpodobnost́ı, že daný prvek nálež́ı do j-té sku-
piny.

Označ́ıme-li nav́ıc

P
(k)
2j =

n
∑

i=1

p
(k)
ij yi & P

(k)
3j =

n
∑

i=1

p
(k)
ij yiy

⊤

i ,

můžeme všechny parametry pro (k + 1)ńı iteraci EM algoritmu normálńı směsi
odvozené v (2.19),(3.2) a (3.3) vyjádřit jako

π
(k+1)
j =

P
(k)
1j

n
, µ

(k+1)
j =

P
(k)
2j

P
(k)
1j

,

Σ
(k+1)
j =

P
(k)
3j −

(

P
(k)
1j

)−1

P
(k)
2j

(

P
(k)
2j

)⊤

P
(k)
1j

, (j = 1, . . . ,g). (3.5)

Zobrazeńı definované vzorci (3.5) pro ψ ∈ Ψ je tedy EM algoritmem alespoň
pro dvourozměrné normálńı směsi. Obecně v literatuře, která se odvozeńım vzorc̊u
EM algoritmu pro normálńı směsi zabývá, bylo zvykem odvodit toto zobrazeńı
pouze z nutných podmı́nek existence extrému. To, zda-li tyto parametry skutečně
maximalizuj́ı (2.15), nebylo, pokud nám je známo, nikde detailně ukázáno a tento
fakt se tǐse předpokládal.

V př́ıpadě homoskedastické směsi, když předpokládáme, že rozptylové matice
jsou stejné, můžeme postupovat obdobně pomoćı derivace funkce Q2(ψ|ψ(k)).
Po jednoduchých úpravách źıskáme vážený pr̊uměr rozptylových matic (3.3).
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3.2 Odhad modelu produkce cytokinu IL10

Nyńı navážeme na model produkce cytokinu IL10, který jsme uvedli v sekci
1.4. V předchoźıch kapitolách jsme popsali zp̊usob odhadováńı modelu pomoćı
metody maximálńı věrohodnosti s využit́ım EM algoritmu, jenž nyńı aplikujeme.
Jakým zp̊usobem analýzu provedeme, poṕı̌seme na následuj́ıćıch řádćıch.

K analýze použijeme software R a volně dostupný baĺık EMCluster (Chen
a kol., 2012), v němž je již EM algoritmus naprogramován. Ćılem analýzy bude
naj́ıt vhodný model rozděleńı produkce cytokinu, který odpov́ıdá jak naměřeným
dat̊um tak i lidské intuici. Uvažujme tud́ıž dvě skupiny, jednu nemocnou a dru-
hou zdravou, čemuž odpov́ıdá volba g = 2. Pro spuštěńı EM algoritmu bude
potřeba vybrat počátečńı podmı́nky pro algoritmus. Ty se pokuśıme zvolit tak,
abychom objevili co možná všechna lokálńı maxima log-věrohodnostńı funkce
(2.1). Zvolme tedy 9 středńıch hodnot rovnoměrně rozdělených po ploše, na které
jsou umı́stěna data, a dále 9 r̊uzných rozptylových matic. Samotný algoritmus
spust́ıme z odlǐsných kombinaćı těchto středńıch hodnot a rozptylových matic
při shodném poměru složek směsi 0,5. T́ımto postupem vytvoř́ıme celkem 2916
r̊uzných počátečńıch pozic, ze kterých postupně algoritmus odstartujeme. Ukázalo
se, ze všech těchto počátečńıch pozic algoritmus dokonvergoval vždy k jednomu
ze sedmi parametrických vektor̊u, určuj́ıćıch rozděleńı směśı uvedených v ta-
bulce 3.1.

π µ1 µ2 σ1 σ2 ρ ℓ(ψ)

0,62 1,44 −0,44 1,22 2,01 0,01
ψ̂1

0,38 0,36 −3,19 0,40 0,90 0,63
−108,7

0,75 1,11 −0,69 1,06 1,85 0,44
ψ̂2 0,25 0,79 −3,93 1,25 0,45 −0,41

−111,6

0,77 1,30 −0,81 1,13 1,98 0,11
ψ̂3 0,23 0,11 −3,77 0,27 0,42 −0,16

−109,2

0,94 0,85 −1,48 0,89 2,10 0,45
ψ̂4 0,06 3,81 −1,54 0,08 2,66 1,00

41,4

0,90 1,06 −1,44 0,95 2,19 0,59
ψ̂5 0,10 0,76 −1,89 2,05 1,60 −1,00

−109,9

0,84 0,97 −1,83 0,94 2,17 0,30
ψ̂6

0,16 1,34 0,26 1,73 0,67 0,93
−113,5

0,94 0,96 −1,52 1,04 2,05 0,55
ψ̂7 0,06 2,07 −0,98 1,66 3,22 −1,00

12,7

Pro ψ̂i tabulka ukazuje odhad parametr̊u dvousložkové normálńı směsi
jemu odpov́ıdaj́ıćı. π je poměr zastoupeńı složky ve směsi a µ1, µ2, σ1, σ2, ρ
pak jej́ı parametry. (V každé směsi jsou dvě složky.)

Tabulka 3.1: Parametry rozděleńı směsi určené lokálńımi maximizátory
věrohodnostńı funkce.
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Je zaj́ımavé, že hodnoty log-věrohodnostńı funkce v źıskaných parametrických
vektorech jsou od sebe dosti odlǐsné. Zejména hodnoty ℓ(ψ̂4) a ℓ(ψ̂7) jsou pře-
kvapivě vysoké a znatelně se lǐśı od ostatńıch, které jsou všechny bĺızko hodnotě
−110, jak se můžeme přesvědčit v tabulce 3.1. Pokud se ale podrobněji pod́ıváme
na korelačńı koeficient ψ̂4 a ψ̂7 druhé složky v této tabulce, zjist́ıme, že je 1,
resp. −1. To znamená, že rozptylová matice této složky je singulárńı. O tom,
že podobná situace může nastat, jsme diskutovali v sekci 2.1. Tato degenerovaná
rozděleńı určená vektory ψ̂4 a ψ̂7 nám zřejmě neposkytnou vhodný model.

Vid́ıme, že ani jeden ze zbylých odhad̊u parametru ψ nebude odhadem me-
todou maximálńı věrohodnosti, protože nemaximalizuje věrohodnostńı funkci.
Avšak jak je z obrázk̊u 3.1 a 3.2, kde jsou rozděleńı směśı naznačena, patrné,
některá źıskaná rozděleńı by mohla přijatelně vystihovat popisovaný model. Pro-
tože jsme v pr̊uběhu této bakalářské práce nezmı́nili žádné možné testy, kterými
lze vhodnost modelu testovat, v př́ıpadě že bychom chtěli vybrat jedno rozděleńı,
které

”
sed́ı nejlépe“, nezbývá nám nic jiného než použ́ıt intuici a heuristiku.
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Obrázek 3.1: Znázorněńı prvńıch tř́ı rozděleńı, jejichž odpov́ıdaj́ıćı parametrické
vektory lokálně maximalizuj́ı věrohodnostńı funkci.
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Jedńım z vod́ıtek, které z rozděleńı by mohlo být vhodné, může být informace
o poměru pod́ılu složky π1. Data, která máme k dispozici, totiž obsahovala i údaj,
zda-li měřený pacient trpěl paradontózou či ne. Dı́ky tomu v́ıme, že zkoumáme
měřeńı 17 nemocných a 15 zdravých pacient̊u. Proto lze očekávat, že poměr π1

by měl být okolo hodnoty 0,55. Pokud se pod́ıváme na parametrické vektory ψ̂5

a ψ̂6, hodnota π1 je u nich větš́ı než 0,83, což je výrazně v́ıce, než je očekáváno.
Nav́ıc složka s menš́ım poměrem je u obou rozděleńı do značné mı́ry singulárńı,
jak je patrné z obrázku 3.2 i hodnot v tabulce 3.1, a z medićınského hlediska neńı
jediný d̊uvod, proč by měla být produkce cytokinu u jedné takové skupiny takto
svázána. Proto se rozděleńımi reprezentovanými těmito parametrickými vektory
nebudeme dále zabývat.

Zbylé 3 rozděleńı, definované parametrickými vektory ψ̂1, ψ̂2 a ψ̂3 zat́ım po-
necháme jako realistické a budeme je zkoumat podrobněji v daľśı sekci, kde
budeme porovnávat správnost určeńı jednotlivých pacient̊u do daných skupin.
Zjist́ıme, jak moc modely odpov́ıdaj́ı naměřeným hodnotám, a zkuśıme určit,
který z nich nejlépe popisuje produkci cytokinu IL10, tak jak byla zjǐstěna.
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Obrázek 3.2: Znázorněńı zbylých čtyř rozděleńı, jejichž odpov́ıdaj́ıćı parametrické
vektory lokálně maximalizuj́ı věrohodnostńı funkci.
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Kapitola 4

Shlukováńı

V některých aplikaćıch model̊u konečných směśı může být ćılem zjǐstěńı, do kte-
rých skupin pozorované prvky patř́ı. Je přirozené se ptát, pokud předpokládáme,
že studovaná populace se děĺı řekněme na dvě skupiny, ze které skupiny daný ob-
jekt pocháźı. Dost možná je toto totiž i hlavńı ćıl, proč model směsi odhadujeme.

Mějme tedy g r̊uzných skupin nějaké populace a sledujme na ńı rozděleńı
náhodného vektoru Y . Necht’ tato veličina má v j-té skupině rozděleńı definované
hustotou f(y; θj). Pak, jak jsme si ukázali, má náhodný vektor Y rozděleńı dáno
hustotou (1.3), tedy hustotou

f (y;ψ) =

g
∑

j=1

πjf(y; θj),

kde θj a πj, j = 1, . . . , g,
∑

πj = 1, jsou neznámé parametry obsaženy ve vek-
toru ψ. Naš́ım ćılem je na základě pozorováńı Y určit, ze které skupiny pozo-
rovaný objekt pocháźı. Jinými slovy to znamená určit pro y jeho odpov́ıdaj́ıćı
vektor z, jenž daný jev přesně popisuje.

Abychom tak ale mohli učinit, je prvńı nutné odhadnout samotné rozděleńı
směsi Y . To uděláme na základě pozorovaného náhodného výběru y1, . . . ,yn,
s hustotou (1.3), který je pro odhadnut́ı modelu nezbytný. Odhad lze pak provést
např́ıklad pomoćı dř́ıve uvedené metody maximálńı věrohodnosti a EM algoritmu.
Předpokládejme tedy, že jsme pomoćı jisté metody źıskali odhad ψ̂ ∈ Ψ para-
metrického vektoru ψ. Predikce hodnot vektor̊u zi pak lze provést na základě
velikosti zpětné pravděpodobnosti, že pozorovaný vektor yi patř́ı do nějaké sku-
piny. Ty jsou dány pravděpodobnostmi p1(yi; ψ̂), . . . , pg(yi; ψ̂), kde použ́ıváme

značeńı pj(yi; ψ̂) = P(Zij = 1|Yi = yi; ψ̂), j = 1, . . . , g, viz (2.16).

Přesněji, hodnotu vektoru zi budeme predikovat vektorem ẑi, jehož prvek ẑij
definujeme jako

ẑij = 1, když j = arg max
l=1,...,g

pl(yi; ψ̂),

= 0, jinak, (4.1)

pro i = 1, . . . , n a j = 1, . . . , g. Je zřejmé, že v př́ıpadě rovnosti některých z těchto
pravděpodobnost́ı by se mohlo stát, že vektor ẑi obsahuje v́ıce než jednu jedničku.
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I v tomto př́ıpadě bychom pozorováńı přǐradili pouze jedné skupině, a to libovolné
z těch, u kterých je dosažena nejvyšš́ı hodnota pj(yi; ψ̂). Označme tento odhad

ẑi = rB(yi; ψ̂).

V př́ıpadě, že náš odhad ψ̂ přesně odpov́ıdá skutečné hodnotě parametrického
vektoru ψ, nazývá se toto pravidlo přǐrazováńı (4.1) Bayesovo pravidlo. Protože
nav́ıc všechny tyto pravděpodobnosti maj́ı společný jmenovatel f(yi), lze se po-
chopitelně rozhodovat pouze na základě relativńıch velikost́ı hustot složek váže-
ných podle poměru zastoupeńı ve směsi, tj. na základě velikosti πjf(yi; θ̂j).

Bude užitečné se i zamyslet, jak bude fungovat toto pravidlo v př́ıpadě, kdy
źıskáme špatný odhad ψ̂ parametru ψ. Je možné, že i tak budou ẑi stále dobrými
odhady zi č́ımž mysĺıme, že ve většině př́ıpad̊u bude platit rB(yi;ψ) = rB(yi; ψ̂).
Ze zp̊usobu určováńı těchto odhad̊u je zřejmé, že je podstatné, aby model velmi
dobře odpov́ıdal zejména na hranićıch určuj́ıćıch r̊uzné skupiny, tedy v okoĺı
množiny

{y : πjf(y; θj) = πlf(y; θl), j < l = 2, . . . , g}. (4.2)

Tud́ıž např́ıklad pro vzájemně odlehleǰśı skupiny je d̊uležité jen, aby mo-
del přesně odpov́ıdal zejména na kraj́ıch rozděleńı jednotlivých skupin. Přesnost
určeńı, odkud měřeńı pocháźı, je tedy dána v podstatě vlastnost́ı jak úspěšně
dokáže rB(yi; ψ̂) přǐrazovat do správných skupin pozorováńı nejasného p̊uvodu.

4.1 O nezdravých hodnotách zdravých lid́ı

V této posledńı části mé bakalářské práce práce se ještě jednou vrát́ıme k mo-
delu produkce cytokinu IL10 u lid́ı trṕıćıch paradontózou. Jak jsme si uvedli
v sekci 3.2, metodou maximálńı věrohodnosti s pomoćı EM algoritmu jsme źıskali
7 parametrických vektor̊u které lokálně maximalizuj́ı věrohodnostńı funkci (2.1).
Po porovnáńı vlastnost́ı, které maj́ı jimi definovaná rozděleńı s přirozenou lé-
kařskou představou produkce cytokinu, nám z̊ustaly tři parametrické vektory
ψ̂1, ψ̂2, ψ̂3, které by mohly vhodně popisovat náš model.

Každé z těchto rozděleńı má dvě dvourozměrné normálńı složky. Je přirozené
předpokládat, že rozděleńı, kterým se ř́ıd́ı produkce cytokinu IL10 u zdravých lid́ı
bude to, jehož středńı hodnota je v obou složkách menš́ı. V př́ıpadě rozděleńı defi-
nované vektory ψ̂1, ψ̂2 a ψ̂3 toto vždy splňuje složka s menš́ım poměrem ve směsi,
jak je patrné např́ıklad z obrázku 3.1. Nyńı navážeme na problematiku disku-
tovanou na počátku této kapitoly a budeme r̊uzným měřeńım přǐrazovat sku-
pinu, do které zkoumańı pacienti patř́ı. To budeme provádět na základě pravidla
rB(yi; ψ̂i), i = 1, 2, 3.

Protože v́ıme, kteř́ı pacienti trpěli paradontózou, můžeme pro porovnáńı uvá-
žit i odhad parametrického vektoru ψ̂c, který byl vypočten jako směs normálńıch
rozděleńı, které byly odhadnuty metodou maximálńı věrohodnosti pro každou
skupinu zvlášt’. Tedy jsme odhadli př́ımo parametry složek θj a jejich poměry
pak byly dopočteny jako poměr zastoupeńı nemocných/zdravých v datech.
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Nejmenš́ı počet šesti chyb zaznamenalo přǐrazovaćı pravidlo rB(yi; ψ̂1), které
bylo těsně následováno pravidlem rB(yi; ψ̂3), jak je patrné z tabulky 4.1. Třet́ı
v pořad́ı skončilo rB(yi; ψ̂c) a nejhorš́ı s v́ıce jak třetinou špatně určených pacient̊u
bylo rB(yi; ψ̂2). Je zaj́ımavé, že rB(yi;ψc) skončilo v porovnáńı s daľśımi pravi-
dly o tolik h̊uře, ačkoliv na výpočet parametrického vektoru určuj́ıćı toto pravidlo
bylo použito v́ıce informaćı než pro ostatńı odhady. To je ale dáno zejména čtyřmi
odlehlými pozorováńımi

”
zdravých“ lid́ı, které ve všech př́ıpadech byly zařazeny

do skupiny nemocných. Pro rB(yi; ψ̂c) měla ale tato pozorováńı d̊usledek zvětšeńı
oblasti pro zdravé pacienty, do které se pak vešly i hodnoty pacient̊u nemocných.

Překvapuj́ıćı je i nula v kolonce špatně určených zdravých lid́ı u pravidla
daného vektorem ψ̂3. To znamená, že každý pacient, u kterého bylo odhadnuto,
že je zdravý, byl zdravý. Pokud se pod́ıváme na třet́ı graf v obrázku 3.1, můžeme
si všimnout, že menš́ı složka ze směsi má velmi malý rozptyl a je koncentrovaná
u několika málo bod̊u v levém dolńım rohu grafu. V té oblasti se ale nacháźı pouze
8 měřeńı zdravých pacient̊u.

Jak bylo zmı́něno, cytokin IL10, stejně jako daľśı látky ze skupiny interleukin̊u
jsou produkovány jako imunologická reakce při napadeńı těla. V našich datech
za nemocného pacienta považujeme pacienta trṕıćıho paradontózou. Pochopitelně
ale i pro nás zdravý pacient může mı́t zvýšenou produkci IL10 z d̊uvodu jiného
onemocněńı, což lze přijmout i za d̊uvod čtyř velmi odlehlých pozorováńı zdravých
pacient̊u. To by mohlo vést k utvořeńı hypotézy, že v těchto hodnotách se pohy-
buj́ı č́ısla úplně zdravých pacient̊u a že menš́ı složka ze směsi určena odhadem ψ̂3

je odhadem produkce IL10 u této skupiny.

Zmı́nili jsme, že přǐrazovaćı pravidlo rB(yi; ψ̂1) je ještě o trochu lepš́ı než výše
diskutované rB(yi; ψ̂3). Jak je z obrázku 4.1 patrné, výsledné predikované vek-
tory pro jednotlivá pozorováńı se lǐśı pouze u pěti pacient̊u. Jejich měřeńı lež́ı
relativně někde mezi skupinami s největš́ı koncentraćı zdravých a nemocných
pacient̊u, tj. právě v okoĺı množiny (4.2). Jedná se tedy o měřeńı nejasného
p̊uvodu a přǐrazovaćı pravidla se vlastně lǐśı jen v tom, že jednou tuto malou
skupinku přǐrad́ı k nemocným a jednou ke zdravým. Protože v ńı jsou ale 3 hod-
noty zdravých pacient̊u, tak pravidlo rB(yi; ψ̂1) vycháźı v hodnoceńı lépe.

Bylo by předčasné dělat závěry ohledně výsledného tvaru směsi, ty by totiž
měly být provedeny až na základě nějakých seriózńıch test̊u, které jsme v této
práci neodvozovali ani neprováděli. Na druhou stranu si lze na základě naš́ı

Správně určeńı Špatně určeńı
Pravidlo

Zdrav́ı Nemocńı Zdrav́ı Nemocńı
Počet chyb

ψ1 11 15 2 4 6
ψ2 6 15 2 9 11
ψ3 8 17 0 7 7
ψc 11 12 5 4 9

Tabulka 4.1: Chybovost určováńı do skupin.
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analýzy vytvořit hlubš́ı představu o modelu a povaze pozorováńı. Pro skutečné
použit́ı našeho modelu v praxi by pak nav́ıc byl potřeba odhad na základě ná-
hodného výběru z celé populace, což výběr, se kterým jsme pracovali nesplňoval.
Data totiž jsou primárně určena pro ukázańı vztahu zvýšené produkce interleu-
kin̊u u pacient̊u trṕıćı paradontózou a v zájmu výzkumných ćıl̊u pańı doktorky
Bártlové, která data naměřila, bylo źıskat hodnoty produkce u jistého počtu lid́ı
v každé skupině. Proto je pod́ıl nemocných a zdravých lid́ı v našem datovém sou-
boru podobný, což pochopitelně neodpov́ıdá realitě. Na druhou stranu by tento
problém šel vyřešit prostým upraveńım složek směsi tak, aby u směsi reprezen-
tuj́ıćı skupinu nemocných byl poměr roven velikosti rozš́ı̌reńı nemoci v populaci.

I přesto věř́ım, že se nám na tomto př́ıkladě podařilo ilustrovat použit́ı modelu
směsi jako zp̊usob analýzy výskytu nějaké vlastnosti v populaci.
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Legenda: kř́ı̌zek znázorňuje hodnotu pacienta s paradontózou, kolečko zdravého.

Obrázek 4.1: Hranice přǐrazovaćıho pravidla pro rozděleńı definované
uvažovanými parametrickými vektory ψ1,ψ2,ψ3 a ψc.
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Závěr

Jsme na konci bakalářské práce, která měla za ćıl představit model konečné
směsi a ukázat cestu, jakým se dá následně v praxi použ́ıt. Zejména jsme se vě-
novali odhadováńı modelu pomoćı metody maximálńı věrohodnosti, při které ale
může nastat množstv́ı komplikaćı. Problematická se nám ukázala hlavně vlast-
nost, že věrohodnostńı funkce náhodného výběru nemuśı být omezená, kv̊uli
čemuž jsme se zaměřili na hledáńı lokálńıch maxim věrohodnostńı funkce pomoćı
EM algoritmu. Ačkoliv tyto odhady pak nemaximalizuj́ı hodnotu věrohodnostńı
funkce, lze ukázat, že maj́ı podobné vlastnosti jako odhady metodou maximálńı
věrohodnosti. Bohužel už nám nezbyl prostor se touto velmi d̊uležitou teoríı
zabývat, č́ımž by se použitelnost konečných směśı ukázala v plné śıle. Zde vid́ım
prostor, kam by se tato práce mohla dále rozv́ıjet.

V pr̊uběhu této práce jsme se detailně věnovali EM algoritmu, znalost jehož
principu je pro pochopeńı funkcionality stěžejńı. V rámci druhé kapitoly, která
se odvozeńı algoritmu věnuje, je zachycena i elegantńı myšlenka, kterou algorit-
mus využ́ıvá. V daľśıch částech textu jsou pak odvozeny vzorce pro iteraci EM
algoritmu aplikovaného na nejběžněji použ́ıvaný model normálńıch směśı. V rámci
toho jsme kladli d̊uraz na splněńı postačuj́ıćıch podmı́nek pro maximum funkce,
když veškerá literatura, která se podobnému odvozeńı věnovala a se kterou autor
přǐsel do styku, hledala řešeńı pouze podmı́nek nutných. Funkčnost EM algo-
ritmu se nám pak podařilo dokázat pouze pro nejvýše dvourozměrné normálńı
směsi. Ve vyšš́ı dimenzi se o ni můžeme pouze domńıvat. To ale bylo postačuj́ıćı
s ohledem na naši následnou analýzu v prvńı kapitole uvedeného modelu, kde
jsme zkoumali dvourozměrnou normálńı směs.

Při výběru zadáńı bakalářské práce autor kladl d̊uraz na možnost prakticky
aplikovat vypsané téma, které v ńı mělo být náležitě vystiženo. Jsem přesvědčen,
že model produkce interleukinu 10 jakožto obranné reakce lidského těla při napa-
deńı nějakou nemoćı názorně ilustroval jedno z možných použit́ı směsi. Souvislost
produkce interleukin̊u při napadeńı paradontózou je aktuálně předmětem bádáńı
pańı doktorky Bártlové a pana doktora Běláčka z 1. lékařské fakulty Univerzity
Karlovy a já věř́ım, že model směsi jim umožńı trochu jiný náhled na jimi zkou-
maný problém. Použit́ı modelu směsi k ukázáńı jistých vztah̊u mezi produkćı
cytokinu a onemocněńı paradontózou už by pak byla taková třešnička na dortu
této práce. Je ale zřejmé, že pro př́ıpadné publikováńı výsledk̊u by bylo nutné
v analýze pokračovat, což součást́ı této práce nebude.

Pevně věř́ım, že tato práce poskytne všem čtenář̊um jednoduše pochopitelný
přehled o problematice konečných směśı a jej́ım možném využit́ı a zanechá v nich
přesvědčeńı, že se j́ı vyplat́ı, s ohledem na jej́ı praktičnost i eleganci, věnovat.
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parametrickými vektory ψ1,ψ2,ψ3 a ψc. . . . . . . . . . . . . . . 31

34



Seznam tabulek
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funkce. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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