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Kapitola 1

Uvod

Tyto stranky vznikly jako diplomova prace na Katedie didaktiky matematiky
Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Hlavnim cilem diplomové prace je seznamit Ctenaie s osovou afinitou a
sttedovou kolineaci, jejich vlastnostmi a pouzitim v roviné i prostoru. Pro
nazornost a lepsi pochopeni vztahu jsou pouzity dynamické applety ¢i kroko-
vané obrazky. Prace je urcena studentiim pro samostudium ¢i jako podpurny
materidl pro prohloubeni znalosti. Déle je prace urcena i ucitelum, ktefi v
praci naleznou sady tloh, které mohou vyuzit pti svych hodinach. Préce
jako takova neptedpokladd znalosti z oblasti deskriptivni geometrie. Pouze
v nékterych sadach tloh v ruznych promitacich metodédch se predpoklada,
ze student tyto metody promitani zna.Prace je sestavena jako ucebni text o
osové afinité a stredové kolineaci. Je rozdélena do Sesti kapitol. Prvni kapi-
tola je vénovana nevlastnim prvkum - nevlastnimu bodu a nevlastni piimce.
Kapitola je dulezita hlavné pro stredovou kolineaci.

Druha kapitola se zabyva osovou afinitou mezi dvéma rovinami i osovou
afinitou v roviné. Jsou zde popsany ruzné typy osové afinity, jeji charakteris-
tika a vlastnosti. V kapitole také najdeme ruzné zpusoby zadani osové afinity.
Specialné je zduraznéna kapitola o obrazu kruznice. Na konci kapitoly nalez-
nete ulohy na procviceni, prevazné na doplnovani dalsich utvaru, jako napf.
bod, ptimka, mnohothelnik, atd.

Tteti kapitola se zabyva stfedovou kolineaci mezi dvéma rovinami i stie-
dovou kolineaci v roviné. V kapitole jsou uvedeny invarianty stiedové ko-
lineace i vlastnosti, které se nezachovavaji. Jsou zde popsany ubézniky a
ubéznice a navod k jejich nalezeni ve stfedové kolineaci v roviné. V kapitole
také najdeme ruzné typy zadani kolineace. Specidlné je zduraznéna kapitola
o obrazu kruznice. Na konci kapitoly naleznete tlohy na procviceni, prevazné
na doplnovani dalsich dtvaru, jako napt. bod, primka, mnohoihelnik, atd.

V kapitole Klasifikace naleznete prehled, ktery dava do souvislosti osovou



afinitu, stfedovou kolineaci a dalsi typy zobrazeni.

Pata a Sesta kapitola se zabyvaji uzitim osové afinity a stiedové kolineace
v deskriptivni geometrii.

Vsechny kapitoly jsou doplnény fadou obrazku, krokovanych obrazku a
pohyblivych appleti, které byly vytvoreny ve volné dostupném programu
GeoGebra (viz http://www.geogebra.org/cms/) .

Prilohou diplomové préace je sbirka tloh na procviceni osové afinity a
sttedové kolineace. K nékterym tloham shirka obsahuje i feSeni.

1.1 Ovladani stranek

Navigace na strankach je v dvojiroviiovém menu na levé strané.

Jak jiz bylo zminéno, stranky obsahuji také dynamické applety. Aby
spravné fungovaly, je nutné mit povoleny JavaScript a Javu v prohlizeci. Ap-
plety jsou na rozdil od obrazku v ¢erném ramecku. Vzdy je u nich napsano,
jaka je jejich funkce. Pokud se v appletu ma pohybovat bodem, je tento bod
vétsinou ruzovy. Pohyb bodu urcujete pomoci mysi. Sta¢i kurzorem najet
na dany bod, podrzet levé tlac¢itko mysi a bod bude kopirovat Vami zvoleny
pohyb.

Na strankéch také naleznete krokované obrazky, které vétsinou simuluji
postup feseni zadané tlohy. Na nasledujici nebo ptedchozi obrazek se dosta-
nete pomoci Sipek pod obrazkem. Pod obrazkem se také zobrazuje text, ktery
popisuje konstrukei.

Ve vétsiné modernich prohlizeéu by nemélo byt problematické jejich zob-
razeni. PotiZze ovSsem mohou ¢init matematické symboly, pokud je dany pro-
hlize¢ nepodporuje.



Kapitola 2

Nevlastni prvky

2.1 Nevlastni prvky

Pro snazsi pochopeni nékterych pojmu a k rozdéleni afinity a kolineace se
nejprve podivame na nevlastni prvky, nevlastni bod a nevlastni ptimku. Ne-
vlastni prvky budeme potiebovat hlavné ve sttedové kolineaci, ale pomohou
nam i v osové afinité. Usnadni tvahy, protoze kazdé dvé ptimky pak maji
spoleény prusecik a kazdé dvé roviny maji prusecnici. Hojné se vyuzivaji
napiiklad v linearni perspektive.

2.2 Nevlastni bod

Obraz nevlastniho bodu zname z bézného zivota. Divali jste se nékdy na
dlouhé rovné koleje a zdalo se Vam, ze se sbihaji? Rozum nam tika, ze koleje
jsou rovnobézné, takze se protnout nemohou, ale oko vidi néco jiného. Koleje
se zdanlivé stale priblizuji, takze oku se zd&, ze by se nékde protnout mély.
Prave tento zdanlivy prusecik je obrazem nevlastniho bodu.



Obrazek 2.1: Sbhihajici se koleje.

Pojd’'me se na stejny problém podivat vice geometricky. Méjme v roviné
danu primku p a bod @, ktery na piimce p nelezi. Bodem () prochézeji piimky
q1, q2, - - - , které protinaji primku p v bodech Py, Ps,.... Tyto body nazyvame
vlastnimi body. Problém nastane, pokud bodem @) vedeme piimku ¢ rovno-
béznou s pirimkou p. V euklidovském prostoru rovnobézné piimky nemaji
spoleény prusecik. Kvuli praktickym aplikacim si tento pripad predstavime
tak, jakoby piimky byly témér rovnobézné a protinaly se hodné daleko. Rov-
nobézné primky se pak protinaji nekone¢né daleko. Tomuto pruseciku rikame
nevlastni bod. Na papiru nevlastni bod vyznacit nelze, protoze na ném nelezi.
V obrézcich oznac¢ime Sipkou v jakém sméru nevlastni bod lezi a tento smeér
oznac¢ime Poo.

w a pe

Obrazek 2.2: Nevlastni bod jako prusecik rovnobéznych primek.

Zkusme se na nevlastni bod podivat jesté z jiného pohledu. Muzeme si
predstavit, ze pifimka miii do néjakého nekonecné vzdaleného bodu — ukazuje
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smér, ve kterém bod lezi. Rovnobézné primky pak ukazuji na stejny bod.
Tento bod pak muzeme oznacit prusecikem primek a nazveme ho nevlastnim
bodem. 7 této ivahy také vyplyva, ze vSechny vzajemné rovnobézné primky
maji stejny nevlastni bod.

Obrazek 2.3: Vzajemné rovnobézné piimky maji stejny nevlatni bod.

Pro praktickou predstavu se muzeme podivat na ¢ary oznacujici jizdni
pruhy na rovné délnici. Ty jsou vzajemné rovnobézné, ale zda se, ze se vsechny
sbihaji v jednom bodé.

Obrazek 2.4: Sbihajici se pruhy na dalnici.
Poznamka 1 Stejné jako vime, Ze dvé ruznobéziné primky maji pravé jeden

spolecny bod, tak i dvé rovnobézné primky maji pouze jeden spoleény nevlastni
bod, i kdyz dvahy mohou vést k tomu, Ze jsou dva. (,Miri preci do nekonecna
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na obou strandch.“) Dalsim oduvodnénim by bylo, Ze smér primky je pouze
jeden. (Podobné jako v analytické geometrii. K popsani primky ndm staci
jeden vektor, ¢ili jeden smer.)

2.3 Nevlastni primka

Nevlastni pfimku muzeme definovat podobné jako nevlastni bod, jako pru-
seCnici rovnobéznych rovin.

Méjme dénu rovinu S a bod A, ktery v roviné [ nelezi. Bodem A pro-
chazi roviny oy, ao,... , které protinaji rovinu 3 v primkach by, by,... . Bodem
A muzeme vést rovinu « rovnobéznou s rovinou (. Tyto roviny nemaji v
euklidovském prostoru spolecnou prusecnici. Euklidovsky prostor proto roz-
sitime o dalsi nevlastni prvek, nevlastni primku. Nevlastni piimkou nazveme
prusecnici rovnobéznych rovin.

Obrazek 2.5: Rovnobézné roviny maji spole¢nou nevlastni piimku.

Sestrojme dalsi rovinu, napt. v, ktera je opét rovnobézna s rovinou f.
Roviny 7, 8 maji stejnou nevlastni ptimku b jako roviny «, . VSechny rov-
nobézné roviny maji spolecnou prusecnici - nevlastni primku.



Obrazek 2.6: Tti rovnobézné roviny maji spole¢nou nevlastni primku.

Nevlastni primku lze také chapat jako mnozinu vsech nevlastnich bodu
dané roviny. Z kapitoly o nevlastnim bodu (2.2, str. 9) vime, ze rovnobézné
piimky maji stejny nevlastni bod. Méjme v roviné dany piimky p, q, m,n,
kde p || ¢, m || n a pfimky p,m jsou ruznobézné. Piimky p,q uréuji jeden
nevlastni bod, ptimky m,n urcuji druhy nevlastni bod. Stejnym zpisobem
muzeme téchto bodu vytvorit nekoneéné mnoho. Vsechny tyto nevlastni body
tvori nevlastni primku. Muzeme si napriklad predstavit pohled na oteviené
moie. Rovnobézné primky se na horizontu zdénlivé protinaji. Tento prusecik
je obraz nevlastniho bodu. O horizontu pak tikdame, ze je to obraz nevlastni
primky. Obraziim nevlastnich bodu fikdme ibézniky, obdobné obrazu ne-
vlastni primky fikdme tibéznice.
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Obrazek 2.7: Nevlastni primka jako mnozina nevlastnich bodu.

2.4 Nevlastni rovina

Stejné jako jsme vytvorili nevlastni primku jako mnozinu vSech nevlastnich
bodu v roviné muzeme vytvorit nevlastni rovinu jako mnozinu vSech nevlast-
nich primek a nevlastnich bodu v prostoru.
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Kapitola 3

Osova afinita

3.1 Vztah mezi dvéma rovinami

Zkusme si predstavit tenké desky, které jsou osvétleny sluncem, a jejich stin
na podlozce. Nemohl by byt mezi deskami a jejich stinem néjaky vztah?
Uvazujme, ze slunce je tak daleko, ze jeho paprsky jsou vzajemné rovnobézné.
Potom muzeme vztah mezi deskami a jejich stinem ptirovnat ke vztahu osové
afinity.

Obrazek 3.1: Slunce osvétlujici desky:.

Uved’'me jesté jiny ptiklad, se kterym jsme se mohli setkat pti hodinach
stereometrie:

Priklad: Sestrojte tez ez pravidelného ctyrbokého hranolu ABCDEFGH
rovinou o, kterd je urcena body A’, B’, D’; A’ je bodem hrany AFE, B’ je bo-
dem hrany BF, D’ je bodem hrany DH.

15
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Obrazek 3.2: Krokované reseni: Zadani ilohy.

3.1.1 Definice

Mezi stinem desek, ktery vrha slunce na podlozku a fezem hranolu rovinou je
jista podoba. V obou piipadech se setkavame s osovou afinitou. Pfedstavme si
hranol a jeho fez tak, ze rovina fezu je nyni rovina desek a rovina podstavy
je podlozka. Desky jsou jednou hranou opfeny o stul a sviti na né slunce.
Povsimnéme si nyni nékterych vlastnosti.

Obrazek 3.3: Slunce osvétlujici desky.

1. Roh desek a jeho stin lezi na pfimce, kterd je rovnobéznd se slune¢nim
paprskem. Muzeme si v§imnout, ze to plati nejen pro kazdy roh, ale i
pro kazdy bod hrany (pro cely stin).
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2. Hrana desek A, B, ktera lezi na stole je totoznd se svym stinem. Tato
hrana je prusecnice roviny stolu a roviny, ve které desky lezi. Hrana
nelezici na stole, napt. A, C, a jeji stin se protinaji na prusecnici roviny
stolu a roviny, ve které desky lezi.

3. Pokud bod lezi na libovolné hrané desek, pak jeho stin nalezi stinu
prislusné hrany.

Priklad slunce a desek nam osovou afinitu nazorné predstavil. Pojd'me se
nyni podivat, jak pozorovani zobecnit:

Definice 1 , Uvazujme dvé ruznobézné roviny o, o, jejich prusecnici oznaéme
o . Zvolme ddle primku s tak, Ze s neni rovnobéind s Zadnou z rovin. Potom

pritadime navzdjem body a primky roviny o bodum a primkdm roviny o tak,

ze plati:

1. Spojgnice odpovidagjicich si bodi jsou rovnobéiné s primkou s.
2. Priseciky odpovidagicich si primek leZi na primce o.
3. Bod na primce se zobrazi opét do bodu na primce.

Tuto pribuznost nazveme osovou afinitou mezi dvéma ruznobéznymi rovi-
nami, primku s smérem afinity, primku o osou afinity.“ [5]

Obréazek 3.4: Osova afinita mezi dvéma rovinami.

Pozndmka: Bodum A, A" fikdme odpovidajici si body. V nékterych lite-
raturdach muzeme najit oznaceni body afinné sdruzené.

Porovnejme vlastnosti osové afinity s prikladem ,fez hranolu“. Rovina p
odpovid4 roviné fezu, rovina ¢’ odpovidd roviné dolni podstavy. Smér afinity
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s odpovida sméru hran, napiiklad AFE. Odpovidajici si body jsou napiiklad
body A, A’. Osa o je prusecnice rovin o, ¢ a odpovida prusecnici roviny pod-
stavy a roviny fezu.

Obréazek 3.5: Osové afinita a fez hranolu.

3.2 Osova afinita v roviné

Osovou afinitu jsme definovali jako vztah v prostoru - vztah mezi dvéma
rovinami. Castéji se setkdme s osovou afinitou v roving, protoze rysujeme
v roviné seSitu. Jak pfevedeme prostorovy vztah do roviny? Tento problém
vyTteSime stejné jako vSechny prostorové vztahy. Zvolime si smér promitani a
vSechny prvky rovnobézné promitneme. Volime rovnobézné promitani, pro-
toze zachovava rovnobéznost. Smér promitani volime tak, aby nebyl rovno-
bézny se smérem afinity, jinak by body A, A’ splynuly. Déle nesmi byt smér
promitdni rovnobézny s zadnou z rovin o, ¢’. Zvolime si rovinu 7, do které
budeme promitat a smér promitani ¢. Osu afinity o, odpovidajici si body
A, A’ promitneme pomoci sméru ¢ do roviny 7. Pro promitnuté body A, A’
plati opét vztah osové afinity, kde osa afinity o* je prumétem osy o a piimka
s#*, kterd urcuje smér afinity, je prumétem piimky s, nebo je uréen pruméty
bodu A, A" (Ax, A’x).
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Obrazek 3.6: Prumét prostorového vztahu osové afinity do roviny.

Podobné jako v osové afinité mezi dvéma rovinami se i v osové afinité v
roviné znaci osa afinity o, smér afinity s. Vzory bodu se znaci A, B, C, ..., ob-
razy bodu A’, B', ", .... Podobné jako body se oznacuji vzory piimek a, b, c, ...
a obrazy piimek a’, b, c....

es ee

pohybovat.

Obrazek 3.7: Applet z programu Geogebra

Poznamka: V praxi volime smér ¢ tak, ze body A a Ax splyvaji. Zjed-
noduSené feceno: Muzeme si predstavit, ze roviny oo’ zmizi a zustanou nam
pouze ,stopy* primek a bodu, na které se divame tak, jako by lezely v roviné
papiru a ne jako na prostorové vztahy.

19



3.2.1 Vlastnosti osové afinity

Jako u vSech zobrazeni, kterd zname, je dobré védét, jaké vlastnosti osova
afinita zachovava. Jinak feceno, co se pti zobrazeni neméni.

Délici pomér
Prvni dulezitou vlastnosti, kterou muzeme pii konstrukcich vyuzit je, ze osova
afinita zachovava délici pomér. Pojd’'me se podivat, co to délici pomeér je:

Definice 2 ,ABC jsou tri libovolné vlastni body, leZici na jedné primce, u

nichZ plati A # B # C. Delici pomér bodu C vzhledem k bodum A, B

v daném poradi je redlné cislo A, jehoZ absolutni hodnota je rovna podilu
|AC|

velikosti usecek B0

o LeZi-li bod C wvné usecky AB, pak je cislo A kladné.
e Lezi-li bod C mezi body A, B, pak je ¢islo \ zdporné.“ [6]

Délici pomér bodu A, B, C' zna¢ime (ABC) = A. Bod A nazyvame prv-
nim zakladnim bodem, bod B druhym zdkladnim bodem. Pofadi bodu A, B
neni libovolné. Pokud mezi sebou vyménime body A, B, dostaneme vztah:
(ABC) = m.

Z definice vyplyva, ze A # B a B # (. Muze vsak nastat ptipad, ze A =
C, potom je A rovna nule. Zndme délici pomér pro kazdy bod piimky az na
bod B (druhy zakladni bod) a nevlastni bod. Délici pomér bodu B musime v
definici vynechat. Pokud by platilo B = C, délili bychom nulou. Muzeme vsak
specidlné pro néj doplnit: ,,Délici pomér bodu B vzhledem k bodum A, B je
A = 00.“ Toto sdéleni muzeme chapat tak, ze bod B se nekoneéné blizi k bodu
C. Velikost usecky BC' je tedy témér nula a diky tomu hodnota zlomku %
roste nade vsechny meze, tedy do nekonecna. Podobnym zpusobem zavedeme
i délici pomér pro nevlastni bod: ,Délici pomér nevlastntho bodu piimky
vzhledem k libovolnym dvéma zakladnim bodum A, B této piimky je roven
1.“ Predstava by byla takové, ze bod C je tak daleko, ze vzdélenosti |AC| a
| BC'| jsou stejné. Nyni mame ke kazdému bodu piimky prifazen délici pomér
- praveé jedno ¢islo .

Vlastnost osové afinity, zachovavajici délici pomér, vyuzijeme hlavné v
pripadé, kdyz zobrazujeme stied usecky. Diky zachovavani délictho poméru
plati, ze (ABS)=(A'B'S"). Specialné pro stied usecky plati: (ABS)=(A'B'S")=
—1 (Stred usecky AB se zobrazi na stied tsecky A'B’).

V osové afinité se stied tsecky AB zobrazi na stied usecky A'B’. S ruzo-
vym bodem B mohu pohybovat.
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Obrazek 3.8: Applet z programu Geogebra

Rovnobéznost

Dalsi vlastnosti, kterou muzeme vyuzit pri konstrukci obrazu v osové afinité
je zachovani rovnobéznosti. Pokud jsou piimky p,q rovnobézné, pak jsou
jejich obrazy p’,q také rovnobézné. Tato vlastnost se vyuziva, pokud chci
najit obraz rovnobézniku (napiiklad étverce A, B, C, D). Staci tak najit body
A", B',C" a bod D’ doplnit na rovnobéznik, protoze vime, ze strana A’'B’ ||
C'D a AC'|| B'D'.

V osové afinité je obrazem ctverce rovnobéznik, protoze rovnobézné primky
se zobrazi opét na rovnobézky. S ruzovymi body mohu pohybovat.

.-f HHR*\IC

e

Obrazek 3.9: Applet z programu Geogebra
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Incidence

Vlastnost zachovavani incidence maji vSechna zobrazeni. Plati, ze pokud bod
@ lezi na pfimce ¢, pak obraz bodu @ (Q') lezi na obrazu piimky ¢ (¢'). Nikdy
se nemuze stat, ze bod, ktery lezi na ptimce, se zobrazi do bodu mimo obraz
primky.

3.2.2 Samodruzné prvky

Nejprve si feknéme, co jsou samodruzné prvky.

Samodruzny bod je bod, ktery se pti zobrazeni zobrazi sém na sebe. Plati
pro néj, ze X = X',

Samodruzna primka je primka, kterda se pii zobrazeni zobrazi sama na
sebe. Opét pro ni plati: y = ¢/. Bod Y, ktery lezi na pifmce y se ale zobrazi
do jiného bodu (Y”), ktery opét lezi na piimce y, Y # Y.

Primka samodruznijch bodu je primka, kde kazdy jeji bod je samodruzny.
Pro kazdy bod na piimce plati X = X'.

V osové afinité nalezneme samodruznou ptimku i pfimku samodruznych
bodu. Na ose afinity lezi samodruzny bod Y, ktery nalezi piimce b i primce
b'. Toto ale plati pro jakykoliv bod na ose afinity - osa afinity je piimkou
samodruznych bodu. Jinak fec¢eno: Vsechny body, které lezi na ose afinity
jsou samodruzné. Samodruzné piimky jsou piimky rovnobézné se smérem
afinity. Pifmka a || s se zobrazi na a’ tak, ze plati a = «’. Pro libovolny bod
A, lezici na piimce a (kromé bodu leziho na ose afinity) plati: A # A’.

Obrazek 3.10: Samodruzné prvky osové afinity.
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3.3 Typy a charakteristika osové afinity
3.3.1 Typy osové afinity

Rozlisujeme nékolik typu afinity podle vzajemné polohy osy afinity a sméru
afinity:
e Pravouhld afinita : smér afinity s je kolmy k ose afinity o

Pravouhld (¢i kolm4) afinita se vyuziva pii otaceni roviny (6.5, str. 95)
do prumeétny ¢i fezu kolmého hranolu (6.1, str. 75).

Obréazek 3.11: Pravoihla afinita.

o Sikmd afinita : smér afinity s nenf kolmy k ose afinity o.

Sikm4 afinita se vyuzivé napiiklad pfi fezu koseho hranolu (6.1, str. 75).

Obrazek 3.12: Sikm4 afinita.
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e Flace: Elaci muzeme chapat jako specidlni piipad sikmé afinity, kdy je
smeér afinity s rovnobézny s osou afinity o.

Obrazek 3.13: Elace.

3.3.2 Charakteristika

Véta 1 Jsou-li A# A" odpovidajici si body v 0sové afinité, kterd nent elact,
a Ax prusecik primky AA' s osou afinity, pak délici pomer (3.2, str. 18)
(AA'Ax) je konstantni a nezdvisi na volbé odpovidagicich si bodi. [10]

Dikaz:

V dané afinité je dan péar odpovidajich si bodu A, A’. Podle pravidel
osové afinity doplnime odpovidajici si body B, B’. Bod Ax je prusec¢ikem
primky AA’ s osou afinity, bod Bx prusecikem piimky BB’ s osou afinity.
Bod X je samodruznym bodem piimky AB. Trojuhelniky AAx X, BBx X a
A’Ax X, B'B* X jsou podobné. Z podobnosti trojihelniku vyplyvaji poméry:
A _ 1BB AT IB'BY Tyosazenim do A4 dostdvame: AAT — BB
A°X[ = |BX|] [AX] . [BX] |ATA] ALY = BB
Obdobné plati vztah pro libovolnou dvojici odpovidajicich si bodu C,C".
Charakteristika osové afinity je tedy konstantni.

A

Obrazek 3.14: Dukaz, ze charakteristika je konstantni.
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Délici pomeér (AA’Ax) se nazyva charakteristika a znacise k, k = (AA’A*) =
|[AA™|

. Adharakteristika se nerovna nule, protoze by platilo: A = Ax. Potom by
muselo platit i A" = Ax. Zobrazovali by se tak pouze body lezici na ose afinity
na sebe. Déle také vylouc¢ime ptipad, kdy se £ = 1. Timto dostavame identitu
a to neni zajimavy ptipad.

Pokud je charakteristika kladnd ( k > 0 ), pak vzory i obrazy pifmek lezi
ve stejné poloroviné od osy o. Pokud je charakteristika zdpornd ( k < 0 ),

pak vzory a obrazy piimek lezi v ruznych polorovinach od osy o.

Obrazek 3.15: Kdy je charakteristika kladna a kdy zaporna.

Specialni typ osové afinity zname jiz ze zédkladni skoly. Pokud se jedna o

pravouhlou afinitu s charakteristikou k£ = —1, pak mluvime o osové soumér-
nosti.
Pokud osova afinita neni pravouhld, ale sikma s charakteristikou £ = —1,

pak se muzeme setkat s oznacenim $ikmd soumérnost.

‘.\“ K "

‘\
‘\ LI
kS

osova souméernost Sikma soumérnost

Obrézek 3.16: Osova a Sikmé soumérnost.
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3.4 Urcenost osové afinity

Osové afinita je uréena osou afinity o a parem odpovidajicich si bodu A, A’.
Neni tfeba znat smér afinity, protoze je urcen body A, A’. Pokud je OA
zadana takto, muzeme hned konstruovat obrazy prvki. Pokud je zadana
jinak, musime nejprve urcit o, A, A’. Osovou afinitu lze uré¢it napiiklad témito
zpusoby:

Dvé ruznobézné piimky a jejich obrazy

Tti pary odpovidajicich si bodu

Piimka a bod lezici mimo ni a jejich obrazy

Dvé rovnobézné primky a jejich obrazy a smeér afinity

Osa afinity, smér afinity a charakteristika

Charakteristika a dva pary odpovidajicich si bodu

Nasleduji priklady o tom, jak muze byt osova afinita zadana a fesSeni, jak
najit osu afinity a par odpovidajich si bodu.

Ulohu si nejprve zkuste vyfesit sami: Zad4n{ (viz pifloha 1), Reseni (viz
piiloha 1). V obrazcich jsou pouzity jednotné barvy. Zadané prvky modrou
barvou, vysledek (osa a par odpovidajicich si bodu) ¢ervenou barvou.

Dvé ruznobézné primky a jejich obrazy (a,d’,b,l')

Obrazek 3.17: Krokované reseni: Jsou dany ruznobézné piimky a,b
a jejich obrazy a’,b'.
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TF#i pary odpovidajicich si bodu (A, A’; B, B’;C,C")

Obrazek 3.18: Krokované reseni: Jsou dany tii pary odpovidajicich
si bodu A, A’; B, B';C,C". Aby body A, A’; B, B";C,C" byly afinné
sdruzené, musi byt piimky AA’, BB', CC" rovnobézné.

Piimka a bod lezici mimo piimku a jejich obrazy (A, A’;p,p’)

Obrazek 3.19: Krokované resend: Je dana piimka p (p') a bod A (A4'),
ktery na piimce p (p’) nelezi.
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Dvé rovnobézné piimky a jejich obrazy (p,p’;q,¢’) a smér afinity s

Obrazek 3.20: Krokované reseni: Jsou dany primky p, q a jejich obrazy
p',q a smér afinity s, ktery je s piimkami p, ¢ ruznobézny.

2

Osa afinity o, smér afinity s a charakteristika k = 3

i

N/

Obrazek 3.21: Krokované reseni: Je dana osa afinity o, smér afinity
s a charakteristika k.
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Charakteristika afinity £ = —3 a dva pary odpovidajicich si bodu
A A B, B

Obréazek 3.22: Krokované teseni: Jsou dény body A, A’; B, B’ a cha-
rakteristika £ = —3

3.5 Obraz kruznice v osové afinité

Osové afinita je ddna osou o a parem odpovidajicich si bodu S, S". Ukolem
je najit obraz kruznice se stifedem v bodé S a polomérem r. Pomoci metod
analytické geometrie 1ze snadno dokazat, ze obrazem kruznice v osové afinité
je regularni kuzelosecka. Regularni kuzelosecky muzeme klasifikovat podle
poctu nevlastnich bodu. Elipsa mé vsechny body vlastni. Parabola ma je-
den nevlastni bod (mé jednu vétev). Hyperbola mé dva nevlastni body (dvé
vétve), které lezi ve sméru asymptot. V osové afinité se vechny vlastni body
zobrazi opét na vlastni. Kruznice je tvorena pouze vlastnimi body a protoze
se zadny bod nezobrazi do nevlastniho, obrazem kruznice je pouze elipsa.
Existuji dva zpusoby jak tuto elipsu najit.

3.5.1 Sdruzené pruméry elipsy
Nez se pustime do obrazu kruznice, pripomenme si pojem sdruZené prumeéry

elipsy:

e Dva prumeéry elipsy se nazyvaji sdruzené, jsou-li te¢ny v krajnich bo-
dech jednoho pruméru rovnobézné s druhym prumeérem a naopak.

V kruznici bychom sdruzené pruméry mohli hledat stejné. Pro kruznici vsak

muzeme jednodusSeji fici, ze sdruzené prumeéry jsou takové prumeéry, které
jsou vzajemné kolmé.
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Obrazek 3.23: Sdruzené pruméry elipsy

3.5.2 Prima konstrukce hlavni a vedlejsi poloosy

V 0sové afinité mezi dvéma rovinami, kterd neni osovou soumér-
nosti, existuji prdve dva vzajemné kolmé smery, jejichZ obrazy
jsou v 0sové afinité opét vzajemné kolmé sméry. Tyto smery ur-
cime takto:

e Je-li osovd afinita pravouhld, je jeden z mich smeér afinity a
druhy je urcen osou afinity.

e Je-li osovd afinita Sikmd, zvolime jeji libovolnou dvojici od-
povidagicich si bodu A, A’, sestrojime kruznici T prochdzejici
body A, A" a majici stred na ose afinity o a urcéime jeji prise-
ciky X, Y s touto osou. Hledané sméry jsou uréeny primkamsi
AXAY [4)]

Pro elipsu plati, Ze jediné dva sdruzené prumeéry, které jsou na sebe kolmé
jsou hlavni a vedlejsi osy. Hledame proto takové kolmé prumeéry kruznice,
které se zobrazi opét na kolmé. Diky predchozi vété je nalezneme jednoduse.

Je déna sikma OA (0, 5S5"). Déle je v osové afinité ddna kruznice k se
sttedem v bodé S. Hleddme obraz této kruznice v zadané OA. Kruznice
7 prochazi body S,S’. Proto lezi stfed kruznice 7 (bod T') na ose usecky
SS'. T lezi zaroven na ose afinity o (dle predchozi véty). Pruseciky kruznice
7(T,|TS|) s osou o jsou body X, Y. Piimky XS, Y'S jsou na sebe kolmé. Také
jejich obrazy (primky X S’,Y'S’) jsou na sebe kolmé. Velikost hlavni a vedlejsi
poloosy uréime jednoduse. Pruseciky piimek SX,SY s kruznici k, oznacme
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A, B,C, D. Na ptimkach S'X,S"Y lezi body A, B',C’, D'. Tyto body tvori
vrcholy elipsy.

Obrazek 3.24: Krokované teseni: OA je ddna o, S,S’. Najdéte obraz
kruznice k.

3.5.3 Nepiimo pomoci Rytzovy konstrukce

V kruznici zvolime dva libovolné na sebe kolmé prumeéry (K L),(MN) a na-
jdeme jejich obrazy (K'L’',M'N’). Osova afinita nezachovava thly, takze
timto postupem nejsou urceny hlavni a vedlejsi osy. Zachovava se ale rovno-
béznost a délici pomeér. Proto tvoii tsecky K'L’ a M'N’ sdruzené prumeéry
elipsy. Zname-li dva sdruzené prumeéry elipsy, vyuzijeme k nalezeni hlavni a
vedlejsi osy Rytzovu konstukei.
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Obrazek 3.25: Krokované reseni: Osova afinita je ddna osou o a parem
odpovidajicich si bodu S, S’. Najdéte obraz kruznice k.

Rytzova konstrukce

Rytzovou konstrukei lze dohledat hlavni a vedlejsi osy elipsy, pokud zndme
dvojici sdruzenych prumeéru elipsy. Necht’ jsou dany sdruzené prumeéry KL,
MN'. Jejich prusecik S je stifedem hledané elipsy, protoze stfed se zobrazi
opét na stied (viz vlastnosti osové afinity (3.2, str. 18)). Zvolime jeden z
koncovych bodu jednoho pruméru, napi. bod L. Bod L otoc¢ime o 90° kolem
sttedu S do bodu L,. Bodem L, a koncovym bodem druhého pruméru, napf.
N, je ur¢ena ptrimka p. Stred usecky L,N oznac¢me O. Kruznice k ma stied
v bodé O a polomér |OS]. Kruznice k protind piimku p ve dvou bodech, I
a II. Osy elipsy o1, resp. 0s jsou urceny body S, I, resp. S,I. Hlavni osa
elipsy 07 lezi vzdy v ostrém thlu sdruzenych pruméru. Pro velikosti hlavni
a vedlejsi poloosy plati: |L,I|=b, |L,II|=a. Hlavni vrcholy elipsy (A, B) lezi
na ose 0; ve vzdalenosti a od sttedu S. Vedlejsi vrcholy elipsy (C, D) lezi na
ose 0y ve vzdélenosti b od stiedu S.
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Obrazek 3.26: Krokované reseni: Jsou dany sdruzené prumeéry elipsy
KL, MN.

Priklady na vyuziti osové afinity pti konstrukecich elipsy ¢i feSeni poloh
piimky s elipsou nalezete v kapitole Konstrukece elipsy (6.3, str. 82) nebo
Piimka a elipsa (6.4, str. 91)

3.6 Dourcovani prvkiu

Sadu tloh na procviceni najdete zde: Zadani (viz pifloha 2), Reseni (viz
priloha 2).
Priklad: V OA (0, AA’) urcete obrazy bodu (B',C).

Obrazek 3.27: Obrazy bodu B, C.
Priklad: V OA (o0, AA’) urcete obrazy piimek b, ¢
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Obrazek 3.28: Reseni: OA je dana (o, AA’). Urcete obrazy pifmek
b,c.

Priklad: V OA (0, AA") urcete obraz ruznobéznych piimek b, c.

Obrazek 3.29: Obrazy ruznobéznych primek b, c.

Priklad: V OA (0, AA") urcete obraz rovnobéznych piimek b, c.
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Obrazek 3.30: Obrazy rovnobéznych piimek b, c.

Priklad: V OA (o, AA’) urcete obraz pravidelného pétithelnika ABCDE.

Obrazek 3.31: Obraz pétithelnika.

Priklad: V OA (o, AA’) urcete obraz pravidelného Sestitthelnika ABCDEF.
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Obrazek 3.32: Obraz Sestithelnika.

Priklad: Je dan rovnobéznik ABC'D a osa afinity o. Dourcete osovou
afinitu (body AA’) tak, aby byl obrazem rovnobézniku obdélnik A’B’'C'D’.

Obrézek 3.33: Resend: Je dan rovnobéznik ABCD a osa afinity o.

Priklad: Je dan rovnobéznik ABCD a osa afinity o. Dourcete osovou
afinitu (body AA’) tak, aby byl obrazem rovnobézniku ¢tverec A’B'C' D).
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Obrézek 3.34: Resend: Je dan rovnobéznik ABCD a osa afinity o.

Priklad: V OA (0,SS") urcete obraz kruznice k.

Obrazek 3.35: Obraz kruznice.

Priklad: Jsou dany neomezené sdruzené prumeéry elipsy a,b a dva body
na elipse P, Q). Sestrojte elipsu.
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Obrazek 3.36: Resend: Jsou ddny neomezené sdruzené priaméry elipsy
a,b a dva body na elipse P, (). Sestrojte elipsu.

Priklad: V OA (o, AA") urcete obraz napisu AFINITA.

Obrazek 3.37: Zadani tlohy - napis AFINITA.

Priklad: V OA (o, AA") urcete obraz domecku.
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Obrazek 3.38: Zadani ulohy - domecek.

Priklad: V OA (o, AA’) urcete obraz prasétka.

L

Rviwa

Obrazek 3.39: Zadani ulohy - praséatko.

39



Kapitola 4

Stredova kolineace

4.1 Vztah mezi dvéma rovinami

Co si mame pod pojmem stiedova kolineace predstavit? Zkusme jednodu-
chy pokus, ktery si muzete doma provést. Postavme si na stul rozsvicenou
lampicku a vezméme si tenké desky. Pozorujme stin, ktery desky vrhaji na
rovinu stolu. Mezi deskami a jejich stinem je vzajemné jednoznacny vztah,
ktery nazyvame stiedovou kolineaci mezi dvéma rovinami. Podobny vztah
muzeme pozorovat také napr. vecer v ulici osvetlené lampami mezi libovol-
nym plochym predmétem a jeho stinem na chodniku. Vztah mezi clovékem
a jeho stinem neni presné vztah stiedové kolineace, protoze lidské télo nelezi
v roviné, ale muzeme si ho tak predstavit.
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Obrazek 4.1: Stin, ktery vrha kniha osvétlena zarovkou.

Ve stfedové kolineaci plati urcité vztahy mezi body a piimkami. Tyto
vztahy si priblizime na fezu jehlanu rovinou, ktera neprochéazi vrcholem V.
Rovinné tezy se probiraji ve stereometrii na stfedni skole.

Priklad: Sestrojte fez pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABC' DV rovinou
0, ktera je uréena body A’, B',C"; A’ je bodem hrany AV, B’ je bodem hrany
BV, C" je bodem hrany C'V.

Obrazek 4.2: Krokované reseni: Zadani ilohy
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4.1.1 Definice

Porovnejme si ukazku s lampickou a deskami s tlohou ,fez jehlanu“. Do
vrcholu umistime lampicku a do roviny fezu umistime desky tak, aby byly
jednou hranou opteny o stul. V roviné stolu lezi jejich stin. VSimnéme si nyni
nékterych vlastnosti.

Obrazek 4.3: Stin, ktery vrha kniha osvétlena zarovkou.

1. Roh desek, jeho stin a zarovka lezi na jedné piimce. Muzeme si vSim-
nout, ze to plati nejen pro kazdy roh, ale i pro kazdy bod hrany (pro
cely stin). Kazda spojnice bodu a jeho stinu prochazi zdrojem svétla.

2. Hrana desek A, B, ktera lezi na stole je totoznd se svym stinem. Tato
hrana je prusecnice roviny stolu a roviny, ve které desky lezi. Hrana
nelezici na stole, napt. A, C, a jeji stin se protinaji na prusecnici roviny
stolu a roviny, ve které desky lezi.

3. Pokud bod lezi na libovolné hrané desek, pak jeho stin nalezi stinu
prislusné hrany.

Priklad lampicky s deskami nam jiz vlastné celou stfedovou kolineaci na-
zorné predstavil. Pojd’'me se nyni podivat, jak pozorovani zobecnit:
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Definice 3 , Uvazujme dvé ruznobézné roviny 3, ' s pruseénici o a zvolme
bod S tak, Ze nelezi v Zadné z rovin. Potom pritadime navzdjem body a primky
roviny B bodum a primkdm roviny ' tak, Ze plati:

1. Spojgnice odpovidagicich si bodi prochdzeji bodem S.
2. Priseciky odpovidagjicich si primek lezi na primce o.
3. Bod na primce se zobrazi opét do bodu na primce.

Tuto pribuznost nazveme stredovou kolineaci mezi dvéma ruznobéznymi
rovinami, bod S stredem kolineace a primku o osou kolineace.“ [5]

Obréazek 4.4: Stredova kolineace mezi dvéma rovinami.

Porovnejme vlastnosti piikladu fez ,, jehlanu® se sttedovou kolineaci. Ro-
vina (8 odpovida roviné fezu, rovina ' odpovida roviné stolu. Stied kolineace
S odpovida vrcholu jehlanu V. Odpovidajici si body jsou napiiklad body

A, A’. Osa o, prusecnice rovin 3, 3, je prusecnice roviny podstavy jehlanu a
roviny fezu.
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Obrazek 4.5: Porovnani fezu jehlanu se sttedovou kolineaci.

4.2 Stredova kolineace v roviné

Stredovou kolineaci jsme definovali jako vztah v prostoru - mezi dvéma ro-
vinami. Pro feSeni uloh je tfeba pfevést vztah z prostoru do roviny. Jak
prevedeme prostorovy vztah do roviny? Tento problém vytesime stejné jako
vSechny prostorové vztahy. Zvolime si smér promitani a vSechny prvky rovno-
bézné promitneme. Volime rovnobézné promitani, protoze zachovava rovno-
béznost. Smér promitani volime tak, aby nebyl rovnobézny s zadnou z rovin
B, " Zvolime si rovinu 7, do které budeme promitat a smér promitani ¢.
Osu kolineace o, stied kolineace S a odpovidajici si body A, A’ promitneme
pomoci sméru ¢ do roviny 7. Pro pruméty bodu A, A’ plati opét vztah stie-
dové kolineace, kde osa kolineace ox je prumétem osy o, stfed kolineace Sx je
prumétem stredu S, par odpovidajicich si bodu A%, A’x jsou prumeéty bodu
A A
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Obrazek 4.6: P: Prumét prostorového vztahu stredové kolineace do
roviny.

Podobné jako ve stiedové kolineaci mezi dvéma rovinami se i ve stiedové
kolineaci v roviné zna¢i osa kolineace o, stied kolineace S. Vzory bodu se
zmaci A, B,C, ..., obrazy bodu A’, B’, (", .... Podobné jako body se oznacuji
vzory piimek a, b, c, ... a obrazy piimek o', 0/, ....

es e

lze pohybovat.

Obrazek 4.7: Applet z programu Geogebra
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4.2.1 Vlastnosti stredové kolineace
Dvojpomér

K zavedeni dvojpoméru je potieba délici pomér (3.2, str. 18). Dvojpomér se
jako jedna z mala vlastnosti zachovava ve vSech zobrazenich. V zobrazenich,
kterda zndme ze stfedni Skoly (posunuti, soumérnosti, otdceni) ¢i v osové afi-
nité plati jiné, jednodussi vlastnosti a proto se v nich s dvojpomér neuvadi.
Na rozdil od téchto zobrazeni, ve stiedové kolineaci je to jedina vlastnost,
ktera se zachovava.

Definice 4 Body A, B, C, D lezi na jedné primce, a platiproné¢ A # B # C #
A. Dvogpomeér bodu A, B,C, D je pravé jedno ¢islo j, pro které plati:

o Je-li D # A a zdroven D # B, pak p = éﬁgg;

o Je-li D = B, pak u = 0.
o Je-li D= A, pak p = oo. [2]

Dvojpomeér se znaci u = (ABCD). Muze nabyvat vSech hodnot. Mezi
specidlni pripady patii 0 a oo, které jsou zahrnuty v definici. Z definice dvoj-
poméru vidime, ze pokud se C' = D, pak je dvojpomér p = 1. K tomu, aby
byl dvojpomér zaporny musi byt jeden z délicich poméru (ABC'), (ABD)
kladny a druhy zaporny. Jeden z bodu C, D tedy musi lezet uvniti tsecky
AB a druhy vné.

Stejné jako u délictho poméru, také u dvojpomeéru zalezi na poradi bodu.
Napiiklad pro zdménu bodu C, D plati vztah (ABCD) = (ABl—DC). Tento vztah
plyne z definice a plati stejné pro zaménu bodu A, B.

Zde jsou zakladni prevody. Je-li (ABCD) = p, pak

1. (ABDC) = -,
2. (ACBD)=1—p
3. (ADBC) =1~

4. (ACDB) = L

- ( L
5. (ADCB) = -

1—p

Téchto pét moznosti zahrnuje vsechny mozné piipady zamén, protoze
plati vztah (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) = p. Slovy vyjad-

feno, hodnota dvojpoméru se nezméni, jestlize se mezi sebou zaméni posledni
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dva body a zaroven dva prvni body. Dvojpomeér se dale nezméni, zaméni-li
se prvni dva body s dvéma poslednimi body.

V pripadé, ze (ABCD) = —1, fikdme, ze body A, B, C, D tvoii harmonic-
kou ¢tverici bodu. Body A, B, C, D tvori harmonickou ¢tvefici, jestlize délici
poméry (ABC'), (ABD) jsou az na znaménko stejné velké. V literatute se
setkavame i s jinym oznac¢enim harmonické ¢tverice. Muzeme tikat, ze body
C, D jsou harmonicky sdruzeny vzhledem k bodum A, B. Body C, D oddéluji
harmonicky body A, B. Bod D je harmonicky sdruzen s bodem C vzhledem
k bodum A, B, atd.

Rovnobéznost a délici pomér

V osové afinité je dulezitou vlastnosti zachovavani délicitho poméru. Ve stie-
dové kolineaci se délici pomér ani rovnobéznost nezachovdvad.

Piimka p je urcéena body A, B. Bod @ je stied tusecky AB. Bod Q' se
nezobrazi jako stied usecky A’B’. S rizovym bodem B lze pohybovat.

Obrazek 4.8: Applet z programu Geogebra
Applet je vytvoren v programu GeoGebra

Bod Q' se zobrazi jako stied tusecky A’'B’ pouze v piipadé, ze piimka AB
(resp. A’B’) je rovnobézna s osou kolineace o.
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P’ A Q' B’

/ \

Obrazek 4.9: Délici pomér se zachovava pouze u piimek rovnobéznych
S 0sou o.

Piimka p je urcena body A, B. Piimka ¢ je rovnobézna s primkou p a
prochazi bodem C. Piimky ¢, p’ se nezobrazi jako rovnobézky. S ruzovym
bodem lze pohybovat.

Obrazek 4.10: Applet z programu Geogebra
Applet je vytvoren v programu GeoGebra

Piimky ¢/, p’ se zobrazi jako rovnobézky pouze v piipadé, ze piimky p, ¢
jsou rovnobézné s osou kolineace o.
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Obrazek 4.11: Rovnobéznost se zachovava pouze u piimek rovnobéz-
nych s osou.

Incidence

Vsechna zobrazeni zachovavaji incidenci. Plati, ze pokud bod @ lezi na ptimce
q, pak obraz @)’ bodu @ lezi na obrazu ¢ piimky ¢. Nikdy se nemuze stat, ze
bod, ktery lezi na piimce, se zobrazi do bodu mimo obraz piimky.

4.2.2 Samodruzné prvky

Ve stfedové kolineaci nalezneme samodruznou piimku (3.2, str. 18), piimku
samodruznych bodu (3.2, str. 18) i samodruzny bod (3.2, str. 18). Samodruz-
nym bodem ve sttedové kolineaci je stfed kolineace S. Na ose kolineace lezi
samodruzny bod Y, ktery nalezi piimce b i piimce b'. Toto plati pro libovolny
bod na ose afinity - osa afinity je pifimkou samodruznych bodu. Jinak feceno:
Vsechny body, které lezi na ose afinity jsou samodruzné. Samodruzné piimky
jsou pifmky prochazejici stredem kolineace S. Primka a prochéazejici bodem
S se zobrazi na a’ prochézejici bodem S tak, ze plati a = a’. Pro libovolny
bod A, lezici na ptimece a (kromé samodruzného bodu) plati: A # A’
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Obrazek 4.12: Samodruzné prvky stfedové kolineace.

4.3 Ubézniky a ibéznice
Ve stiedové kolineaci je jesté jedna nami zatim neprobadand oblast, na kterou
se spolecné podivame prave v této kapitole.

Vrat'me se ke stfedové kolineaci jako ke vztahu mezi dvéma rovinami.
Mozna vas napadlo se zeptat, co se stane, kdyz bude bod A v takové poloze,
ze piimka SA neprotne rovinu 4. Kde je potom obraz bodu A’? Prusecik
piimky SA a roviny £’ je nevlastni bod (2.2, str. 9) A’co. Vlastni bod, ktery
se zobrazi na nevlastni bod je tzv. 4béznik, obvykle jej znacime U.

Pojd'me si predstavu o ubézniku rozsitit. Bodem S muzeme vést neko-
necné mnoho primek rovnobéznych s rovinou (’. Tyto piimky vyplni celou
rovinu « rovnobéznou s rovinou . Jak jiz vime, pruse¢nice rovnobéznych
rovin je tzv. nevlastni piimka (2.4, str. 14). Piimka, kterd se zobrazi na ne-
vlastni primku je tzv. @bézZnice, obvykle ji znacime wu. Ubéznici je prusecnice
roviny [ s rovinou a.
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Obrazek 4.13: Krokované reseni: Bod U lezi v takové poloze, ze
piimka SU je s rovinou (3’ rovnobézna. Bod U'co je nevlastni bod
primky SU. Vlastni bod U, ktery se zobrazi na nevlastni bod U’oo -
ubéznik.

Na problém se muzeme divat i obrdcené. Bod A’ lezi v roviné ' tak, ze
piimka S A’ neprotne rovinu . Prusecik piimky SA’ a roviny f je nevlastni
bod Aoo. Nevlastni bod, ktery se zobrazi na vlastni je tzv. protiubéznik,
obvykle jej zna¢ime V.

Uvahu mizeme opét rozsitit tak, ze bodem S prolozime rovinu J, rov-
nobéznou s rovinou (. Nevlastni primka, kterd se zobrazi na vlastni primku
je tzv. protiibéznice, obvykle ji znacime v’. Protitibéznice je prusecnice rov-
nobéznych rovin § a . (Pozn: V nékterych literaturdch je protitibéznice
oznacena jako ibéznice a protiubéznik pouze jako ubéznik.)
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Obrazek 4.14: Krokované teSeni: Bod U’ lezi v takové poloze, ze
piimka SU’ je s rovinou [ rovnobézna. Bod Uoo je nevlastni bod
piimky SU’. Nevlastni bod Uoc se zobrazi na vlastni bod U’ - proti-
ubéznik.

Stredovou kolineaci pouzivame castéji jako vztah v roviné. Stejné jako
jsme prevedli vztah stfedové kolineace mezi dvéma rovinami do roviny, na-
jdeme i pruméty tubéznice. Prvky prevedeme do roviny m pomoci rovnobéz-
ného promitani. V prostoru jsou ubéznice (protiibéznice) s osou kolineace
rovnobézné. Protoze rovnobézné promitani zachovava rovnobéznost tak i pru-
mét ibéznice (protitibéznice) je s prumétem osy kolineace rovnobézny. Staci
proto najit jeden théznik U (protitibéznik V'). Ubémice u (v') prochazi bo-
dem U (V') a je rovnobézna s osou kolineace o.

4.3.1 Nalezeni tibéznice

Stredova kolineace v roviné je dana stfedem kolineace .S, osou kolineace o
a parem odpovidajicich si bodu A, A’. Jak najdeme ubéznici? Zvolime si
libovolnou piimku p prochazejici bodem A, ktera neprochézi stredem S a
neni rovnobézna s osou o, a najdeme jeji obraz p’. Hledame bod U piimky
p, ktery se zobrazi na nevlastni bod U'co. U'co je uréen smérem piimky p'.
Pro body UU’co (stejné jako pro libovolné dvojice odpovidajicich si bodu)
plati, ze lezi na piimce prochézejici stredem kolineace S. Piimka ¢, na které
lezi body UU’o0, proto prochazi stiedem kolineace S. Bod U’oco lezi ve sméru
piimky p/, proto je piimka ¢ rovnobéznd s piimkou p’. Bod U lezi na spojnici
SU'oo (piimce q) a zaroven na pifmce p.U = pNgq. Nyni zndme jeden ibéznik
U. 7 predchoziho odstavce vime, ze ibéznice a osa kolineace jsou vzajemné
rovnobézné. Ubé&znice u je proto rovnobézna s osou kolineace o a prochéazi
ubéznikem U.
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Obrazek 4.15: Krokované teseni: SK je dana S, o, A, A'.

Muzete se presvédcit, ze postup nezavisi na volbé piimky p. S ruzovym
bodem C' 1ze pohybovat.

(NN

Obrazek 4.16: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvoren v programu GeoGebra

Obdobné nalezneme protitibéznici. Zvolime si libovolnou ptimku p pro-
chéazejici bodem A, kterd neprochazi sttedem S a neni rovnobézna s osou
0, a najdeme jeji obraz p’. Hleddme bod V' piimky p’, ktery se zobrazi na
nevlastni bod Voo. Voo je uréen smérem pitmky p. Body V, V', S lezi na
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jedné ptrimce, oznacme ji . Bod Voo lezi ve sméru primky p. Ptimka ¢ proto
rovnobéznd s pirimkou p a zaroven prochézi stiedem kolineace S. Bod V' lezi
na spojnici SV oo (pfimce q) a zaroven na piimce p’.V’' = p’ N ¢q. Nyni zndme
jeden protiubéznik V’. Protiibéznice v’ je rovnobézna s osou kolineace o a
prochézi protiibéznikem V.

Obrazek 4.17: Jak se hleda protitibéznice.

4.4 Urcenost stredové kolineace

Stredova kolineace urcena stredem S osou o a parem odpovidajicich si bodu
A, A’. Pokud je SK zadana takto, muzeme hned konstruovat obrazy prvku.
Ne vzdy je stredova kolineace urcena pravé takto a proto musime S, o0, A, A’
nejprve urcit. Nasleduji ptriklady o tom, jak muze byt stfedova kolineace
zadéna a TeSeni, jak najit stfed kolineace osu kolineace a par odpovidajicich
si bodu.

e Sttfed kolinace, samodruzny bod na ose kolineace a par odpovidajicich
si primek

Tti pary odpovidajicich si bodu

Osa kolineace a dva pary odpovidajicich si bodu

Stred kolineace a dva pary odpovidajicich si primek

Stred kolineace, osa kolineace a ubéznik

Stred kolineace, osa kolineace a tibéznice
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Osa kolineace, par odpovidajicich si pfimek a odpovidajici si body,
které na piimce nelezi.

Stied kolineace, osa kolineace a protiubéznik

Stred kolineace, osa kolineace a protitibéznice

Dva pary odpovidajicich si piimek takovych, Ze obrazy piimek jsou
rovnobézné a par odpovidajicich si bodu lezici na jedné z nich

Ulohu si nejprve zkuste provést sami: Zaddn{ (viz pifloha 3), Regeni (viz
piiloha 3). V feSeni se pouzivaji jednotné barvy. Zadané prvky modrou bar-
vou, hledané prvky ¢ervenou barvou.

Stred kolineace S, samodruzny bod X na ose kolineace o a pdr
odpovidajicich si primek a,d’.

Obrézek 4.18: Krokované reseni: SK (5,0, a,a’, X).
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Osa kolineace o a dva pdry odpovidajicich si bodu A, A’; B, B'.

Obrézek 4.19: Krokované reseni: SK (o, A, A’; B, B).

Tr7i pdry odpovidagicich si bodu A, A’; B, B’;C,C".

Obrazek 4.20: Krokované reseni: SK je déna A, A’, B, B',C,C".
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Stred kolineace S a dva pdry odpovidajicich si primek a,a’;b, V.

Obrazek 4.21: Krokované reseni: SK (S, a,a’; b, V).

Stred kolineace S, osa kolineace o a ubéznik U.

U'eo

Obrazek 4.22: Krokované reseni: SK je dana S, 0,U.
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Stred kolineace S, osa kolineace o a 1ibézZnice u.

\ M
NN\

u
o]

a
U'eo

Obrazek 4.23: Krokované reseni: SK (S, 0, u).

Osa kolineace o, pdr odpovidajicich si primek a,d’ a odpovidajici
si body P, P, které na primce p nelezi.

Obrazek 4.24: Krokované reseni: SK (o,a,d’, P, P').

58



Stred kolineace S, osa kolineace o a protiibézZnik V'.

Obrazek 4.25: Krokované reseni: SK (S,0,V").

Stred kolineace S, osa kolineace o a protitibézZnice v'.

Obrazek 4.26: Krokované reseni: SK (S, 0,v").
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Dva pdry odpovidajicich si primek p,p’;q,q takovych, Ze primky
p',q jsou rovnobéziné a pdr odpovidajicich si bodu P, P’ leZici na
jedné z primek.

Obrézek 4.27: Krokované reseni: SK (p,p', P, P';q,q').

4.5 Obraz kruznice ve stiredové kolineaci
4.5.1 Klasifikace

Obrazem kruznice ve stfedové kolineaci je regularni kuzelosecka a to elipsa,
parabola nebo hyperbola. Pomoci metod analytické geometrie to lze snadno
dokézat. Pro¢ muze byt obrazem kruznice i parabola a hyperbola, kdyz v
osové afinité muze byt obrazem kruznice pouze elipsa? Z kapitoly o ibéznicich
(4.3, str. 50) vime, ze ve stiedové kolineaci existuji vlastni body, které se
zobrazi na nevlastni body, tzv. ubézniky. Tato vlastnost je dulezita, protoze
regularni kuzelosecky muzeme klasifikovat podle toho, kolik maji nevlastnich
bodu. Elipsa mé vsechny body vlastni. Parabola m4 jeden nevlastni bod (ma
jednu vétev). Hyperbola mé dva nevlastni body (dvé vétve), které lezi ve
smeéru asymptot.

Ke konstrukei kuzelosecky nejprve urcime na jakou kuzelosecku se kruz-
nice zobrazi. Z ptedchoziho odstavce vime, ze regularni kuzelosecky se lisi
podle poctu nevlastnich bodu. Ve stiedové kolineaci jim fikame ubézniky a
lezi na ubéznici. Diky tomu plati, ze:

e Nemé-li kruznice s ibéznici zadny spoleény bod, pak je obrazem kruz-
nice elipsa. (Nemd zadny bod, ktery by se zobrazil na nevlastni.)

60



e Ma-li kruznice s ubéznici pravé jeden spoleény bod, pak je obrazem
kruznice parabola. (M4 jeden bod, ktery se zobrazi na nevlastni.)

e Ma3-li kruznice s ibéznici dva riuzné pruseciky, pak je obrazem kruznice
hyperbola. (M& dva body, které se zobrazi na nevlastni.)

1016

Obrazek 4.28: Kdy je obrazem kruznice elipsa, parabola nebo hyper-
bola.

4.5.2 Elipsa
Sdruzené prumeéry

Elipsu sestrojime pomoci Rytzovy konstrukce. Na Rytzovu konstrukei jsou
potfeba sdruzené pruméry (3.5, str. 29). Ukol se zd4 jednoduchy, ale ne-
smime zapomenout, ze stiedova kolineace nezachovava délici pomeér, takze
stfed kruznice se nezobrazi na stied elipsy. Také prumeér kruznice se ve stie-
dové kolineaci nezobrazi na prumér elipsy. Prumér elipsy ma tu vlastnost, ze
tecny v jeho koncovych bodech jsou navzajem rovnobézné. Ve stredové koli-
neaci vsak nesmime zapomenout, ze piimky, které se zobrazi na rovnobézky
se protinaji na ubéznici. Proto tétivu kruznice, ktera se zobrazi na prumeér
elipsy, najdeme jako spojnici dotykovych bodu tecen vedenych z libovolného
bodu tbéznice. Na tbéznici si proto libovolné zvolime ubéznik U;, kterym
bude prochézet tétiva p;. Dale sestrojime tecny tq, r1 ke kruznici k z ibézniku
U:. Dotykovymi body Ty, Ry je urcena druha tétiva ps. Pfimka p, protina
ubéznici v ubézniku U,y. Z bodu Uy vedeme tecny to, 19 ke kruznici k. Do-
tykovymi body tecen to,ry (T2, Ry) je urCena tétiva p;. Tétivy py, ps jsou
diky konstrukci takové tétivy kruznice, které se zobrazi na sdruzené prumeéry
elipsy.
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Obrazek 4.29: Krokované reseni: SK je dana S,o,u a kruznice k se
stfedem v bodé O tak, aby kruznice s ibéznici neméla zadny spolecny
bod.

Muzete se presvedcit, ze postup nezavisi na volbé tbézniku U;. S ruzovym
bodem U, lze pohybovat.

Obrazek 4.30: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvoren v programu GeoGebra
Konstrukce elipsy

Pro konstrukci elipsy jako obrazu kruznice ve stfedové kolineaci vyuzijeme
sdruzené prumeéry. Z predchoziho odstavce vime, jak tyto prumeéry najit. Mu-
zeme zvolit ibéznik U, libovolné a podle predchozi konstrukece najit ibéznik
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U,y. Muzeme vSak vyuzit trochu jednodussi zpusob, ktery 1ze aplikovat i v pti-
padé, ze nezname presnou polohu tubéznice. Jediny prumeér kruznice, ktery
se zobrazi na prumér elipsy je prumeér kolmy k ose kolineace prochazejici
stfedem kruznice, ozna¢me ho p. Tec¢ny v koncovych bodech tohoto pruméru
jsou rovnobézné s osou kolineace a zobrazi se na piimky, které jsou opét rov-
nobézné s osou kolineace. Pruseciky piimky p s kruznici k jsou body K, L.
Na piimce p’ najdeme jejich obrazy, body K’, L’. Tyto body jsou krajnimi
body prvniho ze sdruzenych pruméru. Stied usecky K’'L’ oznacme @)'. Bod
Q' je stiedem elipsy e. Bod @ neni stfedem kruznice k, ale je to bod, ktery
se zobrazi na stfed elipsy. Te¢ny v krajnich bodech K, L pruméru p kruz-
nice jsou rovnobézné s osou kolineace. Stejné také tecny v odpovidajicich
bodech K’ L’ elipsy jsou rovnobézné s osou kolineace. Druhd tétiva proto
lezi na pfimce ¢ rovnobézné s osou kolineace a prochazejici bodem ). Ob-
razem pirimky ¢ je primka rovnobézna s osou kolineace prochézejici bodem
Q'. Pruseciky piimky ¢ s kruznici k jsou body N, M. Na piimce ¢’ lez{ body
N', M, které jsou koncové body druhého ze sdruzenych prumeéri. Nyni méame
nalezeny sdruzené prumeéry elipsy K'L’, M’ N’ a pomoci Rytzovy konstrukce
muzeme dorysovat elipsu.

Obrazek 4.31: Krokované reseni: Je déan stfed kolineace S, osa koline-
ace 0, ubéznice u a kruznice k se sttedem v bodé O tak, aby kruznice
s ubéznici neméla zadny spoleény bod.

4.5.3 Parabola

Stredova kolineace je dana stiedem kolineace .S, osou kolineace o a tibéznici
u. Déle je dana kruznice k se stfedem O. Jak jiz vime, aby byla obrazem
kruznice k parabola, musi se kruznice dotykat iibéznice v jednom bodé, ktery
si ozna¢ime U. Nevlastni bod U'co je dotykovym bodem paraboly k&’ na
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nevlastni pirimce u'oo. Piimka SU je smérem osy sestrojované paraboly k'
Existuji dva zpusoby, jak parabolu najit:

1. Libovolné zvolime dva body (7', R) na kruznici a sestrojime jejich te¢ny
(t,r) ke kruznici k. Pokud kruznice protina osu kolineace je vyhodné
zvolit body T, R jako pruseciky osy kolineace a kruznice k. Body T, R
jsou samodruzné, protoze lezi na ose kolineace. Proto body T,7T" a
R, R splyvaji. Dale nalezneme obraz t',r’ tecen t,r. V nasem pripadé
je najdeme velmi jednodusSe. Sestrojime pomocnou pifmku p, kterd je
kolma k ose kolineace a prochézi prusec¢ikem P tecen t,r. Bod P’ lezi na
primce p’. Tecny vysledné paraboly t', 7" jsou urcéeny body T"P’, R'P'.
Nyni zndme vSe, abychom mohli sestrojit parabolu.

Vite jak parabolu sestrojit?

Protoze zname smér osy, zname smeér jednoho pruvodice bodu dotyku.
Bodem T vedeme piimku rovnobéznou s piimkou p’. Pro teénu pa-
jeden pruvodi¢. Druhy pruvodié¢, ozna¢me p;. Na pruvodici p; lezi oh-
nisko. Stejny postup provedeme i s teénou ' a bodem dotyku R. Na
pruvodici p, také lezi ohnisko. Ohnisko paraboly F' je proto prusecikem
pruvodicu py, p,.. Bodem F' vedeme osu paraboly, kterd je rovnobézna
s primkou p’. Vrchol paraboly sestrojime pomoci napiiklad bodu sou-
meérné sdruzenych s ohniskem F' podle tecen.

r 5

Obrazek 4.32: Krokované reseni: Je dan stied kolineace S, osa koline-
ace o, ubéznice u a kruznice k se sttedem v bodé O tak, aby kruznice
s ubéznici méla prave jeden spoleény bod U.
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2. Piimo nalezneme vrcholovou teénu v" s vrcholem V' hledané paraboly.
Piimka SU urcuje smér osy paraboly. Vrcholova tecna je kolma k ose
paraboly. Vime proto, ze smér vrcholové tecny urcuje primka w pro-
chézejici stredem kolineace S kolma k piimce SU. Pruseéik piimky w s
ubéznici ozna¢me K. Jeho obraz K'oo je nevlastni bod vrcholové teény
v'. Obrazem te¢ny ke kruznici je te¢na k parabole. Proto vedeme z bodu
K tecnu v ke kruznici k& (ruznou od tibéznice u). Dotykovy bod teény v
s kruznici k oznacme V. Obraz v’ teény v tvoii vrcholovou teénu. Obraz
V' bodu V tvoii vrchol paraboly. Nyni zname osu paraboly o; a vrchol
paraboly V. Podle predchozi konstrukce najdeme jednu tecnu s bodem
dotyku. Parabolu jiz sestrojime jednoduse [1] (str. 48).

Je-li bod K pristupny, vyplati se hledat primo vrchol paraboly.

Obrazek 4.33: Krokované reseni: Je dan stfed kolineace S, osa koline-
ace 0, ubéznice u a kruznice k se sttedem v bodé O tak, aby kruznice
s ubéznici méla pravé jeden spoleény bod U.

4.5.4 Hyperbola

Stredova kolineace je dédna stiedem kolineace S, osou kolineace o a ubéz-
nici u. Dale je dana kruznice k se sttedem O. Aby obrazem kruznice k byla
hyperbola, musi ibéznice protinat kruznici ve dvou bodech. Pruseciky tbéz-
nice u s kruznici k£ oznac¢me U, V. Bodum U,V odpovidaji nevlastni body
U'co, V'oo. Piimky SU, SV urcuji sméry asymptot sestrojované hyperboly.
Tecénédm a,, a, v bodech U,V ke kruznici k odpovidaji asymptoty d’,,, a’, hy-
perboly k’. Prusecik asymptot o', a’, (ozn. Q') je stfedem hyperboly. Osy
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hyperboly puli tihly asymptot. Jako hlavni osu o'; ozna¢ime tu, pro kterou
odpovidajici ptimka oy protina kruznici k ve dvou bodech, oznacme je A, B.
Druhé piimka oy kruznici k neprotina. Bodum A, B odpovidaji body A’, B’
hyperboly £’ - jeji hlavni vrcholy. Tim je hyperbola urcena [5] (str. 48).

Obrazek 4.34: Krokované teseni: Je dan stred kolineace S, osa koline-
ace 0, ubéznice u a kruznice k se stredem v bodé O tak, aby ubéznice
kruznici protinala ve dvou bodech.

4.6 Dourcovani prvku

Sadu tloh na procviceni najdete zde: Zadani (viz pifloha 4), Reseni (viz
piiloha 4).
Priklad: V SK (S, 0, AA") urcete obrazy bodu (B’,C).

Obrazek 4.35: Obrazy bodu B’,C.
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Priklad: V SK (5,0, AA’") urcete obrazy piimek V', c.

Obrazek 4.36: Resenf: SK je dana (S, 0, AA"). Urcete obrazy pifmek
v, ec.

Priklad: V SK (S, 0, AA") urcete obraz ruznobéznych piimek b, c.

Obrazek 4.37: Obrazy ruznobéznych piimek b, c.

Priklad: V SK (S, 0, AA") urcete obraz rovnobéznych piimek b, c.
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Obrazek 4.38: Obrazy rovnobéznych piimek b, c.

Priklad: V SK (S, 0, AA") urcete obraz pravidelného pétitthelnika ABCDE.

Obrazek 4.39: Obraz pétiihelnika.

Priklad: V SK (S, 0, AA") urcete obraz pravidelného Sestiihelnika ABCDEF.
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Obrazek 4.40: Obraz Sestithelnika.

Priklad: V SK (5,0, AA") najdéte ubéznici u.

0

Obrazek 4.41: Najdi ibéznici.

Priklad: V SK (S, 0, AA") najdéte protiibéznici v'.
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Obrazek 4.42: Najdi protiubéznici.

Priklad: V SK (S, 0,585") urcete obraz kruznice k.

Obrézek 4.43: Obraz kruznice.

Priklad: V SK (S, 0,5S5") urcete obraz kruznice k.
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Obrazek 4.44: Obraz kruznice.

Priklad: V SK (S, 0,5S5") urcete obraz kruznice k.

Obréazek 4.45: Obraz kruznice.

Priklad: V SK (S, 0, AA") urcete obraz domecku.
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Obréazek 4.46: Urcete obraz domecku.

Priklad: V SK (S, 0, AA") urcete obraz prasatka.

Obrazek 4.47: Urcete obraz prasatka.
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Kapitola 5

Klasifikace

Zobrazeni muzeme rozdélit podle toho, jestli je stfed zobrazeni vlastni nebo
nevlastni a jestli je osa (piimka samodruznych bodu) vlastni nebo nevlastni.
Napriklad osova afinita je pak stfedova kolineace, ale stfed kolineace je ne-
vlastni bod.
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Wiastni
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wiastni Mewviastni
Stredova Stejnolehlost
kolineace
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kK =-1 " .
) stfedava
involuce .
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Nevlastni
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Osova Pasunuti
afinita
A A Al
.- —————— .
B B'
- ————-—- -

pravalhla afinita
k=-1
asova
soumérnost

Obrazek 5.1: Klasifikace zobrazeni podle stfedu a osy.
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Kapitola 6

Uziti osové afinity

6.1 Rezy hranola

6.1.1 Volné rovnobézné promitani

Volné rovnobézné promitani je druh rovnobézného promitani, kde promitame
na jednu prumeétnu. Utvary, které lezi v roviné rovnobézné s prumeétnou,
se zobrazuji ve skutecné velikosti. Pruméty usecek, které jsou na prumétnu
kolmé, sviraji s vodorovnym smérem tihel o a jejich délka se zkrati s ko-
eficientem ¢. Stejné jako ve vétsiné ucebnic budeme pouzivat a@ = 45° a
koeficient ¢ = 3. Pozn.: Pramétnu volime svislou (rovina sesitu, ¢ tabule).
Zobrazujeme-li téleso ve volném rovnobézném promitani je vhodné jej umistit
tak, pokud to jde, aby byla jedna sténa rovnobézna s prumeétnou.

Volné rovnobézné promitani znate z hodin stereometrie. Vsechna télesa v
této kapitole jsou zobrazena pomoci volného rovnobézného promitani. Podi-
vejme se nejprve na ruzna zobrazeni krychle, protoze neni jasné urc¢eno, kde
se méfi 45° mezi vodorovnou piimkou a prumétem tsecky kolmé na prumétnu
a které stény krychle jsou viditelné.

“a5 (a5 : : 45N 457

a) )] c) d)

Obrazek 6.1: Volné rovnobézné promitani - ruzné pohledy krychle.
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a) Pravy nadhled - viditelna je horni, prava a predni sténa

b) Levy podhled - viditelnd je dolni, levd a predni sténa

c¢) Pravy podhled - viditelna je dolni, prava a predni sténa

d) Levy nadhled - viditelnd je horni, leva a predni sténa

V textu budeme uzivat prevazné pohled add. a - pravy nadhled.

6.1.2 Hranol, hranolovy prostor a hranolova plocha

Nez zatneme s hranoly pracovat, pripomenme definici hranolové plochy a
hranolového prostrou. ,Je ddn mnohothelnik m (tzv. ¥idici mnohothelnik)
lezici v rovin€ ¢ a primka s ruznobéznd s rovinou . MnoZina vsech primek
sméru s, které protinaji mnohothelnik m (jeho obvod) se nazgvd hranolovy
prostor (hranolové plocha) “[10] (str. 90). Mnozina vsech piimek plochy, které
protinaji stranu mnohouhelnika m, tvoii sténu hranolové plochy. Je-li mno-
hotihelnikem n-thelnik, mluvime o n-bokém hranolovém prostoru (hranolové
plose).

Hranol ziskame z hranolového protoru tak, ze jej omezime dvéma rovi-
nami. Jednou rovinou je zpravidla rovina ¢ a mnohothelnik m se pak nazyva
podstavou hranolu. Druhou rovinou je rovina ¢’ (¢'||¢). Vzdalenost rovin
0, ¢ se nazyva vyska hranolu. Je-li smér s kolmy k roviné ¢, pak se hra-
nol nazyva kolmy, jinak je kosy. Je-li hranol kolmy a mnohotuhelnik m je
pravidelny n-thelnik, pak se hranol nazyva pravidelny.

hranol
hranolova plocha

kolmy hranol

Obrazek 6.2: Hranol, hranolova plocha, kolmy a kosy hranol.

6.1.3 Rezy hranola

Jak jiz vime z ivodu kapitoly OA mezi dvéma rovinami (3.1, str. 15), osovou
afinitu lze vyuzit pti fezu hranolu rovinou. Mezi rovinou podstavy a rovinou
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fezu je vztah osové afinity. Osou afinity o je prisecnice téchto rovin. Smér
afinity je urcen hranami AA”, BB”, .... Odpovidajici si body jsou body A, A’
kde bod A’ je bodem hrany AA” a zaroven lezi v roviné fezu a bod A je
bodem hrany AA” a zaroven lezi v roviné podstavy.

c"

smeér afinity s

0 osa afinity

Obréazek 6.3: Osova afinita a fez hranolu.

Priklad: Je dan pravidelny Sestiboky hranol s podstavou ABCDEF'. Ro-
vina fezu je ddna prusecnici o roviny fezu a roviny podstavy a bodem A’,
ktery lezi na hranée AA”.

- -
c g — 4
E - i ......... 7/ -./-qF
D ‘l'-‘,‘l.j-‘“ —, [ )
. c___

Obrazek 6.4: Krokované teseni: Je dan Sestiboky hranol s podsta-
vou ABCDFEF. Rovina fezu je urc¢ena piimkou o, kterd lezi v roviné
podstavy, a bodem A’.
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Postupujeme stejné, pokud je tikolem sestrojit fez kosého hranolu.

Priklad: Méjme dan kosy ctyrboky hranol s podstavou ABC'D. Rovina
fezu « je uréena bodem X’ a piimkou p'. Bod X’ lezi v roviné fezu a zaroven
v roviné podstavy. Déle je dédna piimka p, kterd je prumeétem piimky p’ do
roviny podstavy ve sméru hran AA”, BB”, ... .

Obrazek 6.5: Krokované reseni: Je dan kosy ctyrboky hranol s pod-
stavou ABC'D. Rovina fezu « je uréena bodem X’ a ptimkou p’. Bod
X' lezi v roviné Fezu a zaroven v roviné podstavy. Déle je dana piimka
p, kterd je prumétem pifmky p’ do roviny podstavy ve sméru hran

AA" BB" ...

V jinych zobrazovacich metodach je vétsinou rovina fezu déana svymi sto-
pami. Osou afinity je pruse¢nice roviny fezu a roviny podstavy. Bohuzel neni
déana dvojice odpovidajicich si bodu. Musime proto najit jeden bod fezu
pomoci jinych konstrukei. Konstrukce se 1isi podle jednotlivych promitani,
myslenka konstrukce je v8ak stale stejnd. Bod A’ je prusecik hrany hranolu
AA” s rovinou fezu.

Dalsi priklady na vypracovani s vysledky:

e Volné rovnobézné promitani: Zadani (viz pifloha 6), Reseni (viz pii-
loha 6)

e Mongeovo promitani: Zadani (viz pifloha 7), Reeni (viz pifloha 7)
e Kosotihlé promitani: Zadani (viz pifloha 8), Reseni (viz piiloha 8)

e Pravoihld axonometrie: Zadani (viz pifloha 9), Resen{ (viz pifloha 9)
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Tyto dlohy maji vice feSeni. Uvadime pouze to feSeni, které piimo vyuziva
osovou afinitu.

6.2 Rez vilce

V kapitole budeme pracovat s télesy, ktera jsou zobrazena ve volném rovno-
bézném promitani (6.1, str. 75)

6.2.1 Valec, valcovy prostor a valcova plocha

Nez zacneme pracovat s vélci, pripomenme definici valcové plochy a vélco-
vého prostrou. ,Vélcova plocha (vélcovy prostor) je mnoZina vSech primek
daného sméru s, které protinaji kruznici (kruh) k lezici v roviné ¢ ruznobéziné
se smérem s [10] (str. 95).

Vilec ziskame z véalcového prostoru tak, ze jej omezime dvéma rovinami.
Jednou rovinou je zpravidla rovina ¢ a kruznici k£ pak nazyvame podstavou
vélce. Druhou rovinou je rovina ¢’ (¢'||¢). Vzdalenost rovin ¢, ¢’ se nazyva
vyska vélce. Je-li smér s kolmy k roviné ¢, pak se valec nazyva rotacéni, jinak
je kosy. Spojnice stfedu podstav se nazyva osa. V textu budeme pracovat s
rotacnimi i kosymi valci.

Pozn: Vélcova plocha muze byt obecné mnozina vsSech primek daného
sméru s, které protinaji kiivku k lezici v roviné ¢ ruznobézné se smérem s.

valcova plocha

s kosy valec
rotagni valec

Obrazek 6.6: Vélec, valcova plocha, rotacni a kosy valec.

6.2.2 Rez valce

Nejprve se podivejme, jak muzeme volit rovinu fezu «. Rovina o muze rov-
nobézna se smérem povrsek s. Pokud prusecnice téchto dvou rovin protind
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podstavu, pak je fezem obdélnik. Pokud tato prusecnice protind podstavu
pouze v jednom bodé (prusecnice je tecnou kruznice), pak je fezem jedna
povrska. Pokud prusec¢nice neprotind podstavnou kruznici, pak neméa rovina
s valcem zadny spolec¢ny bod. Rovina a muze byt s rovinou podstavy ¢ rov-
nobézna. Pak je fezem kruznice shodna s podstavnou kruznici. U téchto typu
fezil nevyuzivame osovou afinitu.

Obrazek 6.7: Ruzne tezy vélce.

Stejné jako u fezu hranolu (6.1, str. 75), tak i u fezu valce je mezi rovinou
podstavy a rovinou fezu vztah osové afinity. Osou afinity je jejich prusecnice
a parem odpovidajicich si bodu jsou stiedy S (stfed podstavné kruznice) a S’
(prusecik osy vélce s rovinou fezu). Obrazem kruznice v osové afinité je elipsa.
Pokud jiz zname osu afinity a par odpovidajicich si bodu, konstrukce elipsy
je stejna jako v kapitole OA Obraz kruznice (3.5, str. 29). Konstrukce jsou
stejné i v pripadé, ze je valec kosy. (Pozn. Pokud by mél vélec za podstavu
obecnou kfivku, museli bychom kfivku fezu hledat bodové.)

Priklad: Je déan rota¢ni vélec, stied podstavy S, osa SS”. Rovina fezu «
je urcena prusec¢nici o roviny podstavy a roviny « a bodem S’ lezicim na ose

SSs”.
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Obrazek 6.8: Krokované reseni: Je dan rotacni vélec, stted podstavy
S, osa SS”. Rovina fezu « je urcéena piimkou o (prusecnici roviny
podstavy a roviny «) a bodem S’ lezicim na ose SS”.

V jinych zobrazovacich metodach je vétsinou rovina fezu ddna svymi sto-
pami. Osou afinity je prusecnice roviny fezu a roviny podstavy. Nemusi byt
vzdy zadéna dvojice dvojice odpovidajicich si bodu. Musime proto najit je-
den bod tezu pomoci jinych konstrukei. Konstrukce se lisi podle jednotlivych
promitani, myslenka konstrukce je vsak stéle stejna. Bod S’ je prusecik osy
valce SS” s rovinou rezu.

Dalsi priklady na vypracovani s vysledky:

Volné rovnobézné promitani: Zadani (viz piiloha 10), Reseni (viz pii-
loha 10)

Mongeovo promiténi: Zadani (viz pifloha 11), Reseni (viz pfiloha 11)

Kosotihlé promitani: Zadéni (viz pifloha 12), Regeni (viz pifloha 12)

Pravotihld axonometrie: Zadan{ (viz pifloha 13), Resenf (viz pifloha 13)

Tyto tlohy maji vice feSeni. Uvaddime pouze to feSeni, které primo vyuziva
osovou afinitu.
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6.3 Konstrukce elipsy

6.3.1 Osova afinita mezi elipsou a kruznici

Mezi elipsou a kruznici se sttedem v bodé S a polomérem SA (resp. SC) je
vztah osové afinity. Existuji dva zakladni typy pravoihlé osové afinity mezi
elipsou a kruznici:

e Osa afinity splyva s hlavni osou elipsy o;. Stied S” kruznice splyva se
stfedem elipsy S. Vrcholy A, B jsou samodruzné (lezi na ose afinity).
Kruznice ¢’ ma stied v bodé S a polomér SA. Chybi jesté urcit par od-
povidajicich si bodu, napi. C, C’. Protoze hleddme pravoihlou afinitu,
bod C” lezi na kolmici k ose afinity prochazejici bodem C' a na kruznici

e

)

Obrazek 6.9: Osova afinita mezi kruznici a elipsou.

e Osa afinity splyva s vedlejsi osou elipsy o09. Stied S’ kruznice splyva se
stfedem elipsy S. Vrcholy C, D jsou samodruzné (lezi na ose afinity).
Kruznice ¢ mé stied v bodé S a polomér SC. Par odpovidajicich si
bodu, napt. dvojice A, A’, kde A’ lezi na kolmici k ose afinity procha-
zejici bodem A a na kruznici €.
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Obrazek 6.10: Osova afinita mezi kruznici a elipsou.

6.3.2 Trojuhelnikova konstrukce

Elipsa je dana hlavnimi vrcholy A, B a vedlejsimi vrcholy C, D.S je stied
elipsy. Sestrojime kruzmici k1(S,a) (pozn. a je velikost hlavni poloosy) a
kruznici ko (.S, b) (pozn. b je velikost vedlejsi poloosy). Na kruznici k; libovolné
zvolime bod X;. Pruseéik polopiimky SX; a kruznice ko je bod X5. Piimka
x1 prochazi bodem X, a je rovnobézna s vedlejsi osou elipsy 0,. Piimka x5
prochazi bodem X5 a je rovnobéznd s hlavni osou elipsy o;. Prusecik primek
x1,x9 je bod X. Bod X je bodem elipsy. Volbou bodu X, na kruznici k;
ziskavame ruzné polohy bodu X na elipse.

V appletu si muzete zkusit, ze bod X vykresli elipsu. Ruzovym bodem
X1 1ze pohybovat.
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Obrazek 6.11: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvoren v programu GeoGebra
Kde je v této konstrukci schovanad osova afinita? Trojihelnikova kon-
strukce je slozena ze dvou osovych afinit:

e Prvni pravouhld afinita (OA1) je mezi kruznici k; (S, a) a elipsou, kde
osa afinity je hlavni osa elipsy.

e Druhd pravouhld afinita (OA2) je mezi kruznici ko (S,b) a elipsou, kde
osa afinity je vedlejsi osa elipsy.

Bod X je obrazem bodu X v OA1. Protoze se jedna o pravotihlou afinitu,
bod X lezi na piimce x; kolmé k ose afinity AB prochazejici bodem X;.
Obdobné je bod X5 obrazem bodu X v OA2. Protoze se jedna o pravothlou
afinitu, bod X lezi na pifimce x5 kolmé k ose afinity C'D prochézejici bodem
X 5. Prusecik primek z1, x5 je bod X lezici na elipse.

Dikaz:

Trojihelnikovou konstrukci lze dokazat podle podobnosti trojuhelniku
SX 1 Xx a XoX1X, kde X je prusecikem piimky X X, a osy afinity AB.
Piimka X5 X je rovnobézna s osou afinity, proto se rovnaji ihly X XX, X 15X«
a X1 XX, X1 X %S5, Trojuhelniky SX; X%, XoX ;X jsou podobné podle véty
uu. V trojuhelnicich plati: “))(i);(l*l' = Bg?gi = g Osou afinity je hlavni osa
elipsy, smér afinity je kolmy k ose afinity. Je ddna osa afinity, smér afinity a
charakteristika k = %, ¢imz je OA jednoznac¢né urcena.
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Obrazek 6.12: Dukaz trojihelnikové konstrukce.

6.3.3 Rozdilova prouzkova konstrukce

Nejprve si ukazme, jak se pomoci rozdilové prouzkové konstrukce sestroji
elipsa. (Pozn. Elipsu lze sestrojit i pomoci sou¢tové prouzkové konstrukee.)

Na rovny prouzek papiru vyznacime body X, X,, X, tak ze | X X,|=aq,
| X Xp|=b, | X, Xp|=a—b. Nyni pohybujeme prouzkem papiru tak, ze bod X,
lezi vzdy na vedlejsi ose elipsy (C'D) a bod X lezi na hlavni ose elipsy (AB).
Bod X opisuje elipsu, ktera ma velikost hlavni poloosy = a a velikost vedlejsi
poloosy = b.

Pozn: Prouzkové konstrukce vyuzijeme hlavné v piipadé, pokud mame
vyrysovat elipsu z niz zname hlavni vrcholy A, B a libovolny bod M na
elipse.

V appletu si muzeme zkusit, ze bod X vykresli elipsu. Ruzovym bodem
X4 1ze pohybovat.
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Obrazek 6.13: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvoren v programu GeoGebra

Jak se pri této konstrukci vyuziva osova afinita? Bod X sestrojme pomoci
trojuhelnikové konstrukce, kde vyuzivame slozeni dvou osovych afinit. Bodem
X vedeme primku g rovnobéznou s primkou SX ;. Prusecik piimky ¢ s vedlejsi
osou elipsy oy je bod X,. ﬁseéky XX a SX, jsou rovnobézné a stejné
dlouhé. Useéky SX; a X,X jsou rovnobézné. Proto body XX X,S tvori
rovnobéznik a velikost tsecky X ,X = a. Obdobné prusecik piimky ¢ s hlavni
osou elipsy 07 je bod Xj. ﬁseéky XX a SXj jsourovnobézné a stejné dlouhé.
Useéky SXsa XpX jsourovnobézné. Proto body X2 X XS tvoii rovnobéznik
a velikost usecky X, X = b.

Obrazek 6.14: | X, X| = a.
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6.3.4 Rytzova konstrukce

7 kapitoly o obrazu kruznice v osové afinité vime, ze elipsu muzeme sestrojit
pomoci Rytzovy konstrukce (3.5, str. 29). I Rytzovu konstrukei 1ze odvodit
ze vztahu osové afinity mezi kruznici a elipsou.

Opét vyjdeme z trojuhelnikové konstrukce. Na ki zvolime libovolné body
Ky, Ly, My, Ny tak, ze pirimky KL;, M1N; jsou na sebe kolmé a tvori tak
sdruzené prumeéry kruznice. (Stejné jako piimky KoLo, M3 Ns.) Pomoci troj-
uhelnikové konstrukce najdeme body K, L, M, N, které tvoii sdruzené pru-
meéry elipsy.

Oto¢me body K, K1, K5 kolem bodu S o 90°. Pak bod K, splyva s bo-
dem M, a bod Ko, splyva s bodem M,. Body M, M, My, K, tvoiri obdélnik
(MM || M1K,, MoK, || MiM a tthel MoMM, je pravy). Bod O je pru-
secikem uhlopticek v obdélniku My, M, M, K,. Piimka M K, protina osy
elipsy v bodech 1,2. Pro |M2|<|M1]| plati, ze |M2| = b, |M1| = a. |M2|
= b plyne z podobnosti trojihelniku SO2, MOM. Protoze vrchol trojihel-
nika O je prusecikem thlopricek v obdélniku, uhly pfi vrcholech M1, M jsou
shodné. Useéky MM, S2 jsou rovnobézné. Proto jsou uhly pti vrcholech S, 2
také shodné. Proto plati: |SM;| = |M2| = b. Pro velikost |M1| = a plati
obdobny vztah, ale vychazime ze shodnosti trojihelnika M,0OK,, MyOM a
podobnosti trojihelniku SO1, My,OK ,. Podobné plati |K,1| = b, |K,2| = a.
Protoze O je prusetikem uhlopricek obdélnika My, M, Mo, K,, plati |OM]|
= |OM| = |OM,| = |OK,|. Proto plati |O2] = |OS| = |O1|. Body S, 1,2
proto lezi na kruznici se sttedem v bodé O a polomérem OS. Pii Rytzové
konstrukci se vyuziva této kruznice pii hledani bodu 1, 2. Primky S1, 52 jsou
hlavni a vedlejsi osa elipsy.
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Obrézek 6.15: Prameéry K, Ly, M1, Ny (resp. Ko, Lo, Mo, N3) jsou
na sebe v kruznici ky (resp. kg) kolmé.

6.3.5 Souctova prouzkova konstrukce

Ptimo z Rytzovy konstukce vyplyva souctova prouzkova konstrukce.

Obrazek 6.16: Piimo z Rytzovy konstrukce vyplyva souctova prouz-
kové konstrukce.

Na rovny prouzek papiru vyznaéime body M, X,, X, tak ze |M X ,|=a,

|M X ,|=b, | X,Xp|= a+ b. Nyni pohybujeme prouzkem papiru tak, ze bod
X, lezi na vedlejsi ose elipsy 0s a bod X, lezi na hlavni ose elipsy o;. Bod M
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opisuje elipsu, ktera ma velikost hlavni poloosy je rovna a a velikost vedlejsi

poloosy je rovna b.
V appletu si muzeme zkusit, ze bod M vykresli elipsu. Ruzovym bodem

X 1ze pohybovat.

w

Obrazek 6.17: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvoren v programu GeoGebra
6.3.6 Prickova konstrukce

K prickové konstrukei elipsy vyuzijeme bodovou konstrukei kruznice. Useéky
AB,CD jsou dva k sobé kolmé prumeéry kruznice k. Bod E je prisecik tecen
kruznice v bodech B a C'. Je-li bod U bodem tsecky SC a bod V' bodem tsecky
CE, UV || SE, je priusecik X primek AU a BV bodem kruznice k“[7].

V appletu si muzete zkusit, ze bod X vykresluje kruznici. Ruzovym bo-
dem U lze pohybovat.
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Obrazek 6.18: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvoren v programu GeoGebra

Bod V nemusime vzdy hledat pomoci piimky prochézejici bodem U a
rovnobézné s SE. Muzeme tusecky SC, EC rozdélit na stejny pocet dilku
a délici body ocislovat V1,V2,V3,...,U1,U2,U3,... tak, aby cisla vzrustala
smeérem ke spolecnému bodu usecek, bodu C.

Protoze mezi elipsou a kruznici je vztah osové afinity muzeme tuto kon-
strukci vyuzit i pro elipsu. Diky zachovavani vlastnosti incidence, rovnobéz-
nosti a déliciho pomeéru nemusime znat hlavni a vedlejsi vrcholy, ale libovolné
sdruzené prumery. Usecky KL, MN jsou sdruzené prumeéry elipsy e. Usecky
SM, EM rozdélime na stejny pocet dilku (napf. ¢tyii) a délici body oznacime
Uy,Us,Us, V1, Vo, Vs tak, ze ¢isla vzristaji smérem ke spolecnému pruseciku
tsecek, bodu M. Bod elipsy X je prusecikem piimek KUy, LV, (X5 je pru-
secikem pifmek KU,, LV 9, X3 je prusecikem piimek KUgs, LV3). Takto jsme
vytvorili nékolik bodu elipsy v jednom kvadrantu. Konstrukci muzeme zopa-
kovat pro ostatni kvadranty.
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Obrazek 6.19: Jsou dany sdruzené prumeéry elipsy KL, M N a tecny
v téchto bodech. (Protoze KL, M N jsou sdruzené pruméry, tecny v
bodech K, L jsou rovnobézné s useckou M N a tecny v bodech M, N
jsou rovnobézné s tuseckou K'L.) Bod E je prusecik tecen elipsy v
bodech M, L.

6.4 Primka a elipsa

V 1lohéch s primkou a elipsou muzeme vyuzit osovou afinitu a pomoci ni
elipsu zobrazit na kruznici. Ulohu s pifmkou a elipsou tak zjednodusime na
tlohu s pfimkou a kruznici. [/Jlohy s pfimkou a kruznici jiz vyresime jedno-
duse.

Zadéni tloh na prorysovani najdete zde: Zadan{ (viz pifloha 5), Resenf
(viz priloha 5).

6.4.1 Pruseciky primky s elipsou

Je dana primka p, ktera protina elipsu e. Najdéte pruseciky této piimky s
elipsou.

Tato uloha se zda jednoduchd. Pruseciky jsou jednoduse tam, kde piimka
protina elipsu. Bohuzel ale nejsme schopni vykreslit elipsu presné. Muzeme
si pomoci oskulaénimi kruznicemi nebo velkym poctem presné sestrojenych
bodiu, ale presné elipsu nikdy nevykreslime. My samoziejmé chceme uréit
pruseciky presné. K tomu nam pomuze osova afinita.

Elipsa je dana hlavni osou o1, na které lezi hlavni vrcholy A, B, a vedlejsi
0sou 09, na které lezi vedlejsi vrcholy C, D. Zvolime osu afinity a par odpo-
vidajicich si bodu tak, aby obrazem elipsy byla kruznice. Pruseciky ptimky s
kruznici jiz najdeme, protoze kruznici umime vykreslit presné. Osovou afinitu
muzeme volit dvéma zpusoby (viz osova afinita mezi elipsou a kruznici (6.3,
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str. 82)):

e Osa afinity splyvé s hlavni osou elipsy. Stied elipsy S a body A, B jsou
proto samodruzné. Bod C” je jednim z pruseciku kruznice k (S, |SA|)
s vedlejsi osou elipsy 0s. Nyni mame uréenou osovou afinitu (o, CC")
a obraz elipsy. Déle uréime obraz p’ piimky p. Pruseciky piimky p’ s
kruznici €’ jsou body K’, L’. Ve sméru afinity a na piimce p lezi body
K, L. Body K, L jsou pruseciky primky p s elipsou.

Obrazek 6.20: Krokované reseni: Je dédna elipsa e a ptimka p. Urcete
pruseciky primky p s elipsou e.

e Osa afinity splyva s vedlejsi osou elipsy. Stied elipsy S a body C', D jsou
proto samodruzné. Bod A’ je jednim z prusecika kruznice k (S, |[SC|)
s hlavni osou elipsy 0. Nyni médme urcenou osovou afinitu (o, AA")
a obraz elipsy. Déale urcime obraz p'piimky p. Pruseciky piimky p’ s
kruznici k jsou body K’ L'. Ve sméru afinity a na pfimce p lezi body
K, L. Body K, L jsou pruseciky primky p s elipsou.
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Obrazek 6.21: Pruseciky piimky s elipsou.

6.4.2 Tecna k elipse z vnéjSiho bodu

Elipsa je dana hlavnimi vrcholy A, B a vedlejsimi vrcholy C, D. Bod R lezi
vneé elipsy. Sestrojte tecny elipsy z bodu R.

Tuto tdlohu muzeme fesit pomoci ohniskovych vlastnosti elipsy. Ukazeme
si, ze lze vyuzit i osovou afinitu. Stejné jako v tloze ,Pruseciky piimky s
elipsou” zvolime kolmou afinitu tak, ze osa afinity splyva s hlavni (nebo ve-
dlejsi) osou elipsy. Elipsa e se zobrazi na kruznici €’ se sttedem v bodé S a
polomérem SA. Obraz C’ bodu C' lezi na kruznici ¢ a piimce kolmé k ose
afinity prochazejici bodem C'. Najdeme obraz R’ bodu R. Nyni mame tilohu
zjednodusenou - z vnéjsitho bodu R’ sestrojte teény ke kruznici €’. Pomoci
Thaletovy kruznice nad prumérem SR’ najdeme dotykové body 77, Q)" tecen
', Q" ke kruznici €’. Tecny ¢, ¢ jsou urceny primkami RT, RQ. Body T', Q) jsou
dotykové body tecen t,q vedenych bodem R k elipse e.
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Obrazek 6.22: Krokované teseni: Je dana elipsa e a bod R. Sestrojte
tecny k elipse e z bodu R.

6.4.3 Tecna k elipse rovnobézna s primkou

Elipsa je dana hlavnimi vrcholy A, B a vedlejsimi vrcholy C, D. Déle je dana
piimka s. Sestrojte te¢ny elipsy rovnobézné s piimkou s.

Uloha by se opét dala Tesit pomoci ohniskovych vlastnosti elipsy. Pomoci
osové afinity ji ale muzeme také vyftesit. Zvolme kolmou afinitu tak, ze osa
afinity splyva s hlavni (nebo vedlejsi) osou elipsy. Elipsa se zobrazi na kruznici
se sttedem v bodé S a polomérem SA. Obraz C’' bodu C lezi na kruznici k a
piimce kolmé k ose afinity prochézejici bodem C'. Déale najdeme také obraz
s’ piimky s. Nyni fesime tlohu - sestrojte tecny rovnobézné s primkou s
ke kruznici €’. Stredem kruznice €’ vedeme kolmici k k primce s’. Pruseciky
kolmice k s kruznici € jsou body T, Q. T', Q" jsou dotykové body tecen.
Tecny t', ¢ jsou rovnobézné s piimkou s’. Najdeme vzory tecen t',¢'. Body
T, @ jsou dotykové body tecen t, q k elipse.
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Obrazek 6.23: Krokované reseni: Je dana elipsa e a ptimka s. Sestrojte
tecny k elipse e, které jsou rovnobézné s primkou s.

6.5 Otaceni roviny do prumétny v rovnobéz-
nych promitanich

S osovou afinitou se muzeme setkat pri otaceni obecné roviny o do roviny
prumétny 7, kde rovina « neni s rovinou 7 rovnobézna. Otoc¢it rovinu zna-
mena najit osu otaceni a otocit jeji libovolny bod, ktery nelezi na ose otaceni.
Osou otaceni je prusecnice roviny « s prumeétnou m, tj. stopa pa. Zvolime li-
bovolny bod A roviny «, ktery nelezi na ose otac¢eni. Abychom mohli otoéit
bod A potfebujeme zjistit stted otaceni, polomér otaceni a rovinu otaceni.

Rovina otaceni o bodu A je kolma k ose otaceni pa.

Stred otdaceni S 4 bodu A je prusecik roviny otaceni o s osou otaceni pa.

Polomeér otdiceni r bodu A je jeho vzdalenost od stfedu otaceni S4,r =
|AS|.

Otoceny bod A (A,) potom lezi na prusecnici roviny otdceni s prumétnou
7 a na kruznici se sttedem v bodé S 4 a polomérem r.

Zdrojem pro tuto kapitolu je kniha Aloise Urbana Deskriptivni geomet-
rie I [10].
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Obrazek 6.24: Otaceni obecné roviny do roviny prumeétny.

6.5.1 Otaceni roviny do priumétny a osova afinita

Otécet jednotlivé body roviny « do roviny prumétny 7 je mozné, ale zdlou-
havé. K otoceni dalsich bodu roviny « do roviny prumétny 7 je vyhodnéjsi
vyuzit osové afinity mezi rovinami «, 7. Osou afinity je prusecnice rovin a,
(tzn. osa otaceni = osa afinity), odpovidajici si body jsou bod A a jeho oto-
¢ena poloha A,.

Obréazek 6.25: Otdceni obecné roviny do roviny prumétny a osova
afinita.
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Otéceni roviny do prumétny je prostrova tloha. Proto ji musime prevést
do roviny na vztahy mezi body a primkami. Body a piimky roviny « pra-
vouhle promitneme do roviny 7. Bod A se tak zobrazi do bodu A; (Pozn.
V jednotlivych promiténich pracujeme pfimo s bodem A;). Osova afinita v
roviné je pak urcena stopou roviny a a odpovidajicimi si body A,, A;. Smér
Ao, A1 je vzdy kolmy k ose afinity, ale nemusi se tak ve vSech promitanich
zobrazit.

Obrazek 6.26: Otaceni obecné roviny do roviny prumeétny.

6.5.2 Uziti otaceni

Otaceni vyuzijeme napiiklad pii urcovani skutecné wvelikosti rovinného ob-
razce lezictho v dané roviné a. Pouze v jednom ptipadé vidime hned skutec-
nou velikost obrazce a to tehdy, kdyz je rovina a rovnobézna s prumétnou
7. Pokud je rovina « s prumétnou 7 ruznobéznd, prumét skutecného obrazce
se zkresli. Naptiklad vidime, ze prumétem tutvaru je rovnobéznik. Nejsme
ale schopni Tici, jestli je utvar ve skutecnosti ¢tverec, obdélnik ¢i jen obecny
rovnobéznik.

Podobné vyuzijeme otaceni pii uréovani skutecné velikosti fezu. Rez tvoid
obecny n-uhelnik, ktery lezi v roviné fezu. Postup je stejny jako pti urc¢ovani
skutecné velikosti rovinného obrazce. Skutecnou velikost fezu potiebujeme
napiiklad pro vytvoreni modelu.

Obdobnou tlohou je sestrojent utvaru leZictho v roviné. Ukolem je sestro-
jit napriklad pravidelny n-uhelnik lezici v dané roviné a. Protoze nevime,
jak se n-thelnik zkresli, musime nejprve rovinu a otoc¢it do prumétny. V
prumétné vidime n-thelnik ve skuteéné velikosti - muzeme ho tam proto se-
strojit. Pomoci osové afinity mezi rovinou « a prumétnou pak oto¢ime rovinu
a zpét do své puvodni polohy.
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6.5.3 Otaceni v riznych promitanich

S otacenim se setkdme v ruznych promitanich, kde je osova afinita urcena
ruznymi zpusoby. Osu afinity urc¢ime lehce, protoze osa afinity = osa otaceni
= prusecnice rovin «, 7. Princip otaceni je vSude stejny, ale konstrukce oto-
¢eného bodu A (A,) se v kazdém promitani trochu lisi. K tomu je potieba
vice znalosti, které nejsou naplni této prace.

Ukazme si, jak se otaci napriklad v kétovaném promitani.

Obrazek 6.27: V kétovaném promitani je dana stopa roviny a, ve
které lezi body A, B. V roviné « sestrojte ¢tverec ABCD.
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Kapitola 7

Uziti stredové kolineace

7.1 Rezy jehlani

V kapitole budeme pracovat s télesy, ktera jsou zobrazena ve volném rovno-
bézném promitani (6.1, str. 75)

7.1.1 Jehlan, jehlanovy prostor a jehlanova plocha

Nez zaéneme pracovat s jehlany, pripomenme definici jehlanové plochy a
jehlanového prostrou. ,MnoZina vSech primek prochdzejicich danym bodem
V' a protinagicich mnohothelnik m (jeho obvod), ktery lezi v roviné ¢ ne-
prochazejici bodem V', se nazgjvd jehlanovy prostor (jehlanova plocha) “ [10]
(str. 90). Bod V se nazyva vrchol. Mnozina vsech piimek plochy, které proti-
naji stranu mnohothelnika m, tvoii sténu jehlanové plochy. Je-li mnohothel-
nikem n-thelnik, mluvime o n-boké jehlanové plose.

Jehlan ziskame z jehlanového prostrou tak, ze jej omezime dvéma rovi-
nami. Jednou rovinou je zpravidla rovina ¢ a mnohotihelnik m pak nazyvame
podstavou jehlanu. Druhou rovinou je rovina ¢’ (¢'||¢) prochazejici vrcholem
V. Vzdalenost rovin ¢, ¢’ se nazyva viyska jehlanu. M&-1i podstava stied S a
plati, ze ptimka SV je kolma k roviné ¢, pak se jehlan nazyva kolmy, jinak je
kosy. Je-li jehlan kolmy a jeho podstavu (mnohothelnik m) tvoii pravidelny
n-uhelnik, pak se jehlan nazyva pravidelny.

Muzeme se setkat jesté s jednim typem jehlanu - komoly jehlan. Komoly
jehlan ziskdme z jehlanové plochy tak, Ze ji omezime dvéma rovinami. Jednou
rovinou je zpravidla rovina . Druhou rovinou je rovina ¢’ (¢’||p), ktera vsak
neprochazi vrcholem V' a vzdélenost rovin ¢, ¢’ je mensi nez vyska jehlanu.
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Jehlanova plocha '\, Jehlan y

Obrazek 7.1: Jehlan a jehlanova plocha.

7.1.2 Rezy jehlana

Jak jiz vime z uvodu kapitoly SK mezi dvéma rovinami (4.1, str. 40), stfedo-
vou kolineaci lze vyuzit pfi fezu jehlanu rovinou. Hrany AV, BV ... prochazi
spole¢nym bodem V. Vrchol V' je proto zaroven stred kolineace S. Osu koli-
neace tvori prusecnice roviny podstavy a roviny fezu. Odpovidajici si body
jsou body A, A’, kde bod A’ je bodem hrany AV a&nbspzaroven lezi v roviné
fezu a bod A je bodem hrany AV a&nbspzaroven lezi v roviné podstavy.

Priklad: Je dan pravidelny Sestiboky jehlan s podstavou ABCDFEF'. Ro-
vina fezu je ddna prusecnici o roviny fezu a roviny podstavy a bodem A’,
ktery lezi na hrané AV.
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Obrazek 7.2: Krokované reseni: Je dan Sestiboky jehlan s podstavou
ABCDEF. Rovina fezu je urc¢ena piimkou o a bodem A’.

Postupujeme stejné, pokud je ikolem sestrojit fez kosého jehlanu.

Priklad: Méjme dan kosy ¢tyrboky jehlan ABC'DV. Rovina fezu « je
urcena bodem X' a piimkou p’. Bod X’ lezi v roviné fezu a zaroven v roviné
podstavy. Déle je dana piimka p, kterd je prumétem piimky p’ do roviny

podstavy z bodu V' .

Obrazek 7.3: Krokované reseni: Je dan kosy ctyrboky jehlan s pod-
stavou ABC'D. Rovina fezu « je uréena bodem X’ a piimkou p'. Bod
X' lezi v roviné fezu a zaroven v roviné podstavy. Déle je ddana piimka
p, kterd je prumétem piimky p’ do roviny podstavy z bodu V'
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V jinych zobrazovacich metodéach je vétsinou rovina fezu dana svymi sto-
pami. Osou kolineace je prusecnice roviny fezu a roviny podstavy, stfed ko-
lineace S je vrchol jehlanu V. Bohuzel neni dana dvojice odpovidajicich si
bodu. Musime proto najit jeden bod fezu pomoci jinych konstrukei. Kon-
strukce se lisi podle jednotlivych promitani, myslenka konstrukce je vsak
stéle stejnd. Bod A’ je prusecik hrany jehlanu AV s rovinou fezu.

Dalsi priklady na vypracovani s vysledky:

e Volné rovnobézné promiténi: Zadani (viz pifloha 14), Reseni (viz pii-
loha 14)

e Mongeovo promitéani: Zadani (viz ptiloha 15), Reseni (viz pifloha 15)
e Kosotihlé promitani: Zadani (viz pifloha 16), Resenf (viz pifloha 16)
e Pravoiihld axonometrie: Zadan{ (viz pifloha 17), Redenf (viz piiloha 17)

Tyto ulohy maji vice feseni. Uvadime pouze to feseni, které primo vyuziva
stredovou kolineaci.

7.2 Rez kuzele

V kapitole budeme pracovat s télesy, ktera jsou zobrazena ve volném rovno-
bézném promitani (6.1, str. 75)

7.2.1 Kuzel, kuzelovy prostor a kuzelova plocha

Nez zacneme pracovat s kuzeli, pfipomenme definici kuzelové plochy a ku-
zelového prostrou. ,Mnozina vsech primek prochdzejicich bodem V' a proti-
najicich kruznici (kruh) k, kterd lezi v roviné ¢ neprochdzejict bodem V', se
nazyvd kuzelové plocha (kuzelovy prostor) “ [10] (str. 92). Bod V se nazyva
vrchol.

KuZzel ziskame z kuzelového prostoru tak, Ze jej omezime dvéma rovinami.
Jednou rovinou je zpravidla rovina ¢ a kruznici k£ pak nazyvame podstavou
kuzele. Druhou rovinou je rovina ¢’ (¢'||¢) prochazejici vrcholem V. Vzdale-
nost rovin ¢, ¢’ se nazyva viyska kuzele. Spojnice sttedu podstavy S s vrcho-
lem V' se nazyva osa. Je-li osa kolma k roviné podstavy, pak se kuzel nazyva
rotacni, jinak je kosy. V textu budeme pracovat s rotacnimi i kosymi kuzeli.

Pozn: Kuzelova plocha muze byt obecné mnozina vsech ptimek prochaze-
jici bodem V', které protinaji kiivku £ lezici v roviné ¢ neprochézejici bodem
V.
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Kuzelova plocha Wy KuzZel

Rotatni kuzel Kosy kuzel

Obrazek 7.4: Kuzel, kuzelova plocha, kolmy a kosy kuzel.

7.2.2 Rez kuzele

Nejprve se podivejme, jak muzeme volit rovinu fezu «. Specidlnim piipadem
je, kdyz rovina « prochazi vrcholem kuzelu. Této roviné fikdme vrcholova
rovina. Pokud pruse¢nice vrcholové roviny a roviny podstavy ¢ protind pod-
stavnou kruznici ve dvou bodech, pak je fezem trojuhelnik prochazejici vr-
cholem V. (Pokud bychom uvazovali tento fez kuzelovou plochou, pak jsou
fezem ruznobézné piimky prochézejici vrcholem V.) Pokud tato prusecnice
protind podstavu pouze v jednom bodé (prusecnice je tecnou kruznice), pak
je Tezem jedna povrska. Pokud pruseénice neprotind podstavnou kruznici,
pak je fezem pouze jeden bod - vrchol V. Dalsim specialnim ptipadem je,
pokud je rovina a rovnobéznd s rovinou podstavy . Pak je fezem kruznice.
U téchto typt ezt nevyuzivame stiedovou kolineaci.

103



Obrazek 7.5: Ruzne tezy kuzele.

Stejné jako u fezu jehlanu (7.1, str. 99), tak i u fezu kuzele je mezi rovinou
podstavy a rovinou fezu vztah stfedové kolineace. Osou kolineace je jejich
prusecnice, stfedem kolineace je vrchol kuzele V. Parem odpovidajicich si
bodu je nejcastéji stted podstavné kruznice S a prusecik osy kuzele SV s
rovinou fezu, ozn. S’. Obrazem kruznice ve stiedové kolineaci muze byt elipsa,
parabola ¢i hyperbola. Viz klasifikaci (4.5, str. 60). Jsou dva zpusoby jak
rozlisit, jakou kuzeloseckou je tez:

e Najdeme ubéznici stiedové kolineace (V, 0, S, S”). Podle poctu pruseciku
podstavné kruznice s ibéznici uréime, jakou kuzelosecku tez tvori. Viz
klasifikaci (4.5, str. 60).

e Vrcholem kuzele V' vedeme vrcholovou rovinu rovnobéznou s rovinou
fezu. Piimka p je prusecnice roviny podstavy a vrcholové roviny. Podle
poctu pruseciku podstavné kruznice s primkou p urcime, jakou kuzelo-
secku tez tvori. Pokud je pfimka p se¢nou podstavné kruznice, pak je
fezem hyperbola. Pokud je piimka p tecnou podstavné kruznice, pak
je Tezem parabola. Pokud nemé piimka p s podstavou zadny spoleény
bod, pak je fezem elipsa.

Podstava se ve vétsiné zobrazeni promitne jako elipsa. Ve sttedové kolineaci
viak plati, stejné jako u kruznice, ze obraz elipsy je kuzelosecka (elipsa, para-
bola ¢i hyperbola). Proto muzeme pii konstrukcich vyuzit stejnych postupu
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jako v kapitole obrazu kruznice ve sttedové kolineaci (4.5, str. 60) a to i v
pripadé, ze je kuzel kosy.

Priklad: Je dan rotacni kuzel, stied podstavy V1, vrchol V. Rovina fezu
« je uréena prusecnici o roviny podstavy a roviny a a bodem V' na ose V4, V.

osa kolineace =0

u = ubeznice

Obrazek 7.6: Reseni: Je dan rotacéni valec. Rovina fezu « je urcena
piimkou o (prusecnici roviny podstavy a roviny «) a bodem V” lezicim
na ose V1V.

Priklad: Je dan rotacéni kuzel, stied podstavy V1, vrchol V. Rovina fezu
« je urCena prusecnici o roviny podstavy a roviny « a ubéznici w.
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Obrazek 7.7: Reseni: Je d4n rotaéni kuzel. Rovina fezu « je urcena
piimkou o (prusecnici roviny podstavy a roviny «) a ubéznici u doty-
kajici se podstavné kruznice v pravé jednom bodé U. Protoze ubéz-
nice ma s podstavnou kruznici pravé jeden spolecny bod, vyslednym
fezem je parabola.

Priklad: Je dan rotacni kuzel, stied podstavy V', vrchol V. Rovina fezu
« je urCena prusecnici o roviny podstavy a roviny « a ubéznici w.
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Obrazek 7.8: Reseni: Je dén rotaéni kuzel. Rovina fezu « je urcena
piimkou o (prusec¢nici roviny podstavy a roviny «) a ubéznici u pro-
tinajici podstavnou kruznici ve dvou bodech. Protoze ibéznice ma s
podstavnou kruznici pravé dva spolecné body, vyslednym fezem je
hyperbola. Postupujeme stejné jako v kapitole SK Obraz kruznice
(4.5, str. 60).

V jinych zobrazovacich metodach je vétsinou rovina fezu dana svymi sto-
pami. Osou kolineace je prusecnice roviny fezu a roviny podstavy, stied koli-
neace S je vrchol jehlanu V. Nemusi byt vzdy zadana dvojice odpovidajicich
si bodu. Musime proto najit jeden bod fezu pomoci jinych konstrukei. Kon-
strukce se lisi podle jednotlivych promitani, myslenka konstrukce je vsak stéle
stejnd. Bod S’ je prusecik osy kuzele SV s rovinou fezu.

Dalsi priklady na vypracovani s vysledky:

Volné rovnobézné promitéani: Zadani (viz pifloha 18), Reseni (viz pii-
loha 18)

e Mongeovo promitani: Zadani (viz pifloha 19), Resenf (viz pifloha 19)

Kosotithlé promitani: Zadani (viz pifloha 20), Reseni (viz pifloha 20)

Pravotihld axonometrie: Zadanf (viz pifloha 21), Reden{ (viz pifloha 21)

Tyto dlohy maji vice feSeni. Uvadime pouze to feSeni, které piimo vyuziva
stredovou kolineaci.
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7.3 Konstrukce kuzelosecek

Diky tomu, zZe obrazem kruznice ve sttedové kolineaci je elipsa, parabola i hy-
perbola, muzeme stfedovou kolineaci vyuzit pii feSeni tloh o kuzeloseckach.
K tuloham jsou vsak casto potieba znalosti projektivni geometrie, kterymi se
tato prace nezabyva a vétsina konstrukei je nad ramec sttedoskolského uciva.
Uved’'me si tedy pouze nékolik piikladu, ve kterych muzeme SK pouzit. U
prikladu najdete literaturu, kde muzete najit feseni.

Stredova kolineace mezi kruznici a kuzeloseckou se uziva pii konstrukei
kuzelosecky dané body a tecnami. Vzdy je potfeba pét urcujicich prvku (nebo
¢tyti prvky + typ kuzelosecky).

e Priklad: Sestrojte rovnoosou hyperbolu, je-li ddn smér Moo jedné asymptoty,
tecna t s dotykovym bodem 7" a bod C.

Reseni: ,Stred kolineace S zvolime v dotykovém bodé T tecny t a kruz-
nici k' tak, aby se dotgkala tecny t v bodé T. K bodum C, Moo, Noo
(smér Noo je kolmy ke sméru Moo, protoze hyperbola md byt rov-
noosd) najdeme odpovidajici body C", M', N'. Ubéznice je primka u' =
M'N'. Osa kolineace o je rovnobéznd s u' a prochdzi prusecikem primek
CNoo,C'N"“[10] (str. 387).Timto jsme nasli kolineaci, ktera prevadi
kruznici k' na hledanou hyperbolu. K sestrojeni hyperboly vyuzijeme
postup popsany v kapitole SK Obraz kruznice (4.5, str. 60).

Obrazek 7.9: Krokované reseni: Sestrojte rovnoosou hyperbolu, je-li
dén smér Moo jedné asymptoty, tecna t s dotykovym bodem 7" a bod
C.
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SKuzZelosecka je dana dvéma tecnami a,b s body dotyku A, B a dalsim
bodem C'. Sestrogte dalsi bod“ [10] (str. 384).

LSestrojte parabolu, jsou-li dany dva jeji body A, B a tecny c,d“ [10]
(str. 386).

LSestrojte hyperbolu, je-li ddana jeji asymptota m a tii body A, B, C “[10]
(str. 386).

LSestrojte rovnoosou hyperbolu, kterd je ddna tec¢nou t s bodem dotyku
T a dvéma body My, Mo “[5] (str. 51).

JSestrojte kuzZelosecku, jsou-li dana tri jeji body A, B, C a ohnisko
F“[2] (str. 202).

sSestrojte kuzelosecku, jsou-li ddny tri jeji body a dvé tecny“[2] (str. 201).

LSestrojte kuzelosecku, jsou-li dany dva jeji body a tri tecny“ (2] (str. 202).

7.4 Otaceni roviny do prumétny ve stredo-
vych promitanich

Tak jasme osovou afinitu vyuzili pfi otaceni roviny do prumétny v rovno-
béznych promitanich, vyuzijeme stiedovou kolineaci pti otaceni roviny do
prumétny ve sttedovych promitanich.

Stredové promitani:

Pti zobrazovéani rovinnych ttvart, které lezi v roviné p, ktera neni rovno-
bézné s prumétnou ani neprochézi stredem promitani musime rovinu otocit.
Mezi stredovymi pruméty A, a otocenymi polohami A, bodu A roviny o plati
vztah sttedové kolineace. Osou kolineace je stopa dané roviny p, stifedem ko-
lineace je otocend poloha S, stfedu promitani S.
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Obrazek 7.10: Otaceni zékladni roviny do prumétny ve stfedovém
promitani.

Linedrni perspektiva:

Linearni perspektiva je specialni ptipad stfedového promitani, muzeme
proto vyuzit vSechny konstrukce, které se tam pouzivaji, tedy i stiedovou
kolineaci. SK vyuzijeme hlavné pti otaceni zdkladni roviny 7 do narysny.
Perspektiva bodu A, a jeho otocend poloha (A) si odpovidaji ve stfedové
kolineaci, kde osa kolineace je zakladnice z, stfed kolineace je dolni distan¢nik
Dg a ubéznice splyva s horizontem h.

Obrazek 7.11: Otaceni zakladni roviny do prumétny v linearni per-
spektive.

Obraz kruznice v linedrni perspektivé:
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Mezi otocenou polohou kruznice a jejim perspektivnim prumétem mu-
zeme opét vyuzit vztahu sttedové kolineace, stejné jako pri otaceni zéakladni
roviny do prumétny. Uvazujme pouze piipad, kdy se kruznice zobrazi na
elipsu. Jsou dvé moznosti, jak elipsu sestrojit. Muzeme vyuzit presnou kon-
strukei, pii které pouzitim stiedové kolineace nalezneme sdruzené prumeéry
elipsy a pomoci Rytzovy konstrukce vyrysujeme elipsu. Podrobny postup na-
leznete v kapitole SK Obraz kruznice (4.5, str. 60). Druhym moznym zpuso-
bem, je vyuziti tzv. osmibodové konstrukce. Osmibodova konstrukce vyuziva
osmi vhodné zvolenych bodu na kruznici a jejich te¢en ke kruznici. Pomoci
obrazu téchto bodu a jejich te¢en nesestrojime presné osy a vrcholy elipsy,
ale k ptibliznému urceni elipsy postaci. Obrazy prvku ziskdme pomoci stre-
dové kolineace, kde stfedem kolineace je dolni distanénik, osou kolineace je
zékladnice a Uibéznici je horizont. Jak vhodné volime body a jejich tec¢ny v
linedrni perspektivé vidime na nésledujicim obrazku.

Obrazek 7.12: Osmibodova konstrukce elipsy v linearni perspektivé.

Poznédmka: V linearni perspektivé se kromé stfedové kolineace se setkame
i se vztahem osové afinity a to pii snizeni pudorysu. Snizeni pudorysu se
vyuziva v pripadé, ze vzdalenost horizontu od zdkladnice je velmi mala a
obrézek je pak necitelny ¢i nepiesny. Pomocnou rovinu 7’ ziskdme posunutim
zékladni roviny 7 ve sméru kolmém k roviné 7. Vztah pravouhlé osové afinity
mezi pudorysem 7 a snizenym pudorysem 7’ je uréen osou afinity = horizont
h, odpovidajici si ptimky z, 2’.
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Obrazek 7.13: Snizeni pudorysu v linearni perspektive.

Zdrojem pro tuto kapitolu je kniha Aloise Urbana Deskriptivni geomet-
rie I [10].
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Kapitola 8
Zaver

Cilem prace bylo vytvorit webovou aplikaci pro osovou afinitu a stfedovou
kolineaci tak, aby si ¢tenar osvojil a rozsitil jejich vlastnosti. Studenti stied-
nich a vysokych skol se o osové afinité a sttedové kolineaci dozvi nejvice pri
hodinach deskriptivni geometrie, ale rozsah uciva zavisi na uciteli a poctu
vyucovanych hodin. Ne vzdy je ¢as na probrani detailu.

Vytvorila jsem proto souhrn informaci o osové afinité, sttedové kolineaci
a jejich vyuziti. Vyuzila jsem nazornych obrazku, appletu a krokovanych
obrazku, aby vedly ctenare k lepsimu pochopeni textu.
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Priloha A

Sada uloh s resenim

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

. Urcenost osové afinity
. Dourcovani prvku v osové afinité
. Urcenost sttedové kolineace

. Dourcovéani prvku ve stredové kolineaci

Sada uloh — ptimka a elipsa

. Rezy hranoli — Volné rovnobézné promitani

Rezy hranoli — Mongeovo promitani

. Rezy hranoli — Kosothlé promitan{

. Rezy hranolt — Pravouhla axonometrie

Rezy vélei — Volné rovnobézné promitani
Rezy vélet — Mongeovo promitani

Rezy vélet — Kosoihlé promitani

Rezy vélct — Pravotihld axonometrie

Rezy jehlant — Volné rovnobézné promitani
Rezy jehlant — Mongeovo promitani

Rezy jehlantt — Kosotihlé promitan{

Rezy jehlant — Pravothls axonometrie
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18. Rezy kuzeli — Volné rovnobézné promitani
19. Rezy kuzelii — Mongeovo promitan{
20. Rezy kuzeli — Kosoihlé promitani

21. Rezy kuzeli — Pravouhld axonometrie
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