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Petra Plichtová
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Title: Web application for teaching of axial affinity and perspective colline-
ation
Author: Petra Plichtová
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3.3.1 Typy osové afinity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.3.2 Charakteristika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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4.1 Vztah mezi dvěma rovinami . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.1.1 Definice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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4.6 Dourčováńı prvk̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5 Klasifikace 73
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Kapitola 1

Úvod

Tyto stránky vznikly jako diplomová práce na Katedře didaktiky matematiky
Matematicko-fyzikálńı fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Hlavńım ćılem diplomové práce je seznámit čtenáře s osovou afinitou a
středovou kolineaćı, jejich vlastnostmi a použit́ım v rovině i prostoru. Pro
názornost a lepš́ı pochopeńı vztah̊u jsou použity dynamické applety či kroko-
vané obrázky. Práce je určena student̊um pro samostudium či jako podp̊urný
materiál pro prohloubeńı znalost́ı. Dále je práce určena i učitel̊um, kteř́ı v
práci naleznou sady úloh, které mohou využ́ıt při svých hodinách. Práce
jako taková nepředpokládá znalosti z oblasti deskriptivńı geometrie. Pouze
v některých sadách úloh v r̊uzných promı́taćıch metodách se předpokládá,
že student tyto metody promı́táńı zná.Práce je sestavena jako učebńı text o
osové afinitě a středové kolineaci. Je rozdělena do šesti kapitol. Prvńı kapi-
tola je věnována nevlastńım prvk̊um - nevlastńımu bodu a nevlastńı př́ımce.
Kapitola je d̊uležitá hlavně pro středovou kolineaci.

Druhá kapitola se zabývá osovou afinitou mezi dvěma rovinami i osovou
afinitou v rovině. Jsou zde popsány r̊uzné typy osové afinity, jej́ı charakteris-
tika a vlastnosti. V kapitole také najdeme r̊uzné zp̊usoby zadáńı osové afinity.
Speciálně je zd̊urazněna kapitola o obrazu kružnice. Na konci kapitoly nalez-
nete úlohy na procvičeńı, převážně na doplňováńı daľśıch útvar̊u, jako např.
bod, př́ımka, mnohoúhelńık, atd.

Třet́ı kapitola se zabývá středovou kolineaćı mezi dvěma rovinami i stře-
dovou kolineaćı v rovině. V kapitole jsou uvedeny invarianty středové ko-
lineace i vlastnosti, které se nezachovávaj́ı. Jsou zde popsány úběžńıky a
úběžnice a návod k jejich nalezeńı ve středové kolineaci v rovině. V kapitole
také najdeme r̊uzné typy zadáńı kolineace. Speciálně je zd̊urazněna kapitola
o obrazu kružnice. Na konci kapitoly naleznete úlohy na procvičeńı, převážně
na doplňováńı daľśıch útvar̊u, jako např. bod, př́ımka, mnohoúhelńık, atd.

V kapitole Klasifikace naleznete přehled, který dává do souvislosti osovou
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afinitu, středovou kolineaci a daľśı typy zobrazeńı.
Pátá a šestá kapitola se zabývaj́ı užit́ım osové afinity a středové kolineace

v deskriptivńı geometrii.
Všechny kapitoly jsou doplněny řadou obrázk̊u, krokovaných obrázk̊u a

pohyblivých applet̊u, které byly vytvořeny ve volně dostupném programu
GeoGebra (viz http://www.geogebra.org/cms/) .

Př́ılohou diplomové práce je sb́ırka úloh na procvičeńı osové afinity a
středové kolineace. K některým úlohám sb́ırka obsahuje i řešeńı.

1.1 Ovládáńı stránek
Navigace na stránkách je v dvojúrovňovém menu na levé straně.

Jak již bylo zmı́něno, stránky obsahuj́ı také dynamické applety. Aby
správně fungovaly, je nutné mı́t povolený JavaScript a Javu v prohĺıžeči. Ap-
plety jsou na rozd́ıl od obrázk̊u v černém rámečku. Vždy je u nich napsáno,
jaká je jejich funkce. Pokud se v appletu má pohybovat bodem, je tento bod
většinou r̊užový. Pohyb bodu určujete pomoćı myši. Stač́ı kurzorem najet
na daný bod, podržet levé tlač́ıtko myši a bod bude koṕırovat Vámi zvolený
pohyb.

Na stránkách také naleznete krokované obrázky, které většinou simuluj́ı
postup řešeńı zadané úlohy. Na následuj́ıćı nebo předchoźı obrázek se dosta-
nete pomoćı šipek pod obrázkem. Pod obrázkem se také zobrazuje text, který
popisuje konstrukci.

Ve většině moderńıch prohĺıžeč̊u by nemělo být problematické jejich zob-
razeńı. Pot́ıže ovšem mohou činit matematické symboly, pokud je daný pro-
hĺıžeč nepodporuje.
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Kapitola 2

Nevlastńı prvky

2.1 Nevlastńı prvky
Pro snazš́ı pochopeńı některých pojmů a k rozděleńı afinity a kolineace se
nejprve pod́ıváme na nevlastńı prvky, nevlastńı bod a nevlastńı př́ımku. Ne-
vlastńı prvky budeme potřebovat hlavně ve středové kolineaci, ale pomohou
nám i v osové afinitě. Usnadńı úvahy, protože každé dvě př́ımky pak maj́ı
společný pr̊useč́ık a každé dvě roviny maj́ı pr̊usečnici. Hojně se využ́ıvaj́ı
např́ıklad v lineárńı perspektivě.

2.2 Nevlastńı bod
Obraz nevlastńıho bodu známe z běžného života. Dı́vali jste se někdy na
dlouhé rovné koleje a zdálo se Vám, že se sb́ıhaj́ı? Rozum nám ř́ıká, že koleje
jsou rovnoběžné, takže se protnout nemohou, ale oko vid́ı něco jiného. Koleje
se zdánlivě stále přibližuj́ı, takže oku se zdá, že by se někde protnout měly.
Právě tento zdánlivý pr̊useč́ık je obrazem nevlastńıho bodu.
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Obrázek 2.1: Sb́ıhaj́ıćı se koleje.

Pojd’me se na stejný problém pod́ıvat v́ıce geometricky. Mějme v rovině
dánu př́ımku 𝑝 a bod 𝑄, který na př́ımce 𝑝 nelež́ı. Bodem 𝑄 procházej́ı př́ımky
𝑞1, 𝑞2, . . . , které prot́ınaj́ı př́ımku 𝑝 v bodech 𝑃 1, 𝑃 2,... . Tyto body nazýváme
vlastńımi body. Problém nastane, pokud bodem 𝑄 vedeme př́ımku 𝑞 rovno-
běžnou s př́ımkou 𝑝. V euklidovském prostoru rovnoběžné př́ımky nemaj́ı
společný pr̊useč́ık. Kv̊uli praktickým aplikaćım si tento př́ıpad představ́ıme
tak, jakoby př́ımky byly téměř rovnoběžné a prot́ınaly se hodně daleko. Rov-
noběžné př́ımky se pak prot́ınaj́ı nekonečně daleko. Tomuto pr̊useč́ıku ř́ıkáme
nevlastńı bod. Na paṕıru nevlastńı bod vyznačit nelze, protože na něm nelež́ı.
V obrázćıch označ́ıme šipkou v jakém směru nevlastńı bod lež́ı a tento směr
označ́ıme 𝑃∞.

Obrázek 2.2: Nevlastńı bod jako pr̊useč́ık rovnoběžných př́ımek.

Zkusme se na nevlastńı bod pod́ıvat ještě z jiného pohledu. Můžeme si
představit, že př́ımka mı́̌ŕı do nějakého nekonečně vzdáleného bodu – ukazuje
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směr, ve kterém bod lež́ı. Rovnoběžné př́ımky pak ukazuj́ı na stejný bod.
Tento bod pak můžeme označit pr̊useč́ıkem př́ımek a nazveme ho nevlastńım
bodem. Z této úvahy také vyplývá, že všechny vzájemně rovnoběžné př́ımky
maj́ı stejný nevlastńı bod.

Obrázek 2.3: Vzájemně rovnoběžné př́ımky maj́ı stejný nevlatńı bod.

Pro praktickou představu se můžeme pod́ıvat na čáry označuj́ıćı j́ızdńı
pruhy na rovné dálnici. Ty jsou vzájemně rovnoběžné, ale zdá se, že se všechny
sb́ıhaj́ı v jednom bodě.

Obrázek 2.4: Sb́ıhaj́ıćı se pruhy na dálnici.

Poznámka 1 Stejně jako v́ıme, že dvě r̊uznoběžné př́ımky maj́ı právě jeden
společný bod, tak i dvě rovnoběžné př́ımky maj́ı pouze jeden společný nevlastńı
bod, i když úvahy mohou vést k tomu, že jsou dva. (

”
Mı́ř́ı přeci do nekonečna
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na obou stranách.“) Daľśım od̊uvodněńım by bylo, že směr př́ımky je pouze
jeden. (Podobně jako v analytické geometrii. K popsáńı př́ımky nám stač́ı
jeden vektor, čili jeden směr.)

2.3 Nevlastńı př́ımka
Nevlastńı př́ımku můžeme definovat podobně jako nevlastńı bod, jako pr̊u-
sečnici rovnoběžných rovin.

Mějme dánu rovinu 𝛽 a bod 𝐴, který v rovině 𝛽 nelež́ı. Bodem 𝐴 pro-
cháźı roviny 𝛼1, 𝛼2,... , které prot́ınaj́ı rovinu 𝛽 v př́ımkách 𝑏1, 𝑏2,... . Bodem
𝐴 můžeme vést rovinu 𝛼 rovnoběžnou s rovinou 𝛽. Tyto roviny nemaj́ı v
euklidovském prostoru společnou pr̊usečnici. Euklidovský prostor proto roz-
š́ı̌ŕıme o daľśı nevlastńı prvek, nevlastńı př́ımku. Nevlastńı př́ımkou nazveme
pr̊usečnici rovnoběžných rovin.

Obrázek 2.5: Rovnoběžné roviny maj́ı společnou nevlastńı př́ımku.

Sestrojme daľśı rovinu, např. 𝛾, která je opět rovnoběžná s rovinou 𝛽.
Roviny 𝛾, 𝛽 maj́ı stejnou nevlastńı př́ımku 𝑏 jako roviny 𝛼, 𝛽. Všechny rov-
noběžné roviny maj́ı společnou pr̊usečnici - nevlastńı př́ımku.
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Obrázek 2.6: Tři rovnoběžné roviny maj́ı společnou nevlastńı př́ımku.

Nevlastńı př́ımku lze také chápat jako množinu všech nevlastńıch bod̊u
dané roviny. Z kapitoly o nevlastńım bodu (2.2, str. 9) v́ıme, že rovnoběžné
př́ımky maj́ı stejný nevlastńı bod. Mějme v rovině dány př́ımky 𝑝, 𝑞,𝑚, 𝑛,
kde 𝑝 ‖ 𝑞, 𝑚 ‖ 𝑛 a př́ımky 𝑝,𝑚 jsou r̊uznoběžné. Př́ımky 𝑝, 𝑞 určuj́ı jeden
nevlastńı bod, př́ımky 𝑚,𝑛 určuj́ı druhý nevlastńı bod. Stejným zp̊usobem
můžeme těchto bod̊u vytvořit nekonečně mnoho. Všechny tyto nevlastńı body
tvoř́ı nevlastńı př́ımku. Můžeme si např́ıklad představit pohled na otevřené
moře. Rovnoběžné př́ımky se na horizontu zdánlivě prot́ınaj́ı. Tento pr̊useč́ık
je obraz nevlastńıho bodu. O horizontu pak ř́ıkáme, že je to obraz nevlastńı
př́ımky. Obraz̊um nevlastńıch bod̊u ř́ıkáme úběžńıky, obdobně obrazu ne-
vlastńı př́ımky ř́ıkáme úběžnice.
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Obrázek 2.7: Nevlastńı př́ımka jako množina nevlastńıch bod̊u.

2.4 Nevlastńı rovina
Stejně jako jsme vytvořili nevlastńı př́ımku jako množinu všech nevlastńıch
bod̊u v rovině můžeme vytvořit nevlastńı rovinu jako množinu všech nevlast-
ńıch př́ımek a nevlastńıch bod̊u v prostoru.
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Kapitola 3

Osová afinita

3.1 Vztah mezi dvěma rovinami
Zkusme si představit tenké desky, které jsou osvětleny sluncem, a jejich st́ın
na podložce. Nemohl by být mezi deskami a jejich st́ınem nějaký vztah?
Uvažujme, že slunce je tak daleko, že jeho paprsky jsou vzájemně rovnoběžné.
Potom můžeme vztah mezi deskami a jejich st́ınem přirovnat ke vztahu osové
afinity.

Obrázek 3.1: Slunce osvětluj́ıćı desky.

Uved’me ještě jiný př́ıklad, se kterým jsme se mohli setkat při hodinách
stereometrie:

Př́ıklad: Sestrojte řez řez pravidelného čtyřbokého hranolu 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻
rovinou 𝜚, která je určena body 𝐴′, 𝐵′, 𝐷′;𝐴′ je bodem hrany 𝐴𝐸,𝐵′ je bo-
dem hrany 𝐵𝐹,𝐷′ je bodem hrany 𝐷𝐻.
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Obrázek 3.2: Krokované řešeńı: Zadáńı úlohy.

3.1.1 Definice

Mezi st́ınem desek, který vrhá slunce na podložku a řezem hranolu rovinou je
jistá podoba. V obou př́ıpadech se setkáváme s osovou afinitou. Představme si
hranol a jeho řez tak, že rovina řezu je nyńı rovina desek a rovina podstavy
je podložka. Desky jsou jednou hranou opřeny o st̊ul a sv́ıt́ı na ně slunce.
Povšimněme si nyńı některých vlastnost́ı.

Obrázek 3.3: Slunce osvětluj́ıćı desky.

1. Roh desek a jeho st́ın lež́ı na př́ımce, která je rovnoběžná se slunečńım
paprskem. Můžeme si všimnout, že to plat́ı nejen pro každý roh, ale i
pro každý bod hrany (pro celý st́ın).
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2. Hrana desek 𝐴,𝐵, která lež́ı na stole je totožná se svým st́ınem. Tato
hrana je pr̊usečnice roviny stolu a roviny, ve které desky lež́ı. Hrana
nelež́ıćı na stole, např. 𝐴,𝐶, a jej́ı st́ın se prot́ınaj́ı na pr̊usečnici roviny
stolu a roviny, ve které desky lež́ı.

3. Pokud bod lež́ı na libovolné hraně desek, pak jeho st́ın nálež́ı st́ınu
př́ıslušné hrany.

Př́ıklad slunce a desek nám osovou afinitu názorně představil. Pojd’me se
nyńı pod́ıvat, jak pozorováńı zobecnit:

Definice 1
”

Uvažujme dvě r̊uznoběžné roviny 𝜚, 𝜚′, jejich pr̊usečnici označme
𝑜 . Zvolme dále př́ımku 𝑠 tak, že 𝑠 neńı rovnoběžná s žádnou z rovin. Potom
přiřad́ıme navzájem body a př́ımky roviny 𝜚 bod̊um a př́ımkám roviny 𝜚′ tak,
že plat́ı:

1. Spojnice odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u jsou rovnoběžné s př́ımkou 𝑠.

2. Pr̊useč́ıky odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek lež́ı na př́ımce 𝑜.

3. Bod na př́ımce se zobraźı opět do bodu na př́ımce.

Tuto př́ıbuznost nazveme osovou afinitou mezi dvěma r̊uznoběžnými rovi-
nami, př́ımku 𝑠 směrem afinity, př́ımku 𝑜 osou afinity.“ [5]

Obrázek 3.4: Osová afinita mezi dvěma rovinami.

Poznámka: Bod̊um 𝐴,𝐴′ ř́ıkáme odpov́ıdaj́ıćı si body. V některých lite-
raturách můžeme naj́ıt označeńı body afinně sdružené.

Porovnejme vlastnosti osové afinity s př́ıkladem
”
řez hranolu“. Rovina 𝜚

odpov́ıdá rovině řezu, rovina 𝜚′ odpov́ıdá rovině dolńı podstavy. Směr afinity
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𝑠 odpov́ıdá směru hran, např́ıklad 𝐴𝐸. Odpov́ıdaj́ıćı si body jsou např́ıklad
body 𝐴,𝐴′. Osa 𝑜 je pr̊usečnice rovin 𝜚, 𝜚′ a odpov́ıdá pr̊usečnici roviny pod-
stavy a roviny řezu.

Obrázek 3.5: Osová afinita a řez hranolu.

3.2 Osová afinita v rovině
Osovou afinitu jsme definovali jako vztah v prostoru - vztah mezi dvěma
rovinami. Častěji se setkáme s osovou afinitou v rovině, protože rýsujeme
v rovině sešitu. Jak převedeme prostorový vztah do roviny? Tento problém
vyřeš́ıme stejně jako všechny prostorové vztahy. Zvoĺıme si směr promı́táńı a
všechny prvky rovnoběžně promı́tneme. Voĺıme rovnoběžné promı́táńı, pro-
tože zachovává rovnoběžnost. Směr promı́táńı voĺıme tak, aby nebyl rovno-
běžný se směrem afinity, jinak by body 𝐴,𝐴′ splynuly. Dále nesmı́ být směr
promı́táńı rovnoběžný s žádnou z rovin 𝜚, 𝜚′. Zvoĺıme si rovinu 𝜋, do které
budeme promı́tat a směr promı́táńı 𝑡. Osu afinity 𝑜, odpov́ıdaj́ıćı si body
𝐴,𝐴′ promı́tneme pomoćı směru 𝑡 do roviny 𝜋. Pro promı́tnuté body 𝐴,𝐴′

plat́ı opět vztah osové afinity, kde osa afinity 𝑜* je pr̊umětem osy 𝑜 a př́ımka
𝑠*, která určuje směr afinity, je pr̊umětem př́ımky 𝑠, nebo je určen pr̊uměty
bod̊u 𝐴,𝐴′ (𝐴*, 𝐴′*).
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Obrázek 3.6: Pr̊umět prostorového vztahu osové afinity do roviny.

Podobně jako v osové afinitě mezi dvěma rovinami se i v osové afinitě v
rovině znač́ı osa afinity 𝑜, směr afinity 𝑠. Vzory bod̊u se znač́ı 𝐴,𝐵,𝐶, ..., ob-
razy bod̊u 𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′, .... Podobně jako body se označuj́ı vzory př́ımek 𝑎, 𝑏, 𝑐, ...
a obrazy př́ımek 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′....

Takto vypadaj́ı již promı́tnuté prvky osové afinity. S r̊užovými body lze
pohybovat.

Obrázek 3.7: Applet z programu Geogebra

Poznámka: V praxi voĺıme směr 𝑡 tak, že body 𝐴 a 𝐴* splývaj́ı. Zjed-
nodušeně řečeno: Můžeme si představit, že roviny 𝜚𝜚′ zmiźı a z̊ustanou nám
pouze

”
stopy“ př́ımek a bod̊u, na které se d́ıváme tak, jako by ležely v rovině

paṕıru a ne jako na prostorové vztahy.
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3.2.1 Vlastnosti osové afinity

Jako u všech zobrazeńı, která známe, je dobré vědět, jaké vlastnosti osová
afinita zachovává. Jinak řečeno, co se při zobrazeńı neměńı.

Dělićı poměr

Prvńı d̊uležitou vlastnost́ı, kterou můžeme při konstrukćıch využ́ıt je, že osová
afinita zachovává dělićı poměr. Pojd’me se pod́ıvat, co to dělićı poměr je:

Definice 2
”
𝐴𝐵𝐶 jsou tři libovolné vlastńı body, lež́ıćı na jedné př́ımce, u

nichž plat́ı 𝐴 ̸= 𝐵 ̸= 𝐶. Dělićı poměr bodu 𝐶 vzhledem k bod̊um 𝐴,𝐵
v daném pořad́ı je reálné č́ıslo 𝜆, jehož absolutńı hodnota je rovna pod́ılu
velikost́ı úseček |𝐴𝐶|

|𝐵𝐶| .

• Lež́ı-li bod 𝐶 vně úsečky 𝐴𝐵, pak je č́ıslo 𝜆 kladné.

• Lež́ı-li bod 𝐶 mezi body 𝐴,𝐵, pak je č́ıslo 𝜆 záporné.“ [6]

Dělićı poměr bod̊u 𝐴,𝐵,𝐶 znač́ıme (𝐴𝐵𝐶) = 𝜆. Bod 𝐴 nazýváme prv-
ńım základńım bodem, bod 𝐵 druhým základńım bodem. Pořad́ı bod̊u 𝐴,𝐵
neńı libovolné. Pokud mezi sebou vyměńıme body 𝐴,𝐵, dostaneme vztah:
(𝐴𝐵𝐶) = 1

(𝐵𝐴𝐶)
.

Z definice vyplývá, že 𝐴 ̸= 𝐵 a 𝐵 ̸= 𝐶. Může však nastat př́ıpad, že 𝐴 =
𝐶, potom je 𝜆 rovna nule. Známe dělićı poměr pro každý bod př́ımky až na
bod 𝐵 (druhý základńı bod) a nevlastńı bod. Dělićı poměr bodu 𝐵 muśıme v
definici vynechat. Pokud by platilo 𝐵 = 𝐶, dělili bychom nulou. Můžeme však
speciálně pro něj doplnit:

”
Dělićı poměr bodu 𝐵 vzhledem k bod̊um 𝐴,𝐵 je

𝜆 = ∞.“ Toto sděleńı můžeme chápat tak, že bod 𝐵 se nekonečně bĺıž́ı k bodu
𝐶. Velikost úsečky 𝐵𝐶 je tedy téměř nula a d́ıky tomu hodnota zlomku |𝐴𝐶|

|𝐵𝐶|
roste nade všechny meze, tedy do nekonečna. Podobným zp̊usobem zavedeme
i dělićı poměr pro nevlastńı bod:

”
Dělićı poměr nevlastńıho bodu př́ımky

vzhledem k libovolným dvěma základńım bod̊um 𝐴, 𝐵 této př́ımky je roven
1.“ Představa by byla taková, že bod 𝐶 je tak daleko, že vzdálenosti |𝐴𝐶| a
|𝐵𝐶| jsou stejné. Nyńı máme ke každému bodu př́ımky přǐrazen dělićı poměr
- právě jedno č́ıslo 𝜆.

Vlastnost osové afinity, zachovávaj́ıćı dělićı poměr, využijeme hlavně v
př́ıpadě, když zobrazujeme střed úsečky. Dı́ky zachováváńı dělićıho poměru
plat́ı, že (𝐴𝐵𝑆)=(𝐴′𝐵′𝑆 ′). Speciálně pro střed úsečky plat́ı: (𝐴𝐵𝑆)=(𝐴′𝐵′𝑆 ′)=
−1 (Střed úsečky 𝐴𝐵 se zobraźı na střed úsečky 𝐴′𝐵′).

V osové afinitě se střed úsečky 𝐴𝐵 zobraźı na střed úsečky 𝐴′𝐵′. S r̊užo-
vým bodem 𝐵 mohu pohybovat.
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Obrázek 3.8: Applet z programu Geogebra

Rovnoběžnost

Daľśı vlastnost́ı, kterou můžeme využ́ıt při konstrukci obrazu v osové afinitě
je zachováńı rovnoběžnosti. Pokud jsou př́ımky 𝑝, 𝑞 rovnoběžné, pak jsou
jejich obrazy 𝑝′, 𝑞′ také rovnoběžné. Tato vlastnost se využ́ıvá, pokud chci
naj́ıt obraz rovnoběžńıku (např́ıklad čtverce 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷). Stač́ı tak naj́ıt body
𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′ a bod 𝐷′ doplnit na rovnoběžńık, protože v́ıme, že strana 𝐴′𝐵′ ||
𝐶 ′𝐷′ a 𝐴′𝐶 ′|| 𝐵′𝐷′.

V osové afinitě je obrazem čtverce rovnoběžńık, protože rovnoběžné př́ımky
se zobraźı opět na rovnoběžky. S r̊užovými body mohu pohybovat.

Obrázek 3.9: Applet z programu Geogebra
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Incidence

Vlastnost zachováváńı incidence maj́ı všechna zobrazeńı. Plat́ı, že pokud bod
𝑄 lež́ı na př́ımce 𝑞, pak obraz bodu 𝑄 (𝑄′) lež́ı na obrazu př́ımky 𝑞 (𝑞′). Nikdy
se nemůže stát, že bod, který lež́ı na př́ımce, se zobraźı do bodu mimo obraz
př́ımky.

3.2.2 Samodružné prvky

Nejprve si řekněme, co jsou samodružné prvky.
Samodružný bod je bod, který se při zobrazeńı zobraźı sám na sebe. Plat́ı

pro něj, že 𝑋 = 𝑋 ′.
Samodružná př́ımka je př́ımka, která se při zobrazeńı zobraźı sama na

sebe. Opět pro ńı plat́ı: 𝑦 = 𝑦′. Bod 𝑌 , který lež́ı na př́ımce 𝑦 se ale zobraźı
do jiného bodu (𝑌 ′), který opět lež́ı na př́ımce 𝑦, 𝑌 ̸= 𝑌 ′.

Př́ımka samodružných bod̊u je př́ımka, kde každý jej́ı bod je samodružný.
Pro každý bod na př́ımce plat́ı 𝑋 = 𝑋 ′.

V osové afinitě nalezneme samodružnou př́ımku i př́ımku samodružných
bod̊u. Na ose afinity lež́ı samodružný bod 𝑌 , který nálež́ı př́ımce 𝑏 i př́ımce
𝑏′. Toto ale plat́ı pro jakýkoliv bod na ose afinity - osa afinity je př́ımkou
samodružných bod̊u. Jinak řečeno: Všechny body, které lež́ı na ose afinity
jsou samodružné. Samodružné př́ımky jsou př́ımky rovnoběžné se směrem
afinity. Př́ımka 𝑎 || 𝑠 se zobraźı na 𝑎′ tak, že plat́ı 𝑎 = 𝑎′. Pro libovolný bod
𝐴, lež́ıćı na př́ımce 𝑎 (kromě bodu lež́ıho na ose afinity) plat́ı: 𝐴 ̸= 𝐴′.

Obrázek 3.10: Samodružné prvky osové afinity.
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3.3 Typy a charakteristika osové afinity

3.3.1 Typy osové afinity

Rozlǐsujeme několik typ̊u afinity podle vzájemné polohy osy afinity a směru
afinity:

• Pravoúhlá afinita : směr afinity 𝑠 je kolmý k ose afinity 𝑜

Pravoúhlá (či kolmá) afinita se využ́ıvá při otáčeńı roviny (6.5, str. 95)
do pr̊umětny či řezu kolmého hranolu (6.1, str. 75).

Obrázek 3.11: Pravoúhlá afinita.

• Šikmá afinita : směr afinity 𝑠 neńı kolmý k ose afinity 𝑜.

Šikmá afinita se využ́ıvá např́ıklad při řezu koseho hranolu (6.1, str. 75).

Obrázek 3.12: Šikmá afinita.
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• Elace: Elaci můžeme chápat jako speciálńı př́ıpad šikmé afinity, kdy je
směr afinity 𝑠 rovnoběžný s osou afinity 𝑜.

Obrázek 3.13: Elace.

3.3.2 Charakteristika

Věta 1 Jsou-li 𝐴 ̸= 𝐴′ odpov́ıdaj́ıćı si body v osové afinitě, která neńı elaćı,
a 𝐴* pr̊useč́ık př́ımky 𝐴𝐴′ s osou afinity, pak dělićı poměr (3.2, str. 18)
(𝐴𝐴′𝐴*) je konstantńı a nezáviśı na volbě odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u. [10]

D̊ukaz:
V dané afinitě je dán pár odpov́ıdaj́ıch si bod̊u 𝐴,𝐴′. Podle pravidel

osové afinity doplńıme odpov́ıdaj́ıćı si body 𝐵,𝐵′. Bod 𝐴* je pr̊useč́ıkem
př́ımky 𝐴𝐴′ s osou afinity, bod 𝐵* pr̊useč́ıkem př́ımky 𝐵𝐵′ s osou afinity.
Bod 𝑋 je samodružným bodem př́ımky 𝐴𝐵. Trojúhelńıky 𝐴𝐴 *𝑋,𝐵𝐵 *𝑋 a
𝐴′𝐴*𝑋,𝐵′𝐵*𝑋 jsou podobné. Z podobnosti trojúhelńık̊u vyplývaj́ı poměry:
|𝐴𝐴*|
|𝐴*𝑋| = |𝐵𝐵*|

|𝐵*𝑋| ,
|𝐴′𝐴*|
|𝐴*𝑋| = |𝐵′𝐵*|

|𝐵*𝑋| . Dosazeńım do |𝐴𝐴*|
|𝐴′𝐴*| dostáváme: |𝐴𝐴*|

|𝐴′𝐴*| = |𝐵𝐵*|
|𝐵′𝐵*| .

Obdobně plat́ı vztah pro libovolnou dvojici odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u 𝐶,𝐶 ′.
Charakteristika osové afinity je tedy konstantńı.

Obrázek 3.14: Důkaz, že charakteristika je konstantńı.
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Dělićı poměr (𝐴𝐴′𝐴*) se nazývá charakteristika a znač́ı se 𝑘, 𝑘 = (𝐴𝐴′𝐴*) =
|𝐴𝐴*|
|𝐴′𝐴*| .

Charakteristika se nerovná nule, protože by platilo: 𝐴 = 𝐴*. Potom by
muselo platit i 𝐴′ = 𝐴*. Zobrazovali by se tak pouze body lež́ıćı na ose afinity
na sebe. Dále také vylouč́ıme př́ıpad, kdy se 𝑘 = 1. T́ımto dostáváme identitu
a to neńı zaj́ımavý př́ıpad.

Pokud je charakteristika kladná ( 𝑘 > 0 ), pak vzory i obrazy př́ımek lež́ı
ve stejné polorovině od osy 𝑜. Pokud je charakteristika záporná ( 𝑘 < 0 ),
pak vzory a obrazy př́ımek lež́ı v r̊uzných polorovinách od osy 𝑜.

Obrázek 3.15: Kdy je charakteristika kladná a kdy záporná.

Speciálńı typ osové afinity známe již ze základńı školy. Pokud se jedná o
pravoúhlou afinitu s charakteristikou 𝑘 = −1, pak mluv́ıme o osové souměr-
nosti.

Pokud osová afinita neńı pravoúhlá, ale šikmá s charakteristikou 𝑘 = −1,
pak se můžeme setkat s označeńım šikmá souměrnost.

Obrázek 3.16: Osová a šikmá souměrnost.
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3.4 Určenost osové afinity
Osová afinita je určena osou afinity 𝑜 a párem odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u 𝐴,𝐴′.
Neńı třeba znát směr afinity, protože je určen body 𝐴,𝐴′. Pokud je OA
zadána takto, můžeme hned konstruovat obrazy prvk̊u. Pokud je zadaná
jinak, muśıme nejprve určit 𝑜, 𝐴,𝐴′. Osovou afinitu lze určit např́ıklad těmito
zp̊usoby:

• Dvě r̊uznoběžné př́ımky a jejich obrazy

• Tři páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u

• Př́ımka a bod lež́ıćı mimo ni a jejich obrazy

• Dvě rovnoběžné př́ımky a jejich obrazy a směr afinity

• Osa afinity, směr afinity a charakteristika

• Charakteristika a dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u

Následuj́ı př́ıklady o tom, jak může být osová afinita zadána a řešeńı, jak
naj́ıt osu afinity a pár odpov́ıdaj́ıch si bod̊u.

Úlohu si nejprve zkuste vyřešit sami: Zadáńı (viz př́ıloha 1), Řešeńı (viz
př́ıloha 1). V obrázćıch jsou použity jednotné barvy. Zadané prvky modrou
barvou, výsledek (osa a pár odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u) červenou barvou.

Dvě r̊uznoběžné př́ımky a jejich obrazy (𝑎, 𝑎′, 𝑏, 𝑏′)

Obrázek 3.17: Krokované řešeńı: Jsou dány r̊uznoběžné př́ımky 𝑎, 𝑏
a jejich obrazy 𝑎′, 𝑏′.
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Tři páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u (𝐴,𝐴′;𝐵,𝐵′;𝐶,𝐶 ′)

Obrázek 3.18: Krokované řešeńı: Jsou dány tři páry odpov́ıdaj́ıćıch
si bod̊u 𝐴,𝐴′;𝐵,𝐵′;𝐶,𝐶 ′. Aby body 𝐴,𝐴′;𝐵,𝐵′;𝐶,𝐶 ′ byly afinně
sdružené, muśı být př́ımky 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′ rovnoběžné.

Př́ımka a bod lež́ıćı mimo př́ımku a jejich obrazy (𝐴,𝐴′; 𝑝, 𝑝′)

Obrázek 3.19: Krokované řešeńı: Je dána př́ımka 𝑝 (𝑝′) a bod 𝐴 (𝐴′),
který na př́ımce 𝑝 (𝑝′) nelež́ı.
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Dvě rovnoběžné př́ımky a jejich obrazy (𝑝, 𝑝′; 𝑞, 𝑞′) a směr afinity 𝑠

Obrázek 3.20: Krokované řešeńı: Jsou dány př́ımky 𝑝, 𝑞 a jejich obrazy
𝑝′, 𝑞′ a směr afinity 𝑠, který je s př́ımkami 𝑝, 𝑞 r̊uznoběžný.

Osa afinity 𝑜, směr afinity 𝑠 a charakteristika 𝑘 = 2
3

Obrázek 3.21: Krokované řešeńı: Je dána osa afinity 𝑜, směr afinity
𝑠 a charakteristika 𝑘.
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Charakteristika afinity 𝑘 = −3 a dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u
𝐴,𝐴′;𝐵,𝐵′

Obrázek 3.22: Krokované řešeńı: Jsou dány body 𝐴,𝐴′;𝐵,𝐵′ a cha-
rakteristika 𝑘 = −3

3.5 Obraz kružnice v osové afinitě

Osová afinita je dána osou 𝑜 a párem odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u 𝑆, 𝑆 ′. Úkolem
je naj́ıt obraz kružnice se středem v bodě 𝑆 a poloměrem 𝑟. Pomoćı metod
analytické geometrie lze snadno dokázat, že obrazem kružnice v osové afinitě
je regulárńı kuželosečka. Regulárńı kuželosečky můžeme klasifikovat podle
počtu nevlastńıch bod̊u. Elipsa má všechny body vlastńı. Parabola má je-
den nevlastńı bod (má jednu větev). Hyperbola má dva nevlastńı body (dvě
větve), které lež́ı ve směru asymptot. V osové afinitě se všechny vlastńı body
zobraźı opět na vlastńı. Kružnice je tvořena pouze vlastńımi body a protože
se žádný bod nezobraźı do nevlastńıho, obrazem kružnice je pouze elipsa.
Existuj́ı dva zp̊usoby jak tuto elipsu naj́ıt.

3.5.1 Sdružené pr̊uměry elipsy

Než se pust́ıme do obrazu kružnice, připomeňme si pojem sdružené pr̊uměry
elipsy:

• Dva pr̊uměry elipsy se nazývaj́ı sdružené, jsou-li tečny v krajńıch bo-
dech jednoho pr̊uměru rovnoběžné s druhým pr̊uměrem a naopak.

V kružnici bychom sdružené pr̊uměry mohli hledat stejně. Pro kružnici však
můžeme jednodušeji ř́ıci, že sdružené pr̊uměry jsou takové pr̊uměry, které
jsou vzájemně kolmé.
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Obrázek 3.23: Sdružené pr̊uměry elipsy

3.5.2 Př́ımá konstrukce hlavńı a vedleǰśı poloosy

V osové afinitě mezi dvěma rovinami, která neńı osovou souměr-
nost́ı, existuj́ı právě dva vzájemně kolmé směry, jejichž obrazy
jsou v osové afinitě opět vzájemně kolmé směry. Tyto směry ur-
č́ıme takto:

• Je-li osová afinita pravoúhlá, je jeden z nich směr afinity a
druhý je určen osou afinity.

• Je-li osová afinita šikmá, zvoĺıme jej́ı libovolnou dvojici od-
pov́ıdaj́ıćıch si bod̊u 𝐴,𝐴′, sestroj́ıme kružnici 𝜏 procházej́ıćı
body 𝐴,𝐴′ a maj́ıćı střed na ose afinity 𝑜 a urč́ıme jej́ı pr̊use-
č́ıky 𝑋, 𝑌 s touto osou. Hledané směry jsou určeny př́ımkami
𝐴𝑋,𝐴𝑌 [4]

Pro elipsu plat́ı, že jediné dva sdružené pr̊uměry, které jsou na sebe kolmé
jsou hlavńı a vedleǰśı osy. Hledáme proto takové kolmé pr̊uměry kružnice,
které se zobraźı opět na kolmé. Dı́ky předchoźı větě je nalezneme jednoduše.

Je dána šikmá OA (𝑜, 𝑆𝑆 ′). Dále je v osové afinitě dána kružnice 𝑘 se
středem v bodě 𝑆. Hledáme obraz této kružnice v zadané OA. Kružnice
𝜏 procháźı body 𝑆, 𝑆 ′. Proto lež́ı střed kružnice 𝜏 (bod 𝑇 ) na ose úsečky
𝑆𝑆 ′. 𝑇 lež́ı zároveň na ose afinity 𝑜 (dle předchoźı věty). Pr̊useč́ıky kružnice
𝜏(𝑇, |𝑇𝑆|) s osou 𝑜 jsou body 𝑋, 𝑌 . Př́ımky 𝑋𝑆, 𝑌 𝑆 jsou na sebe kolmé. Také
jejich obrazy (př́ımky 𝑋𝑆 ′, 𝑌 𝑆 ′) jsou na sebe kolmé. Velikost hlavńı a vedleǰśı
poloosy urč́ıme jednoduše. Pr̊useč́ıky př́ımek 𝑆𝑋, 𝑆𝑌 s kružnićı 𝑘, označme
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𝐴,𝐵,𝐶,𝐷. Na př́ımkách 𝑆 ′𝑋,𝑆 ′𝑌 lež́ı body 𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′, 𝐷′. Tyto body tvoř́ı
vrcholy elipsy.

Obrázek 3.24: Krokované řešeńı: OA je dána 𝑜, 𝑆, 𝑆 ′. Najděte obraz
kružnice 𝑘.

3.5.3 Nepř́ımo pomoćı Rytzovy konstrukce

V kružnici zvoĺıme dva libovolné na sebe kolmé pr̊uměry (𝐾𝐿),(𝑀𝑁) a na-
jdeme jejich obrazy (𝐾 ′𝐿′,𝑀 ′𝑁 ′). Osová afinita nezachovává úhly, takže
t́ımto postupem nejsou určeny hlavńı a vedleǰśı osy. Zachovává se ale rovno-
běžnost a dělićı poměr. Proto tvoř́ı úsečky K’L’ a M’N’ sdružené pr̊uměry
elipsy. Známe-li dva sdružené pr̊uměry elipsy, využijeme k nalezeńı hlavńı a
vedleǰśı osy Rytzovu konstukci.
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Obrázek 3.25: Krokované řešeńı: Osová afinita je dána osou 𝑜 a párem
odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u 𝑆, 𝑆 ′. Najděte obraz kružnice 𝑘.

Rytzova konstrukce

Rytzovou konstrukćı lze dohledat hlavńı a vedleǰśı osy elipsy, pokud známe
dvojici sdružených pr̊uměr̊u elipsy. Necht’ jsou dány sdružené pr̊uměry 𝐾𝐿,
𝑀𝑁 . Jejich pr̊useč́ık 𝑆 je středem hledané elipsy, protože střed se zobraźı
opět na střed (viz vlastnosti osové afinity (3.2, str. 18)). Zvoĺıme jeden z
koncových bod̊u jednoho pr̊uměru, např. bod 𝐿. Bod 𝐿 otoč́ıme o 90∘ kolem
středu 𝑆 do bodu 𝐿𝑜. Bodem 𝐿𝑜 a koncovým bodem druhého pr̊uměru, např.
𝑁 , je určena př́ımka 𝑝. Střed úsečky 𝐿𝑜𝑁 označme 𝑂. Kružnice 𝑘 má střed
v bodě 𝑂 a poloměr |𝑂𝑆|. Kružnice 𝑘 prot́ıná př́ımku 𝑝 ve dvou bodech, 𝐼
a 𝐼𝐼. Osy elipsy 𝑜1, resp. 𝑜2 jsou určeny body 𝑆, 𝐼𝐼, resp. 𝑆, 𝐼. Hlavńı osa
elipsy 𝑜1 lež́ı vždy v ostrém úhlu sdružených pr̊uměr̊u. Pro velikosti hlavńı
a vedleǰśı poloosy plat́ı: |𝐿𝑜𝐼|=b, |𝐿𝑜𝐼𝐼|=a. Hlavńı vrcholy elipsy (𝐴,𝐵) lež́ı
na ose 𝑜1 ve vzdálenosti 𝑎 od středu 𝑆. Vedleǰśı vrcholy elipsy (𝐶,𝐷) lež́ı na
ose 𝑜2 ve vzdálenosti 𝑏 od středu 𝑆.
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Obrázek 3.26: Krokované řešeńı: Jsou dány sdružené pr̊uměry elipsy
𝐾𝐿,𝑀𝑁 .

Př́ıklady na využit́ı osové afinity při konstrukćıch elipsy či řešeńı poloh
př́ımky s elipsou nalezete v kapitole Konstrukce elipsy (6.3, str. 82) nebo
Př́ımka a elipsa (6.4, str. 91)

3.6 Dourčováńı prvk̊u

Sadu úloh na procvičeńı najdete zde: Zadáńı (viz př́ıloha 2), Řešeńı (viz
př́ıloha 2).

Př́ıklad: V OA (𝑜, 𝐴𝐴′) určete obrazy bod̊u (𝐵′, 𝐶).

Obrázek 3.27: Obrazy bod̊u 𝐵, 𝐶.

Př́ıklad: V OA (𝑜, 𝐴𝐴′) určete obrazy př́ımek 𝑏, 𝑐′.

33



Obrázek 3.28: Řešeńı: OA je dána (𝑜, 𝐴𝐴′). Určete obrazy př́ımek
𝑏, 𝑐′.

Př́ıklad: V OA (𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz r̊uznoběžných př́ımek 𝑏, 𝑐.

Obrázek 3.29: Obrazy r̊uznoběžných př́ımek 𝑏, 𝑐.

Př́ıklad: V OA (𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz rovnoběžných př́ımek 𝑏, 𝑐.
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Obrázek 3.30: Obrazy rovnoběžných př́ımek 𝑏, 𝑐.

Př́ıklad: V OA (𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz pravidelného pětiúhelńıka 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸.

Obrázek 3.31: Obraz pětiúhelńıka.

Př́ıklad: V OA (𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz pravidelného šestiúhelńıka 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 .
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Obrázek 3.32: Obraz šestiúhelńıka.

Př́ıklad: Je dán rovnoběžńık 𝐴𝐵𝐶𝐷 a osa afinity 𝑜. Dourčete osovou
afinitu (body 𝐴𝐴′) tak, aby byl obrazem rovnoběžńıku obdélńık 𝐴′𝐵′𝐶 ′𝐷′.

Obrázek 3.33: Řešeńı: Je dán rovnoběžńık 𝐴𝐵𝐶𝐷 a osa afinity 𝑜.

Př́ıklad: Je dán rovnoběžńık 𝐴𝐵𝐶𝐷 a osa afinity 𝑜. Dourčete osovou
afinitu (body 𝐴𝐴′) tak, aby byl obrazem rovnoběžńıku čtverec 𝐴′𝐵′𝐶 ′𝐷′.
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Obrázek 3.34: Řešeńı: Je dán rovnoběžńık 𝐴𝐵𝐶𝐷 a osa afinity 𝑜.

Př́ıklad: V OA (𝑜, 𝑆𝑆 ′) určete obraz kružnice 𝑘.

Obrázek 3.35: Obraz kružnice.

Př́ıklad: Jsou dány neomezené sdružené pr̊uměry elipsy 𝑎, 𝑏 a dva body
na elipse 𝑃,𝑄. Sestrojte elipsu.
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Obrázek 3.36: Řešeńı: Jsou dány neomezené sdružené pr̊uměry elipsy
𝑎, 𝑏 a dva body na elipse 𝑃,𝑄. Sestrojte elipsu.

Př́ıklad: V OA (𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz nápisu AFINITA.

Obrázek 3.37: Zadáńı úlohy - nápis AFINITA.

Př́ıklad: V OA (𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz domečku.
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Obrázek 3.38: Zadáńı úlohy - domeček.

Př́ıklad: V OA (𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz prasátka.

Obrázek 3.39: Zadáńı úlohy - prasátko.
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Kapitola 4

Středová kolineace

4.1 Vztah mezi dvěma rovinami
Co si máme pod pojmem středová kolineace představit? Zkusme jednodu-
chý pokus, který si můžete doma provést. Postavme si na st̊ul rozsv́ıcenou
lampičku a vezměme si tenké desky. Pozorujme st́ın, který desky vrhaj́ı na
rovinu stolu. Mezi deskami a jejich st́ınem je vzájemně jednoznačný vztah,
který nazýváme středovou kolineaćı mezi dvěma rovinami. Podobný vztah
můžeme pozorovat také např. večer v ulici osvetlené lampami mezi libovol-
ným plochým předmětem a jeho st́ınem na chodniku. Vztah mezi člověkem
a jeho st́ınem neńı přesně vztah středové kolineace, protože lidské tělo nelež́ı
v rovině, ale můžeme si ho tak představit.
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Obrázek 4.1: St́ın, který vrhá kniha osvětlena žárovkou.

Ve středové kolineaci plat́ı určité vztahy mezi body a př́ımkami. Tyto
vztahy si přibĺıž́ıme na řezu jehlanu rovinou, která neprocháźı vrcholem 𝑉 .
Rovinné řezy se prob́ıraj́ı ve stereometrii na středńı škole.

Př́ıklad: Sestrojte řez pravidelného čtyřbokého jehlanu 𝐴𝐵𝐶𝐷𝑉 rovinou
𝜚, která je určena body 𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′;𝐴′ je bodem hrany 𝐴𝑉,𝐵′ je bodem hrany
𝐵𝑉,𝐶 ′ je bodem hrany 𝐶𝑉 .

Obrázek 4.2: Krokované řešeńı: Zadáńı úlohy
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4.1.1 Definice

Porovnejme si ukázku s lampičkou a deskami s úlohou
”
řez jehlanu“. Do

vrcholu umı́st́ıme lampičku a do roviny řezu umı́st́ıme desky tak, aby byly
jednou hranou opřeny o st̊ul. V rovině stolu lež́ı jejich st́ın. Všimněme si nyńı
některých vlastnost́ı.

Obrázek 4.3: St́ın, který vrhá kniha osvětlena žárovkou.

1. Roh desek, jeho st́ın a žárovka lež́ı na jedné př́ımce. Můžeme si všim-
nout, že to plat́ı nejen pro každý roh, ale i pro každý bod hrany (pro
celý st́ın). Každá spojnice bodu a jeho st́ınu procháźı zdrojem světla.

2. Hrana desek 𝐴,𝐵, která lež́ı na stole je totožná se svým st́ınem. Tato
hrana je pr̊usečnice roviny stolu a roviny, ve které desky lež́ı. Hrana
nelež́ıćı na stole, např. 𝐴,𝐶, a jej́ı st́ın se prot́ınaj́ı na pr̊usečnici roviny
stolu a roviny, ve které desky lež́ı.

3. Pokud bod lež́ı na libovolné hraně desek, pak jeho st́ın nálež́ı st́ınu
př́ıslušné hrany.

Př́ıklad lampičky s deskami nám již vlastně celou středovou kolineaci ná-
zorně představil. Pojd’me se nyńı pod́ıvat, jak pozorováńı zobecnit:
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Definice 3
”

Uvažujme dvě r̊uznoběžné roviny 𝛽, 𝛽′ s pr̊usečnićı 𝑜 a zvolme
bod 𝑆 tak, že nelež́ı v žádné z rovin. Potom přiřad́ıme navzájem body a př́ımky
roviny 𝛽 bod̊um a př́ımkám roviny 𝛽′ tak, že plat́ı:

1. Spojnice odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u procházej́ı bodem 𝑆.

2. Pr̊useč́ıky odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek lež́ı na př́ımce 𝑜.

3. Bod na př́ımce se zobraźı opět do bodu na př́ımce.

Tuto př́ıbuznost nazveme středovou kolineaćı mezi dvěma r̊uznoběžnými
rovinami, bod 𝑆 středem kolineace a př́ımku 𝑜 osou kolineace.“ [5]

Obrázek 4.4: Středová kolineace mezi dvěma rovinami.

Porovnejme vlastnosti př́ıkladu řez
”

jehlanu“ se středovou kolineaćı. Ro-
vina 𝛽 odpov́ıdá rovině řezu, rovina 𝛽′ odpov́ıdá rovině stolu. Střed kolineace
𝑆 odpov́ıdá vrcholu jehlanu 𝑉 . Odpov́ıdaj́ıćı si body jsou např́ıklad body
𝐴,𝐴′. Osa 𝑜, pr̊usečnice rovin 𝛽, 𝛽′, je pr̊usečnice roviny podstavy jehlanu a
roviny řezu.
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Obrázek 4.5: Porovnáńı řezu jehlanu se středovou kolineaćı.

4.2 Středová kolineace v rovině
Středovou kolineaci jsme definovali jako vztah v prostoru - mezi dvěma ro-
vinami. Pro řešeńı úloh je třeba převést vztah z prostoru do roviny. Jak
převedeme prostorový vztah do roviny? Tento problém vyřeš́ıme stejně jako
všechny prostorové vztahy. Zvoĺıme si směr promı́táńı a všechny prvky rovno-
běžně promı́tneme. Voĺıme rovnoběžné promı́táńı, protože zachovává rovno-
běžnost. Směr promı́táńı voĺıme tak, aby nebyl rovnoběžný s žádnou z rovin
𝛽, 𝛽′ Zvoĺıme si rovinu 𝜋, do které budeme promı́tat a směr promı́táńı 𝑡.
Osu kolineace 𝑜, střed kolineace 𝑆 a odpov́ıdaj́ıćı si body 𝐴,𝐴′ promı́tneme
pomoćı směru 𝑡 do roviny 𝜋. Pro pr̊uměty bod̊u 𝐴,𝐴′ plat́ı opět vztah stře-
dové kolineace, kde osa kolineace 𝑜* je pr̊umětem osy 𝑜, střed kolineace 𝑆* je
pr̊umětem středu 𝑆, pár odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u 𝐴*, 𝐴′* jsou pr̊uměty bod̊u
𝐴,𝐴′.
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Obrázek 4.6: P: Pr̊umět prostorového vztahu středové kolineace do
roviny.

Podobně jako ve středové kolineaci mezi dvěma rovinami se i ve středové
kolineaci v rovině znač́ı osa kolineace 𝑜, střed kolineace 𝑆. Vzory bod̊u se
znač́ı 𝐴,𝐵,𝐶, ..., obrazy bod̊u 𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′, .... Podobně jako body se označuj́ı
vzory př́ımek 𝑎, 𝑏, 𝑐, ... a obrazy př́ımek 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′....

Takto vypadaj́ı již promı́tnuté prvky středové kolineace. S r̊užovými body
lze pohybovat.

Obrázek 4.7: Applet z programu Geogebra
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4.2.1 Vlastnosti středové kolineace

Dvojpoměr

K zavedeńı dvojpoměru je potřeba dělićı poměr (3.2, str. 18). Dvojpoměr se
jako jedna z mála vlastnost́ı zachovává ve všech zobrazeńıch. V zobrazeńıch,
která známe ze středńı školy (posunut́ı, souměrnosti, otáčeńı) či v osové afi-
nitě plat́ı jiné, jednodušš́ı vlastnosti a proto se v nich s dvojpoměr neuvád́ı.
Na rozd́ıl od těchto zobrazeńı, ve středové kolineaci je to jediná vlastnost,
která se zachovává.

Definice 4 Body 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 lež́ı na jedné př́ımce, a plat́ı pro ně 𝐴 ̸= 𝐵 ̸= 𝐶 ̸=
𝐴. Dvojpoměr bod̊u 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 je právě jedno č́ıslo 𝜇, pro které plat́ı:

• Je-li 𝐷 ̸= 𝐴 a zároveň 𝐷 ̸= 𝐵, pak 𝜇 = (𝐴𝐵𝐶)
(𝐴𝐵𝐷)

• Je-li 𝐷 = 𝐵, pak 𝜇 = 0.

• Je-li 𝐷 = 𝐴, pak 𝜇 = ∞. [2]

Dvojpoměr se znač́ı 𝜇 = (𝐴𝐵𝐶𝐷). Může nabývat všech hodnot. Mezi
speciálńı př́ıpady patř́ı 0 a ∞, které jsou zahrnuty v definici. Z definice dvoj-
poměru vid́ıme, že pokud se 𝐶 = 𝐷, pak je dvojpoměr 𝜇 = 1. K tomu, aby
byl dvojpoměr záporný muśı být jeden z dělićıch poměr̊u (𝐴𝐵𝐶), (𝐴𝐵𝐷)
kladný a druhý záporný. Jeden z bod̊u 𝐶,𝐷 tedy muśı ležet uvnitř úsečky
𝐴𝐵 a druhý vně.

Stejně jako u dělićıho poměru, také u dvojpoměru zálež́ı na pořad́ı bod̊u.
Např́ıklad pro záměnu bod̊u 𝐶,𝐷 plat́ı vztah (𝐴𝐵𝐶𝐷) = 1

(𝐴𝐵𝐷𝐶)
. Tento vztah

plyne z definice a plat́ı stejně pro záměnu bod̊u 𝐴,𝐵.
Zde jsou základńı převody. Je-li (𝐴𝐵𝐶𝐷) = 𝜇, pak

1. (𝐴𝐵𝐷𝐶) = 1
𝜇

2. (𝐴𝐶𝐵𝐷) = 1 − 𝜇

3. (𝐴𝐷𝐵𝐶) = 1 − 1
𝜇

4. (𝐴𝐶𝐷𝐵) = 1
1−𝜇

5. (𝐴𝐷𝐶𝐵) = 𝜇
1−𝜇

Těchto pět možnost́ı zahrnuje všechny možné př́ıpady záměn, protože
plat́ı vztah (𝐴𝐵𝐶𝐷) = (𝐵𝐴𝐷𝐶) = (𝐶𝐷𝐴𝐵) = (𝐷𝐶𝐵𝐴) = 𝜇. Slovy vyjád-
řeno, hodnota dvojpoměru se nezměńı, jestliže se mezi sebou zaměńı posledńı
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dva body a zároveň dva prvńı body. Dvojpoměr se dále nezměńı, zaměńı-li
se prvńı dva body s dvěma posledńımi body.

V př́ıpadě, že (𝐴𝐵𝐶𝐷) = −1, ř́ıkáme, že body 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 tvoř́ı harmonic-
kou čtveřici bod̊u. Body A, B, C, D tvoř́ı harmonickou čtveřici, jestliže dělićı
poměry (𝐴𝐵𝐶), (𝐴𝐵𝐷) jsou až na znaménko stejně velké. V literatuře se
setkáváme i s jiným označeńım harmonické čtveřice. Můžeme ř́ıkat, že body
𝐶,𝐷 jsou harmonicky sdruženy vzhledem k bod̊um 𝐴,𝐵. Body 𝐶,𝐷 odděluj́ı
harmonicky body 𝐴,𝐵. Bod 𝐷 je harmonicky sdružen s bodem 𝐶 vzhledem
k bod̊um 𝐴,𝐵, atd.

Rovnoběžnost a dělićı poměr

V osové afinitě je d̊uležitou vlastnost́ı zachováváńı dělićıho poměru. Ve stře-
dové kolineaci se dělićı poměr ani rovnoběžnost nezachovává.

Př́ımka 𝑝 je určena body 𝐴,𝐵. Bod 𝑄 je střed úsečky 𝐴𝐵. Bod 𝑄′ se
nezobraźı jako střed úsečky 𝐴′𝐵′. S r̊užovým bodem 𝐵 lze pohybovat.

Obrázek 4.8: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvořen v programu GeoGebra
Bod 𝑄′ se zobraźı jako střed úsečky 𝐴′𝐵′ pouze v př́ıpadě, že př́ımka 𝐴𝐵

(resp. 𝐴′𝐵′) je rovnoběžná s osou kolineace 𝑜.
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Obrázek 4.9: Děĺıćı poměr se zachovává pouze u př́ımek rovnoběžných
s osou o.

Př́ımka 𝑝 je určena body 𝐴,𝐵. Př́ımka 𝑞 je rovnoběžná s př́ımkou 𝑝 a
procháźı bodem 𝐶. Př́ımky 𝑞′, 𝑝′ se nezobraźı jako rovnoběžky. S r̊užovým
bodem lze pohybovat.

Obrázek 4.10: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvořen v programu GeoGebra
Př́ımky 𝑞′, 𝑝′ se zobraźı jako rovnoběžky pouze v př́ıpadě, že př́ımky 𝑝, 𝑞

jsou rovnoběžné s osou kolineace 𝑜.
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Obrázek 4.11: Rovnoběžnost se zachovává pouze u př́ımek rovnoběž-
ných s osou.

Incidence

Všechna zobrazeńı zachovávaj́ı incidenci. Plat́ı, že pokud bod 𝑄 lež́ı na př́ımce
𝑞, pak obraz 𝑄′ bodu 𝑄 lež́ı na obrazu 𝑞′ př́ımky 𝑞. Nikdy se nemůže stát, že
bod, který lež́ı na př́ımce, se zobraźı do bodu mimo obraz př́ımky.

4.2.2 Samodružné prvky

Ve středové kolineaci nalezneme samodružnou př́ımku (3.2, str. 18), př́ımku
samodružných bod̊u (3.2, str. 18) i samodružný bod (3.2, str. 18). Samodruž-
ným bodem ve středové kolineaci je střed kolineace 𝑆. Na ose kolineace lež́ı
samodružný bod 𝑌 , který nálež́ı př́ımce 𝑏 i př́ımce 𝑏′. Toto plat́ı pro libovolný
bod na ose afinity - osa afinity je př́ımkou samodružných bod̊u. Jinak řečeno:
Všechny body, které lež́ı na ose afinity jsou samodružné. Samodružné př́ımky
jsou př́ımky procházej́ıćı středem kolineace 𝑆. Př́ımka 𝑎 procházej́ıćı bodem
𝑆 se zobraźı na 𝑎′ procházej́ıćı bodem 𝑆 tak, že plat́ı 𝑎 = 𝑎′. Pro libovolný
bod 𝐴, lež́ıćı na př́ımce 𝑎 (kromě samodružného bodu) plat́ı: 𝐴 ̸= 𝐴′.
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Obrázek 4.12: Samodružné prvky středové kolineace.

4.3 Úběžńıky a úběžnice
Ve středové kolineaci je ještě jedna námi zat́ım neprobádaná oblast, na kterou
se společně pod́ıváme právě v této kapitole.

Vrat’me se ke středové kolineaci jako ke vztahu mezi dvěma rovinami.
Možná vás napadlo se zeptat, co se stane, když bude bod 𝐴 v takové poloze,
že př́ımka 𝑆𝐴 neprotne rovinu 𝛽′. Kde je potom obraz bodu 𝐴′? Pr̊useč́ık
př́ımky 𝑆𝐴 a roviny 𝛽′ je nevlastńı bod (2.2, str. 9) 𝐴′∞. Vlastńı bod, který
se zobraźı na nevlastńı bod je tzv. úběžńık, obvykle jej znač́ıme 𝑈 .

Pojd’me si představu o úběžńıku rozš́ı̌rit. Bodem 𝑆 můžeme vést neko-
nečně mnoho př́ımek rovnoběžných s rovinou 𝛽’. Tyto př́ımky vyplńı celou
rovinu 𝛼 rovnoběžnou s rovinou 𝛽′. Jak již v́ıme, pr̊usečnice rovnoběžných
rovin je tzv. nevlastńı př́ımka (2.4, str. 14). Př́ımka, která se zobraźı na ne-
vlastńı př́ımku je tzv. úběžnice, obvykle ji znač́ıme 𝑢. Úběžnićı je pr̊usečnice
roviny 𝛽 s rovinou 𝛼.
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Obrázek 4.13: Krokované řešeńı: Bod 𝑈 lež́ı v takové poloze, že
př́ımka 𝑆𝑈 je s rovinou 𝛽’ rovnoběžná. Bod 𝑈 ′∞ je nevlastńı bod
př́ımky 𝑆𝑈 . Vlastńı bod 𝑈 , který se zobraźı na nevlastńı bod 𝑈 ′∞ -
úběžńık.

Na problém se můžeme d́ıvat i obráceně. Bod 𝐴′ lež́ı v rovině 𝛽′ tak, že
př́ımka 𝑆𝐴′ neprotne rovinu 𝛽. Pr̊useč́ık př́ımky 𝑆𝐴′ a roviny 𝛽 je nevlastńı
bod 𝐴∞. Nevlastńı bod, který se zobraźı na vlastńı je tzv. protiúběžńık,
obvykle jej znač́ıme 𝑉 ′.

Úvahu můžeme opět rozš́ı̌rit tak, že bodem 𝑆 prolož́ıme rovinu 𝛿, rov-
noběžnou s rovinou 𝛽. Nevlastńı př́ımka, která se zobraźı na vlastńı př́ımku
je tzv. protiúběžnice, obvykle ji znač́ıme 𝑣′. Protiúběžnice je pr̊usečnice rov-
noběžných rovin 𝛿 a 𝛽′. (Pozn: V některých literaturách je protiúběžnice
označena jako úběžnice a protiúběžńık pouze jako úběžńık.)
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Obrázek 4.14: Krokované řešeńı: Bod 𝑈 ′ lež́ı v takové poloze, že
př́ımka 𝑆𝑈 ′ je s rovinou 𝛽 rovnoběžná. Bod 𝑈∞ je nevlastńı bod
př́ımky 𝑆𝑈 ′. Nevlastńı bod 𝑈∞ se zobraźı na vlastńı bod 𝑈 ′ - proti-
úběžńık.

Středovou kolineaci použ́ıváme častěji jako vztah v rovině. Stejně jako
jsme převedli vztah středové kolineace mezi dvěma rovinami do roviny, na-
jdeme i pr̊uměty úběžnice. Prvky převedeme do roviny 𝜋 pomoćı rovnoběž-
ného promı́táńı. V prostoru jsou úběžnice (protiúběžnice) s osou kolineace
rovnoběžné. Protože rovnoběžné promı́táńı zachovává rovnoběžnost tak i pr̊u-
mět úběžnice (protiúběžnice) je s pr̊umětem osy kolineace rovnoběžný. Stač́ı
proto naj́ıt jeden úběžńık 𝑈 (protiúběžńık 𝑉 ′). Úběžnice 𝑢 (𝑣′) procháźı bo-
dem 𝑈 (𝑉 ′) a je rovnoběžná s osou kolineace 𝑜.

4.3.1 Nalezeńı úběžnice

Středová kolineace v rovině je dána středem kolineace 𝑆, osou kolineace 𝑜
a párem odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u 𝐴,𝐴′. Jak najdeme úběžnici? Zvoĺıme si
libovolnou př́ımku p procházej́ıćı bodem A, která neprocháźı středem 𝑆 a
neńı rovnoběžná s osou 𝑜, a najdeme jej́ı obraz 𝑝′. Hledáme bod 𝑈 př́ımky
𝑝, který se zobraźı na nevlastńı bod 𝑈 ′∞. 𝑈 ′∞ je určen směrem př́ımky 𝑝′.
Pro body 𝑈𝑈 ′∞ (stejně jako pro libovolné dvojice odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u)
plat́ı, že lež́ı na př́ımce procházej́ıćı středem kolineace 𝑆. Př́ımka 𝑞, na které
lež́ı body 𝑈𝑈 ′∞, proto procháźı středem kolineace 𝑆. Bod 𝑈 ′∞ lež́ı ve směru
př́ımky 𝑝′, proto je př́ımka 𝑞 rovnoběžná s př́ımkou 𝑝′. Bod 𝑈 lež́ı na spojnici
𝑆𝑈 ′∞ (př́ımce 𝑞) a zároveň na př́ımce 𝑝.𝑈 = 𝑝∩𝑞. Nyńı známe jeden úběžńık
𝑈 . Z předchoźıho odstavce v́ıme, že úběžnice a osa kolineace jsou vzájemně
rovnoběžné. Úběžnice 𝑢 je proto rovnoběžná s osou kolineace 𝑜 a procháźı
úběžńıkem 𝑈 .
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Obrázek 4.15: Krokované řešeńı: SK je dána 𝑆, 𝑜, 𝐴,𝐴′.

Můžete se přesvědčit, že postup nezáviśı na volbě př́ımky 𝑝. S r̊užovým
bodem 𝐶 lze pohybovat.

Obrázek 4.16: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvořen v programu GeoGebra
Obdobně nalezneme protiúběžnici. Zvoĺıme si libovolnou př́ımku p pro-

cházej́ıćı bodem A, která neprocháźı středem 𝑆 a neńı rovnoběžná s osou
𝑜, a najdeme jej́ı obraz 𝑝′. Hledáme bod 𝑉 ′ př́ımky 𝑝′, který se zobraźı na
nevlastńı bod 𝑉∞. 𝑉∞ je určen směrem př́ımky 𝑝. Body 𝑉, 𝑉 ′, 𝑆 lež́ı na
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jedné př́ımce, označme ji q. Bod 𝑉∞ lež́ı ve směru př́ımky 𝑝. Př́ımka 𝑞 proto
rovnoběžná s př́ımkou 𝑝 a zároveň procháźı středem kolineace S. Bod 𝑉 ′ lež́ı
na spojnici 𝑆𝑉∞ (př́ımce 𝑞) a zároveň na př́ımce 𝑝′.𝑉 ′ = 𝑝′ ∩ 𝑞. Nyńı známe
jeden protiúběžńık 𝑉 ′. Protiúběžnice 𝑣′ je rovnoběžná s osou kolineace 𝑜 a
procháźı protiúběžńıkem 𝑉 ′.

Obrázek 4.17: Jak se hledá protiúběžnice.

4.4 Určenost středové kolineace
Středová kolineace určena středem 𝑆 osou 𝑜 a párem odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u
𝐴,𝐴′. Pokud je SK zadána takto, můžeme hned konstruovat obrazy prvk̊u.
Ne vždy je středová kolineace určena právě takto a proto muśıme 𝑆, 𝑜, 𝐴,𝐴′

nejprve určit. Následuj́ı př́ıklady o tom, jak může být středová kolineace
zadána a řešeńı, jak naj́ıt střed kolineace osu kolineace a pár odpov́ıdaj́ıćıch
si bod̊u.

• Střed kolinace, samodružný bod na ose kolineace a pár odpov́ıdaj́ıćıch
si př́ımek

• Tři páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u

• Osa kolineace a dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u

• Střed kolineace a dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek

• Střed kolineace, osa kolineace a úběžńık

• Střed kolineace, osa kolineace a úběžnice
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• Osa kolineace, pár odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek a odpov́ıdaj́ıćı si body,
které na př́ımce nelež́ı.

• Střed kolineace, osa kolineace a protiúběžńık

• Střed kolineace, osa kolineace a protiúběžnice

• Dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek takových, že obrazy př́ımek jsou
rovnoběžné a pár odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u lež́ıćı na jedné z nich

Úlohu si nejprve zkuste provést sami: Zadáńı (viz př́ıloha 3), Řešeńı (viz
př́ıloha 3). V řešeńı se použ́ıvaj́ı jednotné barvy. Zadané prvky modrou bar-
vou, hledané prvky červenou barvou.

Střed kolineace 𝑆, samodružný bod 𝑋 na ose kolineace 𝑜 a pár
odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek 𝑎, 𝑎′.

Obrázek 4.18: Krokované řešeńı: SK (𝑆, 𝑜, 𝑎, 𝑎′, 𝑋).
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Osa kolineace 𝑜 a dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u 𝐴,𝐴′;𝐵,𝐵′.

Obrázek 4.19: Krokované řešeńı: SK (𝑜, 𝐴,𝐴′;𝐵,𝐵′).

Tři páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u 𝐴,𝐴′;𝐵,𝐵′;𝐶,𝐶 ′.

Obrázek 4.20: Krokované řešeńı: SK je dána 𝐴,𝐴′, 𝐵,𝐵′, 𝐶, 𝐶 ′.
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Střed kolineace 𝑆 a dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek 𝑎, 𝑎′; 𝑏, 𝑏′.

Obrázek 4.21: Krokované řešeńı: SK (𝑆, 𝑎, 𝑎′; 𝑏, 𝑏′).

Střed kolineace 𝑆, osa kolineace 𝑜 a úběžńık 𝑈.

Obrázek 4.22: Krokované řešeńı: SK je dána 𝑆, 𝑜, 𝑈 .
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Střed kolineace 𝑆, osa kolineace 𝑜 a úběžnice 𝑢.

Obrázek 4.23: Krokované řešeńı: SK (𝑆, 𝑜, 𝑢).

Osa kolineace 𝑜, pár odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek 𝑎, 𝑎′ a odpov́ıdaj́ıćı
si body 𝑃, 𝑃 ′, které na př́ımce 𝑝 nelež́ı.

Obrázek 4.24: Krokované řešeńı: SK (𝑜, 𝑎, 𝑎′, 𝑃, 𝑃 ′).
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Střed kolineace 𝑆, osa kolineace 𝑜 a protiúběžńık 𝑉 ′.

Obrázek 4.25: Krokované řešeńı: SK (𝑆, 𝑜, 𝑉 ′).

Střed kolineace 𝑆, osa kolineace 𝑜 a protiúběžnice 𝑣′.

Obrázek 4.26: Krokované řešeńı: SK (𝑆, 𝑜, 𝑣′).
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Dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek 𝑝, 𝑝′; 𝑞, 𝑞′ takových, že př́ımky
𝑝′, 𝑞′ jsou rovnoběžné a pár odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u 𝑃, 𝑃 ′ lež́ıćı na
jedné z př́ımek.

Obrázek 4.27: Krokované řešeńı: SK (𝑝, 𝑝′, 𝑃, 𝑃 ′; 𝑞, 𝑞′).

4.5 Obraz kružnice ve středové kolineaci

4.5.1 Klasifikace

Obrazem kružnice ve středové kolineaci je regulárńı kuželosečka a to elipsa,
parabola nebo hyperbola. Pomoćı metod analytické geometrie to lze snadno
dokázat. Proč může být obrazem kružnice i parabola a hyperbola, když v
osové afinitě může být obrazem kružnice pouze elipsa? Z kapitoly o úběžnićıch
(4.3, str. 50) v́ıme, že ve středové kolineaci existuj́ı vlastńı body, které se
zobraźı na nevlastńı body, tzv. úběžńıky. Tato vlastnost je d̊uležitá, protože
regulárńı kuželosečky můžeme klasifikovat podle toho, kolik maj́ı nevlastńıch
bod̊u. Elipsa má všechny body vlastńı. Parabola má jeden nevlastńı bod (má
jednu větev). Hyperbola má dva nevlastńı body (dvě větve), které lež́ı ve
směru asymptot.

Ke konstrukci kuželosečky nejprve urč́ıme na jakou kuželosečku se kruž-
nice zobraźı. Z předchoźıho odstavce v́ıme, že regulárńı kuželosečky se lǐśı
podle počtu nevlastńıch bod̊u. Ve středové kolineaci jim ř́ıkáme úběžńıky a
lež́ı na úběžnici. Dı́ky tomu plat́ı, že:

• Nemá-li kružnice s úběžnićı žádný společný bod, pak je obrazem kruž-
nice elipsa. (Nemá žádný bod, který by se zobrazil na nevlastńı.)
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• Má-li kružnice s úběžnićı právě jeden společný bod, pak je obrazem
kružnice parabola. (Má jeden bod, který se zobraźı na nevlastńı.)

• Má-li kružnice s úběžnićı dva r̊uzné pr̊useč́ıky, pak je obrazem kružnice
hyperbola. (Má dva body, které se zobraźı na nevlastńı.)

Obrázek 4.28: Kdy je obrazem kružnice elipsa, parabola nebo hyper-
bola.

4.5.2 Elipsa

Sdružené pr̊uměry

Elipsu sestroj́ıme pomoćı Rytzovy konstrukce. Na Rytzovu konstrukci jsou
potřeba sdružené pr̊uměry (3.5, str. 29). Úkol se zdá jednoduchý, ale ne-
smı́me zapomenout, že středová kolineace nezachovává dělićı poměr, takže
střed kružnice se nezobraźı na střed elipsy. Také pr̊uměr kružnice se ve stře-
dové kolineaci nezobraźı na pr̊uměr elipsy. Pr̊uměr elipsy má tu vlastnost, že
tečny v jeho koncových bodech jsou navzájem rovnoběžné. Ve středové koli-
neaci však nesmı́me zapomenout, že př́ımky, které se zobraźı na rovnoběžky
se prot́ınaj́ı na úběžnici. Proto tětivu kružnice, která se zobraźı na pr̊uměr
elipsy, najdeme jako spojnici dotykových bod̊u tečen vedených z libovolného
bodu úběžnice. Na úběžnici si proto libovolně zvoĺıme úběžńık 𝑈1, kterým
bude procházet tětiva 𝑝1. Dále sestroj́ıme tečny 𝑡1, 𝑟1 ke kružnici 𝑘 z úběžńıku
𝑈1. Dotykovými body 𝑇 1, 𝑅1 je určena druhá tětiva 𝑝2. Př́ımka 𝑝2 prot́ıná
úběžnici v úběžńıku 𝑈2. Z bodu 𝑈2 vedeme tečny 𝑡2, 𝑟2 ke kružnici 𝑘. Do-
tykovými body tečen 𝑡2, 𝑟2 (𝑇 2, 𝑅2) je určena tětiva 𝑝1. Tětivy 𝑝1, 𝑝2 jsou
d́ıky konstrukci takové tětivy kružnice, které se zobraźı na sdružené pr̊uměry
elipsy.
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Obrázek 4.29: Krokované řešeńı: SK je dána 𝑆, 𝑜, 𝑢 a kružnice 𝑘 se
středem v bodě 𝑂 tak, aby kružnice s úběžnićı neměla žádný společný
bod.

Můžete se přesvědčit, že postup nezáviśı na volbě úběžńıku 𝑈1. S r̊užovým
bodem 𝑈1 lze pohybovat.

Obrázek 4.30: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvořen v programu GeoGebra

Konstrukce elipsy

Pro konstrukci elipsy jako obrazu kružnice ve středové kolineaci využijeme
sdružené pr̊uměry. Z předchoźıho odstavce v́ıme, jak tyto pr̊uměry naj́ıt. Mů-
žeme zvolit úběžńık 𝑈1 libovolně a podle předchoźı konstrukce naj́ıt úběžńık
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𝑈2. Můžeme však využ́ıt trochu jednodušš́ı zp̊usob, který lze aplikovat i v př́ı-
padě, že neznáme přesnou polohu úběžnice. Jediný pr̊uměr kružnice, který
se zobraźı na pr̊uměr elipsy je pr̊uměr kolmý k ose kolineace procházej́ıćı
středem kružnice, označme ho p. Tečny v koncových bodech tohoto pr̊uměru
jsou rovnoběžné s osou kolineace a zobraźı se na př́ımky, které jsou opět rov-
noběžné s osou kolineace. Pr̊useč́ıky př́ımky 𝑝 s kružnićı 𝑘 jsou body 𝐾,𝐿.
Na př́ımce 𝑝′ najdeme jejich obrazy, body 𝐾 ′, 𝐿′. Tyto body jsou krajńımi
body prvńıho ze sdružených pr̊uměr̊u. Střed úsečky 𝐾 ′𝐿′ označme 𝑄′. Bod
𝑄′ je středem elipsy 𝑒. Bod 𝑄 neńı středem kružnice 𝑘, ale je to bod, který
se zobraźı na střed elipsy. Tečny v krajńıch bodech 𝐾,𝐿 pr̊uměru 𝑝 kruž-
nice jsou rovnoběžné s osou kolineace. Stejně také tečny v odpov́ıdaj́ıćıch
bodech 𝐾 ′, 𝐿′ elipsy jsou rovnoběžné s osou kolineace. Druhá tětiva proto
lež́ı na př́ımce 𝑞 rovnoběžné s osou kolineace a procházej́ıćı bodem 𝑄. Ob-
razem př́ımky 𝑞 je př́ımka rovnoběžná s osou kolineace procházej́ıćı bodem
𝑄′. Pr̊useč́ıky př́ımky 𝑞 s kružnićı 𝑘 jsou body 𝑁,𝑀 . Na př́ımce 𝑞′ lež́ı body
𝑁 ′,𝑀 ′, které jsou koncové body druhého ze sdružených pr̊uměr̊u. Nyńı máme
nalezeny sdružené pr̊uměry elipsy 𝐾 ′𝐿′,𝑀 ′𝑁 ′ a pomoćı Rytzovy konstrukce
můžeme dorýsovat elipsu.

Obrázek 4.31: Krokované řešeńı: Je dán střed kolineace 𝑆, osa koline-
ace 𝑜, úběžnice 𝑢 a kružnice 𝑘 se středem v bodě 𝑂 tak, aby kružnice
s úběžnićı neměla žádný společný bod.

4.5.3 Parabola

Středová kolineace je dána středem kolineace 𝑆, osou kolineace 𝑜 a úběžnićı
𝑢. Dále je dána kružnice 𝑘 se středem 𝑂. Jak již v́ıme, aby byla obrazem
kružnice 𝑘 parabola, muśı se kružnice dotýkat úběžnice v jednom bodě, který
si označ́ıme 𝑈 . Nevlastńı bod 𝑈 ′∞ je dotykovým bodem paraboly 𝑘′ na
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nevlastńı př́ımce 𝑢′∞. Př́ımka 𝑆𝑈 je směrem osy sestrojované paraboly 𝑘′.
Existuj́ı dva zp̊usoby, jak parabolu naj́ıt:

1. Libovolně zvoĺıme dva body (𝑇,𝑅) na kružnici a sestroj́ıme jejich tečny
(𝑡, 𝑟) ke kružnici 𝑘. Pokud kružnice prot́ıná osu kolineace je výhodné
zvolit body 𝑇,𝑅 jako pr̊useč́ıky osy kolineace a kružnice 𝑘. Body 𝑇,𝑅
jsou samodružné, protože lež́ı na ose kolineace. Proto body 𝑇, 𝑇 ′ a
𝑅,𝑅′ splývaj́ı. Dále nalezneme obraz 𝑡′, 𝑟′ tečen 𝑡, 𝑟. V našem př́ıpadě
je najdeme velmi jednoduše. Sestroj́ıme pomocnou př́ımku 𝑝, která je
kolmá k ose kolineace a procháźı pr̊useč́ıkem 𝑃 tečen 𝑡, 𝑟. Bod 𝑃 ′ lež́ı na
př́ımce 𝑝′. Tečny výsledné paraboly 𝑡′, 𝑟′ jsou určeny body 𝑇 ′𝑃 ′, 𝑅′𝑃 ′.
Nyńı známe vše, abychom mohli sestrojit parabolu.

Vı́te jak parabolu sestrojit?

Protože známe směr osy, známe směr jednoho pr̊uvodiče bodu dotyku.
Bodem 𝑇 vedeme př́ımku rovnoběžnou s př́ımkou 𝑝′. Pro tečnu pa-
raboly plat́ı věta:

”
Tečna p̊uĺı vněǰśı úhel pr̊uvodič̊u.“ Známe tečnu a

jeden pr̊uvodič. Druhý pr̊uvodič, označme 𝑝𝑡. Na pr̊uvodiči 𝑝𝑡 lež́ı oh-
nisko. Stejný postup provedeme i s tečnou 𝑟′ a bodem dotyku 𝑅. Na
pr̊uvodiči 𝑝𝑟 také lež́ı ohnisko. Ohnisko paraboly 𝐹 je proto pr̊useč́ıkem
pr̊uvodič̊u 𝑝𝑡, 𝑝𝑟. Bodem 𝐹 vedeme osu paraboly, která je rovnoběžná
s př́ımkou 𝑝′. Vrchol paraboly sestroj́ıme pomoćı např́ıklad bod̊u sou-
měrně sdružených s ohniskem 𝐹 podle tečen.

Obrázek 4.32: Krokované řešeńı: Je dán střed kolineace 𝑆, osa koline-
ace 𝑜, úběžnice 𝑢 a kružnice 𝑘 se středem v bodě 𝑂 tak, aby kružnice
s úběžnićı měla právě jeden společný bod 𝑈 .
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2. Př́ımo nalezneme vrcholovou tečnu 𝑣′ s vrcholem 𝑉 ′ hledané paraboly.
Př́ımka 𝑆𝑈 určuje směr osy paraboly. Vrcholová tečna je kolmá k ose
paraboly. Vı́me proto, že směr vrcholové tečny určuje př́ımka 𝑤 pro-
cházej́ıćı středem kolineace 𝑆 kolmá k př́ımce 𝑆𝑈 . Pr̊useč́ık př́ımky 𝑤 s
úběžnićı označme 𝐾. Jeho obraz 𝐾 ′∞ je nevlastńı bod vrcholové tečny
𝑣′. Obrazem tečny ke kružnici je tečna k parabole. Proto vedeme z bodu
𝐾 tečnu 𝑣 ke kružnici 𝑘 (r̊uznou od úběžnice 𝑢). Dotykový bod tečny 𝑣
s kružnićı 𝑘 označme 𝑉 . Obraz 𝑣′ tečny 𝑣 tvoř́ı vrcholovou tečnu. Obraz
𝑉 ′ bodu 𝑉 tvoř́ı vrchol paraboly. Nyńı známe osu paraboly 𝑜1 a vrchol
paraboly 𝑉 . Podle předchoźı konstrukce najdeme jednu tečnu s bodem
dotyku. Parabolu již sestroj́ıme jednoduše [1] (str. 48).

Je-li bod 𝐾 př́ıstupný, vyplat́ı se hledat př́ımo vrchol paraboly.

Obrázek 4.33: Krokované řešeńı: Je dán střed kolineace 𝑆, osa koline-
ace 𝑜, úběžnice 𝑢 a kružnice 𝑘 se středem v bodě 𝑂 tak, aby kružnice
s úběžnićı měla právě jeden společný bod 𝑈 .

4.5.4 Hyperbola

Středová kolineace je dána středem kolineace 𝑆, osou kolineace 𝑜 a úběž-
nićı 𝑢. Dále je dána kružnice 𝑘 se středem 𝑂. Aby obrazem kružnice 𝑘 byla
hyperbola, muśı úběžnice prot́ınat kružnici ve dvou bodech. Pr̊useč́ıky úběž-
nice 𝑢 s kružnićı 𝑘 označme 𝑈, 𝑉 . Bod̊um 𝑈, 𝑉 odpov́ıdaj́ı nevlastńı body
𝑈 ′∞, 𝑉 ′∞. Př́ımky 𝑆𝑈, 𝑆𝑉 určuj́ı směry asymptot sestrojované hyperboly.
Tečnám 𝑎𝑢, 𝑎𝑣 v bodech 𝑈, 𝑉 ke kružnici 𝑘 odpov́ıdaj́ı asymptoty 𝑎′𝑢, 𝑎

′
𝑣 hy-

perboly 𝑘′. Pr̊useč́ık asymptot 𝑎′𝑢, 𝑎
′
𝑣 (ozn. 𝑄′) je středem hyperboly. Osy
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hyperboly p̊uĺı úhly asymptot. Jako hlavńı osu 𝑜′1 označ́ıme tu, pro kterou
odpov́ıdaj́ıćı př́ımka 𝑜1 prot́ıná kružnici 𝑘 ve dvou bodech, označme je 𝐴,𝐵.
Druhá př́ımka 𝑜2 kružnici 𝑘 neprot́ıná. Bod̊um 𝐴,𝐵 odpov́ıdaj́ı body 𝐴′, 𝐵′

hyperboly 𝑘′ - jej́ı hlavńı vrcholy. T́ım je hyperbola určena [5] (str. 48).

Obrázek 4.34: Krokované řešeńı: Je dán střed kolineace 𝑆, osa koline-
ace 𝑜, úběžnice 𝑢 a kružnice 𝑘 se středem v bodě 𝑂 tak, aby úběžnice
kružnici prot́ınala ve dvou bodech.

4.6 Dourčováńı prvk̊u

Sadu úloh na procvičeńı najdete zde: Zadáńı (viz př́ıloha 4), Řešeńı (viz
př́ıloha 4).

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′) určete obrazy bod̊u (𝐵′, 𝐶).

Obrázek 4.35: Obrazy bod̊u 𝐵′, 𝐶.
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Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′) určete obrazy př́ımek 𝑏′, 𝑐.

Obrázek 4.36: Řešeńı: SK je dána (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′). Určete obrazy př́ımek
𝑏′, 𝑐.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz r̊uznoběžných př́ımek 𝑏, 𝑐.

Obrázek 4.37: Obrazy r̊uznoběžných př́ımek 𝑏, 𝑐.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz rovnoběžných př́ımek 𝑏, 𝑐.
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Obrázek 4.38: Obrazy rovnoběžných př́ımek 𝑏, 𝑐.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz pravidelného pětiúhelńıka 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸.

Obrázek 4.39: Obraz pětiúhelńıka.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz pravidelného šestiúhelńıka 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 .
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Obrázek 4.40: Obraz šestiúhelńıka.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′) najděte úběžnici 𝑢.

Obrázek 4.41: Najdi úběžnici.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′) najděte protiúběžnici 𝑣′.
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Obrázek 4.42: Najdi protiúběžnici.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝑆𝑆 ′) určete obraz kružnice 𝑘.

Obrázek 4.43: Obraz kružnice.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝑆𝑆 ′) určete obraz kružnice 𝑘.
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Obrázek 4.44: Obraz kružnice.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝑆𝑆 ′) určete obraz kružnice 𝑘.

Obrázek 4.45: Obraz kružnice.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz domečku.
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Obrázek 4.46: Určete obraz domečku.

Př́ıklad: V SK (𝑆, 𝑜, 𝐴𝐴′) určete obraz prasátka.

Obrázek 4.47: Určete obraz prasátka.
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Kapitola 5

Klasifikace

Zobrazeńı můžeme rozdělit podle toho, jestli je střed zobrazeńı vlastńı nebo
nevlastńı a jestli je osa (př́ımka samodružných bod̊u) vlastńı nebo nevlastńı.
Např́ıklad osová afinita je pak středová kolineace, ale střed kolineace je ne-
vlastńı bod.
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Obrázek 5.1: Klasifikace zobrazeńı podle středu a osy.
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Kapitola 6

Užit́ı osové afinity

6.1 Řezy hranol̊u

6.1.1 Volné rovnoběžné promı́táńı

Volné rovnoběžné promı́táńı je druh rovnoběžného promı́táńı, kde promı́táme
na jednu pr̊umětnu. Útvary, které lež́ı v rovině rovnoběžné s pr̊umětnou,
se zobrazuj́ı ve skutečné velikosti. Pr̊uměty úseček, které jsou na pr̊umětnu
kolmé, sv́ıraj́ı s vodorovným směrem úhel 𝛼 a jejich délka se zkrát́ı s ko-
eficientem 𝑞. Stejně jako ve většině učebnic budeme použ́ıvat 𝛼 = 45∘ a
koeficient 𝑞 = 1

2
. Pozn.: Pr̊umětnu voĺıme svislou (rovina sešitu, či tabule).

Zobrazujeme-li těleso ve volném rovnoběžném promı́táńı je vhodné jej umı́stit
tak, pokud to jde, aby byla jedna stěna rovnoběžná s pr̊umětnou.

Volné rovnoběžné promı́táńı znáte z hodin stereometrie. Všechna tělesa v
této kapitole jsou zobrazena pomoćı volného rovnoběžného promı́táńı. Pod́ı-
vejme se nejprve na r̊uzná zobrazeńı krychle, protože neńı jasně určeno, kde
se měř́ı 45∘ mezi vodorovnou př́ımkou a pr̊umětem úsečky kolmé na pr̊umětnu
a které stěny krychle jsou viditelné.

Obrázek 6.1: Volné rovnoběžné promı́táńı - r̊uzné pohledy krychle.
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a) Pravý nadhled - viditelná je horńı, pravá a předńı stěna
b) Levý podhled - viditelná je dolńı, levá a předńı stěna
c) Pravý podhled - viditelná je dolńı, pravá a předńı stěna
d) Levý nadhled - viditelná je horńı, levá a předńı stěna
V textu budeme už́ıvat převážně pohled add. a - pravý nadhled.

6.1.2 Hranol, hranolový prostor a hranolová plocha

Než začneme s hranoly pracovat, připomeňme definici hranolové plochy a
hranolového prostrou.

”
Je dán mnohoúhelńık 𝑚 (tzv. ř́ıd́ıćı mnohoúhelńık)

lež́ıćı v rovině 𝜙 a př́ımka 𝑠 r̊uznoběžná s rovinou 𝜙. Množina všech př́ımek
směru 𝑠, které prot́ınaj́ı mnohoúhelńık 𝑚 (jeho obvod) se nazývá hranolový
prostor (hranolová plocha)“ [10] (str. 90). Množina všech př́ımek plochy, které
prot́ınaj́ı stranu mnohoúhelńıka 𝑚, tvoř́ı stěnu hranolové plochy. Je-li mno-
hoúhelńıkem 𝑛-úhelńık, mluv́ıme o 𝑛-bokém hranolovém prostoru (hranolové
ploše).

Hranol źıskáme z hranolového protoru tak, že jej omeźıme dvěma rovi-
nami. Jednou rovinou je zpravidla rovina 𝜙 a mnohoúhelńık 𝑚 se pak nazývá
podstavou hranolu. Druhou rovinou je rovina 𝜙′ (𝜙′||𝜙). Vzdálenost rovin
𝜙, 𝜙′ se nazývá výška hranolu. Je-li směr 𝑠 kolmý k rovině 𝜙, pak se hra-
nol nazývá kolmý, jinak je kosý. Je-li hranol kolmý a mnohoúhelńık 𝑚 je
pravidelný 𝑛-úhelńık, pak se hranol nazývá pravidelný.

Obrázek 6.2: Hranol, hranolová plocha, kolmý a kosý hranol.

6.1.3 Řezy hranol̊u

Jak již v́ıme z úvodu kapitoly OA mezi dvěma rovinami (3.1, str. 15), osovou
afinitu lze využ́ıt při řezu hranolu rovinou. Mezi rovinou podstavy a rovinou
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řezu je vztah osové afinity. Osou afinity 𝑜 je pr̊usečnice těchto rovin. Směr
afinity je určen hranami 𝐴𝐴′′, 𝐵𝐵′′, .... Odpov́ıdaj́ıćı si body jsou body 𝐴,𝐴′,
kde bod 𝐴′ je bodem hrany 𝐴𝐴′′ a zároveň lež́ı v rovině řezu a bod 𝐴 je
bodem hrany 𝐴𝐴′′ a zároveň lež́ı v rovině podstavy.

Obrázek 6.3: Osová afinita a řez hranolu.

Př́ıklad: Je dán pravidelný šestiboký hranol s podstavou 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 . Ro-
vina řezu je dána pr̊usečnićı 𝑜 roviny řezu a roviny podstavy a bodem 𝐴′,
který lež́ı na hraně 𝐴𝐴′′.

Obrázek 6.4: Krokované řešeńı: Je dán šestiboký hranol s podsta-
vou 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 . Rovina řezu je určena př́ımkou 𝑜, která lež́ı v rovině
podstavy, a bodem 𝐴′.
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Postupujeme stejně, pokud je úkolem sestrojit řez kosého hranolu.
Př́ıklad: Mějme dán kosý čtyřboký hranol s podstavou 𝐴𝐵𝐶𝐷. Rovina

řezu 𝛼 je určena bodem 𝑋 ′ a př́ımkou 𝑝′. Bod 𝑋 ′ lež́ı v rovině řezu a zároveň
v rovině podstavy. Dále je dána př́ımka 𝑝, která je pr̊umětem př́ımky 𝑝′ do
roviny podstavy ve směru hran 𝐴𝐴′′, 𝐵𝐵′′, ... .

Obrázek 6.5: Krokované řešeńı: Je dán kosý čtyřboký hranol s pod-
stavou 𝐴𝐵𝐶𝐷. Rovina řezu 𝛼 je určena bodem 𝑋 ′ a př́ımkou 𝑝′. Bod
𝑋 ′ lež́ı v rovině řezu a zároveň v rovině podstavy. Dále je dána př́ımka
𝑝, která je pr̊umětem př́ımky 𝑝′ do roviny podstavy ve směru hran
𝐴𝐴′′, 𝐵𝐵′′, ... .

V jiných zobrazovaćıch metodách je většinou rovina řezu dána svými sto-
pami. Osou afinity je pr̊usečnice roviny řezu a roviny podstavy. Bohužel neńı
dána dvojice odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u. Muśıme proto naj́ıt jeden bod řezu
pomoćı jiných konstrukćı. Konstrukce se lǐśı podle jednotlivých promı́táńı,
myšlenka konstrukce je však stále stejná. Bod 𝐴′ je pr̊useč́ık hrany hranolu
𝐴𝐴′′ s rovinou řezu.

Daľśı př́ıklady na vypracováńı s výsledky:

• Volné rovnoběžné promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 6), Řešeńı (viz př́ı-
loha 6)

• Mongeovo promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 7), Řešeńı (viz př́ıloha 7)

• Kosoúhlé promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 8), Řešeńı (viz př́ıloha 8)

• Pravoúhlá axonometrie: Zadáńı (viz př́ıloha 9), Řešeńı (viz př́ıloha 9)
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Tyto úlohy maj́ı v́ıce řešeńı. Uvád́ıme pouze to řešeńı, které př́ımo využ́ıvá
osovou afinitu.

6.2 Řez válce
V kapitole budeme pracovat s tělesy, která jsou zobrazena ve volném rovno-
běžném promı́táńı (6.1, str. 75)

6.2.1 Válec, válcový prostor a válcová plocha

Než začneme pracovat s válci, připomeňme definici válcové plochy a válco-
vého prostrou.

”
Válcová plocha (válcový prostor) je množina všech př́ımek

daného směru 𝑠, které prot́ınaj́ı kružnici (kruh) 𝑘 lež́ıćı v rovině 𝜙 r̊uznoběžné
se směrem 𝑠“ [10] (str. 95).

Válec źıskáme z válcového prostoru tak, že jej omeźıme dvěma rovinami.
Jednou rovinou je zpravidla rovina 𝜙 a kružnici 𝑘 pak nazýváme podstavou
válce. Druhou rovinou je rovina 𝜙′ (𝜙′||𝜙). Vzdálenost rovin 𝜙, 𝜙′ se nazývá
výška válce. Je-li směr 𝑠 kolmý k rovině 𝜙, pak se válec nazývá rotačńı, jinak
je kosý. Spojnice střed̊u podstav se nazývá osa. V textu budeme pracovat s
rotačńımi i kosými válci.

Pozn: Válcová plocha může být obecně množina všech př́ımek daného
směru 𝑠, které prot́ınaj́ı křivku 𝑘 lež́ıćı v rovině 𝜙 r̊uznoběžné se směrem s.

Obrázek 6.6: Válec, válcová plocha, rotačńı a kosý válec.

6.2.2 Řez válce

Nejprve se pod́ıvejme, jak můžeme volit rovinu řezu 𝛼. Rovina 𝛼 může rov-
noběžná se směrem površek 𝑠. Pokud pr̊usečnice těchto dvou rovin prot́ıná
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podstavu, pak je řezem obdélńık. Pokud tato pr̊usečnice prot́ıná podstavu
pouze v jednom bodě (pr̊usečnice je tečnou kružnice), pak je řezem jedna
površka. Pokud pr̊usečnice neprot́ıná podstavnou kružnici, pak nemá rovina
s válcem žádný společný bod. Rovina 𝛼 může být s rovinou podstavy 𝜙 rov-
noběžná. Pak je řezem kružnice shodná s podstavnou kružnićı. U těchto typ̊u
řez̊u nevyuž́ıváme osovou afinitu.

Obrázek 6.7: Různe řezy válce.

Stejně jako u řezu hranolu (6.1, str. 75), tak i u řezu válce je mezi rovinou
podstavy a rovinou řezu vztah osové afinity. Osou afinity je jejich pr̊usečnice
a párem odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u jsou středy 𝑆 (střed podstavné kružnice) a 𝑆 ′

(pr̊useč́ık osy válce s rovinou řezu). Obrazem kružnice v osové afinitě je elipsa.
Pokud již známe osu afinity a pár odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u, konstrukce elipsy
je stejná jako v kapitole OA Obraz kružnice (3.5, str. 29). Konstrukce jsou
stejné i v př́ıpadě, že je válec kosý. (Pozn. Pokud by měl válec za podstavu
obecnou křivku, museli bychom křivku řezu hledat bodově.)

Př́ıklad: Je dán rotačńı válec, střed podstavy 𝑆, osa 𝑆𝑆 ′′. Rovina řezu 𝛼
je určena pr̊usečnićı 𝑜 roviny podstavy a roviny 𝛼 a bodem 𝑆 ′ lež́ıćım na ose
𝑆𝑆 ′′.
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Obrázek 6.8: Krokované řešeńı: Je dán rotačńı válec, střed podstavy
𝑆, osa 𝑆𝑆 ′′. Rovina řezu 𝛼 je určena př́ımkou 𝑜 (pr̊usečnićı roviny
podstavy a roviny 𝛼) a bodem 𝑆 ′ lež́ıćım na ose 𝑆𝑆 ′′.

V jiných zobrazovaćıch metodách je většinou rovina řezu dána svými sto-
pami. Osou afinity je pr̊usečnice roviny řezu a roviny podstavy. Nemuśı být
vždy zadána dvojice dvojice odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u. Muśıme proto naj́ıt je-
den bod řezu pomoćı jiných konstrukćı. Konstrukce se lǐśı podle jednotlivých
promı́táńı, myšlenka konstrukce je však stále stejná. Bod 𝑆 ′ je pr̊useč́ık osy
válce 𝑆𝑆 ′′ s rovinou řezu.

Daľśı př́ıklady na vypracováńı s výsledky:

• Volné rovnoběžné promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 10), Řešeńı (viz př́ı-
loha 10)

• Mongeovo promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 11), Řešeńı (viz př́ıloha 11)

• Kosoúhlé promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 12), Řešeńı (viz př́ıloha 12)

• Pravoúhlá axonometrie: Zadáńı (viz př́ıloha 13), Řešeńı (viz př́ıloha 13)

Tyto úlohy maj́ı v́ıce řešeńı. Uvád́ıme pouze to řešeńı, které př́ımo využ́ıvá
osovou afinitu.
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6.3 Konstrukce elipsy

6.3.1 Osová afinita mezi elipsou a kružnićı

Mezi elipsou a kružnićı se středem v bodě 𝑆 a poloměrem 𝑆𝐴 (resp. 𝑆𝐶) je
vztah osové afinity. Existuj́ı dva základńı typy pravoúhlé osové afinity mezi
elipsou a kružnićı:

• Osa afinity splývá s hlavńı osou elipsy 𝑜1. Střed 𝑆 ′ kružnice splývá se
středem elipsy 𝑆. Vrcholy 𝐴,𝐵 jsou samodružné (lež́ı na ose afinity).
Kružnice 𝑒′ má střed v bodě 𝑆 a poloměr 𝑆𝐴. Chyb́ı ještě určit pár od-
pov́ıdaj́ıćıch si bod̊u, např. 𝐶,𝐶 ′. Protože hledáme pravoúhlou afinitu,
bod 𝐶 ′ lež́ı na kolmici k ose afinity procházej́ıćı bodem 𝐶 a na kružnici
𝑒′.

Obrázek 6.9: Osová afinita mezi kružnićı a elipsou.

• Osa afinity splývá s vedleǰśı osou elipsy 𝑜2. Střed 𝑆 ′ kružnice splývá se
středem elipsy 𝑆. Vrcholy 𝐶,𝐷 jsou samodružné (lež́ı na ose afinity).
Kružnice 𝑒′ má střed v bodě 𝑆 a poloměr 𝑆𝐶. Pár odpov́ıdaj́ıćıch si
bod̊u, např. dvojice 𝐴,𝐴′, kde 𝐴′ lež́ı na kolmici k ose afinity prochá-
zej́ıćı bodem 𝐴 a na kružnici 𝑒′.
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Obrázek 6.10: Osová afinita mezi kružnićı a elipsou.

6.3.2 Trojúhelńıková konstrukce

Elipsa je dána hlavńımi vrcholy 𝐴,𝐵 a vedleǰśımi vrcholy 𝐶,𝐷.𝑆 je střed
elipsy. Sestroj́ıme kružnici 𝑘1(𝑆, 𝑎) (pozn. 𝑎 je velikost hlavńı poloosy) a
kružnici 𝑘2(𝑆, 𝑏) (pozn. 𝑏 je velikost vedleǰśı poloosy). Na kružnici 𝑘1 libovolně
zvoĺıme bod 𝑋1. Pr̊useč́ık polopř́ımky 𝑆𝑋1 a kružnice 𝑘2 je bod 𝑋2. Př́ımka
𝑥1 procháźı bodem 𝑋1 a je rovnoběžná s vedleǰśı osou elipsy 𝑜2. Př́ımka 𝑥2

procháźı bodem 𝑋2 a je rovnoběžná s hlavńı osou elipsy 𝑜1. Pr̊useč́ık př́ımek
𝑥1, 𝑥2 je bod 𝑋. Bod 𝑋 je bodem elipsy. Volbou bodu 𝑋1 na kružnici 𝑘1

źıskáváme r̊uzné polohy bodu 𝑋 na elipse.
V appletu si můžete zkusit, že bod 𝑋 vykresĺı elipsu. Růžovým bodem

𝑋1 lze pohybovat.
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Obrázek 6.11: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvořen v programu GeoGebra
Kde je v této konstrukci schovaná osová afinita? Trojúhelńıková kon-

strukce je složena ze dvou osových afinit:

• Prvńı pravoúhlá afinita (OA1) je mezi kružnićı 𝑘1 (𝑆, 𝑎) a elipsou, kde
osa afinity je hlavńı osa elipsy.

• Druhá pravoúhlá afinita (OA2) je mezi kružnićı 𝑘2 (𝑆, 𝑏) a elipsou, kde
osa afinity je vedleǰśı osa elipsy.

Bod 𝑋1 je obrazem bodu 𝑋 v OA1. Protože se jedná o pravoúhlou afinitu,
bod 𝑋 lež́ı na př́ımce 𝑥1 kolmé k ose afinity 𝐴𝐵 procházej́ıćı bodem 𝑋1.
Obdobně je bod 𝑋2 obrazem bodu 𝑋 v OA2. Protože se jedná o pravoúhlou
afinitu, bod 𝑋 lež́ı na př́ımce 𝑥2 kolmé k ose afinity 𝐶𝐷 procházej́ıćı bodem
𝑋2. Pr̊useč́ık př́ımek 𝑥1, 𝑥2 je bod 𝑋 lež́ıćı na elipse.

D̊ukaz:
Trojúhelńıkovou konstrukci lze dokázat podle podobnosti trojúhelńık̊u

𝑆𝑋1𝑋* a 𝑋2𝑋1𝑋, kde 𝑋* je pr̊useč́ıkem př́ımky 𝑋𝑋1 a osy afinity 𝐴𝐵.
Př́ımka 𝑋2𝑋 je rovnoběžná s osou afinity, proto se rovnaj́ı úhly 𝑋1𝑋2𝑋,𝑋1𝑆𝑋*
a 𝑋1𝑋𝑋2, 𝑋1𝑋 *𝑆. Trojúhelńıky 𝑆𝑋1𝑋*, 𝑋2𝑋1𝑋 jsou podobné podle věty
𝑢𝑢. V trojúhelńıćıch plat́ı: |𝑋𝑋1|

|𝑋1𝑋*| = |𝑋2𝑆|
|𝑋1𝑆| = 𝑏

𝑎
. Osou afinity je hlavńı osa

elipsy, směr afinity je kolmý k ose afinity. Je dána osa afinity, směr afinity a
charakteristika 𝑘 = 𝑏

𝑎
, č́ımž je OA jednoznačně určena.
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Obrázek 6.12: Důkaz trojúhelńıkové konstrukce.

6.3.3 Rozd́ılová proužková konstrukce

Nejprve si ukažme, jak se pomoćı rozd́ılové proužkové konstrukce sestroj́ı
elipsa. (Pozn. Elipsu lze sestrojit i pomoćı součtové proužkové konstrukce.)

Na rovný proužek paṕıru vyznač́ıme body 𝑋,𝑋𝑎, 𝑋𝑏, tak že |𝑋𝑋𝑎|=𝑎,
|𝑋𝑋𝑏|=𝑏, |𝑋𝑎𝑋𝑏|=𝑎− 𝑏. Nyńı pohybujeme proužkem paṕıru tak, že bod 𝑋𝑎

lež́ı vždy na vedleǰśı ose elipsy (𝐶𝐷) a bod 𝑋𝑏 lež́ı na hlavńı ose elipsy (𝐴𝐵).
Bod 𝑋 opisuje elipsu, která má velikost hlavńı poloosy = 𝑎 a velikost vedleǰśı
poloosy = 𝑏.

Pozn: Proužkové konstrukce využijeme hlavně v př́ıpadě, pokud máme
vyrýsovat elipsu z ńıž známe hlavńı vrcholy 𝐴,𝐵 a libovolný bod 𝑀 na
elipse.

V appletu si můžeme zkusit, že bod 𝑋 vykresĺı elipsu. Růžovým bodem
𝑋𝑎 lze pohybovat.

85



Obrázek 6.13: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvořen v programu GeoGebra
Jak se při této konstrukci využ́ıvá osová afinita? Bod 𝑋 sestrojme pomoćı

trojúhelńıkové konstrukce, kde využ́ıváme složeńı dvou osových afinit. Bodem
𝑋 vedeme př́ımku 𝑞 rovnoběžnou s př́ımkou 𝑆𝑋1. Pr̊useč́ık př́ımky 𝑞 s vedleǰśı
osou elipsy 𝑜2 je bod 𝑋𝑎. Úsečky 𝑋1𝑋 a 𝑆𝑋𝑎 jsou rovnoběžné a stejně
dlouhé. Úsečky 𝑆𝑋1 a 𝑋𝑎𝑋 jsou rovnoběžné. Proto body 𝑋1𝑋𝑋𝑎𝑆 tvoř́ı
rovnoběžńık a velikost úsečky 𝑋𝑎𝑋 = 𝑎. Obdobně pr̊useč́ık př́ımky 𝑞 s hlavńı
osou elipsy 𝑜1 je bod 𝑋𝑏. Úsečky 𝑋2𝑋 a 𝑆𝑋𝑏 jsou rovnoběžné a stejně dlouhé.
Úsečky 𝑆𝑋2 a 𝑋𝑏𝑋 jsou rovnoběžné. Proto body 𝑋2𝑋𝑋𝑏𝑆 tvoř́ı rovnoběžńık
a velikost úsečky 𝑋𝑏𝑋 = 𝑏.

Obrázek 6.14: |𝑋𝑎𝑋| = 𝑎.

86



6.3.4 Rytzova konstrukce

Z kapitoly o obrazu kružnice v osové afinitě v́ıme, že elipsu můžeme sestrojit
pomoćı Rytzovy konstrukce (3.5, str. 29). I Rytzovu konstrukci lze odvodit
ze vztahu osové afinity mezi kružnićı a elipsou.

Opět vyjdeme z trojúhelńıkové konstrukce. Na 𝑘1 zvoĺıme libovolně body
𝐾1, 𝐿1,𝑀1, 𝑁1 tak, že př́ımky 𝐾1𝐿1,𝑀1𝑁1 jsou na sebe kolmé a tvoř́ı tak
sdružené pr̊uměry kružnice. (Stejně jako př́ımky 𝐾2𝐿2,𝑀2𝑁2.) Pomoćı troj-
úhelńıkové konstrukce najdeme body 𝐾,𝐿,𝑀,𝑁 , které tvoř́ı sdružené pr̊u-
měry elipsy.

Otočme body 𝐾,𝐾1, 𝐾2 kolem bodu 𝑆 o 90∘. Pak bod 𝐾1𝑜 splývá s bo-
dem 𝑀1 a bod 𝐾2𝑜 splývá s bodem 𝑀2. Body 𝑀1,𝑀,𝑀2, 𝐾𝑜 tvoř́ı obdélńık
(𝑀2𝑀 || 𝑀1𝐾𝑜,𝑀2𝐾𝑜 || 𝑀1𝑀 a úhel 𝑀2𝑀𝑀1 je pravý). Bod 𝑂 je pr̊u-
seč́ıkem úhlopř́ıček v obdélńıku 𝑀1,𝑀,𝑀2, 𝐾𝑜. Př́ımka 𝑀𝐾𝑜 prot́ıná osy
elipsy v bodech 1, 2. Pro |𝑀2|<|𝑀1| plat́ı, že |𝑀2| = 𝑏, |𝑀1| = 𝑎. |𝑀2|
= 𝑏 plyne z podobnosti trojúhelńık̊u 𝑆𝑂2,𝑀1𝑂𝑀 . Protože vrchol trojúhel-
ńıka 𝑂 je pr̊useč́ıkem úhlopř́ıček v obdélńıku, úhly při vrcholech 𝑀1,𝑀 jsou
shodné. Úsečky 𝑀1𝑀,𝑆2 jsou rovnoběžné. Proto jsou úhly při vrcholech 𝑆, 2
také shodné. Proto plat́ı: |𝑆𝑀1| = |𝑀2| = 𝑏. Pro velikost |𝑀1| = 𝑎 plat́ı
obdobný vztah, ale vycháźıme ze shodnosti trojúhelńık̊u 𝑀1𝑂𝐾𝑜,𝑀2𝑂𝑀 a
podobnosti trojúhelńık̊u 𝑆𝑂1,𝑀2𝑂𝐾𝑜. Podobně plat́ı |𝐾𝑜1| = 𝑏, |𝐾𝑜2| = 𝑎.
Protože 𝑂 je pr̊useč́ıkem úhlopř́ıček obdélńıka 𝑀1,𝑀,𝑀2, 𝐾𝑜, plat́ı |𝑂𝑀1|
= |𝑂𝑀 | = |𝑂𝑀1| = |𝑂𝐾𝑜|. Proto plat́ı |𝑂2| = |𝑂𝑆| = |𝑂1|. Body 𝑆, 1, 2
proto lež́ı na kružnici se středem v bodě 𝑂 a poloměrem 𝑂𝑆. Při Rytzově
konstrukci se využ́ıvá této kružnice při hledáńı bod̊u 1, 2. Př́ımky 𝑆1, 𝑆2 jsou
hlavńı a vedleǰśı osa elipsy.
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Obrázek 6.15: Pr̊uměry 𝐾1, 𝐿1,𝑀1, 𝑁1 (resp. 𝐾2, 𝐿2,𝑀2, 𝑁2) jsou
na sebe v kružnici 𝑘1 (resp. 𝑘2) kolmé.

6.3.5 Součtová proužková konstrukce

Př́ımo z Rytzovy konstukce vyplývá součtová proužková konstrukce.

Obrázek 6.16: Př́ımo z Rytzovy konstrukce vyplývá součtová prouž-
ková konstrukce.

Na rovný proužek paṕıru vyznač́ıme body 𝑀,𝑋𝑎, 𝑋𝑏, tak že |𝑀𝑋𝑎|=𝑎,
|𝑀𝑋𝑏|=𝑏, |𝑋𝑎𝑋𝑏|= 𝑎 + 𝑏. Nyńı pohybujeme proužkem paṕıru tak, že bod
𝑋𝑎 lež́ı na vedleǰśı ose elipsy 𝑜2 a bod 𝑋𝑏 lež́ı na hlavńı ose elipsy 𝑜1. Bod 𝑀
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opisuje elipsu, která má velikost hlavńı poloosy je rovna 𝑎 a velikost vedleǰśı
poloosy je rovna 𝑏.

V appletu si můžeme zkusit, že bod 𝑀 vykresĺı elipsu. Růžovým bodem
𝑋𝑏 lze pohybovat.

Obrázek 6.17: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvořen v programu GeoGebra

6.3.6 Př́ıčková konstrukce

K př́ıčkové konstrukci elipsy využijeme bodovou konstrukci kružnice.
”

Úsečky
𝐴𝐵,𝐶𝐷 jsou dva k sobě kolmé pr̊uměry kružnice 𝑘. Bod 𝐸 je pr̊useč́ık tečen
kružnice v bodech 𝐵 a 𝐶. Je-li bod 𝑈 bodem úsečky 𝑆𝐶 a bod 𝑉 bodem úsečky
𝐶𝐸, 𝑈𝑉 || 𝑆𝐸, je pr̊useč́ık 𝑋 př́ımek 𝐴𝑈 a 𝐵𝑉 bodem kružnice 𝑘“ [7].

V appletu si můžete zkusit, že bod 𝑋 vykresluje kružnici. Růžovým bo-
dem 𝑈 lze pohybovat.
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Obrázek 6.18: Applet z programu Geogebra

Applet je vytvořen v programu GeoGebra
Bod 𝑉 nemuśıme vždy hledat pomoćı př́ımky procházej́ıćı bodem 𝑈 a

rovnoběžné s 𝑆𝐸. Můžeme úsečky 𝑆𝐶,𝐸𝐶 rozdělit na stejný počet d́ılk̊u
a dělićı body oč́ıslovat 𝑉 1, 𝑉 2, 𝑉 3, ..., 𝑈1, 𝑈2, 𝑈3,... tak, aby č́ısla vzr̊ustala
směrem ke společnému bodu úseček, bodu 𝐶.

Protože mezi elipsou a kružnićı je vztah osové afinity můžeme tuto kon-
strukci využ́ıt i pro elipsu. Dı́ky zachováváńı vlastnosti incidence, rovnoběž-
nosti a dělićıho poměru nemuśıme znát hlavńı a vedleǰśı vrcholy, ale libovolné
sdružené pr̊uměry. Úsečky 𝐾𝐿,𝑀𝑁 jsou sdružené pr̊uměry elipsy 𝑒. Úsečky
𝑆𝑀,𝐸𝑀 rozděĺıme na stejný počet d́ılk̊u (např. čtyři) a dělićı body označ́ıme
𝑈1, 𝑈2, 𝑈3, 𝑉 1, 𝑉 2, 𝑉 3 tak, že č́ısla vzr̊ustaj́ı směrem ke společnému pr̊useč́ıku
úseček, bodu 𝑀 . Bod elipsy 𝑋1 je pr̊useč́ıkem př́ımek 𝐾𝑈1, 𝐿𝑉 1 (𝑋2 je pr̊u-
seč́ıkem př́ımek 𝐾𝑈2, 𝐿𝑉 2, 𝑋3 je pr̊useč́ıkem př́ımek 𝐾𝑈3, 𝐿𝑉 3). Takto jsme
vytvořili několik bod̊u elipsy v jednom kvadrantu. Konstrukci můžeme zopa-
kovat pro ostatńı kvadranty.
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Obrázek 6.19: Jsou dány sdružené pr̊uměry elipsy 𝐾𝐿,𝑀𝑁 a tečny
v těchto bodech. (Protože 𝐾𝐿,𝑀𝑁 jsou sdružené pr̊uměry, tečny v
bodech 𝐾,𝐿 jsou rovnoběžné s úsečkou 𝑀𝑁 a tečny v bodech 𝑀,𝑁
jsou rovnoběžné s úsečkou 𝐾𝐿.) Bod 𝐸 je pr̊useč́ık tečen elipsy v
bodech 𝑀,𝐿.

6.4 Př́ımka a elipsa
V úlohách s př́ımkou a elipsou můžeme využ́ıt osovou afinitu a pomoćı ńı
elipsu zobrazit na kružnici. Úlohu s př́ımkou a elipsou tak zjednoduš́ıme na
úlohu s př́ımkou a kružnićı. Úlohy s př́ımkou a kružnićı již vyřeš́ıme jedno-
duše.

Zadáńı úloh na prorýsováńı najdete zde: Zadáńı (viz př́ıloha 5), Řešeńı
(viz př́ıloha 5).

6.4.1 Pr̊useč́ıky př́ımky s elipsou

Je dána př́ımka 𝑝, která prot́ıná elipsu 𝑒. Najděte pr̊useč́ıky této př́ımky s
elipsou.

Tato úloha se zdá jednoduchá. Pr̊useč́ıky jsou jednoduše tam, kde př́ımka
prot́ıná elipsu. Bohužel ale nejsme schopni vykreslit elipsu přesně. Můžeme
si pomoci oskulačńımi kružnicemi nebo velkým počtem přesně sestrojených
bod̊u, ale přesně elipsu nikdy nevykresĺıme. My samozřejmě chceme určit
pr̊useč́ıky přesně. K tomu nám pomůže osová afinita.

Elipsa je dána hlavńı osou 𝑜1, na které lež́ı hlavńı vrcholy 𝐴,𝐵, a vedleǰśı
osou 𝑜2, na které lež́ı vedleǰśı vrcholy 𝐶,𝐷. Zvoĺıme osu afinity a pár odpo-
v́ıdaj́ıćıch si bod̊u tak, aby obrazem elipsy byla kružnice. Pr̊useč́ıky př́ımky s
kružnićı již najdeme, protože kružnici umı́me vykreslit přesně. Osovou afinitu
můžeme volit dvěma zp̊usoby (viz osová afinita mezi elipsou a kružnićı (6.3,
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str. 82)):

• Osa afinity splývá s hlavńı osou elipsy. Střed elipsy 𝑆 a body 𝐴,𝐵 jsou
proto samodružné. Bod 𝐶 ′ je jedńım z pr̊useč́ık̊u kružnice 𝑘 (𝑆, |𝑆𝐴|)
s vedleǰśı osou elipsy 𝑜2. Nyńı máme určenou osovou afinitu (𝑜, 𝐶𝐶 ′)
a obraz elipsy. Dále urč́ıme obraz 𝑝′ př́ımky 𝑝. Pr̊useč́ıky př́ımky 𝑝′ s
kružnićı 𝑒′ jsou body 𝐾 ′, 𝐿′. Ve směru afinity a na př́ımce 𝑝 lež́ı body
𝐾,𝐿. Body 𝐾,𝐿 jsou pr̊useč́ıky př́ımky 𝑝 s elipsou.

•

Obrázek 6.20: Krokované řešeńı: Je dána elipsa 𝑒 a př́ımka 𝑝. Určete
pr̊useč́ıky př́ımky 𝑝 s elipsou 𝑒.

• Osa afinity splývá s vedleǰśı osou elipsy. Střed elipsy 𝑆 a body 𝐶,𝐷 jsou
proto samodružné. Bod 𝐴′ je jedńım z pr̊useč́ık̊u kružnice 𝑘 (𝑆, |𝑆𝐶|)
s hlavńı osou elipsy 𝑜1. Nyńı máme určenou osovou afinitu (𝑜, 𝐴𝐴′)
a obraz elipsy. Dále urč́ıme obraz 𝑝′př́ımky 𝑝. Pr̊useč́ıky př́ımky 𝑝′ s
kružnićı 𝑘 jsou body 𝐾 ′, 𝐿′. Ve směru afinity a na př́ımce 𝑝 lež́ı body
𝐾,𝐿. Body 𝐾,𝐿 jsou pr̊useč́ıky př́ımky 𝑝 s elipsou.
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Obrázek 6.21: Pr̊useč́ıky př́ımky s elipsou.

6.4.2 Tečna k elipse z vněǰśıho bodu

Elipsa je dána hlavńımi vrcholy 𝐴,𝐵 a vedleǰśımi vrcholy 𝐶,𝐷. Bod 𝑅 lež́ı
vně elipsy. Sestrojte tečny elipsy z bodu 𝑅.

Tuto úlohu můžeme řešit pomoćı ohniskových vlastnost́ı elipsy. Ukážeme
si, že lze využ́ıt i osovou afinitu. Stejně jako v úloze

”
Pr̊useč́ıky př́ımky s

elipsou“ zvoĺıme kolmou afinitu tak, že osa afinity splývá s hlavńı (nebo ve-
dleǰśı) osou elipsy. Elipsa 𝑒 se zobraźı na kružnici 𝑒′ se středem v bodě 𝑆 a
poloměrem 𝑆𝐴. Obraz 𝐶 ′ bodu 𝐶 lež́ı na kružnici 𝑒′ a př́ımce kolmé k ose
afinity procházej́ıćı bodem 𝐶. Najdeme obraz 𝑅′ bodu 𝑅. Nyńı máme úlohu
zjednodušenou - z vněǰśıho bodu 𝑅′ sestrojte tečny ke kružnici 𝑒′. Pomoćı
Thaletovy kružnice nad pr̊uměrem 𝑆𝑅′ najdeme dotykové body 𝑇 ′, 𝑄′ tečen
𝑡′, 𝑄′ ke kružnici 𝑒′. Tečny 𝑡, 𝑞 jsou určeny př́ımkami 𝑅𝑇,𝑅𝑄. Body 𝑇,𝑄 jsou
dotykové body tečen 𝑡, 𝑞 vedených bodem 𝑅 k elipse 𝑒.
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Obrázek 6.22: Krokované řešeńı: Je dána elipsa 𝑒 a bod 𝑅. Sestrojte
tečny k elipse 𝑒 z bodu 𝑅.

6.4.3 Tečna k elipse rovnoběžná s př́ımkou

Elipsa je dána hlavńımi vrcholy 𝐴,𝐵 a vedleǰśımi vrcholy 𝐶,𝐷. Dále je dána
př́ımka 𝑠. Sestrojte tečny elipsy rovnoběžné s př́ımkou 𝑠.

Úloha by se opět dala řešit pomoćı ohniskových vlastnost́ı elipsy. Pomoćı
osové afinity ji ale můžeme také vyřešit. Zvolme kolmou afinitu tak, že osa
afinity splývá s hlavńı (nebo vedleǰśı) osou elipsy. Elipsa se zobraźı na kružnici
se středem v bodě 𝑆 a poloměrem 𝑆𝐴. Obraz 𝐶 ′ bodu 𝐶 lež́ı na kružnici 𝑘 a
př́ımce kolmé k ose afinity procházej́ıćı bodem 𝐶. Dále najdeme také obraz
𝑠′ př́ımky 𝑠. Nyńı řeš́ıme úlohu - sestrojte tečny rovnoběžné s př́ımkou 𝑠′

ke kružnici 𝑒′. Středem kružnice 𝑒′ vedeme kolmici 𝑘 k př́ımce 𝑠′. Pr̊useč́ıky
kolmice 𝑘 s kružnićı 𝑒′ jsou body 𝑇 ′, 𝑄′.𝑇 ′, 𝑄′ jsou dotykové body tečen.
Tečny 𝑡′, 𝑞′ jsou rovnoběžné s př́ımkou 𝑠′. Najdeme vzory tečen 𝑡′, 𝑞′. Body
𝑇,𝑄 jsou dotykové body tečen 𝑡, 𝑞 k elipse.
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Obrázek 6.23: Krokované řešeńı: Je dána elipsa 𝑒 a př́ımka 𝑠. Sestrojte
tečny k elipse 𝑒, které jsou rovnoběžné s př́ımkou 𝑠.

6.5 Otáčeńı roviny do pr̊umětny v rovnoběž-

ných promı́táńıch
S osovou afinitou se můžeme setkat při otáčeńı obecné roviny 𝛼 do roviny
pr̊umětny 𝜋, kde rovina 𝛼 neńı s rovinou 𝜋 rovnoběžná. Otočit rovinu zna-
mená naj́ıt osu otáčeńı a otočit jej́ı libovolný bod, který nelež́ı na ose otáčeńı.
Osou otáčeńı je pr̊usečnice roviny 𝛼 s pr̊umětnou 𝜋, tj. stopa 𝑝𝛼. Zvoĺıme li-
bovolný bod 𝐴 roviny 𝛼, který nelež́ı na ose otáčeńı. Abychom mohli otočit
bod 𝐴 potřebujeme zjistit střed otáčeńı, poloměr otáčeńı a rovinu otáčeńı.

Rovina otáčeńı 𝜚 bodu 𝐴 je kolmá k ose otáčeńı 𝑝𝛼.
Střed otáčeńı 𝑆𝐴 bodu 𝐴 je pr̊useč́ık roviny otáčeńı 𝜚 s osou otáčeńı 𝑝𝛼.
Poloměr otáčeńı 𝑟 bodu 𝐴 je jeho vzdálenost od středu otáčeńı 𝑆𝐴, 𝑟 =

|𝐴𝑆|.
Otočený bod 𝐴 (𝐴𝑜) potom lež́ı na pr̊usečnici roviny otáčeńı s pr̊umětnou

𝜋 a na kružnici se středem v bodě 𝑆𝐴 a poloměrem 𝑟.
Zdrojem pro tuto kapitolu je kniha Aloise Urbana Deskriptivńı geomet-

rie I [10].
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Obrázek 6.24: Otáčeńı obecné roviny do roviny pr̊umětny.

6.5.1 Otáčeńı roviny do pr̊umětny a osová afinita

Otáčet jednotlivé body roviny 𝛼 do roviny pr̊umětny 𝜋 je možné, ale zdlou-
havé. K otočeńı daľśıch bod̊u roviny 𝛼 do roviny pr̊umětny 𝜋 je výhodněǰśı
využ́ıt osové afinity mezi rovinami 𝛼, 𝜋. Osou afinity je pr̊usečnice rovin 𝛼, 𝜋
(tzn. osa otáčeńı = osa afinity), odpov́ıdaj́ıćı si body jsou bod 𝐴 a jeho oto-
čená poloha 𝐴𝑜.

Obrázek 6.25: Otáčeńı obecné roviny do roviny pr̊umětny a osová
afinita.
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Otáčeńı roviny do pr̊umětny je prostrová úloha. Proto ji muśıme převést
do roviny na vztahy mezi body a př́ımkami. Body a př́ımky roviny 𝛼 pra-
voúhle promı́tneme do roviny 𝜋. Bod 𝐴 se tak zobraźı do bodu 𝐴1 (Pozn.
V jednotlivých promı́táńıch pracujeme př́ımo s bodem 𝐴1). Osová afinita v
rovině je pak určena stopou roviny 𝛼 a odpov́ıdaj́ıćımi si body 𝐴𝑜, 𝐴1. Směr
𝐴𝑜, 𝐴1 je vždy kolmý k ose afinity, ale nemuśı se tak ve všech promı́táńıch
zobrazit.

Obrázek 6.26: Otáčeńı obecné roviny do roviny pr̊umětny.

6.5.2 Užit́ı otáčeńı

Otáčeńı využijeme např́ıklad při určováńı skutečné velikosti rovinného ob-
razce lež́ıćıho v dané rovině 𝛼. Pouze v jednom př́ıpadě vid́ıme hned skuteč-
nou velikost obrazce a to tehdy, když je rovina 𝛼 rovnoběžná s pr̊umětnou
𝜋. Pokud je rovina 𝛼 s pr̊umětnou 𝜋 r̊uznoběžná, pr̊umět skutečného obrazce
se zkresĺı. Např́ıklad vid́ıme, že pr̊umětem útvaru je rovnoběžńık. Nejsme
ale schopni ř́ıci, jestli je útvar ve skutečnosti čtverec, obdélńık či jen obecný
rovnoběžńık.

Podobně využijeme otáčeńı při určováńı skutečné velikosti řezu. Řez tvoř́ı
obecný n-úhelńık, který lež́ı v rovině řezu. Postup je stejný jako při určováńı
skutečné velikosti rovinného obrazce. Skutečnou velikost řezu potřebujeme
např́ıklad pro vytvořeńı modelu.

Obdobnou úlohou je sestrojeńı útvaru lež́ıćıho v rovině. Úkolem je sestro-
jit např́ıklad pravidelný n-úhelńık lež́ıćı v dané rovině 𝛼. Protože nev́ıme,
jak se n-úhelńık zkresĺı, muśıme nejprve rovinu 𝛼 otočit do pr̊umětny. V
pr̊umětně vid́ıme n-úhelńık ve skutečné velikosti - můžeme ho tam proto se-
strojit. Pomoćı osové afinity mezi rovinou 𝛼 a pr̊umětnou pak otoč́ıme rovinu
𝛼 zpět do své p̊uvodńı polohy.
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6.5.3 Otáčeńı v r̊uzných promı́táńıch

S otáčeńım se setkáme v r̊uzných promı́táńıch, kde je osová afinita určena
r̊uznými zp̊usoby. Osu afinity urč́ıme lehce, protože osa afinity = osa otáčeńı
= pr̊usečnice rovin 𝛼, 𝜋. Princip otáčeńı je všude stejný, ale konstrukce oto-
čeného bodu 𝐴 (𝐴𝑜) se v každém promı́táńı trochu lǐśı. K tomu je potřeba
v́ıce znalost́ı, které nejsou náplńı této práce.

Ukažme si, jak se otáč́ı např́ıklad v kótovaném promı́táńı.

Obrázek 6.27: V kótovaném promı́táńı je dána stopa roviny 𝛼, ve
které lež́ı body 𝐴,𝐵. V rovině 𝛼 sestrojte čtverec 𝐴𝐵𝐶𝐷.
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Kapitola 7

Užit́ı středové kolineace

7.1 Řezy jehlan̊u
V kapitole budeme pracovat s tělesy, která jsou zobrazena ve volném rovno-
běžném promı́táńı (6.1, str. 75)

7.1.1 Jehlan, jehlanový prostor a jehlanová plocha

Než začneme pracovat s jehlany, připomeňme definici jehlanové plochy a
jehlanového prostrou.

”
Množina všech př́ımek procházej́ıćıch daným bodem

𝑉 a prot́ınaj́ıćıch mnohoúhelńık 𝑚 (jeho obvod), který lež́ı v rovině 𝜙 ne-
procházej́ıćı bodem 𝑉 , se nazývá jehlanový prostor (jehlanová plocha)“ [10]
(str. 90). Bod 𝑉 se nazývá vrchol. Množina všech př́ımek plochy, které prot́ı-
naj́ı stranu mnohoúhelńıka 𝑚, tvoř́ı stěnu jehlanové plochy. Je-li mnohoúhel-
ńıkem 𝑛-úhelńık, mluv́ıme o 𝑛-boké jehlanové ploše.

Jehlan źıskáme z jehlanového prostrou tak, že jej omeźıme dvěma rovi-
nami. Jednou rovinou je zpravidla rovina 𝜙 a mnohoúhelńık 𝑚 pak nazýváme
podstavou jehlanu. Druhou rovinou je rovina 𝜙′ (𝜙′||𝜙) procházej́ıćı vrcholem
𝑉 . Vzdálenost rovin 𝜙, 𝜙′ se nazývá výška jehlanu. Má-li podstava střed 𝑆 a
plat́ı, že př́ımka 𝑆𝑉 je kolmá k rovině 𝜙, pak se jehlan nazývá kolmý, jinak je
kosý. Je-li jehlan kolmý a jeho podstavu (mnohoúhelńık 𝑚) tvoř́ı pravidelný
𝑛-úhelńık, pak se jehlan nazývá pravidelný.

Můžeme se setkat ještě s jedńım typem jehlanu - komolý jehlan. Komolý
jehlan źıskáme z jehlanové plochy tak, že ji omeźıme dvěma rovinami. Jednou
rovinou je zpravidla rovina 𝜙. Druhou rovinou je rovina 𝜙′ (𝜙′||𝜙), která však
neprocháźı vrcholem 𝑉 a vzdálenost rovin 𝜙, 𝜙′ je menš́ı než výška jehlanu.
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Obrázek 7.1: Jehlan a jehlanová plocha.

7.1.2 Řezy jehlan̊u

Jak již v́ıme z úvodu kapitoly SK mezi dvěma rovinami (4.1, str. 40), středo-
vou kolineaci lze využ́ıt při řezu jehlanu rovinou. Hrany 𝐴𝑉,𝐵𝑉 ,... procháźı
společným bodem 𝑉 . Vrchol 𝑉 je proto zároveň střed kolineace 𝑆. Osu koli-
neace tvoř́ı pr̊usečnice roviny podstavy a roviny řezu. Odpov́ıdaj́ıćı si body
jsou body 𝐴,𝐴′, kde bod 𝐴′ je bodem hrany 𝐴𝑉 a&nbspzároveň lež́ı v rovině
řezu a bod 𝐴 je bodem hrany 𝐴𝑉 a&nbspzároveň lež́ı v rovině podstavy.

Př́ıklad: Je dán pravidelný šestiboký jehlan s podstavou 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 . Ro-
vina řezu je dána pr̊usečnićı 𝑜 roviny řezu a roviny podstavy a bodem 𝐴′,
který lež́ı na hraně 𝐴𝑉 .
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Obrázek 7.2: Krokované řešeńı: Je dán šestiboký jehlan s podstavou
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 . Rovina řezu je určena př́ımkou 𝑜 a bodem 𝐴′.

Postupujeme stejně, pokud je úkolem sestrojit řez kosého jehlanu.
Př́ıklad: Mějme dán kosý čtyřboký jehlan 𝐴𝐵𝐶𝐷𝑉 . Rovina řezu 𝛼 je

určena bodem 𝑋 ′ a př́ımkou 𝑝′. Bod 𝑋 ′ lež́ı v rovině řezu a zároveň v rovině
podstavy. Dále je dána př́ımka 𝑝, která je pr̊umětem př́ımky 𝑝′ do roviny
podstavy z bodu 𝑉 .

Obrázek 7.3: Krokované řešeńı: Je dán kosý čtyřboký jehlan s pod-
stavou 𝐴𝐵𝐶𝐷. Rovina řezu 𝛼 je určena bodem 𝑋 ′ a př́ımkou 𝑝′. Bod
𝑋 ′ lež́ı v rovině řezu a zároveň v rovině podstavy. Dále je dána př́ımka
𝑝, která je pr̊umětem př́ımky 𝑝′ do roviny podstavy z bodu 𝑉
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V jiných zobrazovaćıch metodách je většinou rovina řezu dána svými sto-
pami. Osou kolineace je pr̊usečnice roviny řezu a roviny podstavy, střed ko-
lineace 𝑆 je vrchol jehlanu 𝑉 . Bohužel neńı dána dvojice odpov́ıdaj́ıćıch si
bod̊u. Muśıme proto naj́ıt jeden bod řezu pomoćı jiných konstrukćı. Kon-
strukce se lǐśı podle jednotlivých promı́táńı, myšlenka konstrukce je však
stále stejná. Bod 𝐴′ je pr̊useč́ık hrany jehlanu 𝐴𝑉 s rovinou řezu.

Daľśı př́ıklady na vypracováńı s výsledky:

• Volné rovnoběžné promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 14), Řešeńı (viz př́ı-
loha 14)

• Mongeovo promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 15), Řešeńı (viz př́ıloha 15)

• Kosoúhlé promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 16), Řešeńı (viz př́ıloha 16)

• Pravoúhlá axonometrie: Zadáńı (viz př́ıloha 17), Řešeńı (viz př́ıloha 17)

Tyto úlohy maj́ı v́ıce řešeńı. Uvád́ıme pouze to řešeńı, které př́ımo využ́ıvá
středovou kolineaci.

7.2 Řez kužele
V kapitole budeme pracovat s tělesy, která jsou zobrazena ve volném rovno-
běžném promı́táńı (6.1, str. 75)

7.2.1 Kužel, kuželový prostor a kuželová plocha

Než začneme pracovat s kuželi, připomeňme definici kuželové plochy a ku-
želového prostrou.

”
Množina všech př́ımek procházej́ıćıch bodem 𝑉 a prot́ı-

naj́ıćıch kružnici (kruh) 𝑘, která lež́ı v rovině 𝜙 neprocházej́ıćı bodem 𝑉 , se
nazývá kuželová plocha (kuželový prostor)“ [10] (str. 92). Bod 𝑉 se nazývá
vrchol.

Kužel źıskáme z kuželového prostoru tak, že jej omeźıme dvěma rovinami.
Jednou rovinou je zpravidla rovina 𝜙 a kružnici 𝑘 pak nazýváme podstavou
kužele. Druhou rovinou je rovina 𝜙′ (𝜙′||𝜙) procházej́ıćı vrcholem 𝑉 . Vzdále-
nost rovin 𝜙, 𝜙′ se nazývá výška kužele. Spojnice středu podstavy 𝑆 s vrcho-
lem 𝑉 se nazývá osa. Je-li osa kolmá k rovině podstavy, pak se kužel nazývá
rotačńı, jinak je kosý. V textu budeme pracovat s rotačńımi i kosými kuželi.

Pozn: Kuželová plocha může být obecně množina všech př́ımek procháze-
j́ıćı bodem 𝑉 , které prot́ınaj́ı křivku 𝑘 lež́ıćı v rovině 𝜙 neprocházej́ıćı bodem
𝑉 .
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Obrázek 7.4: Kužel, kuželová plocha, kolmý a kosý kužel.

7.2.2 Řez kužele

Nejprve se pod́ıvejme, jak můžeme volit rovinu řezu 𝛼. Speciálńım př́ıpadem
je, když rovina 𝛼 procháźı vrcholem kuželu. Této rovině ř́ıkáme vrcholová
rovina. Pokud pr̊usečnice vrcholové roviny a roviny podstavy 𝜙 prot́ıná pod-
stavnou kružnici ve dvou bodech, pak je řezem trojúhelńık procházej́ıćı vr-
cholem V. (Pokud bychom uvažovali tento řez kuželovou plochou, pak jsou
řezem r̊uznoběžné př́ımky procházej́ıćı vrcholem 𝑉 .) Pokud tato pr̊usečnice
prot́ıná podstavu pouze v jednom bodě (pr̊usečnice je tečnou kružnice), pak
je řezem jedna površka. Pokud pr̊usečnice neprot́ıná podstavnou kružnici,
pak je řezem pouze jeden bod - vrchol 𝑉 . Daľśım speciálńım př́ıpadem je,
pokud je rovina 𝛼 rovnoběžná s rovinou podstavy 𝜙. Pak je řezem kružnice.
U těchto typ̊u řez̊u nevyuž́ıváme středovou kolineaci.

103



Obrázek 7.5: Různe řezy kužele.

Stejně jako u řezu jehlanu (7.1, str. 99), tak i u řezu kužele je mezi rovinou
podstavy a rovinou řezu vztah středové kolineace. Osou kolineace je jejich
pr̊usečnice, středem kolineace je vrchol kužele 𝑉 . Párem odpov́ıdaj́ıćıch si
bod̊u je nejčastěji střed podstavné kružnice 𝑆 a pr̊useč́ık osy kužele 𝑆𝑉 s
rovinou řezu, ozn. 𝑆 ′. Obrazem kružnice ve středové kolineaci může být elipsa,
parabola či hyperbola. Viz klasifikaci (4.5, str. 60). Jsou dva zp̊usoby jak
rozlǐsit, jakou kuželosečkou je řez:

• Najdeme úběžnici středové kolineace (𝑉, 𝑜, 𝑆, 𝑆 ′). Podle počtu pr̊useč́ık̊u
podstavné kružnice s úběžnićı urč́ıme, jakou kuželosečku řez tvoř́ı. Viz
klasifikaci (4.5, str. 60).

• Vrcholem kužele 𝑉 vedeme vrcholovou rovinu rovnoběžnou s rovinou
řezu. Př́ımka 𝑝 je pr̊usečnice roviny podstavy a vrcholové roviny. Podle
počtu pr̊useč́ık̊u podstavné kružnice s př́ımkou 𝑝 urč́ıme, jakou kuželo-
sečku řez tvoř́ı. Pokud je př́ımka 𝑝 sečnou podstavné kružnice, pak je
řezem hyperbola. Pokud je př́ımka 𝑝 tečnou podstavné kružnice, pak
je řezem parabola. Pokud nemá př́ımka 𝑝 s podstavou žádný společný
bod, pak je řezem elipsa.

Podstava se ve většině zobrazeńı promı́tne jako elipsa. Ve středové kolineaci
však plat́ı, stejně jako u kružnice, že obraz elipsy je kuželosečka (elipsa, para-
bola či hyperbola). Proto můžeme při konstrukćıch využ́ıt stejných postup̊u
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jako v kapitole obrazu kružnice ve středové kolineaci (4.5, str. 60) a to i v
př́ıpadě, že je kužel kosý.

Př́ıklad: Je dán rotačńı kužel, střed podstavy 𝑉 1, vrchol 𝑉 . Rovina řezu
𝛼 je určena pr̊usečnićı 𝑜 roviny podstavy a roviny 𝛼 a bodem 𝑉 ′ na ose 𝑉 1𝑉 .

Obrázek 7.6: Řešeńı: Je dán rotačńı válec. Rovina řezu 𝛼 je určena
př́ımkou 𝑜 (pr̊usečnićı roviny podstavy a roviny 𝛼) a bodem 𝑉 ′ lež́ıćım
na ose 𝑉 1𝑉 .

Př́ıklad: Je dán rotačńı kužel, střed podstavy 𝑉 1, vrchol 𝑉 . Rovina řezu
𝛼 je určena pr̊usečnićı 𝑜 roviny podstavy a roviny 𝛼 a úběžnićı 𝑢.
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Obrázek 7.7: Řešeńı: Je dán rotačńı kužel. Rovina řezu 𝛼 je určena
př́ımkou 𝑜 (pr̊usečnićı roviny podstavy a roviny 𝛼) a úběžnićı 𝑢 dotý-
kaj́ıćı se podstavné kružnice v právě jednom bodě 𝑈 . Protože úběž-
nice má s podstavnou kružnićı právě jeden společný bod, výsledným
řezem je parabola.

Př́ıklad: Je dán rotačńı kužel, střed podstavy 𝑉 1, vrchol 𝑉 . Rovina řezu
𝛼 je určena pr̊usečnićı 𝑜 roviny podstavy a roviny 𝛼 a úběžnićı 𝑢.

106



Obrázek 7.8: Řešeńı: Je dán rotačńı kužel. Rovina řezu 𝛼 je určena
př́ımkou 𝑜 (pr̊usečnićı roviny podstavy a roviny 𝛼) a úběžnićı 𝑢 pro-
t́ınaj́ıćı podstavnou kružnici ve dvou bodech. Protože úběžnice má s
podstavnou kružnićı právě dva společné body, výsledným řezem je
hyperbola. Postupujeme stejně jako v kapitole SK Obraz kružnice
(4.5, str. 60).

V jiných zobrazovaćıch metodách je většinou rovina řezu dána svými sto-
pami. Osou kolineace je pr̊usečnice roviny řezu a roviny podstavy, střed koli-
neace 𝑆 je vrchol jehlanu 𝑉 . Nemuśı být vždy zadána dvojice odpov́ıdaj́ıćıch
si bod̊u. Muśıme proto naj́ıt jeden bod řezu pomoćı jiných konstrukćı. Kon-
strukce se lǐśı podle jednotlivých promı́táńı, myšlenka konstrukce je však stále
stejná. Bod 𝑆 ′ je pr̊useč́ık osy kužele 𝑆𝑉 s rovinou řezu.

Daľśı př́ıklady na vypracováńı s výsledky:

• Volné rovnoběžné promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 18), Řešeńı (viz př́ı-
loha 18)

• Mongeovo promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 19), Řešeńı (viz př́ıloha 19)

• Kosoúhlé promı́táńı: Zadáńı (viz př́ıloha 20), Řešeńı (viz př́ıloha 20)

• Pravoúhlá axonometrie: Zadáńı (viz př́ıloha 21), Řešeńı (viz př́ıloha 21)

Tyto úlohy maj́ı v́ıce řešeńı. Uvád́ıme pouze to řešeńı, které př́ımo využ́ıvá
středovou kolineaci.

107



7.3 Konstrukce kuželoseček
Dı́ky tomu, že obrazem kružnice ve středové kolineaci je elipsa, parabola i hy-
perbola, můžeme středovou kolineaci využ́ıt při řešeńı úloh o kuželosečkách.
K úlohám jsou však často potřeba znalosti projektivńı geometrie, kterými se
tato práce nezabývá a většina konstrukćı je nad rámec středoškolského učiva.
Uved’me si tedy pouze několik př́ıklad̊u, ve kterých můžeme SK použ́ıt. U
př́ıklad̊u najdete literaturu, kde můžete naj́ıt řešeńı.

Středová kolineace mezi kružnićı a kuželosečkou se už́ıvá při konstrukci
kuželosečky dané body a tečnami. Vždy je potřeba pět určuj́ıćıch prvk̊u (nebo
čtyři prvky + typ kuželosečky).

• Př́ıklad: Sestrojte rovnoosou hyperbolu, je-li dán směr 𝑀∞ jedné asymptoty,
tečna 𝑡 s dotykovým bodem 𝑇 a bod 𝐶.

Řešeńı:
”

Střed kolineace 𝑆 zvoĺıme v dotykovém bodě 𝑇 tečny 𝑡 a kruž-
nici 𝑘′ tak, aby se dotýkala tečny 𝑡 v bodě 𝑇 . K bod̊um 𝐶,𝑀∞, 𝑁∞
(směr 𝑁∞ je kolmý ke směru 𝑀∞, protože hyperbola má být rov-
noosá) najdeme odpov́ıdaj́ıćı body 𝐶 ′,𝑀 ′, 𝑁 ′. Úběžnice je př́ımka 𝑢′ =
𝑀 ′𝑁 ′. Osa kolineace 𝑜 je rovnoběžná s 𝑢′ a procháźı pr̊useč́ıkem př́ımek
𝐶𝑁∞, 𝐶 ′𝑁 ′“ [10] (str. 387).T́ımto jsme našli kolineaci, která převád́ı
kružnici 𝑘′ na hledanou hyperbolu. K sestrojeńı hyperboly využijeme
postup popsaný v kapitole SK Obraz kružnice (4.5, str. 60).

Obrázek 7.9: Krokované řešeńı: Sestrojte rovnoosou hyperbolu, je-li
dán směr 𝑀∞ jedné asymptoty, tečna 𝑡 s dotykovým bodem 𝑇 a bod
𝐶.
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•
”

Kuželosečka je dána dvěma tečnami 𝑎, 𝑏 s body dotyku 𝐴,𝐵 a daľśım
bodem 𝐶. Sestrojte daľśı bod“ [10] (str. 384).

•
”

Sestrojte parabolu, jsou-li dány dva jej́ı body 𝐴,𝐵 a tečny 𝑐, 𝑑“ [10]
(str. 386).

•
”

Sestrojte hyperbolu, je-li dána jej́ı asymptota 𝑚 a tři body 𝐴,𝐵,𝐶“ [10]
(str. 386).

•
”

Sestrojte rovnoosou hyperbolu, která je dána tečnou 𝑡 s bodem dotyku
𝑇 a dvěma body 𝑀1,𝑀2“ [5] (str. 51).

•
”

Sestrojte kuželosečku, jsou-li dána tři jej́ı body A, B, C a ohnisko
F“ [2] (str. 202).

•
”

Sestrojte kuželosečku, jsou-li dány tři jej́ı body a dvě tečny“ [2] (str. 201).

•
”

Sestrojte kuželosečku, jsou-li dány dva jej́ı body a tři tečny“ [2] (str. 202).

7.4 Otáčeńı roviny do pr̊umětny ve středo-

vých promı́táńıch
Tak jasme osovou afinitu využili při otáčeńı roviny do pr̊umětny v rovno-
běžných promı́táńıch, využijeme středovou kolineaci při otáčeńı roviny do
pr̊umětny ve středových promı́táńıch.

Středové promı́táńı:
Při zobrazováńı rovinných útvar̊u, které lež́ı v rovině 𝜚, která neńı rovno-

běžná s pr̊umětnou ani neprocháźı středem promı́táńı muśıme rovinu otočit.
Mezi středovými pr̊uměty 𝐴𝑠 a otočenými polohami 𝐴𝑜 bodu 𝐴 roviny 𝜚 plat́ı
vztah středové kolineace. Osou kolineace je stopa dané roviny 𝜚, středem ko-
lineace je otočená poloha 𝑆𝑜 středu promı́táńı 𝑆.
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Obrázek 7.10: Otáčeńı základńı roviny do pr̊umětny ve středovém
promı́táńı.

Lineárńı perspektiva:
Lineárńı perspektiva je speciálńı př́ıpad středového promı́táńı, můžeme

proto využ́ıt všechny konstrukce, které se tam použ́ıvaj́ı, tedy i středovou
kolineaci. SK využijeme hlavně při otáčeńı základńı roviny 𝜋 do nárysny.
Perspektiva bodu 𝐴𝑝 a jeho otočená poloha (𝐴) si odpov́ıdaj́ı ve středové
kolineaci, kde osa kolineace je základnice 𝑧, střed kolineace je dolńı distančńık
𝐷𝑑 a úběžnice splývá s horizontem ℎ.

Obrázek 7.11: Otáčeńı základńı roviny do pr̊umětny v lineárńı per-
spektivě.

Obraz kružnice v lineárńı perspektivě:
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Mezi otočenou polohou kružnice a jej́ım perspektivńım pr̊umětem mů-
žeme opět využ́ıt vztahu středové kolineace, stejně jako při otáčeńı základńı
roviny do pr̊umětny. Uvažujme pouze př́ıpad, kdy se kružnice zobraźı na
elipsu. Jsou dvě možnosti, jak elipsu sestrojit. Můžeme využ́ıt přesnou kon-
strukci, při které použit́ım středové kolineace nalezneme sdružené pr̊uměry
elipsy a pomoćı Rytzovy konstrukce vyrýsujeme elipsu. Podrobný postup na-
leznete v kapitole SK Obraz kružnice (4.5, str. 60). Druhým možným zp̊uso-
bem, je využit́ı tzv. osmibodové konstrukce. Osmibodová konstrukce využ́ıvá
osmi vhodně zvolených bod̊u na kružnici a jejich tečen ke kružnici. Pomoćı
obraz̊u těchto bod̊u a jejich tečen nesestroj́ıme přesně osy a vrcholy elipsy,
ale k přibližnému určeńı elipsy postač́ı. Obrazy prvk̊u źıskáme pomoćı stře-
dové kolineace, kde středem kolineace je dolńı distančńık, osou kolineace je
základńıce a úběžnićı je horizont. Jak vhodně voĺıme body a jejich tečny v
lineárńı perspektivě vid́ıme na následuj́ıćım obrázku.

Obrázek 7.12: Osmibodová konstrukce elipsy v lineárńı perspektivě.

Poznámka: V lineárńı perspektivě se kromě středové kolineace se setkáme
i se vztahem osové afinity a to při sńıžeńı p̊udorysu. Sńıžeńı p̊udorysu se
využ́ıvá v př́ıpadě, že vzdálenost horizontu od základnice je velmi malá a
obrázek je pak nečitelný či nepřesný. Pomocnou rovinu 𝜋′ źıskáme posunut́ım
základńı roviny 𝜋 ve směru kolmém k rovině 𝜋. Vztah pravoúhlé osové afinity
mezi p̊udorysem 𝜋 a sńıženým p̊udorysem 𝜋′ je určen osou afinity = horizont
ℎ, odpov́ıdaj́ıćı si př́ımky 𝑧, 𝑧′.
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Obrázek 7.13: Sńıžeńı p̊udorysu v lineárńı perspektivě.

Zdrojem pro tuto kapitolu je kniha Aloise Urbana Deskriptivńı geomet-
rie I [10].
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Kapitola 8

Závěr

Ćılem práce bylo vytvořit webovou aplikaci pro osovou afinitu a středovou
kolineaci tak, aby si čtenář osvojil a rozš́ı̌ril jejich vlastnosti. Studenti střed-
ńıch a vysokých škol se o osové afinitě a středové kolineaci dozv́ı nejv́ıce při
hodinách deskriptivńı geometrie, ale rozsah učiva záviśı na učiteli a počtu
vyučovaných hodin. Ne vždy je čas na probráńı detail̊u.

Vytvořila jsem proto souhrn informaćı o osové afinitě, středové kolineaci
a jejich využit́ı. Využila jsem názorných obrázk̊u, applet̊u a krokovaných
obrázk̊u, aby vedly čtenáře k lepš́ımu pochopeńı textu.
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Př́ıloha A

Sada úloh s řešeńım

1. Určenost osové afinity

2. Dourčováńı prvk̊u v osové afinitě

3. Určenost středové kolineace

4. Dourčováńı prvk̊u ve středové kolineaci

5. Sada úloh – př́ımka a elipsa

6. Řezy hranol̊u – Volné rovnoběžné promı́táńı

7. Řezy hranol̊u – Mongeovo promı́táńı

8. Řezy hranol̊u – Kosoúhlé promı́táńı

9. Řezy hranol̊u – Pravoúhlá axonometrie

10. Řezy válc̊u – Volné rovnoběžné promı́táńı

11. Řezy válc̊u – Mongeovo promı́táńı

12. Řezy válc̊u – Kosoúhlé promı́táńı

13. Řezy válc̊u – Pravoúhlá axonometrie

14. Řezy jehlan̊u – Volné rovnoběžné promı́táńı

15. Řezy jehlan̊u – Mongeovo promı́táńı

16. Řezy jehlan̊u – Kosoúhlé promı́táńı

17. Řezy jehlan̊u – Pravoúhlá axonometrie
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18. Řezy kužel̊u – Volné rovnoběžné promı́táńı

19. Řezy kužel̊u – Mongeovo promı́táńı

20. Řezy kužel̊u – Kosoúhlé promı́táńı

21. Řezy kužel̊u – Pravoúhlá axonometrie
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