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o nejčastěǰśı typech úloh a neurčitých množin. Zahrnuje zejména polyedrické a eli-
ptické množiny neurčitosti a v př́ıpadech lineárńıho, kvadratického, semidefinitńıho
či diskrétńıho programováńı jsou pro druhý typ formulovány výpočetně sch̊udněǰśı
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4.1 Základńı formulace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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Úvod

V této práci se budeme zabývat úlohami robustńı optimalizace. Původńı myšlenka
pro tento typ úloh pocháźı z práce Convex Programming with Set-Inclusive Con-
straints and Applications to Inexact Linear Programming ([11]). Zde se pojednává
o metodách řešeńı problémů lineárńıho programováńı s neurčitými daty, tedy tako-
vými, které nám nemuśı být při řešeńı přesně známy. Pro práci s problémy tohoto
typu je volen postup, který využ́ıvá studia tzv. tvrdých podmı́nek, jinými slovy těch
podmı́nek, které muśı být splněny, at’ již je řešeńı problému jakékoliv.

Kupř́ıkladu pro systém vodńıch nádrž́ı by se jednalo o největš́ı a nejmenš́ı možný
objem zadržované vody v jednotlivých nádrž́ıch nebo skutečnost, že do nádrže ńıže
po proudu nemůže natéct v́ıce vody než vypust́ıme z nádrž́ı př́ımo ”nad ńı”.

Tato práce se dále zabývá konvexńı optimalizaćı, kde je využito poznatk̊u práce
Robust Convex Optimization ([2]), a posléze pracuje s principy dynamických úloh
převzatými z práce Adjustable Robust Solutions of Uncertain Linear Programs ([1]).

Při práci s neurčitými úlohami lze využ́ıt také stochastického programováńı
a reprezentace neznámých složek pomoćı náhodných veličin. Základńım problémem
zde však je to, že může doj́ıt (s určitou pravděpodobnost́ı) k porušováńı tvrdých
podmı́nek.

Tato práce je strukturována následovně. V kapitole 1 budeme konstruovat ro-
bustńı optimalizačńı úlohy a formulovat jejich základńı principy. V kapitole 2 se
pak budeme zabývat základńımi otázkami, které jsou spojeny s řešitelnost́ı úloh
robustńı optimalizace. Kapitola 3 pak obsahuje výčet základńıch typ̊u neurčitosti
a nejčastěji uvažovaných typ̊u úloh. V kapitole 4 je pak na problému květinářky
robustńı metodologie aplikována, a tyto poznatky pak jsou výpočetně ilustrovány
v kapitole 5.

V př́ıloze A je pak uveden kód procedury v programu Matlab, která byla využita
pro tuto výpočetńı aplikaci.

5



Kapitola 1

Konstrukce

Úlohy robustńı optimalizace lze, ostatně jako každou jinou optimalizačńı úlohu,
obecně vyjádřit v následuj́ıćım tvaru:

min f (x,ω) (1.1)

s.t. gj (x,ω) ≤ 0 l = 1, . . . , L

hk (x,ω) = 0 k = 1, . . . , K

ω ∈ U , x ∈ X ,

nebo ekvivalentně:

min E (1.2)

s.t. f (x,ω) ≤ E

gj (x,ω) ≤ 0 l = 1, . . . , L

hk (x,ω) = 0 k = 1, . . . , K

ω ∈ U , x ∈ X ,

kde X znač́ı pevně daný nosič vektoru x, tedy množinu, která definuje pevné pod-
mı́nky pro tento vektor (v této práci využ́ıváme nejčastěji nezápornost). Neurčitost
zde reprezentuj́ı prvky ω, u nichž předpokládáme pouze znalost množiny U , do ńıž
tyto koeficienty patř́ı. Splněńı již zmı́něných tvrdých podmı́nek v podstatě znamená,
že podmı́nky řešitelnosti úlohy (1.1) (resp. (1.2)) nesmı́ být porušeny pro žádné ω
v rámci předem definované množiny U .

Varianta (1.1) je praktičtěǰśı v př́ıpadech, kdy funkce f neobsahuje neurčité prvky,
nebot’ tehdy může ”stát stranou”našich snah o přetvořeńı úlohy do vhodněǰśıho
tvaru. Pokud však neurčitost v účelové funkci máme, můžeme využ́ıt bud’ variantu
(1.2), nebo některou ze zjednodušuj́ıćıch úprav uvedených dále v práci (odd́ıl 1.2).

Pro jednoduchost zvoĺıme pro zavedeńı základńıch pojmů lineárńı programováńı,
kde máme p̊uvodńı (určitou) úlohu ve tvaru:

min
{

cTx | Ax ≤ b,x ≥ 0
}

(1.3)
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Uvážeńım tzv. plné neurčitosti (tzn. ve všech částech úlohy) źıskáme mı́sto úlohy
(1.3) jej́ı robustifikovanou verzi (orig. robust counterpart):

min
{

cTx | Ax ≤ b,x ≥ 0 ∀ (A, b, c) ∈ U
}

. (1.4)

Libovolné př́ıpustné řešeńı robustifikované úlohy muśı splňovat všechny podmı́nky
dané množinou U (z definice) a optimálńı řešeńı této úlohy bývá označováno po-
jmem robustńı řešeńı. Často se také hovoř́ı o tzv. (ne)př́ıpustných robustifikovaných
úlohách, což pouze znamená, že pro danou úlohu (ne)existuje př́ıpustné řešeńı.

Pro zjednodušeńı zápisu budeme nadále pro indexy řádk̊u i a sloupc̊u j matice
A ∈ R

m×n už́ıvat množiny I = {1, . . . , m} a J = {1, . . . , n}.
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1.1 Neurčitá množina

Množina U je kĺıčovou součást́ı všech úloh robustńı optimalizace a jej́ı struk-
tura ovlivňuje takřka vše - od podoby robustifikované varianty až po jej́ı samotnou
řešitelnost. Podoba této množiny může být obecně jakákoliv, od diskrétńıho souboru
vektor̊u po konvexńı či kompaktńı množinu. Mnohdy lze d́ıky jej́ı struktuře robusti-
fikovanou úlohu vyjádřit v jednodušš́ım či pro výpočet vhodněǰśım tvaru, což je také
základńı podstatou robustńı optimalizace.

Pro jednodušš́ı představu struktury množiny U si parametrizujme neurčitost
úlohy - t́ım źıskáme množinu Λ ⊂ R

k. Nyńı lze množinu U vyjádřit jako:

{

f (λ)
∣

∣λ ∈ Λ,Λ ⊂ R
k
}

,

kde f : Λ → R
m×n je funkce zobrazuj́ıćı vektor parametr̊u na množinu matic A ∈ U .

Nyńı je již patrné, že struktura množiny U je dána tvarem funkce f , který může být
obecně libovolný.

Důležitým aspektem problematiky, který je nutné zd̊uraznit, je velká provázanost
podoby (a existence) řešeńı úlohy se strukturou neurčité množiny. Jak je totiž patrné
z kapitol 3 a 5, pro r̊uzně definované množiny U může stejná úloha dosáhnout r̊uzných
řešeńı nebo dokonce pozbýt řešitelnosti jako takové. A nejedná se ani o r̊uzné typy
množin, stač́ı uvažovat konkrétńı úlohu a za U vźıt:

U = [(1− θ) ω̄, (1 + θ) ω̄] .

Pak pro libovolné ω̄ a dvě r̊uzné hodnoty θ dosáhneme dvou r̊uzných řešeńı (viz
kapitola 5).

Velmi často bývaj́ı při konstrukci neurčitých množin uplatňovány pevně zvolené
”středy”množiny, které jsou źıskávány nejr̊uzněǰśımi zp̊usoby - expertńı odhady,
středńı hodnoty, apod. Od těchto střed̊u pak nějakým zp̊usobem konstruujeme,
např́ıklad za pomoci omezeńı nerovnostmi, normami apod. (v́ıce viz kapitola 3).
Aplikace takto zvolených množin je pak sice jednodušš́ı, ale je třeba mı́t na paměti,
že se může jednat o podstatné omezeńı neurčitosti.
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1.2 Ekvivalence úloh

Při práci s neurčitými úlohami je zapotřeb́ı věnovat pozornost prvk̊um podléhaj́ı-
ćım neurčitosti. V r̊uzných pramenech často bývá uvažována pouze v levé straně
podmı́nek řešitelnosti, ale v obecném př́ıpadě může být obsažena i ve vektoru pravých
stran nebo dokonce i v účelové funkci. V tomto odd́ılu si přibĺıž́ıme jednoduchý
postup, jak lze jednotlivé varianty mezi sebou převádět, a tedy jejich ekvivalenci.

Vyjdeme z obecného př́ıpadu lineárńıho programováńı (viz (1.4)):

min
{

cTx
∣

∣Ax ≤ b,x ∈ X ∀ (A, b, c) ∈ U
}

. (1.5)

Ńıže uvedené úvahy jsou rozvedeńım myšlenky uvedené v [2, str. 775] a předpoklá-
daj́ı (bez újmy na obecnosti), že vektory b a c lze rozložit na součet dvou daľśıch
vektor̊u reprezentuj́ıćıch jejich určitou a neurčitou část. Nejprve ukážeme převod
neurčitosti z pravé strany úlohy (1.5), poté učińıme totéž s účelovou funkćı. Nakonec
slouč́ıme obě tyto úvahy dohromady.

Rozlož́ıme-li vektor b, lze (1.5) vyjádřit následovně:

min cTx

s.t. Ax ≤ b1 + b2

∀ (A, b2, c) ∈ U , x ∈ X

Vektor b2 převedeme, slouč́ıme levou stranu nerovnosti a doplńıme daľśı potřebné
prvky:

min (c, 0)T (x, 1)

s.t.
(

A −b2
)

(x, 1) ≤ b1

∀ (A, b2, c) ∈ U , x ∈ X .

Nyńı předpokládejme, že vektor c je součtem určitého a neurčitého vektoru.
Převod úlohy (1.5) je v tomto př́ıpadě trochu složitěǰśı, nebot’ vyžaduje zavedeńı
nové proměnné:

min cT1 x+ E

s.t. cT2 x− E ≤ 0

Ax ≤ b

∀ (A, b, c2) ∈ U , x ∈ X .

Po úpravě pak úloha vypadá následovně:

min (c1, 1)
T (x, E)

s.t.

(

cT2 −1
A 0

)

(x, E) ≤ b

∀ (A, b, c2) ∈ U , x ∈ X .
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Slouč́ıme-li výše uvedené úvahy dohromady, dostaneme z (1.5) úlohu:

min
{

c∗Tx∗
∣

∣A∗x∗ ≤ b1,x
∗ ∈ X ∗ ∀A∗ ∈ U

}

,

kde

A∗ =

(

cT2 0 −1
A −b2 0

)

x∗ = (x, 1, E)

c∗ = (c1, 0, 1) .

V souvislosti s úvahami učiněnými v tomto odd́ıle budeme nadále předpokládat
následuj́ıćı: Nebude-li pro danou sekci řečeno jinak, budeme v souvislosti s úvahami
učiněnými v tomto odd́ıle nadále předpokládat, že pokud se neurčitost vyskytovala
i v jiných částech úlohy než pouze v matici A (resp. pouze v levé straně podmı́nek
řešitelnosti), byly na úlohu před jej́ım uvedeńım aplikovány postupy uvedené v tomto
odd́ıle. Jinými slovy budeme předpokládat, že A ∈ U .

Dále je zapotřeb́ı podotknout, že často bývá jako x ∈ X uvažována nezápornost
vektoru x, avšak proměnná E je z definice proměnnou reálnou. Pro zjednodušeńı
zápisu budeme v př́ıpadě, že bylo zapotřeb́ı provést výše uvedené opatřeńı předpoklá-
dat, že podmı́nka x∗ ∈ X ∗ utvořena s ohledem na E, i když to nebude explicitně
uvedeno.

1.3 Srovnáńı řádkové a sloupcové neurčitosti

V robustńı optimalizaci pracujeme se dvěma základńımi principy - tzv. řádkové
a sloupcové neurčitosti. Zde se předpokládá, že řádkové (resp. sloupcové) vektory
matice omezeńı (A, b) ∈ R

m×n patř́ı do daných množin Ki (resp. Li). Podmı́nky
úlohy (1.4) t́ım dostávaj́ı následuj́ıćı podobu (pro x ∈ X ):

Řádková neurčitost:

rix ≤ bi (ri, bi) ∈ Ki, i ∈ I. (1.6)

Sloupcová neurčitost (dle [11]):

n
∑

j=1

xjs
j
i ≤ bi

(

sj , b
)

∈ Lj , j ∈ J , (1.7)

kde ri = ATei jsou řádkové vektory matice A, sj = A ej jsou vektory sloupcové
a ek znač́ı k-tý kanonický vektor odpov́ıdaj́ıćı dimenze.
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Pro obecný problém robustńı optimalizace je volba řádkové neurčitosti značně
výhodněǰśı oproti sloupcové neurčitosti. Dle [3] je tomu tak i v př́ıpadě, že se sous-
tava podmı́nek (1.6) neskládá z podmı́nek lineárńıch. Jedńım z hlavńıch d̊uvod̊u je
skutečnost, že d́ıky této metodě źıskáme samostatnou podmı́nku pro každý vektor
ze všech množin Ki, což čińı jednotlivé Ki navzájem nezávislé. A jelikož vyžadujeme
splněńı všech takovýchto podmı́nek najednou, je práce s touto soustavou značně
jednodušš́ı než s omezeńımi složenými z část́ı vektor̊u ze všech množin Lj u sloup-
cové neurčitosti, které nejen že mohou být poněkud komplikovaněǰśı, ale pro určitá
zadáńı jich může být i podstatně v́ıce.

Pro daľśı práci tedy zvoĺıme metodu řádkové neurčitosti, nebot’ tato je také
značně intuitivńı. Označ́ıme-li si totiž prvky U jako (Aα, b

α), lze soustavu podmı́nek

{Aαx ≤ b, ∀ (Aα, b
α) ∈ U , x ≥ 0}

př́ımo přepsat do tvaru:

{rαi x ≤ bi, ∀ (rαi , b
α
i ) ∈ U , x ≥ 0} ,

kde rαi je i-tý řádek matice Aα a bαi znač́ı i-tou složku vektoru bα. Nyńı již stač́ı
pouze sdružit řádkové vektory do množin Ki = {(rαi , b

α
i ) ∀α} a źıskali jsme řádkovou

neurčitost.

1.4 Vztah k dualitě

V předchoźı sekci jsme si uvedli dva základńı př́ıstupy, jak vyjádřit podmı́nky
řešitelnosti pro úlohy neurčitého programováńı. Ačkoliv tyto p̊usob́ı značně odlǐsně,
je mezi nimi pevné pouto, které se zakládá na principech duality a které v tomto
odd́ılu uvedeme.

Vycháźıme z primárńı úlohy lineárńıho programováńı (viz (1.3)):

min
{

cTx | Ax ≤ b,x ≥ 0
}

Jak již bylo dř́ıve uvedeno, tato úloha s neurčitost́ı ve tvaru:

(A, b) ∈ U , U = K1 ×K2 × . . .×Km

intuitivně směřuje v řádkovou neurčitost a tvoř́ı robustifikovanou úlohu:

min
{

cTx
∣

∣ rix ≤ bi, ∀ (ri, bi) ∈ Ki, ∀i ∈ I
}

=

min
{

cTx

∣

∣

∣
(ri,−bi)

T (x, 1) ≤ 0, ∀ (ri, bi) ∈ Ki, ∀i ∈ I
}

.
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Nyńı si vyjádř́ıme duálńı úlohu k (1.3):

max
{

bTy | ATy ≥ c, y ≥ 0
}

,

V tuto chv́ıli je naš́ım úkolem převést množinu př́ıpustných řešeńı duálńı úlohy
na tvar sloupcové neurčitosti a zjistit vztah jednotlivých Lj k b, tedy vektoru pravých
stran úlohy (1.3). Vycháźıme z množiny:

{

ATy ≥ c, y ≥ 0
}

.

Vynásob́ıme zleva prvkem (−xT ), kde x je př́ıpustné řešeńı úlohy (1.3):

{

−xTATy ≤ −cTx, x,y ≥ 0
}

.

Z věty o slabé dualitě [8, str. 33] źıskáme:

{

−xTATy ≤ −bTy, x,y ≥ 0
}

. (1.8)

Dále budeme uvažovat jen kladná y, nebot’ pro y = 0 úloha plat́ı triviálně.
Vynásob́ıme tedy podmı́nku v (1.8) zprava výrazem y

‖y‖2
(‖ . ‖ znač́ı euklidovskou

normu):
{

−xTAT ≤ −b, x ≥ 0
}

.

Využijeme skutečnost, že řádky AT odpov́ıdaj́ı sloupc̊um A a převedeme na tvar:

{

−
n
∑

j=1

xjs
j
i ≤ −bi, x ≥ 0, ∀i ∈ I

}

. (1.9)

Z předchoźıho vyjádřeńı je patrné, že vztah mezi sloupcovými vektory matice A
a vektorem pravých stran b je poněkud volněǰśı než u řádkové neurčitosti, a proto si
uprav́ıme (1.9) na následuj́ıćı tvar:

{

(x, 1)T
(

−AT

bT

)

≤ 0, x ≥ 0

}

.

Nyńı je již patrné, že hledané množiny Lj , j = 0, 1, . . . , n vypadaj́ı následovně:

L0 = {−b}

Lj =
{

−sj
}

j ∈ J

Shodu řádkové a sloupcové neurčitosti již máme zajǐstěnou d́ıky principu duality.
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1.5 Rozš́ı̌reńı množiny neurčitosti

V [3, str. 3] autoři uváděj́ı, že nahrad́ıme-li U jej́ım konvexńım obalem, pak
robustifikovaná úloha z̊ustane nezměněna. V tomto odd́ıle si přibĺıž́ıme, proč tomu
tak j. Vyjdeme z následuj́ıćı podoby úlohy (1.4):

min
{

cTx | (A, b) (x, 1) ≤ 0 ∀ (A,−b) ∈ U , x ∈ X
}

.

Neurčité prvky si označ́ıme indexem α ∈ T . Potom lze neurčitou množinu U
vyjádřit následovně:

U = {Rα|Rα = (Aα, b
α) , α ∈ T} (1.10)

Dále označ́ıme i-tý řádkový vektor matice Rα jako rαi a následně lze d́ıky řádkové
neurčitosti vyjádřit (1.10) jako množinu všech těchto řádkových vektor̊u, tedy:

U = {rαi , i ∈ I, α ∈ T} . (1.11)

Označ́ıme si množinu př́ıpustných řešeńı robustifikované úlohy (viz (1.4)) jako
MU . Tato množina je tvaru:

MU = {x| rαi x ≤ 0, i ∈ I, α ∈ T, x ∈ X}

a je zároveň pr̊unikem všech MRα
, což jsou množiny př́ıpustných řešeńı úlohy (1.3)

pro konkrétńı matice R̄α ∈ U :

MR̄α
=
{

x
∣

∣R̄αx ≤ 0,x ∈ X
}

Nyńı tvar množiny MU záviśı na mohutnosti indexové množiny T . Pokud je
konečná, źıskáme MU jako pr̊unik konvexńıch polyedrických množin, a tedy je MU

z definice konvexńı a uzavřená množina. Pokud je T spočetná, pak polyedrickou
množinu sice nezaruč́ıme, ale konvexita a uzařenost z̊ustává neporušena. V př́ıpadě
nespočetnosti T lze z U vybrat určitý soubor vektor̊u rαl

ik
(pro nějaké posloupnosti

k, l), které tvoř́ı nerovnosti generuj́ıćı př́ımo MU , a jelikož se stále jedná o soustavu
lineárńıch nerovnost́ı, opět plat́ı, že MU je konvexńı a uzavřená.

Pokud máme z množiny U vybrán libovolný soubor vektor̊u, který (ve formě
lineárńıch nerovnost́ı) generuje konvexńı (a uzavřenou) množinu MU , pak libovolná
jiná konvexńı kombinace prvk̊u z tohoto výběru a prvk̊u mimo tento výběr tvoř́ı
nadmnožinu MU . Tedy nahrad́ıme-li U jej́ım konvexńım obalem, pak výsledek ro-
bustifikované úlohy (a t́ım i úloha jako taková) z̊ustane beze změny (v návaznosti
na [3, str. 3]), a proto můžeme dále rovněž předpokládat, že U je konvexńı a uzavřená.
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Kapitola 2

Řešitelnost

V této kapitole budeme vycházet z úlohy lineárńıho programováńı ve tvaru uve-
deném v [3]. Pro jej́ı konkrétńı podobu plat́ı následuj́ıćı:

• Neurčitost předpokládáme pouze v matici A (viz odd́ıl 1.2).

• Zavedeme podmı́nku fTx = 1, jej́ıž význam vyplyne později.

• Množinou X budeme uvažovat všechny nezáporné prvky prostoru R
n.

Výchoźı úlohu máme ve tvaru:

min
{

cTx
∣

∣Ax ≥ 0, fTx = 1, x ≥ 0
}

. (2.1)

Jej́ı robustifikovaná varianta vypadá následovně:

min
{

cTx | Ax ≥ 0, fTx = 1, ∀A ∈ U , x ≥ 0
}

, (2.2)

kde množina neurčitých parametr̊u U je reprezentována nějakou podmnožinou reálných
matic řádu m× n.

Pro potřeby daľśıch úvah v této kapitole si označ́ıme:

• úlohu (2.1) neurčitého lineárńıho programováńı s některou (konkrétńı) matićı
A ∈ U jako (P )

• rodinu úloh (P ) pro dané globálńı hodnoty c, f a všechny matice A jako P

• robustifikovanou úlohu (2.2) jako (PU)
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2.1 Ilustračńı př́ıklad

Mezi daným problémem lineárńıho programováńı a jeho robustifikovanou vari-
antou existuje pevné pouto, které však nemuśı nutně implikovat řešitelnost. Toto si
ilustrujeme na př́ıkladu (dle [3, str. 4]), který je zadán následovně:

min x1 + x2

s.t. ax1 + x2 ≥ 1

x1 + bx2 ≥ 1

x1 + x2 = 1

x1, x2 ≥ 0

(a, b) ∈ U .

Neurčitost je zde reprezentována prvky a, b a je soustředěna na množině:

U =
{

a+ b = 2
∣

∣a ∈
〈

1
2
, 3
2

〉}

. (2.3)

Po převedeńı na tvar (2.1) máme:

min
{

cTx
∣

∣Ax ≥ 0, fTx = 1
}

,

kde x = (x1, x2, 1)
T , c = (1, 1, 0)T , fT = (1, 1, 0)T , A =

(

a 1 −1
1 b −1

)

.

Pokud bychom tento problém řešili běžnými metodami lineárńıho programováńı,
pak pracujeme s matićı A jako celkem, tedy dostaneme řešeńı pro každou realizaci
a, b, a to se stejnou optimálńı hodnotou 1, protože x1 + x2 = 1.

Zvoĺıme-li výpočet s využit́ım robustifikace (a řádkové neurčitosti), pak nám
z podmı́nky Ax ≥ 0 vznikne soustava:

rix ≥ 1 ri ∈ Ki i = 1, 2, (2.4)

kde r1, r2 jsou všechny možné varianty řádkových vektor̊u matice omezeńı A.

Rozklad U na množiny K1, K2 neńı na prvńı pohled patrný, nebot’ je zapotřeb́ı
učinit jednotlivé parametry nezávislými. Toho dosáhneme parametrizaćı prvku a

a jeho pomoćı pak vyjádř́ıme b. Pak lze množiny Ki vyjádřit v následuj́ıćım tvaru:

K1 =
{

(a, 1,−1)
∣

∣ a ∈
〈

1
2
, 3
2

〉}

K2 =
{

(1, 2− a,−1)
∣

∣ a ∈
〈

1
2
, 3
2

〉}

.

Všechny výše zmı́něné podmı́nky (2.4) muśı být splněny zároveň, tedy stač́ı nalézt
dva vektory generuj́ıćı nerovnosti, které spolu s podmı́nkou x1+x2 = 1 tvoř́ı prázdnou
množinu. Pokud takové najdeme, pak úloha nemá řešeńı.
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Jednou z největš́ıch přednost́ı řádkové nerovnosti je skutečnost, že hodnotu para-
metru a lze volit r̊uznou pro r̊uzné množinyKi. Jinými slovy můžeme zvolit i hodnoty
parametr̊u, které nesplňuj́ı rovnici a+b = 2 (viz (2.3)). Proto zvoĺıme krajńı hodnoty
interval̊u - pro K1 nejmenš́ı hodnotu parametru a a pro K2 největš́ı. T́ımto źıskáme
vektory:

r∗1 =

(

1

2
, 1,−1

)

r∗2 =

(

1,
1

2
,−1

)

.

Nyńı máme d́ılč́ı úlohu (P ) ∈ P:

min x1 + x2

s.t.
x1

2
+ x2 ≥ 1

x1 +
x2

2
≥ 1

x1 + x2 = 1

x1, x2 ≥ 0

Množina př́ıpustných řešeńı je prázdná, a tedy neexistuje ani př́ıpustné řešeńı, natož
pak řešeńı optimálńı. Jinými slovy je celá robustifikovaná úloha nepř́ıpustná (viz
definice na začátku daľśıho odd́ılu).

16



2.2 Problém řešitelnosti

V návaznosti na př́ıklad uvedený v odd́ıle 2.1 vyvstávaj́ı dvě základńı otázky,
na něž je (pro efektivńı řešeńı robustifikovaných úloh) třeba nalézt odpověd’, nejprve
je ale nutné zavést následuj́ıćı definici:

Definice 1. Řekneme, že je robustifikovaná úloha (ne)př́ıpustná, pokud pro ni (ne)exi-
stuje př́ıpustné řešeńı.

A nyńı již zmı́něné otázky:

1. Pokud je úloha (PU) nepř́ıpustná, znamená to, že existuje problém (P ) ∈ P,
který je rovněž nepř́ıpustný?

2. Je-li (PU) př́ıpustná s konečnou optimálńı hodnotou, existuje pak (P ) ∈ P se
stejnou optimálńı hodnotou?

Pokud předpokládáme následuj́ıćı dvě podmı́nky (dle [3, str. 4-5]), pak na obě
tyto otázky můžeme odpovědět kladně a zároveň si zajist́ıme, že (PU) nemá horš́ı
složitost než nejhorš́ı úloha z P:

1) Neurčitost je chápána po jednotlivých omezeńıch (dále jen ”neurčitost po ome-
zeńıch”). Jinými slovy U lze vyjádřit následovně:

U = U1 × U2 × . . .× Um.

Toto odpov́ıdá užit́ı podmnožin Ki v řádkové neurčitosti, nebot’ jednotlivé
Ui zde udávaj́ı množiny všech možných variant i-tého řádku matice omezeńı
A ∈ U .

2) (tzv. Předpoklad omezitelnosti) Existuje množina Q ⊂ R
n, která je konvexńı

a kompaktńı a která jistě obsahuje př́ıpustná řešeńı všech úloh (P ) ∈ P.

Každou neurčitou množinu U lze rozvést do podoby po omezeńıch a toto rozve-
deńı úlohu (PU) nezměńı (viz např. odd́ıly 2.1 nebo 4.4). Rovněž z tohoto předpokladu
vyplývá, že x je př́ıpustným řešeńım (PU) právě tehdy, když:

aTx ≥ 0, fTx = 1, x ≥ 0, ∀a ∈ Ui ∀i ∈ I. (2.5)

Splněńı předpokladu omezitelnosti lze dosáhnout např́ıklad zajǐstěńım neprá-
zdnosti pr̊uniku všech množin př́ıpustných řešeńı jednotlivých úloh (P ). Dı́ky pod-
mı́nce fTx = 1 a nezápornosti x máme zajǐstěnou omezenost a řešeńı úlohy se
bude nalézat v pr̊uniku konvexńıch obal̊u množin krajńıch bod̊u jednotlivých množin
př́ıpustných řešeńı.1

1Viz úvahy v odd́ıle 1.5.
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2.3 Základńı věta

Zde si uvedeme základńı větu pro práci s robustńımi úlohami tak, jak ji definovali
Ben-Tal a Nemirovski (viz [3]).

Věta 1. Je-li neurčitá množina U po omezeńıch a plat́ı-li předpoklad omezitelnosti,
pak plat́ı následuj́ıćı:

i) (PU) neńı př́ıpustná právě tehdy, když existuje nepř́ıpustná úloha (P ) ∈ P.

ii) Pokud je úloha (PU) př́ıpustná a c∗ je jej́ı optimálńı hodnota, pak plat́ı:

c∗ = sup
{

c∗(P )

∣

∣(P ) ∈ P
}

,

kde c∗(P ) označuje optimálńı hodnotu úlohy (P ).

Pro d̊ukaz této věty využijeme následuj́ıćı variantu Farkasova lemmatu (viz [8]):

Lemma 2 (Farkas). Necht’ A ∈ R
m×n je reálná matice a v ∈ R

m reálný vektor,
pak právě jeden z následuj́ıćıch systém̊u má řešeńı:

(1) ∀y : ATy ≥ 0 ⇒ vTy < 0

(2) Aλ = v, λ ≥ 0

A nyńı již k d̊ukazu věty 1:

D̊ukaz.

i) ⇐ Pro každou matici A ∈ U máme definovánu samostatnou úlohu (P ) ∈ P
s podmı́nkami

{

Ax ≥ 0, fTx = 1, x ≥ 0
}

a pro výpočet (PU) vyžadujeme splněńı všech těchto podmı́nek najednou.
Jinými slovy je množina všech př́ıpustných řešeńı robustifikované úlohy obsažena
v každé množině př́ıpustných řešeńı úloh z P, což dokazuje implikaci.2

i) ⇒ Nyńı předpokládejme, že úloha (PU) je nepř́ıpustná. Pro neznámý vektor x
máme soustavu podmı́nek (2.5), spolu s existenćı kompaktńı a konvexńı množiny
Q, do ńıž x patř́ı (z předpokladu omezitelnosti). Tato soustava však nemá
řešeńı ((PU) je nepř́ıpustná).

Z kompaktnosti Q plyne, že existuje konečná podmnožina podmı́nek:

{

aT
px ≥ 0, fTx = 1,x ≥ 0 p = 1, . . . , N

}

,

2Obdobný př́ıstup jsme již aplikovali v odd́ıle 1.5.
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která nemá v Q řešeńı. Předpokládejme, že A1, . . . ,AN ∈ U jsou ty matice,
z nichž dotyčné ap źıskáme. Tedy systém podmı́nek:

Apx ≥ 0, fTx = 1, p = 1, . . . N,

nemá řešeńı jak v Q (z konstrukce), tak ani v R
n\Q (z předpokladu omezitel-

nosti), tedy využijeme lemma 2 (bod 1). Abychom jej mohli aplikovat, tak
dosad́ıme za v = −f . Dostaneme existenci systému:

{λip ≥ 0, i ∈ I, p = 1, . . . , N}

a kladného µ takových, že splňuj́ı:

m
∑

i=1

N
∑

p=1

a
p
iλip + µf = 0, kde ap

i udává i-tý řádek matice Ap (2.6)

Necht’
∑N

p=1 λip = λi. Označ́ıme:

ai =

{

λ−1
i

∑N

p=1 a
p
iλip ∀i ∈ I taková, že : λi 6= 0

a1
i ∀i ∈ I taková, že : λi = 0

.

Z předpokladu neurčitosti po omezeńıch plyne, že jednotlivá ap
i patř́ı do čás-

tečných neurčitých množin Ui, a jelikož předpokládáme U konvexńı, pak kon-
vexńı kombinace prvk̊u ap

i (tedy výše vytvořené ai) tam rovněž patř́ı. Protože
plat́ı ai ∈ Ui ∀i ∈ I, pak také A = {ai}

m

i=1 ∈ U .

Zároveň z (2.6) plyne, že rovnice
∑

i∈I aiλi +µf = 0 a µ > 0 má řešeńı, což je
ale bod 1 z lemmatu 2 pro námi nalezenou matici A. Odsud plyne, že problém
daný matićı A je nepř́ıpustný.

ii) Označme si d = sup {c∗ (P ) | (P ) ∈ P}. Jelikož je d supremum přes všechna
př́ıpustná řešeńı, pak z prvńıho bodu tvrzeńı plyne, že d ≤ c∗. Nyńı je třeba
dokázat, že neplat́ı d < c∗, což učińıme sporem.

Předpokládejme, že d < c∗. Přidáńım horńı meze d pro účelovou funkci cTx ≤ d

dostaneme pro př́ıpustná řešeńı pouze omezeńı cTx ≤ d
(

fTx
)

, tj. máme úlohu:

(Pd) min
{

cTx | Ax ≥ 0; fTx = 1; dfTx− cTx ≥ 0
}

,x ≥ 0.

Jelikož přidaná podmı́nka vznikla určitým omezeńım účelové funkce (tedy
neobsahuje žádný neurčitý prvek), je neurčitost úlohy (Pd) stále ve formě
po omezeńıch a úloha sama rovněž splňuje předpoklad omezitelnosti. A protože
d je supremum přes všechna př́ıpustná řešeńı, je j́ım daná podmı́nka pouze
jakýmsi omezeńım množiny př́ıpustných řešeńı, což ale z úloh splňuj́ıćıch tuto
podmı́nku nepř́ıpustné netvoř́ı. Tedy za předpoklad̊u věty (pro množinu U) je
robustifikovaná varianta pro Pd (dle prvńıho bodu tvrzeńı) př́ıpustná.

Tato úloha však neńı nic jiného, než (PU) s přidanou podmı́nkou dfTx−cTx ≥
0. Z této podmı́nky však pro př́ıpustné x dostaneme d ≥ cTx a posléze d ≥ c∗,
což dává nepř́ıpustnou robustifikovanou úlohu, a to je spor.
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Kapitola 3

Přehled základńıch typ̊u úloh a
neurčitých množin

Jak již bylo uvedeno v kapitole 1, jednotlivé základńı typy úloh robustńı opti-
malizace lze obecně vyjádřit v následuj́ıćım tvaru (viz úlohy (1.1) a (1.2)):

min
x

f (x,ωi) (3.1)

s.t. gj (x,ωi) ≤ 0 i ∈ I, l = 1, . . . , L

hk (x,ωi) = 0 i ∈ I, k = 1, . . . , K

ωi ∈ Ui, U = U1 × . . .× Um,

nebo ekvivalentně:

min
x,E

E (3.2)

s.t. f (x,ωi) ≤ E

gj (x,ωi) ≤ 0 i ∈ I, l = 1, . . . , L

hk (x,ωi) = 0 i ∈ I, k = 1, . . . , K

ωi ∈ Ui, U = U1 × . . .× Um.

Tvar funkćı f, gj, hk spolu se strukturou množiny neurčitosti U určuje typ úlohy,
složitost postupu robustifikace, a tedy i př́ıstup k řešeńı, nebot’ v obecném př́ıpadě
nelze mnohdy robustifikovanou úlohu ani vytvořit. Jediný požadavek, který na typ
funkćı klademe, je, aby odpov́ıdal úloze, s ńıž pracujeme, tedy abychom např́ıklad
neuvažovali kvadratickou účelovou funkci v lineárńım programováńı apod.

Řešitelnost úloh robustńı optimalizace značně záv́ıśı na struktuře množiny neurči-
tosti a typu úlohy. Pro některé z těchto typ̊u nemuśı být robustifikovaná varianta
úlohy v̊ubec řešitelná, pro některé naopak existuj́ı velmi efektivńı postupy řešeńı.
V této kapitole si uvedeme některé základńı typy úloh a rovněž také některé základńı
typy neurčitost́ı.
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3.1 Základńı typy neurčitých množin

S ohledem na úvahy uvedené v odd́ıle 1.2 budeme nadále předpokládat, že nemáme
neurčitost ani v účelové funkci, ani v pravých stranách nerovnost́ı.

3.1.1 Eliptická neurčitost

Eliptická neurčitost je mnohdy nejobecněǰśı strukturou, pro ńıž lze formulovat
řešitelnou robustifikovanou úlohu (často pouze přibližně). Než přikroč́ıme k definici
samotné neurčité množiny, je potřeba nejprve obecně definovat elipsoid.

Řekneme, že množina G je elipsoid v R
α, pokud plat́ı (dle [3]):

G = U (Π,Q) = {Π (u) |‖Qu‖ ≤ 1} , (3.3)

kde u 7−→ Π (u) je afinńı vnořeńı Rβ do R
α a Q ∈ R

γ×β je daná matice. Kromě
běžných elipsoid̊u v R

α (tedy varianty pro α = β = γ a Q regulárńı) umožňuje tato
definice pokrýt i následuj́ıćı typy množin:

• Ploché elipsoidy - elipsoidy ve vlastńıch afinńıch podmnožinách R
m×n. Tyto

množiny často koresponduj́ı s částečnou neurčitost́ı (tzn. některé prvky neurčité
matice A ∈ R

m×n jsou známy) a jedná se o př́ıpad, kdy α > β = γ a Q je
regulárńı.

• Eliptické válce - součin plochého elipsoidu a lineárńıho podprostoru, tedy
př́ıpady, kdy Q je singulárńı matice.

Nyńı můžeme přikročit k definici eliptické neurčitosti, jak byla uvedena v [3].
Řekneme, že neurčitá množina U ⊂ R

m×n je eliptická, pokud:

1. Je omezená.

2. Je pr̊unikem konečně mnoha elipsoid̊u, tedy množin U (Πk,Qk) pro pevně daná
Πk,Qk a k = 1, . . . , K.

3. Plat́ı Slaterova podmı́nka, tedy existuje matice A ∈ U , která patř́ı do rela-
tivńıho vnitřku U (Πk,Qk), jinými slovy plat́ı:

∀k ≤ K ∃uk : A = Πk (uk) , ‖Qkuk‖ < 1. (3.4)

Ńıže jsou uvedeny dva základńı tvary, v jakých bývaj́ı eliptické neurčité množiny
definovány.
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Jednoduchý elipsoid

U =

{

A

∣

∣

∣

∣

∣

A = P 0 +
L
∑

l=1

ulP
l, |u| ≤ 1

}

, (3.5)

kde P l, l = 0, . . . , L jsou matice řádu m× n.

Vı́cerozměrný elipsoid

Tato definice vycháźı z neurčitosti po složkách, jednotlivé Ui obsahuj́ı varianty
i-tého řádku matice A a vypadaj́ı následovně:

Ui =
{

ai | ai = A
Tei = pi + P ivi

}

i ∈ I, (3.6)

pro nějaké vi ∈ R
Li , ‖vi‖ ≤ 1, kde ei ∈ R

m reprezentuje i-tý kanonický vektor,
pi jsou vektory v R

m a P i ∈ R
n×Li jsou reálné matice).

3.1.2 Polyedrická neurčitost

Zde je množina U zastoupena konečně mnoha lineárńımi nerovnostmi a d́ıky této
vlastnosti jsou podmı́nky robustifikované varianty rovněž lineárńı.

Jako vhodný př́ıklad je možné uvést množiny definované jako pr̊unik konečně
mnoha poloprostor̊u. Jestliže je množina neurčitosti U takto definována, lze ji zapsat
následovně (pro daná di, ri, kde di 6= 0):

U =
⋂

i∈I

Ui =
⋂

i∈I

{

u ∈ Rm | dT
i u ≤ ri

}

.

Dle [3, str.9] je možné, ačkoliv to neńı na prvńı pohled patrné, i takto definované
množiny zařadit mezi elipsoidy. Pokud je totiž U omezená, lze ji přepsat jako pr̊unik
”pás̊u”(pro daná di, ri, si, kde di 6= 0):

Ui =
{

u ∈ Rm | si ≤ d
T
i u ≤ ri

}

.

A tento ”pás”je ve své podstatě jednoduchý eliptický válec U (pi, I;Qi), kde pi
je libovolný vektor, pro nějž plat́ı dT

i pi =
si+ri

2
, I je jednotková matice řádu k a Qi

je k-složkový vektor definovaný rovnićı: Qiu = si+ri
2
dT
i u.

Jinými slovy lze polyedrickou neurčitost považovat za speciálńı př́ıpad neurčitosti
eliptické.
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3.1.3 Neurčitost omezená mohutnost́ı

Myšlenkou omezené neurčitosti se zabýval již Soyster (orig. cardinality constrained
uncertainty - viz [11]). Ve své práci však použ́ıval sloupcovou neurčitost, a tedy ńıže
uvedené úvahy jsou transformaćı do neurčitosti řádkové.

Jako množinu X1 pro Soyster̊uv postup opět uvažujeme nezáporné prvky R
n.

Později pak tuto definici obměńıme.

Základńı myšlenkou práce [11] je ekvivalence následuj́ıćıch dvou úloh:

min cTx (3.7)

s.t. aix ≤ bi ∀ai ∈ Ui i ∈ I

x ≥ 0

min cTx (3.8)

s.t. sup
ai∈Ui

{ai}x ≤ bi i ∈ I

x ≥ 0.

Jednotlivé složky neurčité množiny jsou v [11] uvažovány v následuj́ıćım tvaru:

Ui = {v| ‖v − âi‖ ≤ ρi} i ∈ I ,

kde âi je nějaký pevný bod (např. jakýsi střed množiny) a ρi je nezáporná konstanta.
Dı́ky struktuře takto definované množiny pak plat́ı:

sup
aj∈Uj

(eiaj) = âij + ρj i ∈ I, j ∈ J .

Nyńı je možné úlohu (3.8) transformovat na úlohu (již bez neurčitosti):

min cTx (3.9)

s.t.
∑

j∈J

âijxj +
∑

j∈J

ρjxj ≤ bi i ∈ I

x ≥ 0.

Na tyto úvahy navázali Bertsimas a Sim ([6]) s předpokladem, že prvky aij
neurčité matice A jsou modelovány pomoćı omezené symetrické náhodné veličiny
ãij , j ∈ Ji, která nabývá hodnot z intervalu [aij − âij , aij + âij]. Množiny Ji ⊆ J
jsou v tomto př́ıpadě tvořeny indexy všech prvk̊u řádku i matice A, které podléhaj́ı
neurčitosti.
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Množina X je pro tento postup reprezentována následovně (pro daná reálná d,h
a nezáporné y):

X2 = {v ∈ R
n| vj ∈ [dj, hj] ∩ [−yj , yj] j ∈ J } (3.10)

Vyjdeme z upravené1 úlohy (3.7):

min
x
cTx (3.11)

s.t.
∑

j∈J

ãijxj ≤ bi i ∈ I

x ∈ X2, Ã ∈ U .

Pro formulaci pojistného výrazu pro neurčitost omezenou mohutnost́ı (definované
v [6]) využijeme symetrickou náhodnou veličinu ηij =

ãij−aij
âij

definovanou na intervalu

[−1, 1] a vyjdeme z podmı́nek řešitelnosti úlohy (3.11). Postupovat budeme dle
[6, str. 36]:

∑

j∈J

ãijxj =
∑

j∈J

aijxj +
∑

j∈Ji

ηij âijxj ≤
∑

j∈J

aijxj +
∑

j∈Ji

âij |xj | ≤ (3.12)

≤
∑

j∈J

aijxj +
∑

j∈Ji

âijyj ≤ bi ∀i ∈ I.

Z platnosti (3.12) plyne ekvivalence úloh (3.11) a následuj́ıćı:

min cTx (3.13)

s.t.
∑

j∈J

aijxj +
∑

j∈Ji

âijyj ≤ bi i ∈ I

x ∈ X2,

kde člen:
∑

j∈Ji

âijyj i ∈ I (3.14)

je již jednou z možných formulaćı onoho pojistného výrazu pro odděleńı
∑

j∈J aijxj

od bi.

Tento postup sice nab́ıźı nejvyšš́ı stupeň zajǐstěńı proti r̊uzným hodnotám neurči-
tosti, avšak za cenu značného konzervativismu, nebot’ optimálńı hodnoty účelové
funkce jsou podstatně ńıže než pro řešeńı p̊uvodńı lineárńı úlohy (viz [6], str. 36).
Maje toto na paměti, zaváděj́ı Bertsimas a Sim ([6]) tzv. omezeńı mohutnost́ı.

1Jedná se v podstatě o stejnou úlohu s několika podmı́nkami nav́ıc.
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Ve své podstatě se jedná pouze o reformulaci pojistného výrazu (3.14) a rozumı́me
t́ım zavedeńı prvk̊u Γi ∈ [0, |Ji|] , i ∈ I, které omezuj́ı počet koeficient̊u, jimž je do-
voleno měnit své hodnoty. Snahou je pojistit se proti změnám až bΓic prvk̊u a změně
nějakého konkrétńıho ait o (Γi − bΓic) âit. Jinými slovy d́ıky změnám Γi jsme schopni
ovlivňovat úroveň zajǐstěńı neurčitosti2.

Bertsimas a Sim ([6]) definuj́ı robustifikovanou úlohu s omezeńım mohutnost́ı
následovně (prvek y byl definován v (3.10)):

min
x
cTx (3.15)

s.t.
∑

j∈J

aijxj +max
M

{

∑

j∈Si

âijyj + (Γi − bΓic) âitiyti

}

≤ bi ∀i ∈ I

M = {Si ∪ {ti} | Si ⊆ Ji, |Si| = bΓic, ti ∈ Ji \ Si}

x ∈ X2.

kde pojistkou pro i-tou podmı́nku rozumı́me (pro i ∈ I):

βi (x,Γi) = max
M

{

∑

j∈Si

âij |xj |+ (Γi − bΓic) âiti |xj |

}

. (3.16)

Toto βi je již zmı́něným rozš́ı̌reńım dř́ıve uvedeného pojistného výrazu (3.14).

Úloha (3.15) sice neńı lineárńı, ale v [6] je uveden postup, kterým ji lze na úlohu
lineárńıho programováńı převést. Pro ověřeńı je potřeba přeformulovat (3.16) (dle
[6, str. 37]):

Lemma 3. Pro daný vektor x lze výraz (3.16) pro i ∈ I ekvivalentně vyjádřit pomoćı
následuj́ıćı optimalizačńı úlohy:

βi (x,Γi) = max

{

∑

j∈Ji

âij |xj | zij

}

(3.17)

s.t.
∑

j∈Ji

zij ≤ Γi

0 ≤ zij ≤ 1 ∀j ∈ Ji

V optimálńım řešeńı úlohy (3.17) figuruje právě bΓic proměnných o hodnotě 1
a právě jedna o hodnotě (Γi − bΓic), což je v d̊usledku pouze reformulaćı (3.16). Dı́ky
lemmatu 3 je pak možné formulovat hlavńı větu pro neurčitost omezenou pomoćı
mohutnosti (viz [6, str. 37]).

2Tento termı́n byl převzat z [13]
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Věta 4. Úlohu (3.15) s podmı́nkou (3.16) lze ekvivalentně formulovat jako úlohu
lineárńıho programováńı ve tvaru:

min
x
cTx (3.18)

s.t.
∑

j∈J

aijxj + ziΓi +
∑

j∈Ji

pij ≤ bi ∀i ∈ I

zi + pij ≥ âijyj j ∈ Ji, ∀i ∈ I

x ∈ X2

pij ≥ 0 j ∈ Ji, ∀i ∈ I

zi, yj ≥ 0 ∀i ∈ I, ∀j ∈ J .

D̊ukaz. Vyjdeme z duálńı úlohy k (3.17):

min
∑

j∈Ji

pij + ziΓi (3.19)

s.t. zi + pij ≥ âij |xj | j ∈ Ji, ∀i ∈ I

pij ≥ 0 ∀j ∈ Ji, ∀i ∈ I

zi ≥ 0 ∀i ∈ I, ∀j ∈ J .

Dle věty o silné dualitě [8, str. 34] plyne z př́ıpustnosti a omezenosti úlohy (3.17)
př́ıpustnost a omezenost úlohy (3.19) a také rovnost jejich optimálńıch hodnot.

Z lemmatu 3 máme ekvivalenci úloh (3.16) a (3.17), a tak prostým dosazeńım
vztah̊u z (3.19) do úlohy (3.15) plyne tvrzeńı.
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3.1.4 Normovaná neurčitost

Dle [4] lze úlohu s neurčitost́ı omezenou pomoćı (obecně libovolné) normy převést
na úlohu konvexńıho programováńı s podmı́nkami, jež záviśı na duálńı normě. Nej-
prve zformulujeme postup pro jednodušš́ı množiny U a následně přikroč́ıme k obe-
cněǰśı variantě.

Myšlenka definovat neurčité množiny pomoćı norem je př́ımým potomkem práce
s neurčitost́ı omezené mohutnost́ı (viz odd́ıl 3.1.3). Jistou formu omezeńı množiny
neurčitosti pomoćı normy uvažoval již Soyster ([11]):

U1 = {v ∈ R
m|‖v − â‖ ≤ ρ} ,

kde ρ ∈ R je nezáporná konstanta a â ∈ R
m je pevně zvolený vektor. Množinu, jej́ıž

využit́ım na jeho práci navázali Bertsimas a Sim ([6] (viz odd́ıl 3.1.3), lze vyjádřit
následovně:

U2 = {ã ∈ R
m|ã ∈ [s− â, s+ â]} ,

kde s, â ∈ R
m jsou pevně dané vektory. Jednoduchými úpravami je možné tuto

množinu upravit na tvar:

U2 = {ã ∈ R
m|‖ã− s‖ ≤ ‖â‖}

= {ã ∈ R
m|(ã− s) ∈M} , (3.20)

kdeM = ×m
i=1 [0, |âj |] je m-rozměrný obdélńık, a tedy omezená a uzavřená množina.

Vhodnost této úpravy vyplyne později.

Pro daľśı úvahy necht’:

• S je uzavřená, omezená a konvexńı množina

• vec (A) ∈ R
(nm)×1 znač́ı vektor na sebe poskládaných řádk̊u matice A

• Ā ∈ R
m×n znač́ı nominálńı (pevně zvolenou) matici

• Â ∈ R
m×n znač́ı prvky neurčité množiny

• X zde nemá specifikovanou strukturu, proto bude značena obecně

Uvažujme množinu v následuj́ıćım tvaru:

U3 =
{

Â

∣

∣

∣

(

vec
(

Â
)

− vec
(

Ā
)

)

∈ S
}

.

V podstatě se jedná o omezeńı odchylek hodnot neurčitých prvk̊u âij od nominálńıch
hodnot āij . Tato množina je nejen strukturou podobná polyedrické neurčitosti, ale
jedná se i o takřka identickou definici jako (3.20), č́ımž se jedná o př́ımý d̊usledek
neurčitosti omezené mohutnost́ı. Pro takto definovanou množinu neurčitosti plat́ı
následuj́ıćı tvrzeńı ([4, str. 511]):
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Věta 5. Úlohu:

min
{

cTx
∣

∣Ax ≤ b, ∀A ∈ U3, x ∈ X
}

lze přeformulovat na tvar:

min cTx

s.t. āix+max
y∈S

yTx ≤ bi i ∈ I

x ∈ X .

D̊ukaz. Pro x ∈ X plyne z kompaktnosti množiny S:

âT
i x ≤ bi ∀

(

vec
(

Â
)

− vec
(

Ā
)

)

∈ S ⇔ max
(vec(Â)−vec(Ā))∈S

{

âT
i x
}

≤ bi.

Tvrzeńı pak plyne z následuj́ıćıho:

max
(vec(Â)−vec(Ā))∈S

{

âT
i x
}

= max
(vec(Â)−vec(Ā))∈S

{

(

vec
(

Â
))T

xi

}

=

=
(

vec
(

Ā
))T

xi +max
y∈S

yTx, (3.21)

kde xi ∈ R
(mn)×1 je vektor, který mezi pozicemi (i− 1)n+ 1 a in obsahuje vektor x

a jinak samé 0.

Nyńı přejdeme k př́ıpadu, kdy je vzdálenost (měřená pomoćı normy) mezi neurči-
tými prvky âij a nominálńımi hodnotami āij omezená. Jinými slovy uvažujeme:

U4 =
{

Â
∣

∣

∣
‖M

(

vec
(

Â
)

− vec
(

Ā
)

)

‖ ≤ ∆
}

,

kde M je invertibilńı matice, ∆ nezáporné reálné č́ıslo a ‖ � ‖ je obecná norma.

K uvedeńı základńı věty pro úlohy s normovanou neurčitost́ı je ještě zapotřeb́ı
následuj́ıćı definice (oboj́ı viz [4, str. 512]):

Definice 2. Řekneme, že norma ‖ � ‖∗ je duálńı k normě ‖ � ‖, pokud plat́ı:

‖s‖∗ = max
{‖x‖≤1}

sTx.
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Věta 6. Úlohu:

min
{

cTx
∣

∣Ax ≤ b, A ∈ U4, x ∈ X
}

lze přeformulovat na tvar:

min cTx

s.t. āix+∆‖
(

MT
)−1

xi‖∗ ≤ bi i ∈ I x ∈ X2. (3.22)

D̊ukaz. Pokud si označ́ıme y =
M(vec(Â)−vec(Ā))

∆
, můžeme upravit U4 na tvar

{y|‖y‖ ≤ 1} .

Pak pro x ∈ X plat́ı:

max
vec(Â)∈U4

{

âT
i x
}

= max
vec(Â)∈U4

{

(

vec
(

Â
))T

xi

}

=

= max
{y|‖y‖≤1}

{

(

vec
(

Ā
))T

xi +∆
(

M−1y
)T
x
}

=

= āix+∆ max
{y|‖y‖≤1}

{

yT
(

(

MT
)−1

x
)}

.

Použit́ım definice 2 vyjádř́ıme posledńı maximum pomoćı duálńı normy a tvzeńı pak
plyne z Věty 5.
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3.2 Základńı typy úloh

Obecně řečeno, č́ım složitěǰśı je p̊uvodńı úloha a struktura neurčitosti, t́ım složitě-
ǰśı je robustifikovaný tvar. Velmi často rovněž docháźı k tomu, že pro jinou než
eliptickou či polyedrickou neurčitost se jedná dokonce o NP-složité úlohy.

Např́ıklad u lineárńıho programováńı může být robustifikovaná úloha opět lineárńı
a je tomu tak v př́ıpadě polyedrické neurčitosti (viz kapitola 1). Pro eliptickou
neurčitost již v př́ıpadě lineárńıch problémů dostáváme úlohu programováńı kvadra-
tického, a pro kvadratické máme již úlohu semidefinitńı optimalizace. U úloh semide-
finitńı optimalizace dostáváme již (při dnešńıch možnostech) neřešitelné robustifiko-
vané varianty, bez ohledu na typ neurčitosti.

S přihlédnut́ım ke struktuře podmı́nek řešitelnosti mnohdy existuj́ı speciálńı
př́ıpady, kdy je možné robustifikovanou verzi úlohy vyjádřit v rozumném tvaru.
V tomto odd́ılu si uvedeme některé základńı typy úloh a stejně tak i některé je-
jich speciálńı př́ıpady, které při robustifikaci vedou k řešitelným úlohám.

Co se neurčitosti týče, tak každá z úloh uvedených v této sekci poč́ıtá s trochu
odlǐsnou strukturou a mnohdy i umı́stěńım (účelová funkce, pravé strany), avšak
v návaznosti na úvahy uvedené v odd́ıle 1.2 nebudeme tyto odlǐsnosti dále rozv́ıjet.
Rovněž předpokládáme účelovou funkci v jednoduchém tvaru.

3.2.1 Lineárńı programováńı

Na tomto typu optimalizačńıch úloh jsme již dř́ıve (viz kapitola 1) definovali
základńı charakteristiky robustńı optimalizace. Jedná se o úlohu ve tvaru:

min
x
cTx

s.t. Ax ≤ b

x ∈ X , ∀A ∈ U ,

což lze pro jednotlivé vektory ai reprezentuj́ıćı řádky matice A ∈ R
m×n převést na:

min
x
cTx

s.t. aix ≤ 0 i ∈ I

x ∈ X , ∀ai ∈ Ui i ∈ I,

Složitost této úlohy se, jak již bylo dř́ıve řečeno, odv́ıj́ı od struktury neurčité
množiny - např. pro v́ıcerozměrný elipsoid (viz (3.6) - sekce 3.1.1) lze robustifikovanou
úlohu formulovat ve tvaru kuželovitého kvadratického programováńı (CQP - viz sekce
3.2.2). Jednotlivá Ui jsou tedy ve tvaru:

Ui =
{

ai

∣

∣ai = pi + P iui, ui ∈ R
Li, |ui| ≤ 1

}

,
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kde pi ∈ R
n a P i ∈ R

n×Li , i ∈ I. Robustifikovaná úloha je pak ve tvaru:

min
x
cTx

s.t. pTi x ≥‖ P T
i x ‖, i ∈ I

x ∈ X ,

3.2.2 Kvadratické programováńı

Pod tuto skupinu se daj́ı zařadit dva typy úloh: kvadraticky omezené kvadratické
programováńı (orig. quadratically constrained quadratic programming - dále již jen
QCQP) a kuželovité kvadratické programováńı (orig. conic quadratic programming
- dále jen CQP).

Definice 3. Podmı́nky úloh jsou v následuj́ıćım tvaru:

(QCQP) − xT
[

Ai
]T
Aix+ 2

[

bi
]T
x+ γi ≥ 0 i ∈ I

(

Ai, bi, γi
)

∈ Ui i ∈ I (3.23)

(CQP) ‖Aix+ bi‖ ≤
[

di
]T

x+ γi i ∈ I
(

Ai, bi, γi,di
)

∈ Ui i ∈ I. (3.24)

Jak již bylo dř́ıve řečeno, řešitelnost robustifikovaných úloh u obou př́ıpad̊u
zálež́ı na struktuře neurčité množiny. Dle [2, str. 787-788] např́ıklad pro obecnou
eliptickou (či polyedrickou) neurčitost neńı taková úloha řešitelná ani pro (3.23), ani
pro (3.24). Pro jednodušš́ı struktury lze robustifikovanou úlohu transformovat na
problém semidefinitńıho programováńı.

Nadále budeme euklidovskou normu značit ‖ � ‖ a předpokládáme neurčitost po
složkách, tedy U = U1×. . .Um, kde jednotlivé Ui jsou jednoduché elipsoidy (viz (3.5)).

Pro QCQP se jedná o omezený elipsoid kolem pomyslného středu
(

Ai0, bi0, γi0
)

,
tedy (pro i ∈ I):

Ui =

{

(

Ai, bi, γi
)

∣

∣

∣

∣

∣

(

Ai, bi, γi
)

=
(

Ai0, bi0, γi0
)

+
k
∑

j=1

uj

(

Aij, bij, γij
)

, ‖u‖ ≤ 1

}

.

(3.25)
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Pro QCQP plat́ı následuj́ıćı věta ([2, str. 785]):

Věta 7. Robustifikovaná úloha s podmı́nkami (3.23) podléhaj́ıćı neurčitosti (3.25)
je ekvivalentńı úloze:

min
x,λ

cTx

za podmı́nky, že matice (3.26) je pozitivně semidefinitńı pro všechna i ∈ I,x ∈ X
















γi0 + 2xTbi0 − λi
γi1

2
+ xTbi1 . . . γik

2
+ xTbik

[

Ai0x
]T

γi1

2
+ xTbi1 λi

[

Ai1x
]T

...
. . .

...
γik

2
+ xTbik λi

[

Aikx
]T

Ai0x Ai1x . . . Aikx I li

















. (3.26)

K d̊ukazu využijeme následuj́ıćı dvě lemmata:

Lemma 8. (převzato z [2, str. 786])
Pokud pro dvě symetrické matice P ,Q existuje reálný vektor odpov́ıdaj́ıćı dimenze
z0 takový, že plat́ı: zT0Pz0 > 0, pak implikace:

zTPz ≥ 0 ⇒ zTQz ≥ 0,

plat́ı právě tehdy, když existuje λ ∈ R takové, že plat́ı: Q ≥ λP .

Lemma 9. (Schur̊uv doplněk) (převzato z [14])

Symetrická matice X =

[

E F

F T G

]

, kde G je invertibilńı matice, je pozitivně semide-

finitńı právě tehdy, když G i E − F TG−1F jsou pozitivně semidefinitńı.

Nyńı přejdeme k d̊ukazu věty 7 (dle [2, str. 786].

D̊ukaz. Necht’ x ∈ X . Pro dokázáńı tvrzeńı stač́ı prokázat ekvivalenci podmı́nky
(3.23) a existenci λi ∈ R takového, že (x, λi) splňuj́ı podmı́nku (3.26).

Z definice Ui (viz (3.25)) pro pevné i máme:

−xT

[

Ai0 +
k
∑

j=1

ujA
ij

]T [

Ai0 +
k
∑

j=1

ujA
ij

]

x+ 2

[

bi0 +
k
∑

j=1

ujb
ij

]T

x+

+

[

γi0 +
k
∑

j=1

ujγ
ij

]

≥ 0 ∀u : ‖u‖ ≤1. (3.27)
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Obě strany (3.27) vynásob́ıme členem τ ≥ 0, označ́ıme vj = τuj a źıskáme:

−xT

[

Ai0τ +

k
∑

j=1

vjA
ij

]T [

Ai0τ +

k
∑

j=1

vjA
ij

]

x+ 2τ

[

bi0τ +

k
∑

j=1

vjb
ij

]T

x+

+τ

[

γi0τ +

k
∑

j=1

vjγ
ij

]

≥ 0 ∀v : ‖v‖ ≤τ.

(3.28)

Výraz ‖v‖ ≤ τ lze ekvivalentně vyjádřit jako ‖v‖2 ≤ τ 2 a následně i τ 2 − vTv ≥ 0.
Levou stranu posledńıho výrazu si označ́ıme jako P (τ, v) a levou stranu nerovnosti
(3.28) jako Qx

i (τ, v). Z d̊ukazu platnosti podmı́nky (3.27) se stane d̊ukaz implikace:

P (τ, v) ≥ 0 ⇒ Qx
i (τ, v) ≥ 0. (3.29)

Z lemmatu 8 plyne, že podmı́nka (3.29) je ekvivalentńı existenci takového λi ≥ 0,
že následuj́ıćı kvadratická forma je pozitivně semidefinitńı:

Qx
i (τ, v)− λi

(

τ 2 − vTv
)

. (3.30)

Označ́ıme si bloky matice v podmı́nce (3.26) (ve shodě s lemmatem 9) jako:





Ei(x) +

(

−λi 0
0 λiIk

)

[

F i
]T

(x)

F i(x) I li



 . (3.31)

Dı́ky tomuto označeńı lze přeformulovat podmı́nku (3.30) na tvar:

(

τ ; vT
)

[

Ei(x)−
[

F i
]T

(x)F i(x)
]

(

τ

v

)

− λi
(

τ 2 − vTv
)

=

=
(

τ ; vT
)

[

Ei(x) +

(

−λi 0
0 λiIk

)

−
[

F i
]T

(x)F i(x)

](

τ

v

)

. (3.32)

A z předpokladu pozitivńı semidefinitnosti matice (3.26) již z lemmatu 9 plyne
tvrzeńı.

Pro CQP požadujeme, aby každá ze složek Ui byla kartézským součinem dvou
jednoduchých elipsoid̊u Vi a Wi, z nichž každý ”obstarává”jinou stranu nerovnosti
v podmı́nce (3.24). Tyto jsou definovány následovně:

Vi =

{

[

Ai, bi
]

∣

∣

∣

∣

∣

[

Ai, bi
]

=
[

Ai0, bi0
]

+

ki
∑

j=1

uj

[

Aij, bij
]

+

qi
∑

p=1

vp
[

Eip, f ip
]

, ‖u‖ ≤ 1

}

Wi =

{

(

di, γi
)

∣

∣

∣

∣

∣

(

di, γi
)

=
(

di0, γi0
)

+

mi
∑

j=1

uj

(

dij, γij
)

+

ri
∑

p=1

vp
(

gip, hip
)

, ‖u‖ ≤ 1

}

.

(3.33)
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Pro CQP pak plat́ı věta (viz [2, str. 788]):

Věta 10. Robustifikovaná úloha s podmı́nkami (3.24) podléhaj́ıćı neurčitost́ı (3.33)
je ekvivalentńı úloze:

minx,λ,µ c
Tx

s.t. Eipx+ f ip = 0 i ∈ I, p = 1, . . . , qi (3.34)
[

gip
]T
x+ hip = 0 i ∈ I, p = 1, . . . , ri (3.35)

x ∈ X

A zároveň jsou matice (3.36) a (3.37) pozitivně semidefinitńı pro všechna i ∈ I












[

di0
]T
x+ γi0 − λi

[

di1
]T
x+ γi1 . . .

[

dimi
]T
x+ γimi

[

di1
]T
x+ γi1

[

di0
]T
x+ γi0 − λi

...
. . .

...
[

dimi
]T
x+ γimi

[

di0
]T
x+ γi0 − λi













(3.36)

















λi − µi . . .
[

Ai0x+ bi0
]T

µi

[

Ai1x+ bi1
]T

...
. . .

...

µi

[

Aikix+ biki
]T

Ai0x+ bi0 Ai1x+ bi1 . . . Aikix+ biki λiI li

















. (3.37)

D̊ukaz. Necht’ x ∈ X . Věta se dokazuje obdobným zp̊usobem jako věta 7, proto zde
uvedeme pouze odlǐsné úvahy. Podrobný d̊ukaz lze naj́ıt v [2, str. 788]. Rovněž pro
přehlednost vypust́ıme index i.

V souvislosti s definićı množiny neurčitosti (viz (3.33)) si nejprve označ́ıme:

φ(x) =
[

d0
]T
x+ γ0

Φ(x) =





[

d1
]T
x+ γ1

. . .

[dm]T x+ γm





ψ(x) = A0x+ b0

Ψ(x) =
[

A1x+ b1, . . . ,Akx+ bk
]

.

Dı́ky takto definovaným zobrazeńım lze podmı́nky (3.24) spolu s neurčitost́ı
(3.33) přeformulovat na soustavu podmı́nek (Span znač́ı lineárńı obal):

φ(x) +ΦT (x)u+
[

gTx+ h
]

≥ ‖ψ(x) +Ψ(x)w + [Ex+ f ] ‖ (3.38)

∀ (u : ‖u‖ ≤ 1,w : ‖w‖ ≤ 1)

∀ [(g, h) ∈ Span {(gp, hp) , 1 ≤ p ≤ r}]

∀ [(E, f) ∈ Span {(Ep, fp) , 1 ≤ p ≤ q}] .
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Soustava podmı́nek (3.38) je ekvivalentńı podmı́nkám (3.34), (3.35) spolu s exis-
tenćı λ takového, že plat́ı:

φ(x) +ΦT (x)u ≥ λ ∀u : ‖u‖ ≤ 1 (3.39)

‖ψ(x) +Ψ(x)w‖ ≤ λ ∀w : ‖w‖ ≤ 1.

Dvojice (x, λ) splňuje (3.39) právě tehdy, když splňuje (3.36), λ ≥ 0 a následuj́ıćı
podmı́nku:

‖ψ(x) +Ψ(x)w‖2 ≤ λ2 ∀w : |w| ≤ 1. (3.40)

Pro ověřeńı této podmı́nky je potřeba obdobným zp̊usobem jako ve Větě 7
dokázat pozitivńı semidefinitnosti vhodně zvolených kvadratických forem přes Schu-
r̊uv doplněk využit́ım lemmat 8 a 9.

3.2.3 Semidefinitńı programováńı

V této sekci budeme jako množinu X uvažovat celý prostor Rn. Podmı́nky řeši-
telnosti úlohy lze v př́ıpadě semidefinitńı optimalizace vyjádřit ve tvaru (dle [2]):

H(x) = A0 +
n
∑

i=1

xiA
i ∈ Sl

+

A0, . . . ,An ∈ U , x ∈ R
n

kde Sl
+ je kužel tvořený pozitivně semidefinitńımi maticemi, A0,A1, . . . ,An jsou

prvkem prostoru symetrických čtvercových matic Sl.

Pro konstrukci řešitelné robustifikované úlohy vyjdeme z určitého semidefinitńıho
programováńı:

min
{

cTx |H0 (x) ∈ Sl
+, x ∈ R

n
}

, (3.41)

kde H0 (x) je čtvercová matice řádu l, která je afinńı funkćı x.

Dále necht’ d ∈ R
l je pevný nenulový vektor a pomoćı něj definujeme následuj́ıćı

zobrazeńı, které nazveme dvojrozš́ıřeńı H0 (�) pomoćı d:

H0 (x) 7−→H0 (x) + f(x)dT + df(x)T , (3.42)

kde f(x) je afinńı funkce x.

Pomoćı dvojrozš́ı̌reńı (3.42) úlohy (3.41) za pomoci d ∈ R
l \ {0} definujeme

neurčitou množinu jako omezený elipsoid:

U =
{

M ∈ R
l×l
∣

∣H0 (x) + uTMdT + duTMT ≥ 0, ‖u‖ ≤ 1, u ∈ R
k
}

. (3.43)
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Nyńı přistouṕıme k samotné formulaci úlohy neurčitého semidefinitńıho pro-
gramováńı. Takto dostaneme úlohu (3.44), kde je veškerá neurčitost vyjádřena po-
moćı matice B(�) =

[

b1(�), . . . , bk(�)
]

.

min cTx (3.44)

s.t. H0 (x) +

[

k
∑

j=1

ujb
j(x)

]

dT + d

[

k
∑

j=1

ujb
j(x)

]T

≥ 0

‖u‖ ≤ 1, u ∈ R
k, x ∈ R

n, B(x) ∈ U .

Věta 11. ([2, str. 793]) Robustifikovaná úloha (3.44) je ekvivalentńı úloze:

min cTx

s.t. M =

(

λIk B (x)T

B (x) H0 (x)− λddT

)

≥ 0

B(x) =
[

b1(x); . . . ; bk(x)
]T

, bi(x) ∈ Ui

x ∈ R
n, λ ∈ R.

D̊ukaz. Podmı́nku (3.44) lze upravit na tvar:

H0 (x) + uTB(x)dT + d
(

uTB(x)
)T

=H0 (x) + 2d
(

uTB(x)
)T

. (3.45)

Vektor x je př́ıpustným řešeńım robustifikované úlohy právě tehdy, když je podmı́nka
(3.45) (pro toto x) pozitivně semidefinitńı, tedy:

∀ξ ∈ R
l ∀
(

u ∈ R
k, ‖u‖ ≤ 1

)

: ξTH0 (x) ξ + 2
(

dTξ
) (

uTB(x)
)T
ξ ≥ 0.

Využijeme-li vlastnost u, dostaneme daľśı ekvivalentńı podmı́nku:

∀ξ ∈ R
l : ξTH0 (x) ξ + 2

∣

∣dTξ
∣

∣

∥

∥B(x)Tξ
∥

∥ ≥ 0. (3.46)

Rozš́ı̌ŕıme-li tuto podmı́nku následuj́ıćım zp̊usobem:

ξTH0 (x) ξ + 2
∣

∣dTξ
∣

∣

∥

∥B(x)Tξ
∥

∥ ≥ ξTH0 (x) ξ + 2 |η|
∥

∥B(x)Tξ
∥

∥ ≥ 0, (3.47)

pak podmı́nka (3.47) (pro η ∈ R
k) plat́ı právě tehdy, když plat́ı následuj́ıćı implikace:

∀
(

ξ ∈ R
l,η ∈ R

k
)

:
(

dTξ
)2

− ηTη ≥ 0 ⇒ ξTH0 (x) ξ + 2ηTB(x)Tξ ≥ 0. (3.48)
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Pokud si označ́ıme:

P (ξ,η) =
(

dTξ
)2

− ηTη

Q (ξ,η) = ξTH0 (x) ξ + 2ηTB(x)Tξ ,

pak dle lemmatu 8 je platnost (3.48) ekvivalentńı existenci takového λ ≥ 0, pro které
je následuj́ıćı kvadratická forma pozitivně semidefinitńı:

Q (ξ,η)− λP (ξ,η) ≥ 0.

Když tuto formu rozeṕı̌seme, dostaneme:

ληTη + ξTH0 (x) ξ − λ
(

dTξ
)2

+ 2ηTB(x)Tξ,

což je totéž jako:
(

ηT , ξT
)

M

(

η

ξ

)

.

Tvrzeńı plyne z pozitivńı semidefinitnosti matice M .

V převážné většině obecných př́ıpad̊u nelze pro tento typ úloh źıskat řešitelné
robustifikované varianty a to ani pro polyedrické neurčité množiny. Existuje však
značné množstv́ı aproximaćı neurčitých množin, d́ıky nimž lze takovou variantu
źıskat (alespoň přibližně) řešitelnou (viz např. [2]). Při hledáńı vhodné aproximace
bývá často jej́ı kvalita měřena pomoćı následuj́ıćı mı́ry:

ρ(AR : R) = inf {ρ ≥ 1 | X(AR) ⊇ X (U (ρ))} ,

kdeX(AR) je množina př́ıpustných řešeńı aproximované robustifikované úlohy a mno-
žina X (U (ρ)) obsahuje př́ıpustná řešeńı p̊uvodńı úlohy zvětšená faktorem ρ.
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3.2.4 Geometrické programováńı

Podmı́nky řešitelnosti jsou u geometrického programováńı (dle [9]) ve tvaru:

g (Aix+ bi) ≤ 0 i = 1, . . . , m

Gx + h = 0, (3.49)

kde g : Rk −→ R je funkce typu g(x) = log
(

∑k

i=1 e
xi

)

. Při aplikaci robustńı opti-

malizace bývá často uvažována eliptická či polyedrická neurčitost a argument funkce
g je vyjádřen jako afinńı funkce neurčitosti ve tvaru:

g
(

Ãi(u)x+ b̃i(u)
)

≤ 0 ∀u ∈ U

Zásadńı pot́ıž́ı při práci s geometrickými robustńımi úlohami je skutečnost, že složitost
jej́ıch robustifikovaných variant neńı známa. Na druhou stranu existuje celá řada
aproximačńıch postup̊u, které se s t́ımto problémem snaž́ı vypořádat, kupř́ıkladu
[9] už́ıvaj́ı po částech lineárńı aproximaci pro źıskáńı horńı a dolńı meze pro úlohu
(3.49).

3.2.5 Diskrétńı programováńı

Aplikaćı robustńıch postup̊u na úlohy diskrétńı optimalizace je v dnešńı době
již značné množstv́ı, avšak problémem je (opět) skutečnost, že i pro polynomicky
řešitelné úlohy bývaj́ı jejich robustifikované verze NP-složité, a tedy za dnešńıch
podmı́nek neřešitelné. V této sekci se budeme zabývat jedńım ze speciálńıch př́ıklad̊u,
který uvedli Bertsimas a Sim (viz [5]).

Pracuj́ı s úlohou lineárńıho programováńı s neurčitost́ı omezenou mohutnost́ı (viz
sekce 3.1.3). V tomto př́ıpadě podléhá neurčitosti jak matice A ∈ R

m×n, tak vektor
v účelové funkci c ∈ R

n, a to následuj́ıćım zp̊usobem:

• pro jednotlivé prvky aij matice A předpokládáme, že jsou ř́ızené pomoćı sy-
metrických náhodných veličin ãij , které nabývaj́ı hodnot z intervalu

[aij − âij , aij + âij]

• obdobně modelované předpokládáme složky vektoru c - tedy za pomoci náho-
dných veličin c̃j nabývaj́ıćıch hodnot z intervalu [cj, cj + ĉj]. Všechny složky
cj , ĉj jsou rovněž celoč́ıselné.

Prvky âij a ĉj jsou pevně zvolené a nabývaj́ı nezáporných hodnot. Dále definujeme:

J0 = {j ∈ J |ĉj > 0} Γ0 ∈ [0, |J0||]
Ji = {j ∈ J |âij > 0} Γi ∈ [0, |Ji|] i ∈ I

.
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Neurčitá množina U je tedy v následuj́ıćım tvaru:

U1 = {(A, c)| ãij ∈ [aij − âij , aij + âij] ; c̃j ∈ [cj, cj + ĉj] ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ji}

Množinu X máme (pro pevně zvolená d,h ∈ R
n) ve tvaru:

X1 = {v ∈ R
n| vj ∈ [dj , hj] , vj ∈ Z ∀j ∈ J }

Nyńı můžeme definovat úlohu diskrétńı robustńı optimalizace pro neurčitost omeze-
nou mohutnost́ı. Vyjdeme z varianty (3.2):

min
x,E

E (3.50)

s.t. cTx ≤ E

Ax ≤ b

x ∈ X1, ∀ (A, c) ∈ U1

aij ∈ R, cj ∈ Z ∀i ∈ I, ∀j ∈ J .

Robustifikovaná verze (3.50) je ve tvaru:

min
x,E

E (3.51)

s.t. cTx+ α (x,Γ0) ≤ E
∑

j

aijxj + βi (x,Γi) ≤ bi ∀i ∈ I

x ∈ X1,

kde α (x,Γ0) a βi (x,Γi) zastupuj́ı následuj́ıćı úlohy:

α (x,Γ0) = max
{S0|S0⊆J0,|S0|≤Γ0}

{

∑

j∈S0

ĉj |xj|

}

(3.52)

βi (x,Γi) = max
{Si∪{ti}|Si⊆Ji,|Si|=bΓic,ti∈Ji\Si}

{

∑

j∈Si

âij |xj |+ (Γi − bΓic) âiti |xti |

}

. (3.53)

Obory č́ısel, do nichž spadaj́ı koeficienty aij , cj, ĉj (spolu s celoč́ıselnost́ı x),
zásadńı měrou ovlivňuj́ı stavbu podmı́nek obsažených v robustifikované variantě
úlohy (3.50). Rozd́ıl je patrný při srovnáńı podmı́nek (3.52) a (3.53). V prvńım
př́ıpadě jsou totiž veškeré prvky v rovnici celými č́ısly, což z mohutnosti J0 (a v d̊us-
ledku i z Γ0) dělá č́ıslo přirozené, a tedy neńı nutné poč́ıtat s rozd́ılnými hodnotami
Γ0 a bΓ0c, a množina, přes ńıž maximalizujeme, tomu odpov́ıdá.
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Autoři [5] dále s touto úlohu pracuj́ı dle zákonitost́ı neurčitosti omezené mo-
hutnost́ı (viz sekce 3.1.3) a rozv́ıjej́ı ji pro aplikaci v aproximačńıch algoritmech
u kombinatorických úloh. V rozvinuté podobě tato úloha vypadá následovně:

min E (3.54)

s.t. Λ0 (x,U) ≤ E

Λi (x,U) ≤ bi ∀i ∈ I

x ∈ X ,

kde Λi, i = 0, . . . , m zastupuj́ı:

Λ0 (x,U) = min

[

cTx+ Γ0θ0 +
∑

j∈J0

pj

]

(3.55)

s.t.θ0 + pj ≥ ĉjxj , j ∈ J0

θ0, pj ≥ 0, j ∈ J0

Λi (x,U) = min

[

∑

j∈J

aijxj + Γiθi +
∑

j∈Ji

qij

]

(3.56)

s.t.θi + qij ≥ âijxj , j ∈ Ji

θi, qij ≥ 0, j ∈ Ji.

Vezmeme-li v potaz postup uvedený v [5, str. 56], pak lze (3.55) a (3.56) upravit
na tvar:

Λ0 (x,U) = min
θ0≥0

[

cTx+ Γ0θ0 +
∑

j∈J0

max {ĉjxj − θ0, 0}

]

Λi (x,U) = min
θi≥0

[

∑

j∈J

aijxj + Γiθi +
∑

j∈Ji

max {âijxj − θi, 0}

]

.

3.2.6 Anticipativńı robustifikovaná úloha

Tato varianta postupu pro robustńı optimalizaci je uvedena v [1] a je vystavěna
na rozlǐsováńı proměnných na pevné a přizp̊usobitelné, tedy takové, které se měńı
až v závislosti na realizaci neurčitosti a pevných proměnných. Původ tohoto rozš́ı̌reńı
je značně intuitivńı, nebot’ v reálném světě často některé proměnné měńı své hod-
noty v závislosti na jiných. Ćılem je dosáhnout vhodněǰśı formulace úlohy, která je
pružněǰśı v př́ıpadech, kdy jsou běžné robustifikované varianty úloh často značně
konzervativńı.
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Vyjdeme z úlohy běžného robustńıho lineárńıho programováńı (dle (3.2), opět
pro obecně definovanou X ):

min
x,E

E (3.57)

s.t. cTx ≤ E

Ax ≤ b

x ∈ X , ∀ω = [A, b, c] ∈ U .

Vektor proměnných x se v metodologii anticipativńı robustifikace děĺı na pod-
vektory pevných (u) a přizp̊usobitelných (v) proměnných, tedy x = (u, v). T́ımto
rozděleńım však neměńıme nosič vektoru x, a tedy muśı stále platit (u, v) ∈ X .

S t́ımto děleńım také souviśı rozděleńı matice A na dvě podmatice P ,R (resp.
vektoru c na podvektory p, r), které těmto zmı́něným podvektor̊um odpov́ıdaj́ı.
T́ımto rozděleńım dostaneme z úlohy (3.57):

min
u,v,E

E (3.58)

s.t. pTu+ rTv ≤ E

Pu+Rv ≤ b

(u, v) ∈ X

∀ω = [p, r,P ,R, b] ∈ U .

Z této úlohy již dostaneme tzv. anticipativńı robustifikovanou variantu (orig.
adjustable robust counterpart - dále již jen AR):

min
u,E

E (3.59)

s.t. pTu+ rTv ≤ E

Pu+Rv ≤ b

(u, v) ∈ X

∀ω = [p, r,P ,R, b] ∈ U .

Hlavńım rozd́ılem oproti běžné robustifikované úloze (orig. robust counterpart -
R) je skutečnost, že u AR je ponechán prostor pro závislost v na realizaci u a ω
(minimalizace prob́ıhá pouze přes pevné proměnné), a tedy máme k dispozici větš́ı
množinu př́ıpustných řešeńı. Toto je patrné z následuj́ıćıho srovnáńı:

(R) ∀u ∃v ∀ω ∈ U : pTu+ rTv ≤ E & Pu+Rv ≤ b

(AR) ∀u ∀ω ∈ U ∃v : pTu+ rTv ≤ E & Pu+Rv ≤ b.
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Zásadńı nevýhodou je však skutečnost, že i pro jednoduché struktury U je AR
často NP-složitá. Takto vyvstává potřeba pátrat po vhodněǰśım rozš́ı̌reńı a dostáváme
se tak k tzv. afinně anticipativńı robustifikované variantě (viz následuj́ıćı odd́ıl).

3.2.7 Afinně anticipativńı robustifikovaná úloha

Toto rozš́ı̌reńı metodologie z předchoźıho odd́ılu stav́ı na principu, že v mnoha
př́ıpadech lze pro dané u vyjádřit v jako afinńı funkci dat (a neurčitosti) a za-
padá ”někam mezi”klasickou robustifikovanou a AR variantu. Klade si za ćıl nalézt
řešitelnou alternativu k robustifikované úloze pro př́ıpady, kdy samotná AR úloha
neńı řešitelná.

Tzv. afinně anticipativńı robustifikovanou úlohu (orig. affinely adjustable robust
counterpart - dále již jen AAR) dostaneme vyjádřeńım v z (3.59) jako nějaké funkce
w +Wω. T́ımto sice poněkud omeźıme realizaci v, ale stejně jako v odd́ıle 3.2.6
nosič X z̊ustává nezměněn. Touto úpravou źıskáme následuj́ıćı úlohu:

min
u,w,W ,E

E (3.60)

s.t. pTu+ rT (w +Wω) ≤ E

Pu+R (w +Wω) ≤ b

(u,w +Wω) ∈ X

∀ω = [p, r,P ,R, b] ∈ U .

Často bývá mı́sto (3.60) využ́ıvána forma, v ńıž je neurčitá množina formulována
podobně jako v př́ıpadě jednoduchého elipsoidu (viz (3.5)). Jedná se o ekvivalentńı
úlohu, která je založena na afinńı parametrizaci neurčitosti pomoćı ”ř́ıd́ıćıho”vektoru
ξ ∈ Ξ, kde Ξ je neprázdná, konvexńı a kompaktńı podmnožina RL. U máme tedy
ve tvaru:

U =

{

[p, r,P ,R, b] =
[

p0, r0,P 0,R0, b0
]

+
L
∑

l=1

ξl
[

pl, rl,P l,Rl, bl
]

, ξ ∈ Ξ

}

.

(3.61)
Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že zobrazeńı:

ξ 7−→
[

p0, r0,P 0,R0, b0
]

+
L
∑

l=1

ξl
[

pl, rl,P l,Rl, bl
]

, (3.62)

je vlastně vnořeńı a d́ıky této skutečnosti lze přizp̊usobitelné proměnné mı́sto afinńı
závislosti na ω ekvivalentně vyjádřit jako afinńı funkce ξ pro nějaké nové nepři-
zp̊usobitelné proměnné m0,m1, . . . ,mL, tedy:

v = v (ξ) =m0 +

L
∑

l=1

ξlm
l. (3.63)
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a proto můžeme ekvivalentńı úlohu k (3.60) vyjádřit úpravou (3.59) na tvar:

minu,m,E E (3.64)

s.t.

[

p0 +

L
∑

l=1

ξlp
l

]

u+

[

r0 +

L
∑

l=1

ξlr
l

][

m0 +

L
∑

l=1

ξlm
l

]

≤ E

[

P 0 +
L
∑

l=1

ξlP
l

]

u+

[

R0 +
L
∑

l=1

ξlR
l

][

m0 +
L
∑

l=1

ξlm
l

]

≤

[

b0 +
L
∑

l=1

ξlb
l

]

(

u,m0 +
L
∑

l=1

ξlm
l

)

∈ X

∀ω = [p, r,P ,R, b] ∈ U , ∀ξ ∈ Ξ.

3.2.8 Spojitost se stochastickým programováńım

V návaznosti na definici neurčitosti (3.61) se pro aplikaci př́ımo nab́ıźı metoda
optimalizace pomoćı scénář̊u. Vyjdeme-li ze základńıch poznatk̊u uvedených v [10]),
můžeme prvky množiny U , tedy jednotlivé scénáře, označit jako ωs a pravděpodobno-
sti takových scénář̊u jako qs (pro s = 1, . . . , S).

Ačkoliv je možné využ́ıt pro konstrukci neurčitosti všech scénář̊u, neńı to př́ılǐs
praktický př́ıstup, nebot’ uvažováńı všech znamená zahrnut́ı i těch s velmi ńızkou
pravděpodobnost́ı, což může v d̊usledku p̊usobit značné ztráty. V souladu se zo-
brazeńım ξ lze každý ze scénář̊u v množině U vyjádřit jako kombinaci L+1 daných
prvk̊u U s koeficienty ξl. Tyto dané prvky lze zvolit např́ıklad tak, že stanov́ıme
minimálńı hodnotu pravděpodobnosti ”přijatelných”scénář̊u (označ́ıme si ji jako α)
a jako jejich koeficienty pak dosadit tyto pravděpodobnosti.

Takto bychom dostali následuj́ıćı podobu zobrazeńı (3.62):

ξ 7−→
[

p0, r0,P 0,R0, b0
]

+
L
∑

l=1

ql
[

pl, rl,P l,Rl, bl
]

, (3.65)
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Pokud označ́ıme ξ̂l =
ql∑L

k=1
qk
, l = 1, . . . , L, pak lze tyto prvky považovat za pra-

vděpodobnosti našich zvolených scénář̊u, a tedy lze množinu U vyjádřit jako:

U =
{

[ps, rs,P s,Rs, bs] =
[

p0, r0,P 0,R0, b0
]

+ (3.66)

+

L
∑

l=1

ξ̂l [pl, rl,P l,Rl, bl] ξ̂l ≥ 0,

L
∑

l=1

ξ̂l = 1 ∀s = 1, . . . , S

}

=

= {[ps, rs,P s,Rs, bs] = E
α [p, r,P,R, b] ∀s = 1, . . . , S} ,

kde E
α znač́ı středńı hodnotu (s upravenými pravděpodobnostmi) přes prvky U

s minimálńı pravděpodobnost́ı α a p, r,P,R, b náhodné vektory s hodnotami
[

1

ξ̂l
p0 + pl,

1

ξ̂l
r0 + rl,

1

ξ̂l
P 0 + P l,

1

ξ̂l
R0 +Rl,

1

ξ̂l
b0 + bl

]

o pravděpodobnostech ξ̂l.

Dı́ky (3.66) jsou veškeré prvky neurčitosti totožné a označ́ıme si je Ep (resp.
r apod.) a takto z (3.64) můžeme źıskat následuj́ıćı úlohu:

minu,m,F F

s.t.
(

E
α
p

)T
u+ (Eα

r )
T

[

m0 +
L
∑

l=1

ξ̂lm
l

]

≤ F

E
α
Pu+ E

α
R

[

m0 +
L
∑

l=1

ξlm
l

]

≤ E
α
b

(

u,m0 +

L
∑

l=1

ξ̂lm
l

)

∈ X .
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Kapitola 4

Problém květinářky

Tento problém patř́ı mezi známé úlohy obecně nazývané jako problémy doda-
vatele a maloobchodńıka (orig. Supplier-retailer problems). Základńım principem
těchto úloh je neznámá (a neurčitá) poptávka od zákazńık̊u a protich̊udné snahy obou
stran přenést maximum zodpovědnosti za uspokojeńı této poptávky na tu druhou
([12, str. 2]). Maloobchodńık se snaž́ı o co nejmenš́ı přebytky a objednávat v každém
časovém úseku podle momentálńı poptávky, naopak dodavatel usiluje o prodáńı co
největš́ıho množstv́ı najednou. Nejr̊uzněǰśı poplatky za nákup či penalizace za ne-
prodané zbož́ı a rizika spojená s d̊usledky nesplněńı požadavk̊u pak z úlohy dělaj́ı
složitý problém, který v konkrétńıch př́ıpadech může nabývat nejr̊uzněǰśıch podob.

Problém květinářky je velmi známá optimalizačńı úloha a patř́ı mezi jednodušš́ı
varianty úloh maloobchodńıka a dodavatele. Hlavńım ćılem je maximalizace zisku
při neznámé poptávce. Květinářka nakupuje květiny za určitou cenu p a prodává za
cenu c. Vše, co neprodá daný den, může uschovat do dne následuj́ıćıho, ale neprodá-li
tento zbytek onen následuj́ıćı den, pak ho muśı vyhodit. Pro potřeby této kapitoly
budeme uvažovat variantu prodeje přes v́ıkend.

Tedy v pátek prodavačka objedná určité množstv́ı květin, kterými se snaž́ı us-
pokojit neurčitou poptávku během sobotńıho dne. Na konci prodeje v sobotu ke
květinám, které j́ı zbyly, může doobjednat daľśı pro prodej a novou poptávku (podlé-
haj́ıćı jiným vliv̊um) v neděli. Po skončeńı prodeje v neděli konstatuje ztráty zp̊uso-
bené (př́ıpadnými) neprodanými květinami.

V této kapitole nejprve definujeme úlohu květinářky pomoćı metodologie robustńı
optimalizace a následně na tuto formulaci aplikujeme postupy řešeńı uvedené v kapi-
tole 3.
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4.1 Základńı formulace

Nejprve formulujeme úlohu ve tvaru určeném p̊uvodně pro stochastické pro-
gramováńı:

c ... cena, za kterou jsou květiny prodávány

p ... cena, za ńıž květinářka květiny nakupuje

ω1 ... sobotńı poptávka

ω2 ... nedělńı poptávka

x1 ... květiny objednané v pátek

x2 (ω1) ... květiny objednané v sobotu (v závislosti na sobotńı poptávce)

s (ω1) ... neprodané květiny po sobotě (závislé na realizaci sobotńı poptávky)

z (ω1, ω2) ... zbylé květiny po v́ıkendu (po učiněńı obou rozhodnut́ı a realizaci
obou poptávek)

Obě poptávky podléhaj́ı nějakému sdruženému pravděpodobnostńımu rozděleńı
a proměnné x2, s, z jsou na nich závislé1. Úloha květinářky pro známé realizace
poptávky je pak v následuj́ıćım tvaru:

max {(c− p) (x1 + x2 (ω1))− cz (ω1, ω2)} (4.1)

s.t. x1 − s (ω1) ≤ ω1

x2 (ω1) + s (ω1)− z (ω1, ω2) ≤ ω2

(x1, x2, s, z) ∈ X .

Pro vyjádřeńı robustifikované varianty úlohy (4.1) můžeme uvažovat nezápornost
všech člen̊u a množinu neurčitých parametr̊u U = {(ω1, ω2)} lze celkem přirozeně
považovat za určitou podmnožinu kladného kvadrantu R

2. Rovněž množina X je
zastoupena nezápornými prvky prostoru R

4.

1Obecně vzato mohou být závislé i jednotlivé poptávky.
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4.2 Vı́cestupňová robustńı formulace

Chronologicky lze problém květinářky popsat následovně:

1. Prvńı stupeň:

rozhodnut́ı x1

2. Druhý stupeň

realizace ω1

výpočet s (ω1) = (x1 − ω1)
+

rozhodnut́ı x2 (ω1)

3. Třet́ı stupeň:

realizace ω2

výpočet z (ω1, ω2) = x2 (ω1) + s (ω1)− ω2 = x1 + x2 (ω1)− ω1 − ω2.

Pro korektńı formulaci úlohy v robustńım tvaru vyjdeme z v́ıcestupňové optima-
lizačńı úlohy v obecném tvaru:

min cTx+ dTy (4.2)

s.t.Ax+By ≤ b

Py ≤ p−Rx

(x,y) ∈ X ,

kde x,y jsou rozhodovaćı proměnné v r̊uzných stupńıch úlohy. Nejprve je třeba učinit
rozhodnut́ı x a podle jeho podoby pak rozhodovat o y podle matice P (proměnná
x je ve druhém stupni již brána jako parametr), což v praxi znamená hledáńı mi-
nima (resp. maxima) v každém stupni pro každou rozhodovaćı proměnnou. V našem
př́ıpadě máme hned 3 optimalizačńı úrovně.

Pro zjednodušeńı zápisu budeme dále vynechávat závislost na poptávce či před-
choźıch rozhodnut́ıch. Rovněž budeme při psańı argument̊u funkćı oddělovat proměn-
né a parametry (v tomto pořad́ı). Tedy, dle [7, str. 116] a výše uvedené chronologizace,
lze úlohu květinářky zapsat v následuj́ıćım v́ıcestupňovém tvaru, který uvedeme
v postupně rozv́ıjené podobě a pro známé hodnoty poptávky.
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1. Prvńım stupněm je maximalizace sobotńıho zisku přes rozhodnut́ı x1:

max
x1

[(c− p)x1 +Q (x1)]

s.t. x1 ≥ 0.

2. Funkce Q označuje optimálńı hodnotu následuj́ıćı úlohy, do ńıž jako parametr
již vstupuje sobotńı poptávka (ω1):

Q (x1) = max
s,x2

[(c− p)x2 + G (x1, s, x2|ω1)]

s.t. s ≥ x1 − ω1

x2, s ≥ 0.

3. Posledńı funkce G (již s parametrem ω2) je ve své podstatě minimalizaćı ztráty
zp̊usobené neprodanými květinami:

G (x2, x1, s|ω1, ω2) = max
z

[−cz]

s.t. z ≥ x2 + s− ω2

z ≥ 0.

Pro známé hodnoty poptávky se jedná o vcelku standartńı v́ıcestupňovou opti-
malizačńı úlohu, avšak v př́ıpadě neurčitého programováńı obt́ıžnost velmi vzroste,
nebot’ mezi všemi úrovněmi je nutné zohlednit maximalizaci přes neurčité poptávky
ω1, ω2. Samotná řešitelnost je pak v ohrožeńı, ale vhodnou formulaćı množiny neurči-
tosti a typu úlohy (viz kapitola 3) je možné při robustifikaci źıskat úlohy vcelku
rozumných parametr̊u. Těmito úvahami se budeme zabývat v následuj́ıćıch odd́ılech.
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4.3 Množina neurčitosti

V této úloze neńı žádná struktura množiny U předem specifikována (vyjma toho,
že se jedná o nějakou podmnožinu kladného kvadrantu - R2

+), tedy je volba zcela
na nás. Lze předpokládat, že se bude jednat o nějaký diskrétńı dvourozměrný inter-
val, nebot’ části květin p̊ujdou na odbyt jen těžko, a šance, že by mezi maximálńı
a minimálńı hodnotou poptávky existovala hodnota s nulovou pravděpodobnost́ı, je
rovněž velmi malá.

Bez újmy na obecnosti lze předpokládat znalost jakési pr̊uměrné poptávky ω̄,
např́ıklad může prodavačka při nástupu dostat od předchoźı majitelky údaje za nějaké
dř́ıveǰśı prodejńı obdob́ı. T́ımto źıskáme jakýsi střed množiny U , kolem nějž můžeme
konstruovat. Nyńı vstupuje do hry otázka, o jaký interval nám jde.

Předpokládáme tedy množinu U0 sestrojenou kolem ω̄ (pro nějaká kladná Di, Hi

pro i = 1, 2 ) v tvaru:

U0 = (ω̄1 −D1, ω̄1 +H1)× (ω̄2 −D2, ω̄2 +H2) . (4.3)

Volba meźı intervalu je čistě na nás. Stač́ı pouze brát ohled na to, že levá mez inter-
valu nesmı́ být menš́ı než 0. Symetrickou verzi lze źıskat dodáńım podmı́nek: Di = Hi

pro i = 1, 2.

Nyńı předpokládejme, že spolu s informaćı o pr̊uměrné poptávce dostala pro-
davačka rovněž hodnoty minimálńı a maximálńı napozorované poptávky (ω̂i, resp.
ω̃i pro i = 1, 2). Pak lze předpokládat, žeDi = ω̄i−ω̂i,Hi = ω̃i−ω̄i pro i = 1, 2. T́ımto
bychom pokryli prakticky všechny předpokládané hodnoty neurčitosti a źıskáme tak
pojǐstěńı proti takřka všem dosud známým alternativám. Nezávislost jednotlivých
složek ω rovněž umožňuje vcelku snadnou aplikaci.

V tuto chv́ıli je třeba si položit otázku, zdali se v̊ubec chceme pojǐst’ovat proti
všem alternativám. Výhoda plošného pokryt́ı je sice nesporná, ale pokud by se
např́ıklad většina napozorovaných poptávek soustředila kolem pr̊uměru, a mini-
ma/maxima by tvořilo pouze několik značně vzdálených hodnot, pak bychom mohli
př́ılǐsnou konzervativnost́ı zp̊usobit značně nižš́ı zisk při prodeji.

Jinými slovy se jedná o otázku, jakým zp̊usobem a jak moc se chceme pojistit,
tedy jakou úroveň konzervativismu zvoĺıme. Na tuto otázku lze odpovědět využit́ım
neurčitosti omezené mohutnost́ı (viz odd́ıl 3.1.3), resp. varianty uvedené v [13].
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Volba této možnosti znamená využit́ı tzv. úrovně zajǐstěńı neurčitosti2 (orig.
Budget of uncertainty - Γ). Základńı myšlenkou je zavedeńı prvk̊u zij ∈ [0, 1], jejichž
součet je omezen daným Γ. Takto z (4.3) źıskáme následuj́ıćı množinu:

U1 = {(ω1, ω2)|ωi ∈ (ω̄i −Di ∗ zi1, ω̄i +Hi ∗ zi2) i = 1, 2 z ∈ Ω} , (4.4)

kde množina Ω vypadá takto:

Ω =

{

(z11, z12, z21, z22)

∣

∣

∣

∣

∣

2
∑

i,j=1

zij ≤ Γ, zij ∈ [0, 1] i, j = 1, 2

}

. (4.5)

Tato množina má pro tento typ neurčitosti rozhoduj́ıćı tvar, nebot’ volbou Γ ovládáme
mı́ru ”odchýleńı”úlohy od určitého programováńı (tedy úlohy, kde jsou všechna zij
rovna 0). [13] sice pro použit́ı Γ vycháźı ze symetrické varianty (4.3), avšak ve výše
uvedeném obecném př́ıpadě je toto rovněž aplikovatelné. Řešeńı robustifikované vari-
anty úlohy květinářky nyńı stoj́ı a padá na tom, jak velké Γ zvoĺıme.

4.4 Závislé prvky neurčitosti

Při konstrukci množin neurčitosti je zapotřeb́ı si být vědom toho, že jednotlivé
prvky jsou z definice na sobě závislé a až r̊uznými př́ıstupy k neurčitosti z nich čińıme
nezávislé (např. řádkovou neurčitost́ı), a tedy i snadněji aplikovatelné. V našem
problému květinářky sice máme neurčitost již od počátku nezávislou, ale i tak neškod́ı
si ilustrovat, jak by se změnil př́ıstup k řešeńı v př́ıpadě, kdy by bylo nezávislost za-
potřeb́ı zajistit.

Kupř́ıkladu můžeme uvažovat, že pro náš problém květinářky máme neurčitou
množinu ve tvaru:

U = {(ω1, ω2)||ω1 − ω2| ≤ 1, ωi ∈ 〈ωi, ωi〉} =

= {(ω1, ω2)|−1 ≤ ω1 − ω2 ≤ 1, ωi ∈ 〈ωi, ωi〉} (4.6)

Na prvńı pohled je patrné, že se stuktura množiny U nějakým zp̊usobem promı́tne
do podmı́nek řešitelnosti. Otázka zńı jak.

2Název byl převzat z [13]. Označeńı Γ navazuje na tento zdroj a pocháźı z [6] - bĺıže viz odd́ıl
3.1.3.
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Prvńı alternativa by mohla znamenat zahrnut́ı všech funkčńıch závislost́ı z mno-
žiny U do podmı́nek řešitelnosti tak, jak jsou přesně definovány. Nadále bychom
s nimi mohli pracovat stejným zp̊usobem jako např́ıklad při převodu neurčitosti
z jedné strany nerovnost́ı do druhé. Takto bychom předpokládali následuj́ıćı modi-
fikovanou úlohu s nezávislými prvky neurčitosti:

max m∗Ty

s.t. A∗y ≤ b∗

y = (x, 1)T

x = (x1, s, x2, z) ≥ 0

∀ω ∈ U1,

kde

m∗ = (c− p, c− p, 0,−c, 0, 0)T

b∗ = (0, 0, 1, 1)T

A∗ =









1 −1 0 0 ω1 0
0 1 1 −1 0 ω2

0 0 0 0 ω1 −ω2

0 0 0 0 −ω1 ω2









U1 = {(ω1, ω2)|ωi ∈ 〈ωi, ωi〉 i = 1, 2} .

Zásadńım problémem tohoto př́ıstupu je skutečnost, že takto neńı možné garan-
tovat splněńı podmı́nek pro všechny varianty neurčitosti. Např́ıklad (za předpokladu,
že ω2 ≥ ω1 + 2), je možné vźıt hodnoty ω1 = ω1 a ω2 = ω1 + 2, č́ımž dostaneme
v podmı́nce definované ve třet́ım řádku matice A∗ nesmysl.

Je tedy zapotřeb́ı hledat jiný zp̊usob a t́ım může být parametrizace jedné složky
neurčitosti a pomoćı této pak následně vyjádřit ostatńı. Tato varianta má oporu
v samotném principu přizp̊usobitelné úlohy, nebot’ např. podoba sobotńı poptávky
může mı́t př́ımý vliv na realizaci té nedělńı.3

Toto v d̊usledku znamená následuj́ıćı úpravu množiny (4.6):

U2 = {(ω1, ω2)|ω1 ∈ 〈ω1, ω1〉 , max {ω1 − 1, ω2} ≤ ω2 ≤ min {ω1 + 1, ω2}} ,

což nám z robustifikované varianty květinářky tvoř́ı následuj́ıćı úlohu:

max mTx

s.t. x1 − s ≤ ω1

x2 + s− z ≤ max {ω1 − 1, ω2}

x = (x1, s, x2, z) ≥ 0

∀ω1 ∈ 〈ω1, ω1〉 ,

3Podobný př́ıstup byl rovněž využit při řešeńı ilustračńıho př́ıkladu v odd́ıle 2.1.
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Takto se nám podařilo zbavit se závislosti jednotlivých prvk̊u množiny neurčitosti,
ale zároveň máme stále zachovanou strukturu. Tento postup je nav́ıc rozšǐritelný
i na složitěǰśı typy závislost́ı.

4.5 Rovnoměrné rozděleńı poptávky

Co by se stalo, kdybychom měli neurčité prvky specifikované pomoćı nějakého
pravděpodobnostńıho rozděleńı? Řešeńı takové úlohy je vesměs pouze otázkou hledáńı
vhodného zp̊usobu parafráze úlohy v závislosti na zadaném rozděleńı. Vcelku logicky
se nab́ıźı využit́ı metod stochastického programováńı (pravděpodobnostńı omezeńı
apod.), kde lze porušováńı tvrdých podmı́nek předej́ıt t́ım, že je zahrneme do nosiče
X . V našem problému květinářky se však lze stochastickému programováńı vyhnout,
a to pomoćı následuj́ıćıch úvah.

Jelikož úlohy s neomezenou neurčitost́ı nedávaj́ı valný smysl, stač́ı uvažovat
pouze omezená rozděleńı, a tedy jediné, které přicháźı v úvahu, je rovnoměrné
(at’ již diskrétńı, či spojité na nějakém intervalu). Budeme tedy předpokládat, že
neurčitost je reprezentována dvourozměrným náhodným vektorem b, jehož rozděleńı
je rovnoměrné na obdélńıku [d1, h1]× [d2, h2].

Protože v našem problému květinářky máme neurčitost zastoupenu pouze v jed-
noduché formě a to jen v pravé straně (tedy c a A jsou konstantńı), nav́ıc každý
z prvk̊u neurčitosti se vyskytuje v samostatné podmı́nce, dostaneme tak pro i = 1, 2
tři možnosti:

1. aix > hi

2. aix = ξ, di < ξ ≤ hi

3. aix ≤ di

Prvńı možnost je očividně nepřijatelná, nebot’ jde proti samotné definici náhodné
veličiny bi. Druhá varianta pak p̊usob́ı pot́ıže při samotném plněńı tvrdých podmı́nek.
Veličina bi může totiž nabýt hodnoty v rámci intervalu (di, ξ), jinými slovy s nenulo-
vou pravděpodobnost́ı může doj́ıt k porušeńı tvrdé podmı́nky.

Jedinou akceptovatelnou variantou je tedy třet́ı možnost, což úlohu:

max (c− p) (x1 + x2)− cz

s.t. x1 − s ≤ ω1

x2 + s− z ≤ ω2

x1, x2, s, z ≥ 0,
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přetvář́ı do podoby:

max (c− p) (x1 + x2)− cz

s.t. x1 − s ≤ d1

x2 + s− z ≤ d2

x1, x2, s, z ≥ 0,

Za jiné situace sice nelze garantovat splněńı tvrdých podmı́nek, avšak pokud by-
chom uvolnili požadavky (a stačilo by nám splnit jen některé realizace neurčitosti),
pak by bylo možné využ́ıt metod neurčitosti omezené mohutnost́ı a uvažovat neurčitou
množinu např́ıklad ve tvaru:

U = {ω = (ω1, ω2)|ωi ∈ (Ebi − θσbi ,Ebi + θσbi) i = 1, 2} ,

pro nějaké θ ≥ 0. Za těchto podmı́nek by již bylo možné diskutovat i nad aplikacemi
jiných rozděleńı poptávek.

4.6 Aplikace diskrétńı optimalizace

Nejprve si uvedeme úlohu květinářky (dle 4.1) s mı́rnou úpravou:

max (c− p) (x1 + x2)− cz (4.7)

s.t. x1 − s− ω1 ≤ 0

x2 + s− z − ω2 ≤ 0

x1, s, x2, z ≥ 0

∀ω = (ω1, ω2)
T ∈ U .

V takto definované úloze jsou jak proměnné, tak i prvky neurčitosti přirozená
č́ısla. Jelikož chceme úlohu řešit v souladu s postupem uvedeným v odd́ıle 3.2.5,
bude ve tvaru:

max qTy (4.8)

s.t. Qy ≤ 0 ∀Q ∈ U

yj ∈ Z, yj ≥ 0 j = 1, . . . , 4,

což v našem př́ıpadě znamená:

y = (x1, x2, s, z, 1, 1)
T

q = (c− p, c− p, 0,−p, 0, 0)T

Q =

(

1 −1 0 0 −ω1 0
0 1 1 −1 0 −ω2

)

J1 = {5} J2 = {6} .

Neurčitou množinu U budeme uvažovat ve tvaru (4.4) (viz odd́ıl 4.3):

U = {(ω1, ω2) ∈ Z2| ωi ∈ (ω̄i − ω̂i, ω̄i + ω̂i) , ωi ≥ 0 i = 1, 2} . (4.9)
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Nyńı přistouṕıme k samotné formulaci úlohy pro diskrétńı robustńı optimalizaci
a to nejprve na tvar (3.8) dle postupu, který použil Soyster (viz [11] - odd́ıl 3.1.3).
Množiny Jk, k = 1, 2 máme jednoprvkové, a tedy jednotlivá Γk, k = 1, 2 jsou z inter-
valu [0, 1]. Neurčitost máme pouze v matici Q, v jiných částech úlohy se nevyskytuje
a rovněž veškeré proměnné včetně ωi jsou nezáporná celá č́ısla.

Po převedeńı úlohy (4.8) na tvar (3.8) (dle Soysterova př́ıstupu) dostáváme:

max (c− p) (x1 + x2)− pz (4.10)

s.t. x1 − s ≤ ω̄1 + ω̂1

x2 + s− z ≤ ω̄2 + ω̂2

x1, s, x2, z ≥ 0.

Neurčitost v pravé straně byla nahrazena horńı meźı interval̊u, což v d̊usledku
znamená pojǐstěńı proti všem uvažovaným alternativám. Toto je značně konzerva-
tivńı př́ıstup, nebot’ v̊ubec nezohledňuje strukturu množiny neurčitosti. Lepš́ı varian-
tou se jev́ı využit́ı úrovně zajǐstěńı neurčitosti a to pomoćı metodologie, kterou uvedli
Bertsimas a Sim (viz [5],[6] - odd́ıly 3.1.3 a 3.2.5).

Nyńı budeme úlohu (4.8) převádět na na tvar (3.54), tedy na tvar, který uvažovali
Bertsimas a Sim. Dostaneme:

max mTx (4.11)

s.t.max
θ≥0

[Ax− Λ (ω̄, ω̂, θ)] ≤ 0

x = (x1, s, x2, z) ≥ 0,

kde

m = (c− p, c− p, 0,−p)T

A =

(

1 −1 0 0
0 1 1 −1

)

Λ (ω̄, ω̂, θ) =

(

ω̄1

ω̄2

)

+

(

Γ1θ1
Γ2θ2

)

+

(

max {ω̂1 − θ1, 0}
max {ω̂2 − θ2, 0}

)

.

Vhodnou volbou parametr̊u Γ, ω̄, ω̂ nyńı můžeme volit mı́ru zajǐstěńı úlohy proti
neurčitosti a již se jedná pouze o úlohu určitého programováńı. Avšak co se jed-
notlivých Γi týče, máme na výběr pouze hodnoty v rámci intervalu [0, 1], nebot’

všechny množiny Ji jsou jednoprvkové.
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4.7 Anticipativńı robustifikovaná varianta

Jedńım ze zp̊usob̊u, jakým dosáhnout lepš́ı řešitelnosti, je využit́ı metodologie
anticipativńı robustifikace (viz odd́ıl 3.2.6). V této úloze však nestač́ı rozlǐsit pouze
přizp̊usobitelné a nepřizp̊usobitelné proměnné, nebot’ máme celkem tři úrovně, a tedy
některé proměnné jsou v̊uči x1 přizp̊usobitelné, ale v̊uči z již ne, v našem př́ıpadě se
jedná o s a x2. Toto si nazveme druhosledová anticipativnost (dále již jen DSA).

Vyjdeme-li z úlohy AR (viz (3.59)) a vezmeme-li v potaz DSA, máme úlohu:

max
u,E

E (4.12)

s.t. pu+ Λ (ω) ≥ E

∀ω = [b] ∈ U ,

kde výraz Λ (ω) je označeńım pro:

Λ (ω) = max
v,G

G

s.t. qTv + rw ≥ G

Qv +Rw ≥ b− Pu

∀ω = [b] ∈ U .

Pro náš problém květinářky pak máme:

u = x1, v = (s, x2)
T

w = z

b = (ω1 − x1, ω2)
T

p = (c− p) , q = (0, c− p)T , r = (−p)

P = 0, Q =

(

−1 0
1 1

)

, R = (0,−1)T .

Důsledkem DSA je skutečnost, že se proměnné, jež jsou pevné v určité úrovni
úlohy, promı́tnou do pravé strany při optimalizaci těch přizp̊usobitelných v jiné
úrovni. V př́ıpadě problému květinářky pak lze d́ıky DSA učinit ještě jeden závěr
a to, že proměnná z již (ve ”své”úrovni) nabývá hodnoty podle předchoźıch rea-
lizaćı ostatńıch proměnných, a tedy ji lze poč́ıtat jako z = x2 + s− ω2 (viz začátek
kapitoly 4).
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4.8 Affinně anticipativńı robustifikovaná varianta

Postup uvedený v předchoźım odd́ılu je sṕı̌se jakýmsi návodem či myšlenkou, jak
s neurčitost́ı nakládat. Pro samotnou aplikaci je pak vhodněǰśı využ́ıt př́ıstup přes
afinně anticipativńı robustifikovanou variantu (viz 3.2.7). Zvoĺıme postup v souladu
s př́ıkladem uvedeným v [1, str. 367]. Ten pracuje s úlohou v následuj́ıćım tvaru:

min
pi(t),v(t),F

F (4.13)

s.t.

T
∑

t=1

I
∑

i=1

ci(t)pi(t) ≤ F

v(t+ 1) = v(t) +
I
∑

i=1

pi(t)− dt t = 1, . . . , T

0 ≤ pi(t) ≤ Pi(t) i = 1, . . . , I t = 1, . . . , T

T
∑

t=1

pi(t) ≤ Qi i = 1, . . . , I

Vmin ≤ v(t) ≤ Vmax t = 2, . . . , T + 1,

kde T je celkový počet časových úsek̊u, I celkový počet výroben jednoho konkrétńıho
výrobku, je zde poč́ıtán sklad, kam výrobny dodávaj́ı svou produkci a odkud je
uspokojována poptávka a dále jsou:

• dt ... jednotlivé poptávky, které je nutné uspokojit

• v(t) ... objem zbož́ı ve skladu na začátku úseku t (v(1) je dáno předem)

• pi(t) ... množstv́ı produktu vyrobeného výrobnou i během úseku t

• Pi(t) ... maximálńı produkčńı kapacita výrobny i

• ci(t) ... cena výroby jednoho produktu ve výrobně i během úseku t

• Vmin, Vmax ... omezeńı kapacity skladu

• Qi ... celková maximálńı produkce výrobny i (celkem přes všechny časové
úseky)

• U ... množina neurčitosti, kam spadaj́ı poptávky d = ω
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V úloze květinářky sice Pi, Qi a Vmax nejsou implicitně uvažovány, ale z d̊uvodu
potřeby dodatečného omezeńı proměnných zachováme prvek Qi

4. Dále se jedná
o maximalizačńı úlohu, plat́ı: Vmin = 0, T = 2, I = 1 a abychom předešli problémům
ve značeńı, označ́ıme cenu nákupu květin jako n a cenu prodeje jako m, takže
po úpravě (4.13) źıskáme:

max
p(t),v(t),G

G (4.14)

s.t.

2
∑

t=1

c(t)p(t)− nv(3) ≥ G

v(t+ 1) = v(t) + p(t)− dt t = 1, 2
2
∑

t=1

p(t) ≤ Q

v(t), p(t) ≥ 0 t = 1, 2

d ∈ U .

Hodnoty jednotlivých parametr̊u jsou uvedeny v tabulce 4.1, ale zat́ım je dosazo-
vat nebudeme.

t 1 2 3
dt ω1 ω2 0
v(t) 0 s z
p(t) x1 x2 0
c(t) (n-m) (n-m) 0

Tabulka 4.1: Parametry květinářky

Nyńı postupně úlohu (4.14) rozvineme a uprav́ıme na tvar AAR. Nejprve si lépe
vyjádř́ıme rekurentńı předpis v(t):

max
p(t),G

G (4.15)

s.t.

2
∑

t=1

c(t)p(t)− n

(

v(1) +
2
∑

t=1

p(t)−
2
∑

t=1

dt

)

≥ G

v(1) +

t
∑

s=1

p(s)−

t
∑

s=1

ds ≥ 0 t = 1, 2

2
∑

t=1

p(t) ≤ Q

p(t) ≥ 0 t = 1, 2

d ∈ U .

4Tato potřeba vyplynula během aplikace uvedené v kapitole 5, nebot’ bez ńı neměla úloha řešeńı.
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V tuto chv́ıli přicháźı na scénu affinńı rozš́ı̌reńı proměnných p(t) ve tvaru: a0t +
∑

r∈It
artdr. Předpokladem je, že rozhodnut́ı p(t) nastává vždy na začátku úseku t

a je založeno na základě již známých dr pro r z nějaké podmnožiny It ⊂ {1, . . . , t}
(bez újmy na obecnosti lze předpokládat závislost na všech r ∈ It).

Autoři v [1] uvažuj́ı hned několik r̊uzných podob množiny It a vše záviśı na úrovni,
jakou část předchoźıch dat hodláme v problému uvažovat. Možnosti jsou od úplné
({1, . . . , t}), kdy pracujeme dokonce i se současnými hodnotami, až po r̊uzně zpožděné.
V našem př́ıkladu využijeme nejintuitivněǰśı z těchto variant a to {1, . . . , t − 1}
(využit́ı všech informaćı až do předchoźıho časového úseku). Dále rovněž pro zjedno-
dušeńı dosad́ıme v(1) = 0 a źıskáme tedy:

max
a,G

G (4.16)

s.t.

2
∑

t=1

c(t)

(

a0t +
∑

r∈It

artdr

)

− n

[

2
∑

t=1

(

a0t +
∑

r∈It

artdr

)

−

2
∑

t=1

dt

]

≥ G

t
∑

s=1

(

a0s +
∑

r∈Is

arsdr

)

−
t
∑

s=1

ds ≥ 0 t = 1, 2

a0t +
∑

r∈It

artdr ≥ 0 t = 1, 2

2
∑

t=1

a0t +

2
∑

t=1

∑

r∈It

artdr ≤ Q

d ∈ U .

Protože výraz
∑2

t=1

∑

r∈It
artdr je tvořen pouze členem a12d1, lze (4.16) upravit

následovně:

max
a,G

G (4.17)

s.t.

2
∑

t=1

(c(t)− n) a0t +
2
∑

t=1

[

(c(t)− n)
∑

r∈It

(artdr)−
n

c(t)− n
dt

]

≥ G

t
∑

s=1

(

a0s
)

+
t
∑

s=1

ds

[

∑

s≤t,r∈Is

(ars)− 1

]

≥ 0 t = 1, 2

a0t +
∑

r∈It

artdr ≥ 0 t = 1, 2

2
∑

t=1

a0t + a12d1 ≤ Q

d ∈ U .
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Pro daľśı zjednodušeńı si stač́ı uvědomit, že c(t) = m− n, tj.

c(t)− n = m− 2n t = 1, 2.

Za pomoci tohoto dosazeńı zjednoduš́ıme (4.17) na:

max
a,G

G (4.18)

s.t. (m− 2n)
2
∑

t=1

a0t + (m− 2n)
2
∑

t=1

dt

[

∑

t<s≤2

(

ats
)

+
n

m− 2n

]

≥ G

t
∑

s=1

(

a0s
)

+

t
∑

s=1

ds

[

∑

s<r≤2

(asr)− 1

]

≥ 0 t = 1, 2

a0t +
∑

r∈It

artdr ≥ 0 t = 1, 2

2
∑

t=1

a0t + a12d1 ≤ Q

d ∈ U .

Nyńı si definujeme dodatečné proměnné:

αt =
∑

t<s≤2

(

ats
)

+
n

m− 2n
βt =

∑

s<r≤2

(asr)− 1 t = 1, 2.

Jelikož naš́ım hlavńım ćılem je převedeńı na úlohu lineárńıho programováńı, využ́ı-
váme pro omezeńı všech výše uvedených proměnných tři daľśı, jež voĺıme následovně:

|αt| ≤ δt |βt| ≤ ηt |ast | ≤ ρst t = 1, 2 s ∈ It.

59



T́ımto z úlohy (4.18) źıskáme:

max
α,β,δ,η,ρ,a,G

G (4.19)

s.t. (m− 2n)

2
∑

t=1

a0t + (m− 2n)

2
∑

t=1

dtαt ≥ G

t
∑

s=1

(

a0s
)

+

t
∑

s=1

dsβt ≥ 0 t = 1, 2

a0t +
∑

s∈It

astds ≥ 0 t = 1, 2

2
∑

t=1

a0t + a12d1 ≤ Q

αt =
∑

t<s≤2

(

ats
)

+
n

m− 2n
− δt ≤ αt ≤ δt t = 1, 2

βt =
∑

s<r≤2

(asr)− 1 − ηt ≤ βt ≤ ηt t = 1, 2

− ρst ≤ ast ≤ ρst t = 1, 2 s ∈ It

d ∈ U .

Pro daľśı postup budeme uvažovat symetrickou variantu množiny U (viz (4.3)):

U = ×2
i=1 (ω̄i −Di ∗ zi, ω̄1 +Di ∗ zi) , kde |zi| ≤ 1 i = 1, 2

Jednoduchou úpravou si tuto množinu můžeme vyjádřit v následuj́ıćım tvaru:

U = ×2
i=1 (ω̄i(1− θ), ω̄i(1 + θ)) , kde θ ∈ [0, 1] (4.20)

Toto nám umožńı, spolu s již uvedenými úvahami pro neurčitost omezenou mo-
hutnost́ı (viz odd́ıl 3.1.3), aplikovat následuj́ıćı lemma (viz [1, str.369]):

Lemma 12. Následuj́ıćı výrazy jsou ekvivalentńı:

T
∑

t=1

dtxt ≤ y, ∀dt ∈ [d∗t (1− θ) , d∗t (1 + θ)]

∑

t:xt<0

d∗t (1− θ) xt +
∑

t:xt>0

d∗t (1 + θ) xt ≤ y

T
∑

t=1

d∗txt + θ

T
∑

t=1

d∗t |xt| ≤ y

A obdobně:
T
∑

t=1

dtxt ≥ y, ∀dt ∈ [d∗t (1− θ) , d∗t (1 + θ)]

T
∑

t=1

d∗txt − θ

T
∑

t=1

d∗t |xt| ≥ y
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Takto tedy źıskáme výslednou úlohu:

max
α,β,δ,η,ρ,a,G

G (4.21)

s.t. (m− 2n)

2
∑

t=1

a0t + (m− 2n)

2
∑

t=1

ω̄tαt − (m− 2n) θ

2
∑

t=1

ω̄tδt ≥ G

t
∑

s=1

(

a0s
)

+

t
∑

s=1

ω̄sβt − θ

t
∑

s=1

ω̄sηt ≥ 0 t = 1, 2

a0t +
∑

s∈It

ast ω̄s − θ
∑

s∈It

ω̄sρ
s
t ≥ 0

2
∑

t=1

a0t + a12d
∗
1 + θρ12d

∗
1 ≤ Q

αt =
∑

t<s≤2

(

ats
)

−
n

m− 2n
− δt ≤ αt ≤ δt t = 1, 2

βt =
∑

s<r≤2

(asr)− 1 − ηt ≤ βt ≤ ηt t = 1, 2

− ρ12 ≤ a12 ≤ ρ12.

Úloha (4.21) je ekvivalentńı úlohou lineárńıho programováńı k affinně anticipa-
tivńı robustifikované úloze (4.19). Jej́ım největš́ım př́ınosem je absence neurčitosti,
z ńıž zbylo pouze θ, které lze volit dle toho, jak moc chceme úlohu pojistit proti
neurčitosti (což v jistém smyslu odpov́ıdá úrovni zajǐstěńı neurčitosti Γ - viz odd́ıl 4.3).
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Kapitola 5

Výpočetńı aplikace

V této kapitole srovnáme kvality tř́ı r̊uzných aplikaćı problému květinářky z před-
choźı kapitoly spolu s p̊uvodńı robustifikovanou úlohou. Výpočty provedeme v soft-
waru Matlab a výsledky graficky srovnáme.

Ačkoliv princip neurčitosti je neměnný, byly pro jednotlivé úlohy neurčité množiny
vyjadřovány v r̊uzných podobách, a tedy je zapotřeb́ı definici sjednotit. Podobné úsiĺı
je rovněž zapotřeb́ı v rámci značeńı proměnných a jiných prvk̊u rovnic1 a pouze pak
bude možné tyto úlohy srovnávat.

Pro potřeby snazš́ı programovatelnosti zvoĺıme neurčitou množinu ve tvaru (4.20):

U = ×2
i=1 [ω̄i(1− θ), ω̄i(1 + θ)] , kde θ ∈ [0, 1] (5.1)

Rovněž označ́ıme:

x = (x1, s, x2, z)

m = (c− p, c− p, 0,−c)T

A =

(

1 −1 0 0
0 1 1 −1

)

,

a jako nosič vektoru X stále uvažujeme nezáporné prvky prostoru R
4.

1Mı́rné odchylky vznikly snahou předej́ıt konflikt̊um ve značeńı v rámci jednotlivých odvozeńı.
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5.1 Uvažované úlohy

Ńıže jsou uvedeny srovnávané úlohy již ve sjednoceném tvaru.

1. Původńı robustifikovaná úloha (viz(4.1), resp. (4.7)):

max mTx (5.2)

s.t. Ax ≤ ω

x ≥ 0, ∀ω ∈ U .

2. Soysterova varianta (viz (4.10)):

max mTx (5.3)

s.t. Ax ≤ (1 + θ) ω̄

x ≥ 0.

3. Bertsimasova-Simova varianta (viz (4.11))

max mTx (5.4)

s.t.max
ξ≥0

[Ax− Λ (ω̄, ξ)] ≤ 0

Λ (ω̄, ξ) =

(

ω̄1

ω̄2

)

+

(

Γ1ξ1
Γ2ξ2

)

+

(

max {θω̄1 − ξ1, 0}
max {θω̄2 − ξ2, 0}

)

Γi ∈ [0, 1] i = 1, 2

x ≥ 0.

4. Afinně anticipativńı robustifikovaná varianta (viz (4.21)):

max
α,β,δ,η,ρ,a,G

G (5.5)

s.t. (c− 2p)
2
∑

t=1

a0t + (c− 2p)
2
∑

t=1

ω̄tαt − (c− 2p) θ
2
∑

t=1

ω̄tδt ≥ G

t
∑

s=1

(

a0s
)

+
t
∑

s=1

ω̄sβt − θ

t
∑

s=1

ω̄sηt ≥ 0 t = 1, 2

a0t +
∑

s∈It

ast ω̄s − θ
∑

s∈It

ω̄sρ
s
t ≥ 0

2
∑

t=1

a0t + a12d
∗
1 + θρ12d

∗
1 ≤ Q

αt =
∑

t<s≤2

(

ats
)

−
p

c− 2p
− δt ≤ αt ≤ δt t = 1, 2

βt =
∑

s<r≤2

(asr)− 1 − ηt ≤ βt ≤ ηt t = 1, 2

− ρ12 ≤ a12 ≤ ρ12.
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5.2 Vstupńı parametry

Pro srovnáńı výsledk̊u jednotlivých úloh si zavedeme:

Q = (ω1 + ω2) (1 + θ)

c = 95 p = 40

ω = (250, 215) .

Ve všech grafech v této sekci je čerchovanou čarou vyznačena hodnota zisku při
nulové neurčitosti, tedy pro θ = θ̄ = (250, 215) s cenou m− n = 95− 40 = 55.

Pro daľśı srovnáváńı je zapotřeb́ı zd̊uraznit, že úloha (5.5) je z definice jiným
typem problému než zbývaj́ıćı tři. Vycháźı totiž z poněkud odlǐsných princip̊u, což
je patrné např́ıklad na skutečnosti, že pro jinou hodnotu penalizace neprodaných
květin než p < c

2
neńı úloha řešitelná, kdežto zbylé tři úlohy nemaj́ı řešeńı naopak

pro jinou penalizaci nežli c.

V následuj́ıćıch sekćıch uvedeme srovnáńı základńı úlohy vždy s jednou z tř́ı ap-
likaćı, ale srovnáváńı mezi těmito aplikacemi uvažováno nebude. V př́ıpadě úloh (5.3)
a (5.4) neńı srovnáńı ani zapotřeb́ı, nebot’ je z graf̊u na prvńı pohled patrné.

Každý z ńıže uvedených graf̊u bude zobrazovat hodnoty účelové funkce pro r̊uzné
hodnoty parametru θ ve tvaru j

100
pro j = 0, 1, . . . , 100 a v př́ıpadě (5.4) pak budeme

uvažovat i r̊uzné hodnoty parametru Γk (k = 1, 2) a to j

5
pro j = 0, 1, . . . , 5.
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5.3 Srovnáńı se Soysterovou variantou

Z grafu na obr. 5.1 je patrné, že se hodnota účelové funkce Soysterovy vari-
anty pohybuje opačným směrem než hodnota p̊uvodńı robustifikované úlohy. Toto
je zp̊usobeno t́ım, že každá z úloh uvažuje jinou mez intervalu neurčitosti U .
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Obrázek 5.1: Srovnáńı p̊uvodńı robustifikované úlohy a Soysterovy varianty
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5.4 Srovnáńı s Bertsimasovou-Simovou variantou

Výsledný zisk při použit́ı této metody značně záviśı na volbě úrovně zajǐstěńı
neurčitosti ve formě parametr̊u Γ1,Γ2, což si ilustrujeme na několika př́ıkladech,
které jsou uvedeny ńıže:
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Obrázek 5.2: Srovnáńı B-S variant pro Γ1 = Γ2
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Obrázek 5.3: Srovnáńı B-S variant pro jeden pevný parametr
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Obrázek 5.4: Srovnáńı B-S variant pro opačné kombinace parametr̊u
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Z graf̊u na obrázćıch 5.2, 5.3 a 5.4 je patrné, že č́ım vyšš́ı úroveň zajǐstěńı
neurčitosti zvoĺıme, t́ım v́ıce se naše řešeńı bĺıž́ı p̊uvodńı robustifikované úloze. Pokud
však nezvoĺıme Γ1 = Γ2 = 1, stále budeme dosahovat hodnot vyšš́ıch. Toto je ilus-
trováno na obr. 5.5, který je uveden ńıže.
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Obrázek 5.5: Srovnáńı p̊uvodńı robustifikované úlohy a B-S varianty
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5.5 Srovnáńı s affinně anticipativńı variantou

Na obrázku ńıže je patrné, že úloha (5.5) dosahuje ve všech ohledech lepš́ıch
výsledk̊u než p̊uvodńı robustifikovaná úloha.
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Obrázek 5.6: Srovnáńı p̊uvodńı robustifikované úlohy a AAR varianty

5.6 Shrnut́ı

Experimentálńı výsledky potvrdily to, co bylo již dř́ıve v práci mnohokrát zmı́něno,
tj. samotný kámen úrazu všech robustifikačńıch postup̊u, a tedy skutečnost, že struk-
tura neurčité množiny U má zásadńı vliv na podobu (dokonce i existenci) řešeńı.

Aplikace v této kapitole pracuje s polyedrickou neurčitost́ı ve formě interval̊u
o r̊uzných délkách (v závislosti na θ) od vysloveně bodových až po [0, 2ω̄i]. Č́ım
jsme uvažovali interval deľśı, t́ım byl pokles hodnot účelových funkćı (a tedy zisku)
výrazněǰśı. Pro největš́ı variantu jsme dokonce dostali i nulový zisk (úloha (5.4) pro
stejné parametry Γi = 1).

Závěrem z těchto pozorováńı je ve své podstatě d̊urazné varováńı k opatrnosti
při konstrukci neurčitých množin, nebot’ i malé nesrovnalosti ve struktuře mohou
vést k velkým ztrátám či problémům při řešeńı, a tedy d̊uslednou volbou lze předej́ıt
mnoha problémům, které by jinak mohly být těžko překonatelné.
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Závěr

Robustńı optimalizace zahrnuje širokou škálu metod a je cennou alternativou
ke stochastickému programováńı. Jej́ı podstatou je studium tzv. tvrdých podmı́nek,
což je označeńı pro ty, které muśı být splněny bez ohledu na podobu řešeńı daného
problému. Robustńı metodologie stav́ı na práci se strukturou tzv. množiny neurčitosti,
tedy množiny, která nahrazuje veškerá pravděpodobnostńı rozděleńı slouž́ıćı jako
základ pro řešeńı úloh pomoćı metod stochastické optimalizace.

Základńı snahou v rámci robustńı metodologie je hledáńı vhodného zp̊usobu,
kterým je možné úlohy robustńı optimalizace pro určité množiny neurčitosti převést
na vhodněǰśı tvar s ohledem na jejich řešitelnost. Mnohdy však takový př́ımočarý
postup možný neńı, a tedy je daľśım aspektem hledáńı vhodných aproximaćı tak,
aby dotyčné úlohy byly řešitelné alespoň přibližně.

Velkou výhodou této metodologie je skutečnost, že na rozd́ıl od stochastického
programováńı nedocháźı k porušováńı podmı́nek, což je velmi praktické pro aplikace,
kde neńı žádoućı mı́t (byt’ i velmi ńızkou) pravděpodobnost porušeńı. Velmi prak-
tickým aspektem je možnost vyjádřeńı robustifikovaných úloh ve tvaru nezávislém
na neurčitosti, což je ćılem mnohých postup̊u.

Značným problémem je neřešitelnost úloh se složitěǰśı strukturou, nebot’ mno-
hdy existuj́ı pouze (hrubé) aproximačńı postupy. Daľśım problémem bývá i samotné
plněńı tvrdých podmı́nek a tkv́ı v mnohdy př́ılǐsné konzervativnosti. Snaha o co nej-
lepš́ı pokryt́ı neurčité množiny totiž často p̊usob́ı značné ztráty v hodnotě účelové
funkce.

Ćılem této práce je proskytnout čtenáři co nejlepš́ı přehled základńı terminolo-
gie a podkladové teorie robustńı optimalizace. Jelikož struktura hraje při řešeńı
kĺıčovou roli, byla podstatná část této práce věnována výčtu r̊uzných typ̊u úloh
a neurčitých množin. Základńı postupy byly v daľśıch částech práce pro ilustraci
aplikovány na obecně známém problému květinářky, aby bylo co nejv́ıce usnadněno
pochopeńı problematiky.

Práce je určena čtenář̊um již zběhlým v optimalizaci, kteř́ı by si rádi rozš́ı̌rili
obzory, a bere si za ćıl usnadnit pronikáńı do oblasti robustńı optimalizace. Považoval
bych za úspěch, kdyby tato práce posloužila jako odrazový můstek těm, kteř́ı by rádi
prohloubili své chápáńı v oboru optimalizace.
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5.6 Srovnáńı p̊uvodńı robustifikované úlohy a AAR varianty . . . . . . . 69

Seznam tabulek
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Seznam použitých zkratek

zkratka význam umı́stěńı (př́ıpadné)
U neurčitá množina
X nosič vektoru proměnných x
I množina řádkových index̊u matice
J množina sloupcových index̊u matice
P rodina úloh neurčitého lineárńıho programováńı kapitola 2
(P ) konkrétńı úloha z P kapitola 2
(PU) robustifikovaná varianta úlohy kapitola 2
CQP kónické kvadratické programováńı odd́ıl 3.2.2
QCQP kvadraticky omezené kvadratické programováńı odd́ıl 3.2.2
Span lineárńı obal odd́ıl 3.2.2
R robustifikovaná úloha
AR anticipativńı robustifikovaná úloha
AAR affinně anticipativńı robustifikovaná úloha
DSA druhosledová anticipativnost odd́ıl 4.7
max maximum (funkce)
min minimum (funkce)
sup supremum (funkce)
E
α
p středńı hodnota náhodného vektoru p

při minimálńı pravděpodobnosti α odd́ıl 3.2.8

Tabulka 5.1: Zkratky a značeńı použité v práci
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Př́ıloha A

Kód programu Matlab

V této kapitole je uveden zdrojový kód, který byl v softwaru Matlab využit pro ap-
likaci poznatk̊u z této práce. Sekce A.1 obsahuje hlavńı tělo programu s deklaracemi
všech potřebných proměnných. Sekce A.2, A.3 a A.4 pak uváděj́ı kódy podsoubor̊u,
které hlavńı program volá. Jediné části, které byly vynechány, jsou př́ıkazy slouž́ıćı
k výpisu graf̊u do soubor̊u (konec kódu v sekci A.1).

A.1 Hlavńı soubor

mez = -1000000;

om = [250, 215];

ceny = [95, 40];

options = optimset(’LargeScale’,’off’);

upper = 100;

Ain = dlmread(’mat_1.txt’);

for k=0:upper

theta=k/upper;

x0 = [mez 0 0 0 0];

lb = [mez 0 0 0 0];

% Původnı́ robustifikovaná úloha

%=============================

fb = [(-ceny(1)+ceny(2)) 0 (-ceny(1)+ceny(2)) ceny(1)];

Ab = [1 -1 0 0;

0 1 1 -1];

bb = [(om(1) * (1 - theta)) (om(2) * (1 - theta))];

[~, vysl(1)] = linprog(fb,Ab,bb,[],[],lb,[]);

% Soyster
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%=============================

bs = [(om(1) * (1 + theta)) (om(2) * (1 + theta))];

[~, vysl(2)] = linprog(fb,Ab,bs,[],[],lb,[]);

% Bertsimas a Sim

%=============================

for l = 1:5

gam = [l/5 l/5];

[~, out(l)] = fmincon(’obj’,x0,[],[],[],[],lb,[], ...

,’BS’, options, theta, om, ceny, gam);

end;

for i = 1:5

gam = [0.8 i/5];

[~, out(i+5)] = fmincon(’obj’,x0,[],[],[],[],lb,[], ...

,’BS’, options, theta, om, ceny, gam);

end;

gam = [0.2 0.8];

[~, out(11)] = fmincon(’obj’,x0,[],[],[],[],lb,[], ...

,’BS’, options, theta, om, ceny, gam);

gam = [0.8 0.2];

[~, out(12)] = fmincon(’obj’,x0,[],[],[],[],lb,[], ...

,’BS’, options, theta, om, ceny, gam);

%AAR

%====================

Q = (om(1) + om(2))*(1 + theta);

[Ain, Aeq, b] = matice_v2(ceny, om, theta, Q, Ain);

f = b(3,1:9);

i = b(1,:);

j = b(2,1:2);

[~,vysl(3)] = linprog(f,Ain,i,Aeq,j,lb,[]);

%Uprava vysledku

%=============================

vysl = - round(vysl);

out = - round(out);

V1(k+1,:) = vysl; %base, soyster, AAR

V2(k+1,:) = out; %B-S (stejne), B-S(fix), B-S (prohozene)

end;
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A.2 Soubor obj.m

function f = obj(x, ~, ~, ~, ~)

f = x(1);

A.3 Soubor BS.m

function [c, ceq] = BS(x, theta, om, ceny, gam)

A = [-1 -1];

ylb = [0 0];

%maximalizačnı́ podmı́nky - prvnı́

f1 = [gam(1) 1];

b1 = - theta * om(1);

[~, val1] = linprog(f1,A,b1,[],[],ylb,[]);

%maximalizačnı́ podmı́nky - druhá

f2 = [gam(2) 1];

b2 = - theta * om(2);

[~,val2] = linprog(f2,A,b2,[],[],ylb,[]);

% nonlinear inequality constraints

c = [ceny(1) * x(5) - (ceny(1)-ceny(2)) * x(2) -

- (ceny(1)-ceny(2)) * x(4) - x(1);

x(2) - x(3) - om(1) + val1;

x(3) + x(4) - x(5) - om(2) + val2];

ceq = [];

A.4 Soubor matice.m

function [N1, N2, N3] = matice(ceny, om, theta,Q,Nin)

A = ceny(1) - (2*ceny(2));

% inequalities

%=========================

M = Nin;

M(1,2) = -A;

M(1,3) = -A;

M(1,6) = - om(1) * A;

M(1,7) = theta * om(1) * A;

M(2,8) = -om(1);

M(2,9) = theta * om(1);

M(3,8) = -om(1);
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M(3,9) = theta * om(1);

M(4,4) = -om(1);

M(4,5) = theta * om(1);

M(5,4) = om(1);

M(5,5) = theta * om(1);

% equalities

%=========================

N(1:2, 1:9) = 0;

N(1,4) = -1;

N(1,6) = 1;

N(2,4) = 1;

N(2,8) = -1;

% other

%=========================

P(1, 1:12) = 0;

P(2, 1:2) = 0;

P(3, 1:9) = 0;

P(1,1) = ceny(2) * om(2) * (1 - theta);

P(1,3) = - (1 + theta) * om(2);

P(1,5) = Q;

P(2,1) = ceny(2)/A;

P(2,2) = 1;

P(3,1) = 1;

N1 = M;

N2 = N;

N3 = P;
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