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Uvod

V této préci se budeme zabyvat tilohami robustni optimalizace. Puvodni myslenka
pro tento typ uloh pochézi z prace Convexr Programming with Set-Inclusive Con-
straints and Applications to Inexact Linear Programming ([11]). Zde se pojedndva
o metodach Teseni problému linedrniho programovani s neurcitymi daty, tedy tako-
vymi, které nam nemusi byt pii feseni presné znamy. Pro praci s problémy tohoto
typu je volen postup, ktery vyuziva studia tzv. tvrdych podminek, jinymi slovy téch
podminek, které musi byt splnény, at jiz je feseni problému jakékoliv.

Kupiikladu pro systém vodnich nadrzi by se jednalo o nejvétsi a nejmensi mozny
objem zadrzované vody v jednotlivych nadrzich nebo skutecnost, ze do nadrze nize
po proudu nemuze natéct vice vody nez vypustime z nadrzi primo "nad ni”.

Tato prace se dale zabyva konvexni optimalizaci, kde je vyuzito poznatku préce
Robust Convex Optimization ([2]), a posléze pracuje s principy dynamickych tloh
prevzatymi z prace Adjustable Robust Solutions of Uncertain Linear Programs ([1]).

Pti préci s neurcitymi tlohami lze vyuzit také stochastického programovani
a reprezentace neznamych slozek pomoci nahodnych velic¢in. Zakladnim problémem
zde vsak je to, ze muze dojit (s urcitou pravdépodobnosti) k porusovani tvrdych
podminek.

Tato prace je strukturovana nasledovné. V kapitole 1 budeme konstruovat ro-
bustni optimaliza¢ni ilohy a formulovat jejich zédkladni principy. V kapitole 2 se
pak budeme zabyvat zakladnimi otazkami, které jsou spojeny s TeSitelnosti tloh
robustni optimalizace. Kapitola 3 pak obsahuje vycet zakladnich typu neurcitosti
a nejcastéji uvazovanych typu tloh. V kapitole 4 je pak na problému kvétinarky
robustni metodologie aplikovana, a tyto poznatky pak jsou vypocetné ilustrovany
v kapitole 5.

V priloze A je pak uveden kod procedury v programu Matlab, ktera byla vyuzita
pro tuto vypocetni aplikaci.



Kapitola 1

Konstrukce

Ulohy robustni optimalizace lze, ostatné jako kazdou jinou optimalizac¢ni tlohu,
obecné vyjadrit v nésledujicim tvaru:

min f(x,w) (1.1)
st.gj(x,w)<0 [=1,...,L

hi(x,w)=0 k=1,....K

wel, xe X,

nebo ekvivalentné:

min £ (1.2)
st. f(z,w)<FE

gj (x,w) <0 I=1,...,L

hi(x,w)=0 k=1,....K

wel, xe X,

kde X znaci pevné dany nosi¢ vektoru x, tedy mnozinu, ktera definuje pevné pod-
minky pro tento vektor (v této praci vyuzivdme nejéastéji nezapornost). Neurcitost
zde reprezentuji prvky w, u nichz predpokladame pouze znalost mnoziny U, do niz
tyto koeficienty patii. Splnéni jiz zminénych tvrdych podminek v podstaté znamen4,
ze podminky tesitelnosti ilohy (1.1) (resp. (1.2)) nesmi byt poruseny pro zadné w
v ramci predem definované mnoziny U.

Varianta (1.1) je praktictéjsi v piipadech, kdy funkce f neobsahuje neuréité prvky,
nebot tehdy muze ”stdt stranou’nasich snah o pietvoteni tlohy do vhodnéjsiho
tvaru. Pokud vSak neurcitost v ticelové funkci mame, muzeme vyuzit bud variantu
(1.2), nebo nékterou ze zjednodusujicich tprav uvedenych dale v praci (oddil 1.2).

Pro jednoduchost zvolime pro zavedeni zakladnich pojmu linearni programovani,
kde mame puvodni (ur¢itou) tlohu ve tvaru:

min {c'z | Az < b,z > 0} (1.3)



Uvézenim tzv. plné neurcitosti (tzn. ve vSech ¢astech tlohy) ziskdme misto tlohy
(1.3) jeji robustifikovanou verzi (orig. robust counterpart):

min {c'z | Az <b,x >0 V(A bc)clU}. (1.4)

Libovolné ptipustné feseni robustifikované tlohy musi splhovat vSechny podminky
dané mnozinou U (z definice) a optimalni feseni této tlohy byva oznacovano po-
jmem robustni{ Feseni. Casto se také hovoii o tzv. (ne)ptipustnych robustifikovanych
ulohach, coz pouze znamend, ze pro danou tlohu (ne)existuje pripustné resend.

Pro zjednoduseni zapisu budeme nadale pro indexy radku i a sloupcu j matice
A € R™" uzivat mnoziny Z = {1,...,m} a J = {1,...,n}.



1.1 Neurc¢ita mnozina

Mnozina U je klicovou soucasti vSech tloh robustni optimalizace a jeji struk-
tura ovliviuje takika vse - od podoby robustifikované varianty az po jeji samotnou
resitelnost. Podoba této mnoziny muze byt obecné jakakoliv, od diskrétniho souboru
vektoru po konvexni ¢ kompaktni mnozinu. Mnohdy lze diky jeji strukture robusti-
fikovanou ulohu vyjadrit v jednodussim ¢i pro vypocet vhodnéjsim tvaru, coz je také
zakladni podstatou robustni optimalizace.

Pro jednodussi predstavu struktury mnoziny U si parametrizujme neurcitost
tilohy - tim ziskdme mnozinu A C R*. Nyni lze mnozinu U vyjadfit jako:

{FfN)|A e A ACRY,

kde f: A — R™*" je funkce zobrazujici vektor parametru na mnozinu matic A € U.
Nyni je jiz patrné, ze struktura mnoziny U je dana tvarem funkce f, ktery muze byt
obecné libovolny.

Dulezitym aspektem problematiky, ktery je nutné zduraznit, je velkd provazanost
podoby (a existence) Feseni tlohy se strukturou neurcité mnoziny. Jak je totiz patrné
z kapitol 3 a 5, pro ruzné definované mnoziny & miuze stejna tloha dosahnout ruznych
feseni nebo dokonce pozbyt fesitelnosti jako takové. A nejednd se ani o ruzné typy
mnozin, stac¢i uvazovat konkrétni tlohu a za U vzit:

U=[1-0)w,(1+0)w].

Pak pro libovolné w a dvé ruzné hodnoty 6 dosdhneme dvou ruznych teSeni (viz
kapitola 5).

Velmi casto byvaji pfi konstrukei neurcitych mnozin uplatnovany pevné zvolené
"stredy”mnoziny, které jsou ziskavany nejruznéjsimi zpusoby - expertni odhady,
sttedni hodnoty, apod. Od téchto stfedu pak néjakym zpusobem konstruujeme,
napiiklad za pomoci omezeni nerovnostmi, normami apod. (vice viz kapitola 3).
Aplikace takto zvolenych mnozin je pak sice jednodussi, ale je tfeba mit na paméti,
ze se muze jednat o podstatné omezeni neurcitosti.



1.2 Ekvivalence uloh

Pfi praci s neurcitymi ulohami je zapotiebi vénovat pozornost prvkium podléhaji-
cim neurcitosti. V ruznych pramenech casto byva uvazovana pouze v levé strané
podminek Fesitelnosti, ale v obecném piipadé muze byt obsazena i ve vektoru pravych
stran nebo dokonce i v tcelové funkci. V tomto oddilu si pfiblizime jednoduchy
postup, jak lze jednotlivé varianty mezi sebou ptrevadét, a tedy jejich ekvivalenci.

Vyjdeme z obecného piipadu linedrniho programovani (viz (1.4)):
min {c¢"z|Ax <bx € X V(A bc)clU}. (1.5)

NiZe uvedené ivahy jsou rozvedenim myslenky uvedené v [2, str. 775] a predpokla-
daji (bez ijmy na obecnosti), ze vektory b a ¢ lze rozlozit na soucet dvou dalsich
vektoru reprezentujicich jejich uréitou a neurcitou c¢ést. Nejprve ukazeme prevod
neurcitosti z pravé strany ulohy (1.5), poté ucinime totéz s icelovou funkei. Nakonec
slouc¢ime obé tyto ivahy dohromady.

Rozlozime-li vektor b, 1ze (1.5) vyjadrit nasledovneé:

min ¢’z

s.t. Ax S b1 -+ b2
V(A,bQ,C) EZ/{, re X
Vektor by prevedeme, slou¢ime levou stranu nerovnosti a doplnime dalsi potiebné
prvky:
min (¢,0)" (z,1)
s.t. ( A ‘ —bg ) (:1:,1) S b1
V(A,bQ,C) S U, xreX.

Nyni predpokladejme, Zze vektor ¢ je souctem urcitého a neurcitého vektoru.

Prevod tlohy (1.5) je v tomto pifpadé trochu slozitéjsi, nebot vyzaduje zavedent
nové proménné:

min ¢] x + E
s.t. cgw—Ego
Ax <b
V(A bcy) elU, x e X.

Po dpravé pak uloha vypadé nasledovné:

min (c1,1)" (x, E)

T
c, | —1
s.t. (A g )(a:,E)Sb

V(A,b,CQ) ceU, xe X.



Slou¢ime-li vyse uvedené ivahy dohromady, dostaneme z (1.5) tlohu:

min {C*T *

A'gh <bj,x" € X* VA*eU},

kde

. (]l o |1
o= (o)
"= (x,1,F)
¢ =(c,0,1).

V souvislosti s itvahami u¢inénymi v tomto oddile budeme nadale predpokladat
nasledujici: Nebude-li pro danou sekci feceno jinak, budeme v souvislosti s ivahami
ucinénymi v tomto oddile nadéle predpokladat, ze pokud se neurcitost vyskytovala
i v jinych ¢astech ulohy nez pouze v matici A (resp. pouze v levé strané podminek
fesitelnosti), byly na tlohu pfed jejim uvedenim aplikovany postupy uvedené v tomto
oddile. Jinymi slovy budeme predpokladat, ze A € U.

Dale je zapotiebi podotknout, ze ¢asto byva jako € X uvazovéna nezapornost
vektoru x, avsak proménna E je z definice proménnou redlnou. Pro zjednoduseni
zapisu budeme v ptipadeé, ze bylo zapotiebi provést vyse uvedené opatieni predpokla-
dat, ze podminka x* € X* utvorena s ohledem na FE, i kdyz to nebude explicitné
uvedeno.

1.3 Srovnani radkové a sloupcové neurcitosti

V robustni optimalizaci pracujeme se dvéma zdkladnimi principy - tzv. fadkové
a sloupcové neurcitosti. Zde se predpoklada, ze fadkové (resp. sloupcové) vektory
matice omezeni (A,b) € R™" patii do danych mnozin K; (resp. L;). Podminky
tlohy (1.4) tim dostévaji nasledujici podobu (pro x € X):

Rédkové neuréitost:

;L S bz (ri,bi) c Ki7 1€ 1. (]_6)

Sloupcové neurcitost (dle [11]):
Z si<b;, (s\b)elL; jeUJ, (1.7)

kde r; = ATe; jsou fadkové vektory matice A, s/ = A e; jsou vektory sloupcové
a e znaci k-ty kanonicky vektor odpovidajici dimenze.
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Pro obecny problém robustni optimalizace je volba fadkové neurcitosti znacné
vyhodnéjsi oproti sloupcové neurcitosti. Dle [3] je tomu tak i v piipadé, Ze se sous-
tava podminek (1.6) neskladd z podminek linearnich. Jednim z hlavnich duvodu je
skutecnost, ze diky této metodé ziskdme samostatnou podminku pro kazdy vektor
ze vSech mnozin K;, coz ¢ini jednotlivé K; navzajem nezavislé. A jelikoz vyzadujeme
splnéni vsech takovychto podminek najednou, je prace s touto soustavou znacné
jednodussi nez s omezenimi slozenymi z ¢asti vektortu ze vsech mnozin L; u sloup-
cové neurcitosti, které nejen ze mohou byt ponékud komplikovanéjsi, ale pro urcita
zadani jich muze byt i podstatné vice.

Pro dalsi praci tedy zvolime metodu radkové neurcitosti, nebot tato je také
znacéné intuitivni. Oznacéime-li si totiz prvky U jako (A, b%), lze soustavu podminek

{A,x <b, V(A,bY)elU, x>0}
pifimo piepsat do tvaru:
{rie <b;, V() eld, x>0},
kde r¢ je i-ty tadek matice A, a by znaci i-tou slozku vektoru b®. Nyni jiz staci

pouze sdruzit fadkové vektory do mnozin K; = {(r$,b%) Va} a ziskali jsme fadkovou
neurcitost.

1.4 Vztah k dualité

V predchozi sekci jsme si uvedli dva zakladni pristupy, jak vyjadiit podminky
feSitelnosti pro tlohy neurcitého programovani. Ackoliv tyto pusobi zna¢né odlisné,
je mezi nimi pevné pouto, které se zaklada na principech duality a které v tomto
oddilu uvedeme.

Vychazime z primarni tlohy linedrniho programovani (viz (1.3)):
min{cTa: | Az < b,z > 0}
Jak jiz bylo difve uvedeno, tato tloha s neurcitosti ve tvaru:
(Ab)eld, U=K XKy x...x K,
intuitivné smétuje v fadkovou neurcitost a tvoii robustifikovanou tlohu:
min{cTa:} rix <b, VY(r,b)ekK;, Vic I} =
min {cT:L" (s, —b) (2,1) <0, Y (ri,b) € K, Vie z} .

11



Nyni si vyjadifme dudlni dlohu k (1.3):

max {b'y | ATy >¢, y>0},
V tuto chvili je nasim tukolem prevést mnozinu piipustnych feSeni dudlni dlohy
na tvar sloupcové neurcitosti a zjistit vztah jednotlivych L; k b, tedy vektoru pravych
stran tlohy (1.3). Vychdzime z mnoziny:

{ATy>c, y2>0}.

Vynasobime zleva prvkem (—x'), kde x je pripustné feseni tlohy (1.3):

{—a:TATy < —-cle, x,y> O} .

Z véty o slabé dualite [8, str. 33] ziskame:

{—a:TATy < -bly, xzy> 0}. (1.8)

Déle budeme uvazovat jen kladnd y, nebot pro y = 0 uloha plati trividlné.

Vyndsobime tedy podminku v (1.8) zprava vyrazem ph (|| . || znacf euklidovskou
normu):

{—a:TAT <-b, x> 0}.

Vyuzijeme skuteénost, ze fadky A7 odpovidaji sloupciim A a pfevedeme na tvar:

{—ijsg' < —b, x>0, Vie I} . (1.9)
j=1

Z predchoziho vyjadteni je patrné, ze vztah mezi sloupcovymi vektory matice A
a vektorem pravych stran b je ponékud volnéjsi nez u radkové neurcitosti, a proto si
upravime (1.9) na nésledujici tvar:

{(m,l)T( _;T‘T)go, :1:20}.

Nyni je jiz patrné, ze hledané mnoziny L;, j = 0,1,...,n vypadaji nasledovné:

Ly = {-b}
L={-s) jeJ

Shodu radkové a sloupcové neurcitosti jiz mame zajisténou diky principu duality.
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1.5 RozsSiteni mnoziny neurcitosti

V [3, str. 3] autofi uvadéji, ze nahradime-li U jejim konvexnim obalem, pak
robustifikovana tloha zustane nezménéna. V tomto oddile si ptiblizime, pro¢ tomu
tak j. Vyjdeme z nasledujici podoby tlohy (1.4):

min {c"@ | (A,b) (x,1) <0 V(A ,-b)elU, zcX}.

Neurcité prvky si oznacime indexem a € T. Potom lze neurcitou mnozinu U
vyjadrit nasledovneé:
U={R,|R, = (A, b"), aeT} (1.10)

Dale oznacime i-ty fadkovy vektor matice R, jako r{ a nasledné lze diky radkové
neurcitosti vyjadrit (1.10) jako mnozinu vSech téchto fadkovych vektoru, tedy:
U={r] i€, acT}. (1.11)
Oznac¢ime si mnozinu piipustnych feseni robustifikované tlohy (viz (1.4)) jako
M. Tato mnozina je tvaru:

My ={z|rix<0,ie€Z, acT, xc X}

a je zdroven prinikem vsech Mg, , coz jsou mnoziny piipustnych fesenf tdlohy (1.3)
pro konkrétni matice R, € U:

Mg, = {w}Raa: <0,z ¢ X}

Nyni tvar mnoziny M;, zavisi na mohutnosti indexové mnoziny 7'. Pokud je
konecnd, ziskame My, jako prunik konvexnich polyedrickych mnozin, a tedy je My
z definice konvexni a uzaviend mnozina. Pokud je T spocetna, pak polyedrickou
mnozinu sice nezaruc¢ime, ale konvexita a uzarenost zustava neporusena. V piipadé
nespocetnosti 1" lze z U vybrat uréity soubor vektoru rf: (pro néjaké posloupnosti
k., 1), které tvoii nerovnosti generujici piimo My, a jelikoz se stéle jednd o soustavu
linedrnich nerovnosti, opét plati, ze My, je konvexni a uzaviena.

Pokud méme z mnoziny U vybran libovolny soubor vektoru, ktery (ve formeé
linedrnich nerovnosti) generuje konvexni (a uzavienou) mnozinu My, pak libovolna
jina konvexni kombinace prvku z tohoto vybéru a prvku mimo tento vybér tvori
nadmnozinu My,. Tedy nahradime-li U jejim konvexnim obalem, pak vysledek ro-
bustifikované tlohy (a tim i tloha jako takova) zustane beze zmény (v navaznosti
na (3, str. 3]), a proto muzeme déle rovnéz predpokladat, ze U je konvexni a uzaviena.
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Kapitola 2

Resitelnost

V této kapitole budeme vychazet z tlohy linearniho programovani ve tvaru uve-
deném v [3]. Pro jeji konkrétni podobu plati nasledujici:

e Neurcitost predpokldddme pouze v matici A (viz oddil 1.2).
e Zavedeme podminku f7a = 1, jej{z vyznam vyplyne pozdéji.

e Mnozinou X budeme uvazovat vSechny nezaporné prvky prostoru R".
Vychozi tlohu mame ve tvaru:
min {c"z|Az >0, ffz =1 x>0}. (2.1)
Jeji robustifikovana varianta vypadé nésledovneé:
min {c'z | Az >0, ffe=1, VAelU, >0}, (2.2)

kde mnozina neurcitych parametri U je reprezentovana néjakou podmnozinou realnych
matic fadu m x n.

Pro potieby dalsich avah v této kapitole si oznacime:

e tlohu (2.1) neurcitého linedrniho programovani s nékterou (konkrétni) matici
A € U jako (P)

e rodinu tloh (P) pro dané globalni hodnoty ¢, f a vsechny matice A jako P

e robustifikovanou tlohu (2.2) jako (Py)

14



2.1 Ilustracni priklad

Mezi danym problémem linearniho programovani a jeho robustifikovanou vari-
antou existuje pevné pouto, které vsak nemusi nutné implikovat fesitelnost. Toto si
ilustrujeme na piikladu (dle [3, str. 4]), ktery je zadan nasledovné:

min r; + o

sit.ary +x9 > 1
r1 +bry > 1
T+ 19 =1
T1,29 > 0

(a,b) eU.
Neurcitost je zde reprezentovana prvky a, b a je soustiedéna na mnoziné:
U={a+b=2laec (1 2)}. (2.3)
Po ptevedeni na tvar (2.1) mame:

min {CTIB}AIBZOa fle= 1}’
. . T a 1 —1
kde z = (z1,22,1)7, ¢=(1,1,0)", f* =(1,1,0)", A= 1 v —1)°

Pokud bychom tento problém fesili béznymi metodami linedrniho programovani,
pak pracujeme s matici A jako celkem, tedy dostaneme teseni pro kazdou realizaci
a, b, a to se stejnou optimalni hodnotou 1, protoze x; + x5 = 1.

Zvolime-li vypocet s vyuzitim robustifikace (a Fadkové neurcitosti), pak ndm
z podminky Az > 0 vznikne soustava:

re>1 r,eK, i=1,2, (2.4)
kde 71, 75 jsou vSechny mozné varianty radkovych vektoru matice omezeni A.

Rozklad U na mnoziny K, K5 neni na prvni pohled patrny, nebot je zapotiebi
ucinit jednotlivé parametry nezavislymi. Toho dosdhneme parametrizaci prvku a
a jeho pomoci pak vyjadiime b. Pak lze mnoziny K; vyjadrit v nasledujicim tvaru:

Ky ={(a,1,-1)| a € (3,3)}
Ky ={(1,2—a,-1)| ae (1 2)}.

Vsechny vyse zminéné podminky (2.4) musi byt splnény zaroven, tedy staci nalézt
dva vektory generujici nerovnosti, které spolu s podminkou xy+x5 = 1 tvoti prazdnou
mnozinu. Pokud takové najdeme, pak tiloha nema feseni.
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Jednou z nejvétsich prednosti fadkové nerovnosti je skutec¢nost, ze hodnotu para-
metru a lze volit ruznou pro ruzné mnoziny K;. Jinymi slovy muzeme zvolit i hodnoty
parametri, které nespliuji rovnici a+b = 2 (viz (2.3)). Proto zvolime krajni hodnoty
intervalti - pro K; nejmensi hodnotu parametru a a pro K, nejvétsi. Timto ziskdme

vektory:
1 1
r] = <§,1,—1) ry = <1,§,—1) :

Nyni méame diléf dlohu (P) € P:

min A )

s.1. ——l—x221

Mnozina pfipustnych feseni je prazdna, a tedy neexistuje ani pripustné feseni, natoz
pak feseni optimdlni. Jinymi slovy je celd robustifikovana tloha nepfipustna (viz
definice na zacdtku dalsiho oddilu).
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2.2 Problém resSitelnosti

V navaznosti na ptiklad uvedeny v oddile 2.1 vyvstavaji dvé zakladni otazky,
na néz je (pro efektivni fesenf robustifikovanych tloh) tieba nalézt odpoved, nejprve
je ale nutné zavést néasledujici definici:

Definice 1. Rekneme, Ze je robustifikovand loha (ne)piipustnd, pokud pro ni (ne)ei-
stuje pripustné resent.

A nyni jiz zminéné otazky:

1. Pokud je tloha (Py) nepiipustnd, znamend to, ze existuje problém (P) € P,
ktery je rovnéz nepiipustny?

2. Je-li (Py) pifpustnd s konecnou optimdlni hodnotou, existuje pak (P) € P se
stejnou optimalni hodnotou?

Pokud predpokladdme nasledujici dvé podminky (dle [3, str. 4-5]), pak na obé
tyto otdzky muzeme odpovédét kladné a zaroven si zajistime, ze (Py) nemd horsi
slozitost nez nejhorsi tloha z P:

1) Neurcitost je chdpana po jednotlivych omezenich (dale jen ”neurc¢itost po ome-
zenich”). Jinymi slovy U lze vyjadrit nésledovne:

U=U xUy x...xU,.

Toto odpovidd uzit{ podmnozin K; v fadkové neurcitosti, nebot jednotlivé
U; zde udavaji mnoziny vSech moznych variant i-tého radku matice omezeni

Acl.

2) (tzv. Predpoklad omezitelnosti) Existuje mnozina @ C R", kterd je konvexni
a kompaktni a kterd jisté obsahuje pfipustna feseni vsech iloh (P) € P.

Kazdou neurcitou mnozinu U 1ze rozvést do podoby po omezenich a toto rozve-
deni ulohu (Py) nezméni (viz napt. oddily 2.1 nebo 4.4). Rovnéz z tohoto predpokladu
vyplyva, ze x je piipustnym fesenim (Fy) pravé tehdy, kdyz:

aTe >0, flea=1, x>0Vacl, Viel. (2.5)

Splnéni predpokladu omezitelnosti lze dosdhnout napiiklad zajisténim nepra-
zdnosti pruniku vSech mnozin piipustnych feseni jednotlivych tloh (P). Diky pod-
mince f'@ = 1 a nezdpornosti & mame zajisténou omezenost a feseni tlohy se
bude nalézat v pruniku konvexnich obalt mnozin krajnich bodu jednotlivych mnozin
pifpustnych feseni.!

Wiz tivahy v oddile 1.5.
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2.3 Zakladni véta

Zde si uvedeme zakladni vétu pro praci s robustnimi ilohami tak, jak ji definovali
Ben-Tal a Nemirovski (viz [3]).

Veéta 1. Je-li neurcita mnozZina U po omezenich a plati-li predpoklad omezitelnosti,
pak plati nasleduyici:

i) (Py) nent pripustnd prdvé tehdy, kdyz existuje nepripustna iloha (P) € P.
ii) Pokud je tloha (Py) pripustnd a c¢* je jeji optimdlni hodnota, pak plati:
" = sup {c’("P)}(P) P},

kde c(py oznacuje optimdlni hodnotu ilohy (P).

Pro dikaz této véty vyuzijeme néasledujici variantu Farkasova lemmatu (viz [8]):

Lemma 2 (Farkas). Necht A € R™ ™ je redlnd matice a v € R™ redlny vektor,
pak pravé jeden z nadsledugjicich systému md Teseni:

(1) Vy: ATy >0 = vy <0

(2) AA=v, A>0

A nyni jiz k dukazu véty 1:
Diikaz.

i) < Pro kazdou matici A € U mame definovanu samostatnou tlohu (P) € P

s podminkami
{Aa:ZO,fTazzl, :cZO}

a pro vypocet (Py) vyzadujeme splnéni vsech téchto podminek najednou.
Jinymi slovy je mnozina vSech ptipustnych feSeni robustifikované tilohy obsazena
v kazdé mnoziné piipustnych feseni tiloh z P, coz dokazuje implikaci.?

i) = Nyni predpokladejme, ze tiloha (Py) je nepiipustnd. Pro nezndmy vektor @
méame soustavu podminek (2.5), spolu s existenci kompaktni a konvexni mnoziny
Q, do niz x patii (z predpokladu omezitelnosti). Tato soustava vsak nemd
feSeni ((Py) je nepiipustna).

7 kompaktnosti @ plyne, ze existuje koneénd podmnozina podminek:

{ang(),fTwzl,wzo pzl,...,N},

20bdobny piistup jsme jiz aplikovali v oddile 1.5.
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ii)

kterd nemda v @ teSeni. Predpoklddejme, ze Aq,..., Ay € U jsou ty matice,
z nichz dotycné a, ziskdme. Tedy systém podminek:

Apaczo,fTa::L p=1,...N,

nem4 feseni jak v Q (z konstrukce), tak ani v R"\Q (z predpokladu omezitel-
nosti), tedy vyuzijeme lemma 2 (bod 1). Abychom jej mohli aplikovat, tak
dosadime za v = — f. Dostaneme existenci systému:

{Ap>0, i€, p=1,...,N}
a kladného u takovych, ze spliuji:

m N
> ) ali,+puf =0, kde a uddvé i-ty fadek matice A, (2.6)

i=1 p=1
Nechf SV ;) = ;. Oznacime:
Y Ay = i :

0 AN Sy ab), Vi€ T takové, ze: \; # 0
e a;’ Vi € T takova, ze : \; =0

1

Z predpokladu neurcitosti po omezenich plyne, ze jednotliva a! patii do ¢ds-
tecnych neurcitych mnozin U;, a jelikoz predpokladame U konvexni, pak kon-
vexn{ kombinace prvku a} (tedy vyse vytvorené a;) tam rovnéz patii. Protoze
plati @; € U; Vi € I, pak také A = {a;}]" € U.

Zéroven z (2.6) plyne, Ze rovnice ), ; a;\; +pf = 0a > 0 ma Teseni, coz je
ale bod 1 z lemmatu 2 pro nami nalezenou matici A. Odsud plyne, ze problém
dany matici A je neptipustny.

Ozna¢me si d = sup{c* (P) | (P) € P}. Jelikoz je d supremum pfes vSechna
pripustna teseni, pak z prvniho bodu tvrzeni plyne, ze d < ¢*. Nyni je tieba
dokazat, ze neplati d < ¢*, coz ucinime sporem.

Predpokladejme, 7ze d < ¢*. Pfiddnim horni meze d pro ucelovou funkei ¢’ < d
dostaneme pro piipustnd feseni pouze omezeni ¢’z < d ( fTa:), tj. mame ulohu:

(Py) min{c’z | Az >0; ffe=1; df'ec—c'z>0},z>0.

Jelikoz ptridand podminka vznikla uréitym omezenim tucelové funkce (tedy
neobsahuje zadny neurcity prvek), je neurcitost ulohy (P;) stdle ve formé
po omezenich a tloha sama rovnéz splnuje predpoklad omezitelnosti. A protoze
d je supremum pres vSechna piipustnd feSeni, je jim dana podminka pouze
jakymsi omezenim mnoziny ptipustnych feseni, coz ale z 1loh splinujicich tuto
podminku nepiipustné netvoii. Tedy za predpokladu véty (pro mnozinu U) je
robustifikovand varianta pro P, (dle prvniho bodu tvrzeni) piipustna.

Tato tiloha v$ak nenf nic jiného, nez (Py) s pfidanou podminkou df’ . —c’a >
0. Z této podminky vSak pro pifpustné x dostaneme d > ¢’ x a posléze d > c*,
coz dava nepiipustnou robustifikovanou tlohu, a to je spor.

O
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Kapitola 3

Prehled zakladnich typu tuloh a
neurcitych mnozin

Jak jiz bylo uvedeno v kapitole 1, jednotlivé zakladni typy tloh robustni opti-
malizace lze obecné vyjadrit v nasledujicim tvaru (viz dlohy (1.1) a (1.2)):

rrgn f(x,w;) (3.1)

Stgj(a:,wl)go iGI,lzl,...,L
hi (x,w;) =0 1€, k=1,...,K
UJZ‘GZ/{Z‘, Z/[:Z/{lx...XZ/{m,
nebo ekvivalentné:
IQ%IE (3.2)
st. f(r,w;) < FE
gj(w,wZ)SO iEI,lzl,...,L
hi (x,w;)) =0 1€ k=1,....K
wiEZ/Ii, Z/l:Z/{1><...><Z/{m.

Tvar funkei f, g;, by spolu se strukturou mnoziny neurcitosti ¢ urcuje typ tlohy,
slozitost postupu robustifikace, a tedy i pifstup k feSeni, nebot v obecném pifpadé
nelze mnohdy robustifikovanou tlohu ani vytvorit. Jediny pozadavek, ktery na typ
funkci klademe, je, aby odpovidal tloze, s niz pracujeme, tedy abychom naptiklad
neuvazovali kvadratickou ucelovou funkci v linearnim programovani apod.

Resitelnost tloh robustni optimalizace znaéné zavisi na struktufe mnoziny neuréi-
tosti a typu ulohy. Pro nékteré z téchto typu nemusi byt robustifikovand varianta
ulohy vubec Tesitelnd, pro nékteré naopak existuji velmi efektivni postupy teseni.
V této kapitole si uvedeme nékteré zakladni typy tuloh a rovnéz také nékteré zdkladni
typy neurcitosti.
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3.1 Zakladni typy neurcitych mnozin

S ohledem na tivahy uvedené v oddile 1.2 budeme nadéle predpokladat, ze nemame
neurcitost ani v ucelové funkci, ani v pravych stranach nerovnosti.

3.1.1 Elipticka neurcitost

Elipticka neurcitost je mnohdy nejobecnéjsi strukturou, pro niz lze formulovat
fesitelnou robustifikovanou tlohu (¢asto pouze priblizné). Nez ptikroc¢ime k definici
samotné neurcité mnoziny, je potifeba nejprve obecné definovat elipsoid.

Rekneme, Ze mnozina G je elipsoid v R, pokud plati (dle [3]):
G=U(LQ)=A{ll(u) |[|Qu| <1}, (3.3)

kde u — II (u) je afinni vnotenf R do R* a Q € R je dand matice. Kromé
béznych elipsoidu v R (tedy varianty pro a = = v a Q reguldrni) umoznuje tato
definice pokryt i nasledujici typy mnozin:

e Ploché elipsoidy - elipsoidy ve vlastnich afinnich podmnozinach R™*". Tyto
mnoziny ¢asto koresponduji s ¢dstecnou neurcitosti (tzn. nékteré prvky neurcité
matice A € R™™ jsou znamy) a jedna se o piipad, kdy a > f = v a Q je
regularni.

e Eliptické vélce - soucin plochého elipsoidu a linearniho podprostoru, tedy
piipady, kdy @ je singularni matice.

Nyni muzeme piikrocit k definici eliptické neurcitosti, jak byla uvedena v [3].
Rekneme, ze neurcitda mnozina U C R™*" je elipticka, pokud:

1. Je omezena.

2. Je prunikem kone¢né mnoha elipsoidu, tedy mnozin U (I, @) pro pevné dand
Hk)Qk ak: ]_,,K

3. Plati Slaterova podminka, tedy existuje matice A € U, kterd patii do rela-
tivntho vnitiku U (I, Q,.), jinymi slovy plati:

NizZe jsou uvedeny dva zakladni tvary, v jakych byvaji eliptické neurcité mnoziny
definovany.
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Jednoduchy elipsoid

uz{A

kde P' 1 =0, ..., L jsou matice fadu m x n.

L
A=P"+> wP' |u|< 1}, (3.5)

=1

Vicerozmérny elipsoid

Tato definice vychazi z neurcitosti po slozkach, jednotlivé U; obsahuji varianty
i-tého radku matice A a vypadaji nasledovneé:

U ={a;|a;= Ale; =p, + P} €T, (3.6)

pro n&jaké v; € R ||v;|| < 1, kde e; € R™ reprezentuje i-ty kanonicky vektor,
p, jsou vektory v R™ a P; € R™*%i jsou realné matice).

3.1.2 Polyedricka neurcitost

Zde je mnozina U zastoupena kone¢né mnoha linearnimi nerovnostmi a diky této
vlastnosti jsou podminky robustifikované varianty rovnéz linearni.

Jako vhodny ptiklad je mozné uvést mnoziny definované jako priunik konecné
mnoha poloprostoru. Jestlize je mnozina neurcitosti U takto definovana, lze ji zapsat
nasledovné (pro dana d;,r;, kde d; # 0):

Z/l:ﬂui:ﬂ{uERm|diTu§n}.

€T 1€T

Dle [3, str.9] je mozné, ackoliv to neni na prvni pohled patrné, i takto definované
mnoziny zatadit mezi elipsoidy. Pokud je totiz U omezena, lze ji prepsat jako prinik
"pasu” (pro dand d;, 1y, s;, kde d; # 0):

A tento "pas”je ve své podstaté jednoduchy elipticky vélec U (p;, I; Q,), kde p;,

je libovolny vektor, pro n&jz platf d; p; = 1", T je jednotkovd matice fadu k a Q,

je k-slozkovy vektor definovany rovnici: Q,u = %d?u

Jinymi slovy lze polyedrickou neurcitost povazovat za specidlni pripad neurcitosti
eliptické.

22



3.1.3 Neurcitost omezena mohutnosti

Myslenkou omezené neuréitosti se zabyval jiz Soyster (orig. cardinality constrained
uncertainty - viz [11]). Ve své préci vsak pouzival sloupcovou neuréitost, a tedy nize
uvedené tvahy jsou transformaci do neurcitosti radkové.

Jako mnozinu &) pro Soysteruv postup opét uvazujeme nezaporné prvky R”.
Pozdéji pak tuto definici obménime.

Zakladni myslenkou préce [11] je ekvivalence nésledujicich dvou tloh:
min ¢’z (3.7)
st.ax<b;, Va,el; 1€l
x>0

min ¢’z (3.8)

st. sup {a;}x<b;, i€
a;€U;
x > 0.
Jednotlivé slozky neurcité mnoziny jsou v [11] uvazovany v néasledujicim tvaru:

U={v||lv-a <p} i€,

kde a; je néjaky pevny bod (napf. jakysi stfed mnoziny) a p; je nezdporna konstanta.
Diky struktute takto definované mnoziny pak plati:

sup (e;a;) = a;; + p; 1€Z,jeJ.

a,]-EZ/{j

Nyni je mozné tlohu (3.8) transformovat na tlohu (jiz bez neurcitosti):

T

min ¢’ x (3.9)
s.t. Zdijxj + ij.Tj <b 1€l

JjeJg JjeJ

x > 0.

Na tyto uvahy navézali Bertsimas a Sim ([6]) s pfedpokladem, ze prvky a;;
neurcité matice A jsou modelovany pomoci omezené symetrické nahodné velic¢iny
a;j,j € Ji, kterd nabyva hodnot z intervalu [a;; — Gy, a;j + a;5]. Mnoziny J; € J
jsou v tomto pripadé tvoreny indexy vSech prvku radku ¢ matice A, které podléhaji
neurcitosti.
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Mnozina X je pro tento postup reprezentovana nasledovné (pro dand redlnd d, h
a nezaporné y):

Xy ={v e R v; € [dj, bl N [-y;,u;]  J €T} (3.10)
Vyjdeme z upravené! ulohy (3.7):
min ¢’z (3.11)
s.t. Zaijxj <b, 1€

JjeT
QZEXQ, AGU

Pro formulaci pojistného vyrazu pro neur¢itost omezenou mohutnosti (definované

v [6]) vyuzijeme symetrickou ndhodnou veli¢inu 7;; = “2—% definovanou na intervalu

[—1,1] a vyjdeme z podminek Tesitelnosti tlohy (3.11). Postupovat budeme dle
6, str. 36]:

D = agzi+ Y mibyr; < agz+ Y ailr| < (3.12)

JeT JET Jjedi JjeJ JEJi
S Zaijxj + Z&”y] S bl Vi e L.
JjeTJ Je€Ji

Z platnosti (3.12) plyne ekvivalence tloh (3.11) a nasledujici:

min ¢’ x (3.13)
s.t. Z Qi;T; + Zdijyj <b 1€l
JjET JEJ;
x e X,
kde ¢len:
J€J;

je jiz jednou z moznych formulaci onoho pojistného vyrazu pro oddéleni ) e Wigj
od bz

Tento postup sice nabizi nejvyssi stupen zajisténi proti ruznym hodnotam neurci-
tosti, avSak za cenu znacného konzervativismu, nebot optimdlni hodnoty tcelové
funkce jsou podstatné nize nez pro feSeni puvodni linearni ulohy (viz [6], str. 36).
Maje toto na paméti, zavadéji Bertsimas a Sim ([6]) tzv. omezeni mohutnosti.

1Jedn4 se v podstaté o stejnou tilohu s nékolika podminkami navic.
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Ve své podstaté se jednd pouze o reformulaci pojistného vyrazu (3.14) a rozumime
tim zavedeni prvku I'; € [0, |J;|] ,7 € Z, které omezuji pocet koeficientt, jimz je do-
voleno ménit své hodnoty. Snahou je pojistit se proti zménam az |I';| prvku a zméné
néjakého konkrétniho a; o (I'; — [I';]) @i Jingmi slovy diky zméndm I'; jsme schopni
ovliviiovat troven zajisténi neurcitosti.

Bertsimas a Sim ([6]) definuji robustifikovanou tlohu s omezenim mohutnosti
nésledovné (prvek y byl definovan v (3.10)):

min ¢’z (3.15)

s.t. Z A5 5 + m]\?[JX {Z dijyj + (Fz — LFZJ) &itiyti} S bZ Viel

JjeET JES;
T € XQ.

kde pojistkou pro i-tou podminku rozumime (pro i € Z):

Bi (x,I';) = max {Z aij |25 + (0 = |Ta)) du, |25 } : (3.16)

JES;
Toto f3; je jiz zminénym rozsirenim diive uvedeného pojistného vyrazu (3.14).

Uloha (3.15) sice nenf linedrni, ale v [6] je uveden postup, kterym ji lze na tilohu
linedrniho programovani prevést. Pro ovéfeni je potieba preformulovat (3.16) (dle
6, str. 37]):

Lemma 3. Pro danyj vektor  lze vjraz (3.16) pro i € I ekvivalentné vyjadrit pomoci
ndsledugici optimalizacni ulohy:

61‘ (:1:, Fz) = Imax {Z dij |.CEJ| Zij} (317)
JE€Ji
JE€Ji

V optimélnim feseni tlohy (3.17) figuruje pravé |I';| proménnych o hodnoté 1
a prave jedna o hodnoté (I'; — |I';]), coz je v dusledku pouze reformulaci (3.16). Diky
lemmatu 3 je pak mozné formulovat hlavni vétu pro neurcitost omezenou pomoci
mohutnosti (viz [6, str. 37]).

2Tento termin byl prevzat z [13]
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Véta 4. Ulohu (3.15) s podminkou (3.16) lze ekvivalentné formulovat jako lohu
linedrniho programovani ve tvaru:

min ¢’z (3.18)
s.t. Z Q55 + erz + Zpij S bZ Viel
jeTJ JEJ;
Zi+pij > ay; JE S, Viel
x € X,

pmz() jeJZ,VZGI
zi,yjz() VZGI,VJGJ

Diikaz. Vyjdeme z dudlni tlohy k (3.17):

min sz‘j + 2Ty (3.19)
Jjedi

st. zi+pij > Q|| je i, Viel
pi; >0 VjeJ,Viel
z>0 Yiel VyeJ.

Dle véty o silné dualité [8, str. 34] plyne z piipustnosti a omezenosti tulohy (3.17)
piipustnost a omezenost tlohy (3.19) a také rovnost jejich optimélnich hodnot.

Z lemmatu 3 méame ekvivalenci tloh (3.16) a (3.17), a tak prostym dosazenim
vztahu z (3.19) do dlohy (3.15) plyne tvrzeni. O
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3.1.4 Normovana neurcitost

Dle [4] 1ze tlohu s neurcitosti omezenou pomoci (obecné libovolné) normy pievést
na tlohu konvexniho programovani s podminkami, jez zavisi na dudlni normé. Nej-
prve zformulujeme postup pro jednodussi mnoziny U a nasledné ptikrocime k obe-
cnéjsi varianté.

Myslenka definovat neurcité mnoziny pomoci norem je primym potomkem préce
s neurcitosti omezené mohutnosti (viz oddil 3.1.3). Jistou formu omezeni mnoziny
neurcitosti pomoci normy uvazoval jiz Soyster ([11]):

Uy = {v e R"|lv —a|| < p},

kde p € R je nezaporna konstanta a a € R™ je pevné zvoleny vektor. Mnozinu, jejiz
vyuzitim na jeho préci navazali Bertsimas a Sim ([6] (viz oddil 3.1.3), lze vyjadrit
nasledovné:

U, ={acR"ac[s—a,s+al},

kde s,a € R™ jsou pevné dané vektory. Jednoduchymi tpravami je mozné tuto
mnozinu upravit na tvar:

Uy ={a e R"||a - s|| < [|a|}
—{a eR"|(a—s) e M}, (3.20)

kde M = x!, [0, |a;|] je m-rozmérny obdélnik, a tedy omezena a uzaviend mnozina.
Vhodnost této tpravy vyplyne pozdéji.

Pro dalsi dvahy necht:

e S je uzavienda, omezend a konvexni mnozina

vec (A) € R znagf vektor na sebe posklddanych fadki matice A

A € R™™ znaéi nominélni (pevné zvolenou) matici

A € R™" znad¢i prvky neurcité mnoziny

e X zde nema specifikovanou strukturu, proto bude znac¢ena obecné

Uvazujme mnozinu v nasledujicim tvaru:
<U60 (A) — vec (A)) € S} )

V podstaté se jednd o omezeni odchylek hodnot neurcitych prvku a@;; od nomindlnich
hodnot a@;;. Tato mnoZina je nejen strukturou podobnd polyedrické neurcitosti, ale
jednd se i o takika identickou definici jako (3.20), ¢imz se jednd o piimy dusledek
neurcitosti omezené mohutnosti. Pro takto definovanou mnozinu neurcitosti plati
nasledujici tvrzeni ([4, str. 511]):

ugz{A
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Véta 5. Ulohu:
min{cTa:‘Aa: <b, VAecl;, xc X}
lze preformulovat na tvar:
min ¢’z
s.t. aa:+maxy Te<bt, ieT

yeSs
x e X.

Diikaz. Pro x € X plyne z kompaktnosti mnoziny S

&Z-Tzcgbi V (vee (A —vec(A) eSS & max {diTa:} < b;.
< < ) ) (vec(A)—vec(A))GS

Tvrzeni pak plyne z nasledujiciho:

AN\
_max {ajz} = ) {(vec <A>> a:’} =
(vec(A)fvec(A))ES (vec(A) ( ))
= (vec (A ))T:c + masxy x, (3.21)
kde &' € R™*1 je vektor, ktery mezi pozicemi (i — 1)n 4 1 a in obsahuje vektor @

a jinak samé 0. U

Nyni prejdeme k piipadu, kdy je vzddlenost (méfend pomoci normy) mezi neurci-
tymi prvky a,;; a nomindlnimi hodnotami @;; omezend. Jinymi slovy uvazujeme:

Uy = {A’HM <vec <A) —vec (A )) | < A}
kde M je invertibilni matice, A nezaporné realné ¢islo a || . || je obecnd norma.

K uvedeni zakladni véty pro tlohy s normovanou neurcitosti je jesté zapotiebi
nésledujici definice (oboji viz [4, str. 512]):
Definice 2. Rekneme, Ze norma || . ||* je dudlni k normeé || .||, pokud plati:

|s||* = max s’x.

{lll<1}
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Véta 6. Ulohu:
min {cTa:}Aa: <b, Acly, x¢< X}

lze preformulovat na tvar:

min ¢’ x
s.t. a;x + Al (MT)f1 " <b; i€l x € X,. (3.22)
Diikaz. Pokud si oznac¢ime y = M(UeC(AZ_UeC(A)), muzeme upravit U, na tvar

{ylllyll <1},

Pak pro x € X plati:

s (ale) = e {(vee(4)) @'} -

= max {(vec(A)) @'+ A (M 'y) 2} -

{ylllyl<1}

=a;x +/A max {yT <(MT)_1 a:)}

{ylllyl<1}

Pouzitim definice 2 vyjadiime posledni maximum pomoci dualni normy a tvzeni pak
plyne z Véty 5. O
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3.2 Zakladni typy tuloh

Obecné teceno, ¢im slozitéjsi je puvodni tiloha a struktura neurcitosti, tim slozité-
jsi je robustifikovany tvar. Velmi ¢asto rovnéz dochazi k tomu, ze pro jinou nez
eliptickou ¢i polyedrickou neurcitost se jednd dokonce o NP-slozité tlohy.

Naptiklad u linearniho programovani muze byt robustifikovana tloha opét linearni
a je tomu tak v piipadé polyedrické neurcitosti (viz kapitola 1). Pro eliptickou
neurcitost jiz v piipadé linearnich problému dostavame ulohu programovani kvadra-
tického, a pro kvadratické mame jiz tilohu semidefinitni optimalizace. U 1loh semide-
finitni optimalizace dostavame jiz (pii dnesnich moznostech) netesitelné robustifiko-
vané varianty, bez ohledu na typ neurcitosti.

S prihlédnutim ke struktufe podminek ftesitelnosti mnohdy existuji specialni
piipady, kdy je mozné robustifikovanou verzi tlohy vyjadfit v rozumném tvaru.
V tomto oddilu si uvedeme nékteré zakladni typy uloh a stejné tak i nékteré je-
jich specidlni piipady, které pti robustifikaci vedou k fesitelnym tlohdm.

Co se neurcitosti tyce, tak kazda z tloh uvedenych v této sekci pocita s trochu
odlisnou strukturou a mnohdy i umisténim (icelova funkce, pravé strany), avsak
v navaznosti na ivahy uvedené v oddile 1.2 nebudeme tyto odlisnosti dale rozvijet.
Rovnéz predpokladame ucelovou funkci v jednoduchém tvaru.

3.2.1 Linearni programovani
Na tomto typu optimaliza¢nich tloh jsme jiz difve (viz kapitola 1) definovali
zakladni charakteristiky robustni optimalizace. Jedné se o ulohu ve tvaru:

min ¢’ x
xr

st. Az <b
re X VAcel,

coz lze pro jednotlivé vektory a; reprezentujici fadky matice A € R™*™ prevést na:

min ¢’ x
xr

st.a;x <0 1€71
x e X Va, cU; 1€,

Slozitost této ulohy se, jak jiz bylo diive feceno, odviji od struktury neurcité
mnoziny - napf. pro vicerozmeérny elipsoid (viz (3.6) - sekce 3.1.1) lze robustifikovanou
tlohu formulovat ve tvaru kuzelovitého kvadratického programovani (CQP - viz sekce
3.2.2). Jednotliva U; jsou tedy ve tvaru:

U; = {a;|la; = p, + Piu;, u; €R",
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kde p, € R a P; € R™Li j € 7. Robustifikovana tloha je pak ve tvaru:

min ¢’ x
€T

st.ple>| Plz ||, ieZ
xc X,

3.2.2 Kvadratické programovani

Pod tuto skupinu se daji zaradit dva typy tloh: kvadraticky omezené kvadratické
programovani (orig. quadratically constrained quadratic programming - déle jiz jen
QCQP) a kuzelovité kvadratické programovani (orig. conic quadratic programming
- déle jen CQP).

Definice 3. Podminky tuloh jsou v nasledujicim tvaru:

(QCQP) —2" [A] Az +2[b] z++' >0 ieT
(Ab, ) el i€l (3.23)

(CQP) ||A'z+b| < [d] a+y ieT
(A b, d)eld; ieT. (3.24)

Jak jiz bylo difve feCeno, fesitelnost robustifikovanych tloh u obou piipadu
zélezi na struktufe neurcité mnoziny. Dle [2, str. 787-788] napiiklad pro obecnou
eliptickou (¢i polyedrickou) neurcitost neni takova tloha fesitelnd ani pro (3.23), ani
pro (3.24). Pro jednodussi struktury lze robustifikovanou tlohu transformovat na
problém semidefinitniho programovani.

Nadale budeme euklidovskou normu znacit || . || a predpokladdme neurcitost po
slozkéch, tedy U = Uy x. . .Uy, kde jednotlivé U; jsou jednoduché elipsoidy (viz (3.5)).

Pro QCQP se jedna o omezeny elipsoid kolem pomyslného stredu (Aio, b, ’yio),
tedy (pro i € 7):

k
(Ai7 bi),)/i) _ (Ai07 bio,'yio) + Zuj (Az‘j7 bz’j7,yz'j) ’ Hu” < 1} .

j=1

U = {(Ai,b",vi)

(3.25)
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Pro QCQP plati nasledujici véta ([2, str. 785]):

Véta 7. Robustifikovand uloha s podminkami (3.23) podléhagici neurcitosti (3.25)
je ekvivalentni tloze:

min ¢’z

A

za podminky, Ze matice (3.26) je pozitivné semidefinitni pro vsechna i € T, x € X

Y0+ 20TH0 — N, L4 aTh L L aTh | [A02]
o+ zTb! A [Alz]"
: : : (3.26)
,Yik Trik ik T
7 alh | A |[Ata)
Az Az . A%y I,

K dukazu vyuzijeme nasledujici dvé lemmata:

Lemma 8. (prevzato z [2, str. 786])
Pokud pro dveé symetrické matice P, Q existuje redlny vektor odpovidajici dimenze
zo takovy, Ze plati: zf Pz > 0, pak implikace:

2TPz>0= 2TQz >0,
plati prdve tehdy, kdyz existuje A € R takové, Ze plati: Q > A\P.

Lemma 9. (Schuriv doplnék) (prevzato z [14])
E F
F' G
finitni pravé tehdy, kdyi G i E — FYG™'F jsou pozitivné semidefinitni,

Symetrickda matice X = { } , kde G je invertibilni matice, je pozitivné semide-

Nyni prejdeme k dukazu véty 7 (dle [2, str. 786].

Diikaz. Necht £ € X. Pro dokdzani tvrzeni staci prokézat ekvivalenci podminky
(3.23) a existenci \; € R takového, ze (x, A;) spliuji podminku (3.26).

Z definice U; (viz (3.25)) pro pevné i mame:

k T
AiO + ZUJA”]

Jj=1

T

—x” T+

k
b+ u;b”

J=1

k
AiO + Z uinj

Jj=1

x+ 2

+

k
7"°+Zuﬂ“] >0 Vau:|ul <. (3.27)
j=1
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Obé strany (3.27) vynasobime ¢lenem 7 > 0, oznacime v; = Tu; a ziskame:

k T K T

AL 4 Z vinj] b1 + Z /Ujbij xr+
j=1

j=1

—xT x + 27

k
AV 4 Z vinj
=1

+7

k
yOr + Zvﬂ“] >0 Yo:|v| <t
j=1

(3.28)

Vyraz ||v|| < 7 lze ekvivalentné vyjadrit jako ||v]|? < 72 a nésledné i 72 — vTv > 0.

Levou stranu posledniho vyrazu si oznac¢ime jako P(7,v) a levou stranu nerovnosti
(3.28) jako Q¥(r,v). Z dukazu platnosti podminky (3.27) se stane dukaz implikace:

P(r,v) >0 = QF(r,v) > 0. (3.29)

Z lemmatu 8 plyne, Ze podminka (3.29) je ekvivalentni existenci takového \* > 0,
ze nasledujici kvadraticka forma je pozitivné semidefinitni:

QF (r,v) — N (77 —v'v). (3.30)
Oznacime si bloky matice v podmince (3.26) (ve shodé s lemmatem 9) jako:

E'(z)+ (_Ox )\iOIk) ‘ [F]' (@) | (3.31)
Fi(z) Rz

K3

Diky tomuto oznaceni lze preformulovat podminku (3.30) na tvar:

() [ - (P @] (7) ¥ (- o) -

v

= (r;0") [Ei(m) + (_O” x‘OIk) - [F’]T(az)Fi(a:)} (T) (3.32)

v

A 7z predpokladu pozitivni semidefinitnosti matice (3.26) jiz z lemmatu 9 plyne
tvrzeni. 0

Pro CQP pozadujeme, aby kazda ze slozek U; byla kartézskym soucinem dvou
jednoduchych elipsoidu V; a W;, z nichz kazdy ”obstarava”jinou stranu nerovnosti
v podmince (3.24). Tyto jsou definovany nésledovné:

V, = {[Ai,bq

ki q;
6] = (A 30, 1400+ 5, (%]l <1

7=1 p=1

wo={

(di’,yi) _ (di07,_yi0) + Zuj (dij’,yij) 4 va (gip,hip) , HUH < 1} )

j=1 p=1

(3.33)
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Pro CQP pak plati véta (viz [2, str. 788]):

Véta 10. Robustifikovand tloha s podminkami (3.24) podléhajici neurcitosti (3.33)
je ekvivalentni wloze:

ming x , 'z

st. EPx +f?P=0 i€ p=1,...,q (3.34)
(g7 w+h?=0 i€ p=1,... (3.35)
xeX

A zdroven jsou matice (3.36) a (3.37) pozitivné semidefinitni pro vsechna i € T

[d] x4+ =N [d) zey L [d) @™
i T il i01T 0y
[d"] a: +7 [d°]" z+~0 =N\ (3.36)
[d™]" @ 4y CARERELEPY
o — 1 i0 01T
i — M e [A r+b }
1L [Ailx + bil]T
: : (3.37)
N S | [ATe ]
A% + b0 | Az + b . AT b NI,

Diikaz. Necht & € X. Véta se dokazuje obdobnym zptisobem jako véta 7, proto zde
uvedeme pouze odlisné uvahy. Podrobny dukaz lze najit v [2, str. 788]. Rovnéz pro
prehlednost vypustime index 1.

V souvislosti s definici mnoziny neurcitosti (viz (3.33)) si nejprve oznacime:

P(x) = [dO]T x +1°

[dl}TaH—vl
d(x) =

[d")" @+
Y(z) = A’z + b
Y(x) = [Ala:—i—bl, ,Aka:—i—bk}.

Diky takto definovanym zobrazenim lze podminky (3.24) spolu s neurcitosti
(3.33) preformulovat na soustavu podminek (Span znaci linearni obal):
o(x) + " (x)u + [g7x + h] > |[¢(z) + ¥(2)w + [Ex + f] | (3.38)
V(w: full <1, w:|lw] <1)
V{(g,h) € Span{(g”,h*), 1 <p <r}]
VI(E, f) € Span {(E”, f*),1 <p < q}].
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Soustava podminek (3.38) je ekvivalentni podminkdm (3.34), (3.35) spolu s exis-
tenci A takového, ze plati:

$(@) + @ (@u >\ Vu: |u] <1 (3.39)
(@) + T(@)w| <A Vw: |lw] < 1.

Dvojice (x, A) spliuje (3.39) prave tehdy, kdyz splauje (3.36), A > 0 a nésledujici
podminku:
|(x) + ¥(x)w|® < A? Vw: |w| < 1. (3.40)

Pro ovéteni této podminky je potieba obdobnym zpusobem jako ve Vété 7
dokézat pozitivni semidefinitnosti vhodné zvolenych kvadratickych forem ptes Schu-
ruv doplnék vyuzitim lemmat 8 a 9. O

3.2.3 Semidefinitni programovani

V této sekci budeme jako mnozinu X uvazovat cely prostor R™. Podminky fesi-
telnosti tlohy lze v pfipadé semidefinitni optimalizace vyjadiit ve tvaru (dle [2]):

H(x) = A0+inAi € SL
i=1

A% . A"cU, x €R"

kde S’ je kuzel tvoreny pozitivné semidefinitnimi maticemi, A Al A" jsou
prvkem prostoru symetrickych étvercovych matic S°.

Pro konstrukci fesitelné robustifikované tlohy vyjdeme z urcitého semidefinitniho
programovani:
min {c"z | H (x) € S\, © € R"}, (3.41)

kde H (x) je ¢tvercovd matice fadu [, kterd je afinni funkei .

Déle necht d € R! je pevny nenulovy vektor a pomoci néj definujeme nasledujici
zobrazeni, které nazveme dvojrozsireni H (.) pomoci d:

H’ (z)— H° (z) + f(z)d" +df(z)", (3.42)
kde f(x) je afinni funkce z.

Pomoci dvojrozsifeni (3.42) tlohy (3.41) za pomoci d € R'\ {0} definujeme
neurcitou mnozinu jako omezeny elipsoid:

U={M e R"|H’ (x) +u"Md" +du"M" >0, ||ul| <1, ueR*}. (3.43)
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Nyni pristoupime k samotné formulaci tlohy neurcitého semidefinitniho pro-
gramovani. Takto dostaneme tlohu (3.44), kde je veskerd neurcitost vyjadiena po-
moci matice B(.) = [b'(.),...,b"(,)].

min ¢’z (3.44)

Z u;b (x) Z ujbj(a:)] >0

|lul| <1, weRF, xcR" B(x)cl.

s.t. H? (x) + d" +d

Veéta 11. (/2, str. 793]) Robustifikovand iloha (3.44) je ekvivalentni iloze:

T

apyr B (x)"
M= ( B () } H (z) — Add" ) =0
B(z) = [b'(z);...; b (x)]", bi(x) el
x e R" \eR.

Diikaz. Podminku (3.44) lze upravit na tvar:
H’ (@) + u"B(z)d" + d (u"B(z))' = H° (z) +2d (u"B(z))" . (3.45)

Vektor x je pripustnym feSenim robustifikované tlohy pravé tehdy, kdyz je podminka
(3.45) (pro toto x) pozitivné semidefinitni, tedy:

VEER VY (u e R ul| <1): ¢TH ()& +2(d7¢) (u"B(x))" € > 0.
Vyuzijeme-li vlastnost w, dostaneme dalsi ekvivalentni podminku:
VEER': £€"H" (x)€+2|d"¢|||B(z)"¢| > 0. (3.46)
Rozsitime-li tuto podminku néasledujicim zpusobem:
'H’ (x)€+2|d"¢|||B(x)"€l| = ¢ H” (x) € +2n|[|[B(x)" ¢ 20,  (347)
pak podminka (3.47) (pro n € R¥) plati pravé tehdy, kdyz plati nasledujici implikace:

V(EeR neR): (d7€)" —n"n>0 = ¢TH®(z)¢+ 20" B(x)T¢ > 0. (3.48)
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Pokud si oznacime:
P(&n) = (d7€)" —n"n
Q(&m) =& H (x) ¢+ 2n"B(x)"¢

pak dle lemmatu 8 je platnost (3.48) ekvivalentni existenci takového A > 0, pro které
je nasledujici kvadratickd forma pozitivné semidefinitni:

Kdyz tuto formu rozepiseme, dostaneme:
n"n+ € H ()€ — A (d7€)" + 21" B(a)"¢,
coz je totéz jako:
(n”,€") M(").
3
Tvrzeni plyne z pozitivni semidefinitnosti matice M. O

V prevazné vétsiné obecnych piipadu nelze pro tento typ tloh ziskat reSitelné
robustifikované varianty a to ani pro polyedrické neurcité mnoziny. Existuje vSak
znacné mnozstvi aproximaci neurcitych mnozin, diky nimz lze takovou variantu
ziskat (alespon piiblizné) fesitelnou (viz napf. [2]). Pii hleddni vhodné aproximace
byva casto jeji kvalita méfena pomoci nasledujici miry:

p(AR: R) = inf{p > 1| X(AR) 2 X (U (p))},

kde X (AR) je mnozina piipustnych reseni aproximované robustifikované ilohy a mno-
zina X (U (p)) obsahuje pripustné feseni puvodni tlohy zvétsena faktorem p.
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3.2.4 Geometrické programovani

Podminky fesitelnosti jsou u geometrického programovéni (dle [9]) ve tvaru:

g(Ax+b)<0 i=1,...,m
Gx +h =0, (3.49)

kde g : R¥ — R je funkce typu g(x) = log <Zf:1 e’“”i). Pii aplikaci robustni opti-
malizace byva ¢asto uvazovana elipticka ¢i polyedricka neurcitost a argument funkce
g je vyjadren jako afinni funkce neurcitosti ve tvaru:

g <Al(u):1: + Bl(u)> <0 Vuel

Zasadni potizi pii praci s geometrickymi robustnimi tilohami je skutecnost, ze slozitost
jejich robustifikovanych variant neni znama. Na druhou stranu existuje cela tada
aproximacnich postupu, které se s timto problémem snazi vyporadat, kuptikladu
[9] uzivaji po ¢astech linedrni aproximaci pro ziskdni horni a dolni meze pro tlohu

(3.49).

3.2.5 Diskrétni programovani

Aplikaci robustnich postupu na tlohy diskrétni optimalizace je v dnesni dobé
jiz zna¢né mnozstvi, avsak problémem je (opét) skutecnost, ze i pro polynomicky
resitelné tulohy byvaji jejich robustifikované verze NP-slozité, a tedy za dnesnich
podminek nefesitelné. V této sekci se budeme zabyvat jednim ze specidlnich prikladu,
ktery uvedli Bertsimas a Sim (viz [5]).

Pracuji s tlohou linedrniho programovani s neurcitosti omezenou mohutnosti (viz
sekce 3.1.3). V tomto piipadé podléhd neurcitosti jak matice A € R™*" tak vektor
v ucelové funkci ¢ € R”, a to nésledujicim zptusobem:

e pro jednotlivé prvky a;; matice A predpoklddame, ze jsou fizené pomoci sy-
metrickych ndhodnych velic¢in a;;, které nabyvaji hodnot z intervalu

[aij — aaj, aij + agj)

e obdobné modelované predpokladame slozky vektoru c - tedy za pomoci naho-
dnych veli¢in ¢; nabyvajicich hodnot z intervalu [c;, ¢; + ¢;]. VSechny slozky
¢;, ¢; jsou rovnéz celociselné.

Prvky a;; a ¢; jsou pevné zvolené a nabyvaji nezdpornych hodnot. Dale definujeme:

Jo={j € Jlée; >0} o € [0, | Jol[]
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Neurcita mnozina U je tedy v nasledujicim tvaru:
U ={(A,c)| ay € lai; — iy, aij + ai]; ¢ € [¢j,c;+¢] Vi€, Vje i}
Mnozinu X mame (pro pevné zvolend d, h € R™) ve tvaru:
X, ={veR"|v; €[dj,hj],v;€Z VjeT}

Nyni muzeme definovat tlohu diskrétni robustni optimalizace pro neurcitost omeze-
nou mohutnosti. Vyjdeme z varianty (3.2):

min £ (3.50)

x, K

st.c’xz < F
Ax <b
T € Xl; V(A,C) EZ/ll
aijER, CjGZ VZGI,VJGJ

Robustifikovana verze (3.50) je ve tvaru:
min F (3.51)

x, FE
st. clx +a(x, ) <

E
Zawx]jtﬂl(w,f‘l)gbz Viel
J
CL'EXl,

kde a (x,T) a §; (x,I';) zastupuji nédsledujici ulohy:

I'y) = Cila; .52
OZ(CL', O) {SOSOCII}(?fé0|<F0}{ZCJ|x]‘} (35 )

JE€So

b (33 ) {SiU{ti}‘SigJi%?ﬁi\_FiJvtiEJi\Si} {]GZS ¢ ]‘x]‘ * ( L J) its xtl,} ( )

Obory cisel, do nichz spadaji koeficienty a;;,c¢;j,¢; (spolu s celociselnosti @),
zasadni mérou ovliviiuji stavbu podminek obsazenych v robustifikované varianté
tlohy (3.50). Rozdil je patrny pii srovnani podminek (3.52) a (3.53). V prvnim
pripadé jsou totiz veskeré prvky v rovnici celymi ¢isly, coz z mohutnosti Jy (a v dus-
ledku iz I'g) déla ¢islo prirozené, a tedy neni nutné pocitat s rozdilnymi hodnotami
Iy a [I'o], a mnozina, pfes niz maximalizujeme, tomu odpovida.
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Autoti [5] déle s touto tlohu pracuji dle zdkonitosti neurcitosti omezené mo-
hutnosti (viz sekce 3.1.3) a rozvijeji ji pro aplikaci v aproximacnich algoritmech
u kombinatorickych tloh. V rozvinuté podobé tato tloha vypadéa nésledovné:

min F (3.54)
st. No(x,U) < E
As (m,U) < b,
x e X,

<
< Viel

kde A;,7 =0,..., m zastupuji:

Ao (z,U) = min |cx + by + ij] (3.55)
J€Jo
S.t.eo +p] > éjl’j, ] S J(]

bo,p; >0, j€Jy

AZ‘ (CL‘,U) = min [Z aijxj + erz + Z qij] (356)
JET JjEJ;
st@z + qij Z &Z‘j.fﬂj, ] c JZ
0i,qi; >0, J€J;

Vezmeme-li v potaz postup uvedeny v [5, str. 56], pak lze (3.55) a (3.56) upravit
na tvar:

Ao (z,U) =min |c'x + by + Z max {¢;x; — by, O}]

L Jj€Jo

Ai (OZ,U) = IIllIl Z Q55 + FZQZ + Z max {dijxj - HZ», 0}] .

- bieg Jj€J;

3.2.6 Anticipativni robustifikovana iloha

Tato varianta postupu pro robustni optimalizaci je uvedena v [1] a je vystavéna
na rozlisSovani proménnych na pevné a prizpusobitelné, tedy takové, které se méni
az v zavislosti na realizaci neurcitosti a pevnych proménnych. Puvod tohoto rozsiteni
je znacné intuitivni, nebot v redlném svété casto nékteré promeénné méni své hod-
noty v zavislosti na jinych. Cilem je dosahnout vhodnéjsi formulace tlohy, kterd je

v e~ s

konzervativni.
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Vyjdeme z tlohy bézného robustniho linedrniho programovéni (dle (3.2), opét
pro obecné definovanou X):

IS%I E (3.57)
st.c’x < F

Ax <b

x € X Vw=[Abc cl.

Vektor proménnych @ se v metodologii anticipativni robustifikace déli na pod-
vektory pevnych (u) a prizpusobitelnych (v) proménnych, tedy & = (u,v). Timto
rozdélenim v8ak neménime nosi¢ vektoru x, a tedy musi stéle platit (u,v) € X.

S timto délenim také souvisi rozdéleni matice A na dvé podmatice P, R (resp.
vektoru ¢ na podvektory p,r), které témto zminénym podvektorum odpovidaji.
Timto rozdélenim dostaneme z tulohy (3.57):

min F (3.58)

w, B
st.plu+r’v<E
Pu+Rv<b
(u,v) e X
Vw = [p,r,P,R,bl €U.

Z této tulohy jiz dostaneme tzv. anticipativni robustifikovanou variantu (orig.
adjustable robust counterpart - déle jiz jen AR):

rzl;l%l E (3.59)
s.t. pTu +rTov< FE

Pu+ Rv<b

(u,v) e X

Vw = [p,7, P,R,b] € U.

Hlavnim rozdilem oproti bézné robustifikované tloze (orig. robust counterpart -
R) je skutecnost, ze u AR je ponechdn prostor pro zavislost v na realizaci u a w
(minimalizace probih& pouze ptfes pevné proménné), a tedy mame k dispozici vetsi
mnozinu pripustnych feSeni. Toto je patrné z nasledujiciho srovnéni:

(R) VuwVweld :p'ut+r’"v<E& Pu+Rv<b

(AR) YuVYweld v :p'u+r’'v<E & Pu+ Rv<b.
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Zéasadni nevyhodou je vSak skutecnost, ze i pro jednoduché struktury U je AR
casto NP-slozita. Takto vyvstava potieba patrat po vhodnéjsim rozsiteni a dostavame
se tak k tzv. afinné anticipativni robustifikované varianté (viz nésledujici oddil).

3.2.7 Afinné anticipativni robustifikovana tiloha

Toto rozsiteni metodologie z predchoziho oddilu stavi na principu, ze v mnoha
piipadech lze pro dané w vyjadiit v jako afinni funkci dat (a neurcitosti) a za-
pada "nékam mezi”klasickou robustifikovanou a AR variantu. Klade si za cil nalézt
feSitelnou alternativu k robustifikované tloze pro ptipady, kdy samotna AR tloha
neni fesitelna.

Tzv. afinné anticipativni robustifikovanou tlohu (orig. affinely adjustable robust
counterpart - dale jiz jen AAR) dostaneme vyjadienim v z (3.59) jako néjaké funkce
w + Ww. Timto sice ponékud omezime realizaci v, ale stejné jako v oddile 3.2.6
nosi¢ X zustava nezménén. Touto Upravou ziskame nasledujici tlohu:

L min B (3.60)
st.pfu+r’ (w+Ww)<E
Pu+ R(w+ Ww) <b
(u,w+Ww) e X
Vw = [p,r, P, R, bl € U.

Casto byvéa misto (3.60) vyuzivana forma, v niz je neur¢ita mnozina formulovana
podobné jako v piipadé jednoduchého elipsoidu (viz (3.5)). Jednd se o ekvivalentni
ulohu, ktera je zalozena na afinni parametrizaci neurcitosti pomoci ”fidictho” vektoru
¢ € Z, kde = je neprazdnd, konvexni a kompaktni podmnozina R”. I méame tedy
ve tvaru:

L
‘- {[p’r’ P.Rb] = [p"r" P" R"b'] + > g [p'. o' PLRV], g€ :} |

=1

(3.61)
Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat, ze zobrazeni:
L
&— [p" 7", PO RV +) g [pr', PRV, (3.62)

=1

je vlastné vnoteni a diky této skutec¢nosti lze ptizpusobitelné proménné misto afinni
zavislosti na w ekvivalentné vyjadrit jako afinni funkce & pro néjaké nové neprii-
zpusobitelné proménné m® m', ..., m”, tedy:

v=v(€)=m’+ Z&ml. (3.63)
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a proto muzeme ekvivalentni ilohu k (3.60) vyjadrit dpravou (3.59) na tvar:

Ininu,m,E E (364)
B L L L
st |p+ Z ap'lu+ [’ + Zflrl] m° + Z Eml| < E
L =1 =1 =1
B L L L L
P+ gP'\u+ R+ flRl] m’+ ) flml] < 6%+ Zflbl]
L =1 =1 =1 =1

L
u, m’ + Z&ml> ex
=1
Vw = [p,r, P, R,b] € U,VE € E.

3.2.8 Spojitost se stochastickym programovanim

V nédvaznosti na definici neuréitosti (3.61) se pro aplikaci pfimo nabizi metoda
optimalizace pomoci scénéitu. Vyjdeme-li ze zékladnich poznatku uvedenych v [10]),
muzeme prvky mnoziny U, tedy jednotlivé scénére, oznacit jako w, a pravdépodobno-
sti takovych scénéiu jako g5 (pro s =1,...,.5).

Ackoliv je mozné vyuzit pro konstrukci neurcitosti vsech scénéru, neni to prilis
prakticky piistup, nebot uvazovani vsech znamend zahrnuti i téch s velmi nizkou
pravdépodobnosti, coz muze v dusledku pusobit znacné ztraty. V souladu se zo-
brazenim & lze kazdy ze scénaiu v mnoziné U vyjadrit jako kombinaci L + 1 danych
prvku U s koeficienty . Tyto dané prvky lze zvolit napiiklad tak, ze stanovime
minimalni hodnotu pravdépodobnosti ”ptijatelnych”scénaiu (oznacime si ji jako a)
a jako jejich koeficienty pak dosadit tyto pravdépodobnosti.

Takto bychom dostali nésledujici podobu zobrazeni (3.62):

L
&— [p°r°, PO ROV + > q[p, 7, PRV, (3.65)

=1
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Pokud oznacime él =5 AL o [=1,...,L, pak lze tyto prvky povazovat za pra-
k=194k

vdépodobnosti nasich zvolenych scénaiu, a tedy lze mnozinu U vyjadiit jako:

u - {I:p,g?rS?PS?RS?bS] - |:p07r07 PO7RO7b0] + (3'66)

L L
+Zél[pl,'rl,Pl,Rl,bl] élZO,Zélzl Vs:l,...,S}:
=1 =1
:{[p,_Q?rS?PS?RS?bS] :Ea [p7t7§B7 m? b] vS - ]‘7“‘75}7

kde E* znaci stiedni hodnotu (s upravenymi pravdépodobnostmi) pres prvky U
S minimélni pravdépodobnosti a a p, v, B, R, b nahodné vektory s hodnotami

P +p, —7‘0 + 7, 1 PO + Py, éRO + Ry, ébo + bl} o pravdépodobnostech &.

Diky (3.66) jsou veskeré prvky neurcitosti totozné a oznacime si je E, (resp.
v apod.) a takto z (3.64) muzeme ziskat nasledujici ilohu:

MiNg, y p I

st (B u+ (BT
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Kapitola 4
Problém kvétinarky

Tento problém patii mezi znamé tlohy obecné nazyvané jako problémy doda-
vatele a maloobchodnika (orig. Supplier-retailer problems). Zakladnim principem
téchto 1loh je nezndmé (a neurcitd) poptavka od zakazniku a protichtudné snahy obou
stran prenést maximum zodpovédnosti za uspokojeni této poptavky na tu druhou
([12, str. 2]). Maloobchodnik se snazi o co nejmensi piebytky a objednédvat v kazdém
casovém useku podle momentalni poptavky, naopak dodavatel usiluje o prodani co
nejveétsiho mnozstvi najednou. Nejruznéjsi poplatky za nakup ¢i penalizace za ne-
prodané zbozi a rizika spojend s dusledky nesplnéni pozadavku pak z tlohy délaji
slozity problém, ktery v konkrétnich pripadech muze nabyvat nejruznéjsich podob.

Problém kvétinarky je velmi znama optimaliza¢ni tloha a patii mezi jednodussi
varianty tloh maloobchodnika a dodavatele. Hlavnim cilem je maximalizace zisku
pii neznamé poptavee. Kvétinarka nakupuje kvétiny za urcitou cenu p a prodava za
cenu c. Vse, co neproda dany den, muze uschovat do dne nasledujiciho, ale neproda-li
tento zbytek onen nasledujici den, pak ho musi vyhodit. Pro potieby této kapitoly
budeme uvazovat variantu prodeje pres vikend.

Tedy v patek prodavacka objedna urcité mnozstvi kvétin, kterymi se snazi us-
pokojit neurcitou poptavku béhem sobotniho dne. Na konci prodeje v sobotu ke
kvétindm, které ji zbyly, muze doobjednat dalsi pro prodej a novou poptavku (podlé-
hajicf jinym vlivam) v nedéli. Po skonceni prodeje v nedéli konstatuje ztraty zpuso-
bené (piipadnymi) neprodanymi kvétinami.

V této kapitole nejprve definujeme tlohu kvétinarky pomoci metodologie robustni

optimalizace a nasledné na tuto formulaci aplikujeme postupy reseni uvedené v kapi-
tole 3.
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4.1 Zakladni formulace

Nejprve formulujeme tlohu ve tvaru urceném puvodné pro stochastické pro-
gramovani:
¢ ... cena, za kterou jsou kvétiny prodavany
p ... cena, za niz kvétinarka kvétiny nakupuje
w1 ... sobotni poptavka
wy ... nedélni poptavka
x1 ... kvétiny objednané v patek
T (wq) ... kvétiny objednané v sobotu (v zavislosti na sobotni poptavce)
s (wq) ... neprodané kvétiny po soboté (zavislé na realizaci sobotni poptavky)
2 (w1, ws) ... zbylé kvétiny po vikendu (po uéinéni obou rozhodnuti a realizaci

obou poptédvek)

Obé poptavky podléhaji néjakému sdruzenému pravdépodobnostnimu rozdéleni
a proménné T,,s,z jsou na nich zavislé!. Uloha kvétinaiky pro zndmé realizace
poptavky je pak v nasledujicim tvaru:

max {(c—p) (x; + 29 (w1)) — ¢z (w1, w2)} (4.1)
st.xy—s(w) <w
Ty (w1) + s (w1) — 2 (w1, wa) < wy
(x1,29,8,2) € X.

Pro vyjadreni robustifikované varianty tlohy (4.1) muzeme uvazovat nezdpornost
viech ¢lentu a mnozinu neurc¢itych parametri U = {(wi,ws)} lze celkem prirozené
povazovat za urcitou podmnozinu kladného kvadrantu R?. RovnéZz mnozina X je
zastoupena nezapornymi prvky prostoru R*.

LObecné vzato mohou byt zavislé i jednotlivé poptavky.
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4.2 Vicestupnova robustni formulace

Chronologicky lze problém kvétinarky popsat nasledovneé:

1. Prvni stupen:

rozhodnuti z;

2. Druhy stupen
realizace wy
vypocet s (wy) = (x; — w1)+

rozhodnuti x5 (wq)

3. Tteti stupen:
realizace wo

vypocet z (w1, ws) = @ (w1) + 8 (w1) — wo = 21 + T2 (w1) — w1 — wo.

Pro korektni formulaci tilohy v robustnim tvaru vyjdeme z vicestupnové optima-
liza¢ni tlohy v obecném tvaru:

min ¢’z + d"y (4.2)
st.Ax+ By <b
Py<p-Rx
(z,y) € X,

kde @, y jsou rozhodovaci proménné v ruznych stupnich ulohy. Nejprve je tteba ucinit
rozhodnuti @ a podle jeho podoby pak rozhodovat o y podle matice P (proménna
x je ve druhém stupni jiz brana jako parametr), coz v praxi znamend hleddni mi-
nima (resp. maxima) v kazdém stupni pro kazdou rozhodovaci proménnou. V nasem
piipadé méame hned 3 optimaliza¢ni trovne.

Pro zjednoduseni zapisu budeme dale vynechévat zavislost na poptavce ¢i pred-
chozich rozhodnutich. Rovnéz budeme pfti psani argumentt funkei oddélovat promén-
né a parametry (v tomto poradi). Tedy, dle [7, str. 116] a vyse uvedené chronologizace,
lIze tlohu kvétinarky zapsat v nasledujicim vicestupnovém tvaru, ktery uvedeme
v postupné rozvijené podobé a pro znamé hodnoty poptavky.
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1. Prvnim stupném je maximalizace sobotniho zisku pres rozhodnuti xy:

max [(c—p)z; + Q (x1)]

1

s.t. 1 > 0.

2. Funkce Q oznacuje optimalni hodnotu nasledujici tlohy, do niz jako parametr
jiz vstupuje sobotni poptévka (wy):
Q(wy) = max [(c = p)xs + G (21,5, T2|wy)]
s L2
st.s>x —w
To,s > 0.

3. Posledni funkce G (jiz s parametrem ws) je ve své podstaté minimalizaci ztraty
zpusobené neprodanymi kvétinami:

G (29, 11, s|wy, we) = max [—cz]

st. 2> a9+ S — woy
z > 0.

Pro znamé hodnoty poptavky se jedna o vcelku standartni vicestupnovou opti-
malizacni tlohu, avsak v pripadé neurcitého programovani obtiznost velmi vzroste,
nebot mezi vSemi irovnémi je nutné zohlednit maximalizaci pies neurcité poptavky
w1, we. Samotna resitelnost je pak v ohrozeni, ale vhodnou formulaci mnoziny neurci-
tosti a typu ulohy (viz kapitola 3) je mozné pii robustifikaci ziskat ulohy vcelku
rozumnych parametri. Témito tivahami se budeme zabyvat v nasledujicich oddilech.
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4.3 Mnozina neurcitosti

V této tloze neni zadna struktura mnoziny U predem specifikovana (vyjma toho,
ze se jednd o néjakou podmnozinu kladného kvadrantu - R?), tedy je volba zcela
na nas. Lze predpokladat, ze se bude jednat o néjaky diskrétni dvourozmérny inter-
val, nebot ¢asti kvétin ptijdou na odbyt jen tézko, a Sance, Ze by mezi maximaln{
a minimalni hodnotou poptavky existovala hodnota s nulovou pravdépodobnosti, je
rovnéz velmi mala.

Bez tjmy na obecnosti lze predpoklddat znalost jakési prumérné poptavky w,
napfiiklad muze prodavacka pri nastupu dostat od predchozi majitelky udaje za néjaké
drivejsi prodejni obdobi. Timto ziskame jakysi stifed mnoziny U, kolem néjz muzeme
konstruovat. Nyni vstupuje do hry otazka, o jaky interval nam jde.

Predpokldddme tedy mnozinu Uy sestrojenou kolem w (pro néjaka kladnd D;, H;
proi=1,2) v tvaru

Z/{O = ((Dl—Dl,a)l—i—Hl) X (@2_D27@2+HQ>. (43)

Volba mezi intervalu je ¢isté na nas. Staci pouze brat ohled na to, ze leva mez inter-
valu nesmi byt mensi nez 0. Symetrickou verzi lze ziskat dodanim podminek: D; = H;
prot=1,2.

Nyni predpoklddejme, Zze spolu s informaci o prumérné poptavce dostala pro-
davacka rovnéz hodnoty minimalni a maximélni napozorované poptavky (w;, resp.
@; proi = 1,2). Pak Ize predpokladat, ze D; = w;—w;, H; = &;—w; proi = 1,2. Timto
bychom pokryli prakticky vsechny predpokladané hodnoty neurcitosti a ziskame tak
pojisténi proti takika vSsem dosud znamym alternativam. Nezavislost jednotlivych
slozek w rovnéz umoznuje veelku snadnou aplikaci.

V tuto chvili je tieba si poloZit otdzku, zdali se viitbec chceme pojistovat proti
vSsem alternativam. Vyhoda plosného pokryti je sice nesporna, ale pokud by se
napiiklad vétsina napozorovanych poptavek soustiedila kolem pruméru, a mini-
ma/maxima by tvofilo pouze nékolik zna¢éné vzdalenych hodnot, pak bychom mohli
prilisnou konzervativnosti zpusobit znaéné nizsi zisk pti prodeji.

Jinymi slovy se jedna o otdzku, jakym zpusobem a jak moc se chceme pojistit,

tedy jakou uroven konzervativismu zvolime. Na tuto otazku lze odpovédét vyuzitim
neurcitosti omezené mohutnosti (viz oddil 3.1.3), resp. varianty uvedené v [13].
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Volba této moznosti znamend vyuziti tzv. trovné zajisténi neurcitosti? (orig.
Budget of uncertainty - T). Zékladni myslenkou je zavedeni prvku z;; € [0, 1], jejichz
soucet je omezen danym I'. Takto z (4.3) ziskdme nésledujici mnozinu:

U1 = {(wl,wg)\wi - (a)z_Dz*Zzlya)z+Hz*Zz2) 7 = ]_,2 z € Q}, (44)

kde mnozina €2 vypada takto:

Q= {(Zn,zu, Zo1, Z22)

2
ZZijSF,ZijG[O>1] i,j:1,2}- (4.5)

,j=1

Tato mnoZina m4 pro tento typ neurcitosti rozhodujici tvar, nebot volbou I' ovlddame
miru ”odchyleni”tlohy od urc¢itého programovani (tedy ulohy, kde jsou vSechna z;;
rovna 0). [13] sice pro pouziti I vychézi ze symetrické varianty (4.3), avsak ve vyse
uvedeném obecném pifpadé je toto rovnéz aplikovatelné. Reseni robustifikované vari-
anty ulohy kvétinarky nyni stoji a pada na tom, jak velké I' zvolime.

4.4 Zavislé prvky neurcitosti

Pti konstrukci mnozin neurcitosti je zapotiebi si byt védom toho, ze jednotlivé
prvky jsou z definice na sobé zavislé a az ruznymi pristupy k neurcitosti z nich ¢inime
nezavislé (napt. fadkovou neurcitosti), a tedy i snadnéji aplikovatelné. V nasem
problému kvétinarky sice mame neurcitost jiz od pocatku nezavislou, ale i tak neskodi
si ilustrovat, jak by se zménil ptistup k feseni v pripadé, kdy by bylo nezavislost za-
potiebi zajistit.

Kuptikladu muzeme uvazovat, ze pro nas problém kvétindrky mame neurcitou
mnozinu ve tvaru:

U= {(w,wr)llwr —wa| <1, w; € (w;,wi)} =
= {(wl,w2)|—1 S w1 — W9 S ]_, Ww; € <Ql,wz>} (46)

Na prvni pohled je patrné, ze se stuktura mnoziny U néjakym zpusobem promitne
do podminek tesitelnosti. Otazka zni jak.

2Nézev byl prevzat z [13]. Oznaceni I' navazuje na tento zdroj a pochdzi z [6] - blize viz oddil
3.1.3.
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Prvni alternativa by mohla znamenat zahrnuti vsech funkénich zavislosti z mno-
ziny U do podminek ftesitelnosti tak, jak jsou pfesné definovany. Nadale bychom
s nimi mohli pracovat stejnym zpusobem jako naptiklad pfi prevodu neuréitosti
z jedné strany nerovnosti do druhé. Takto bychom predpokladali nasledujici modi-
fikovanou tlohu s nezavislymi prvky neurcitosti:

max m*’y
s.it. A*y < b*
y=(z,1)"
x = (x1,8,19,2) >0
Yw € U,
kde
m* = (c—p,c—p,0,—c,0,0)"
b* = (0,0,1,1)"
1 -1 0 0 w1 0
" O 1 1 -1 0 w
A=10 00 0 w —52
0 0 0 0 —wi we
Uy = {(w1, wo)|w; € (w;, ;) i=1,2}.

Zasadnim problémem tohoto pristupu je skutecnost, ze takto neni mozné garan-
tovat splnéni podminek pro vsechny varianty neurcitosti. Napriklad (za predpokladu,
7e Wy > Wy + 2), je mozné vzit hodnoty wy = Wy a we = Wy + 2, é¢imz dostaneme
v podmince definované ve tretim radku matice A* nesmysl.

Je tedy zapottebi hledat jiny zpusob a tim muze byt parametrizace jedné slozky
neurcitosti a pomoci této pak nasledné vyjadrit ostatni. Tato varianta ma oporu
v samotném principu piizpusobitelné tilohy, nebot napf. podoba sobotni poptavky
muze mit piimy vliv na realizaci té nedélni.?

Toto v dusledku znamend nasledujici tpravu mnoziny (4.6):
Uy = {(w1, wo)|w1 € (wy,w1), max{w; — 1wy} <wsy < min{w; + 1,02}},
coz nam z robustifikované varianty kvétinarky tvoti nasledujici tilohu:

max m’x
st.x;1 —s < w;
To+ s —z <max{w — 1wy}
x = (x1,8,19,2) >0

VW1 S <£17wl>7

3Podobny pifstup byl rovnéz vyuzit pii fedeni ilustraéniho piikladu v oddile 2.1.
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Takto se nam podarilo zbavit se zavislosti jednotlivych prvku mnoziny neurcitosti,
ale zaroven mame stale zachovanou strukturu. Tento postup je navic rozsititelny
i na slozitéjsi typy zavislosti.

4.5 Rovnomeérné rozdéleni poptavky

Co by se stalo, kdybychom meéli neurcité prvky specifikované pomoci néjakého
pravdépodobnostniho rozdéleni? Reseni takové tilohy je vesmés pouze otézkou hleddni
vhodného zpusobu parafraze tlohy v zavislosti na zadaném rozdéleni. Vcelku logicky
se nabizi vyuziti metod stochastického programovéani (pravdépodobnostni omezeni
apod.), kde 1ze porusovani tvrdych podminek predejit tim, ze je zahrneme do nosice
X. V nasem problému kvétinarky se vsak 1ze stochastickému programovani vyhnout,
a to pomoci nasledujicich tvah.

Jelikoz tlohy s neomezenou neurcitosti nedavaji valny smysl, staci uvazovat
pouze omezenda rozdéleni, a tedy jediné, které prichazi v uvahu, je rovnomérné
(at jiz diskrétni, ¢i spojité na n¢jakém intervalu). Budeme tedy piedpokladat, ze
neurcitost je reprezentovana dvourozmérnym nahodnym vektorem b, jehoz rozdéleni
je rovnomeérné na obdélniku [dy, hq] X [da, hs].

Protoze v nasem problému kvétinarky mame neurcitost zastoupenu pouze v jed-
noduché formé a to jen v pravé strané (tedy ¢ a A jsou konstantni), navic kazdy
z prvku neurcitosti se vyskytuje v samostatné podmince, dostaneme tak pro i = 1,2
t1 moznosti:

1. a;x > hz

2. ax=¢ d; <E< Dy

Prvni moznost je ocividné nepfijatelnd, nebot jde proti samotné definici ndhodné
veliciny b;. Druhd varianta pak pusobi potize pti samotném plnéni tvrdych podminek.
Veli¢ina b; muze totiz nabyt hodnoty v rdmeci intervalu (d;, £), jinymi slovy s nenulo-
vou pravdépodobnosti muze dojit k poruseni tvrdé podminky.

Jedinou akceptovatelnou variantou je tedy tieti moznost, coz ulohu:

max (¢ —p)(xl+mzy) —cz
st.x1—s<w
To+ 85— 2 < wy

£T1,T2,8,% 2 07
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pretvaii do podoby:
max (¢ —p)(xl+xy) —cz
st.x1—s<d;
To+s—2z2<ds

X1,T2,S5,% Z 07

Za jiné situace sice nelze garantovat splnéni tvrdych podminek, avsak pokud by-
chom uvolnili pozadavky (a stacilo by ndm splnit jen nékteré realizace neurcitosti),
pak by bylo mozné vyuzit metod neurcitosti omezené mohutnosti a uvazovat neurcitou
mnozinu napiiklad ve tvaru:

U= {w = (wl,w2)|wi € (]Ebz — Habi,Ebi -+ 901,1.) 1= 1,2},

pro néjaké 6 > 0. Za téchto podminek by jiz bylo mozné diskutovat i nad aplikacemi
jinych rozdéleni poptavek.

4.6 Aplikace diskrétni optimalizace

Nejprve si uvedeme tlohu kvétinaiky (dle 4.1) s mirnou tpravou:
max (¢ —p) (z1 + x2) — ¢z (4.7)
st.xy—s—w; <0
To+s—2—wy <0
T1,S,%2, 2 Z 0

Vw = (UJl,UJQ)T eu.

V takto definované tloze jsou jak proménné, tak i prvky neurcitosti prirozend
¢isla. Jelikoz chceme tlohu fesit v souladu s postupem uvedenym v oddile 3.2.5,
bude ve tvaru:

max q’y (4.8)
st.Qy<0 VQecUu
v, €2y >0 j=1,....4,

coz v nasem piipadé znamena:
y = (1,20, 2,1,1)"
q=(c—p,c—p0,-p,0,0)"
o7 )
J1 = {5} J» = {6}
Neurc¢itou mnozinu ¢ budeme uvazovat ve tvaru (4.4) (viz oddil 4.3):

U= {(wl,WQ) € Zg| w; € ((Di —(Di,(:)i +(2)Z) yw; >0 1= 1,2} (49)
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Nyni pristoupime k samotné formulaci tdlohy pro diskrétni robustni optimalizaci
a to nejprve na tvar (3.8) dle postupu, ktery pouzil Soyster (viz [11] - oddil 3.1.3).
Mnoziny Ji, k = 1,2 mame jednoprvkové, a tedy jednotliva I'y, k = 1,2 jsou z inter-
valu [0, 1]. Neurc¢itost mame pouze v matici @, v jinych ¢astech tlohy se nevyskytuje
a rovnéz veskeré promeénné véetné w; jsou nezaporna celd ¢isla.

Po prevedeni ulohy (4.8) na tvar (3.8) (dle Soysterova ptistupu) dostavame:

max (¢ —p) (1 + z2) — pz (4.10)
s.t. Ty — S §5J1+5J1
.TQ—FS—ZS@Q—F(;JQ

T1,8,Ta,2 > 0.

Neurcitost v pravé strané byla nahrazena horni mezi intervalu, coz v dusledku
znamena pojisténi proti vSem uvazovanym alternativam. Toto je znacné konzerva-
tivni pistup, nebot viibec nezohlediiuje strukturu mnoziny neurcitosti. Lepsi varian-
tou se jevi vyuziti irovné zajisténi neurcitosti a to pomoci metodologie, kterou uvedli
Bertsimas a Sim (viz [5],[6] - oddily 3.1.3 a 3.2.5).

Nyni budeme tlohu (4.8) prevadét na na tvar (3.54), tedy na tvar, ktery uvazovali
Bertsimas a Sim. Dostaneme:

max m’ x (4.11)
sit.max [Ax — A (0,©,0)] <0
6>0
x = (11,8,12,2) > 0,
kde

= ( —p,0,—p)"
B —1 O 0
o -1
_ (W F191 max {(2)1 — 91, 0}
A (W7 “s 0> N (Cdg) + (Fgeg) + (max {(1]2 — 92, 0} '
Vhodnou volbou parametru I', @, @ nyni muzeme volit miru zajisténi ulohy proti
neurcitosti a jiz se jedna pouze o ulohu urcitého programovani. Avsak co se jed-

notlivych T'; tyce, méme na vybér pouze hodnoty v rdmci intervalu [0, 1], nebot
vSechny mnoziny J; jsou jednoprvkové.
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4.7 Anticipativni robustifikovana varianta

Jednim ze zpusobu, jakym dosahnout lepsi feSitelnosti, je vyuziti metodologie
anticipativni robustifikace (viz oddil 3.2.6). V této tloze vSak nestaci rozlisit pouze
prizpusobitelné a neptizpusobitelné proménné, nebot mame celkem tii tirovné, a tedy
nékteré proménné jsou vuci x, prizpusobitelné, ale vuéi z jiz ne, v nasem piipadeé se
jednd o s a xy. Toto si nazveme druhosledovd anticipativnost (déle jiz jen DSA).

Vyjdeme-li z dlohy AR (viz (3.59)) a vezmeme-li v potaz DSA, mame tlohu:

max E (4.12)
st.pu+A(w)>FE
Vw = [b] € U,

kde vyraz A (w) je ozna¢enim pro:
A(w) =max G
v,G
s.t. qu +rw > G
Qv+ Rw>b— Pu
Yw = [b] € U.

Pro nas problém kvétinarky pak méame:

T
u=x;, vV=(8,13) w=2
b= (w — $1,w2)T

p:(c—p), q:(()?C_p)T? T:(_p)
P =0, Q:<—11 (1)) R=(0,-1)".

Dusledkem DSA je skutecénost, ze se proménné, jez jsou pevné v urcité urovni
ulohy, promitnou do pravé strany pii optimalizaci téch pfizpusobitelnych v jiné
urovni. V pripadé problému kvétinarky pak lze diky DSA ucinit jesté jeden zaver
a to, ze proménnd z jiz (ve ”své”drovni) nabyvd hodnoty podle piedchozich rea-
lizaci ostatnich proménnych, a tedy ji lze pocitat jako z = x5 + s — wy (viz zacatek
kapitoly 4).

95



4.8 Affinné anticipativni robustifikovana varianta

Postup uvedeny v predchozim oddilu je spise jakymsi navodem ¢i myslenkou, jak
s neurcitosti nakladat. Pro samotnou aplikaci je pak vhodnéjsi vyuzit pristup pres
afinné anticipativni robustifikovanou variantu (viz 3.2.7). Zvolime postup v souladu
s piikladem uvedenym v [1, str. 367]. Ten pracuje s tlohou v nésledujicim tvaru:

min F (4.13)
pi(t),v(t),F

Vm’bngv(t)gvma$ t:2,,T+17

kde T je celkovy pocet ¢asovych tseku, I celkovy pocet vyroben jednoho konkrétniho
vyrobku, je zde pocitan sklad, kam vyrobny dodavaji svou produkci a odkud je
uspokojovana poptavka a dale jsou:

e d; ... jednotlivé poptavky, které je nutné uspokojit

e v(t) ... objem zbozi ve skladu na zac¢atku tseku ¢ (v(1) je ddno predem)

e p;(t) ... mnozstvi produktu vyrobeného vyrobnou i béhem tseku ¢

e Pi(t) ... maximdlni produkéni kapacita vyrobny i

e ¢;(t) ... cena vyroby jednoho produktu ve vyrobné i béhem tseku ¢

o Viny Vinar .- omezeni kapacity skladu

e (); ... celkovd maximdlni produkce vyrobny i (celkem pies vSechny casové
useky)

e U/ ... mnozina neurcitosti, kam spadaji poptavky d = w
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V tloze kvétinarky sice P;, Q; a Vi, nejsou implicitné uvazovany, ale z duvodu
potieby dodateéného omezeni proménnych zachovdme prvek @Q;*. Déle se jedna
o maximaliza¢ni ulohu, plati: V,,;,, = 0,7 = 2,1 = 1 a abychom predesli problémum
ve znaceni, oznac¢ime cenu nakupu kvétin jako n a cenu prodeje jako m, takze
po tpravé (4.13) ziskame:

max G (4.14)
p(),v(t),d

Hodnoty jednotlivych parametru jsou uvedeny v tabulce 4.1, ale zatim je dosazo-
vat nebudeme.

t 1 2

dy w1 w2
(t) 0 S

p(t) 1 To
(t)

(n-m) | (n-m)

<
SO O N OW

Tabulka 4.1: Parametry kvétinarky
Nyni postupné tlohu (4.14) rozvineme a upravime na tvar AAR. Nejprve si lépe
vyjadiime rekurentni predpis v(t):

max G (4.15)
p(t),G

sty c(t)p(t) —n <U(1) +Y p(t) - Z@) > @

t=1

4Tato potfeba vyplynula béhem aplikace uvedené v kapitole 5, nebot bez ni neméla tiloha Feseni.

57



V tuto chvili pfichdzi na scénu affinni rozsiteni proménnych p(t) ve tvaru: a) +
> rer, @i dy. Predpokladem je, Ze rozhodnuti p(t) nastdva vzdy na zacatku tseku ¢
a je zalozeno na zakladé jiz znamych d, pro r z néjaké podmnoziny I, C {1,...,t}
(bez ijmy na obecnosti lze predpokladat zavislost na vsech r € I;).

Autofi v [1] uvazuji hned nékolik riznych podob mnoziny I; a vse zavisi na tirovni,
jakou cast ptredchozich dat hodlame v problému uvazovat. Moznosti jsou od uplné
({1,...,t}), kdy pracujeme dokonce i se souc¢asnymi hodnotami, az po ruzné zpozdéné.
V nasem piikladu vyuzijeme nejintuitivnéjsi z téchto variant a to {1,...,¢ — 1}
(vyuziti vSech informaci az do predchoziho ¢asového tiseku). Déle rovnéz pro zjedno-
duseni dosadime v(1) = 0 a ziskdme tedy:

max G (4.16)
a,G
2 2
s.t. Z c(t) (a? + Z a:dr> —-n [Z (a? + Z a:dr> - Z di| > G
t=1 rcl; t=1 rel; t=1
t t
> <a2+2a£dr> =) d,>0 t=1.2
s=1 rels s=1

a +Y ajd, >0 t=1,2

rel;

2 2
2 a4 ) ad < Q
t=1

t=1 recl;

del.

Protoze vyraz Y., > ver, Gidy je tvofen pouze clenem aydy, lze (4.16) upravit
nasledovné:

max G (4.17)
a,G
2 2 n
sty (e(t)—n)ad + > |(c(t) = n)Y (ajd,) — —————d;| > G
t=1 t=1 rel, c(t) —n
t t
@)+ do| Y (aZ)—l]ZO t=1,2
s=1 s=1 s<t,rels

a?+ZaIdT20 t=1,2

rel;
2
Z &g + a;dl < Q
t=1

del.
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Pro dalsi zjednoduseni si stac¢i uvédomit, ze c(t) = m — n, tj.
ct)y—m=m-—-2n t=1,2.

Za pomoci tohoto dosazeni zjednodusime (4.17) na:

IE%XG (4.18)
st(m—2n)2a?+(m—2n)zdtlz(ai) n2 ]2
t=1 t=1 t<s<2 e en

¢ t

TS WA D ICE EUNEE

s=1 s=1 s<r<2

a) +Y ajd, >0 t=1,2

rel;

2

Z@?—i—aédlﬁQ

t=1

del.

Nyni si definujeme dodatecné proménné:

ar= 3 (a) + —" Bi=> (a)-1 t=1,2

m — 2n
t<s<2 s<r<2

Jelikoz nasim hlavnim cilem je prevedeni na tlohu linearntho programovani, vyuzi-
vame pro omezeni vSech vyse uvedenych proménnych tii dalsi, jez volime néasledovneé:

gl <0 (Bl < af| < pf t=1,2s5€ .

29



Timto z tlohy (4.18) ziskdme:

max G (4.19)
«,B,6,m,p,a,G

2 2
(m — 2n) Za + (m— 2n)Zdtat2G
t=1 =1

t t
> (al +stﬁt>0 t=1,2

s=1 s=1

at+2afd520 t=1,2

sel

Zat +ayd; < Q
t=

n
Oét:Z<CLl;)+ _5t§at§5t t:]_,2
t<s<2 m —2n
@:Z(ai)—l - < B < t=1,2
s<r<2
—p; <a;<p; t=12s€l,
del.

Pro dalsi postup budeme uvazovat symetrickou variantu mnoziny U (viz (4.3)):
U=x>, (@ —Ds*z,0,+D;i*z) ,kde |z <1 i=1,2
Jednoduchou tpravou si tuto mnozinu muzeme vyjadrit v nasledujicim tvaru:
U= x2_ (0;(1—0),&;(1+0)) ,kde 0 € [0,1] (4.20)

Toto ndm umozni, spolu s jiz uvedenymi ivahami pro neur¢itost omezenou mo-
hutnosti (viz oddil 3.1.3), aplikovat nasledujici lemma (viz [1, str.369]):

Lemma 12. Ndsledujici vyrazy jsou ekvivalentni:
T
Zdtl"t <y, Vdye€ldi(1-0),d;(1+0)]

Yodi(l=0)m+ Y di(1+0)z <y

t:x:<0 t:xe >0

T T
Zd;‘xt +92d§ |z <y
t=1 t=1
A obdobné:

T
Zdtxt >y, Vdyeldi(1-0),d;(1+0)]
1

T T
D dim =0 di|n| >y
t=1 t=1
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Takto tedy ziskame vyslednou tulohu:

max G (4.21)
«,B,6,n,p,a,G

t=1
t
Z —l—Zwsﬁt HZwsm>O t=1,2
at—irZatws OZwspt>0
sel; sel;
2
0 1 g% 1 g%
> af + ayd; + Opyd; < Q
t=1
n
Oét:Z(&i>—m_2n —(StSOétS(St t:1,2
t<s<2
By = Z (ap) =1 —m<B<n t=1,2
s<r<2

1 1 1
— P2 = ay < Py

Uloha (4.21) je ekvivalentni ulohou linedrniho programovani k affinné anticipa-
tivni robustifikované tloze (4.19). Jejim nejvétsim piinosem je absence neuréitosti,
z niz zbylo pouze 6, které lze volit dle toho, jak moc chceme tlohu pojistit proti
neurcitosti (coz v jistém smyslu odpovida tirovni zajisténi neurcitosti I - viz oddil 4.3).
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Kapitola 5
Vypocetni aplikace

V této kapitole srovname kvality tii ruznych aplikaci problému kvétinairky z pred-
chozi kapitoly spolu s puvodni robustifikovanou tlohou. Vypocty provedeme v soft-
waru Matlab a vysledky graficky srovname.

Ackoliv princip neurcitosti je neménny, byly pro jednotlivé tilohy neurcité mnoziny
vyjadrovany v ruznych podobach, a tedy je zapottebi definici sjednotit. Podobné usili
je rovnéz zapotiebi v rdmeci znaceni proménnych a jinych prvki rovnic! a pouze pak
bude mozné tyto ulohy srovnavat.

Pro potteby snazsi programovatelnosti zvolime neurcitou mnozinu ve tvaru (4.20):
U= x_ [w;(1—0),@;(1+0)] , kde 6¢€][0,1] (5.1)
Rovnéz oznacime:

x = (x1, 5,29, 2)

m:(c—p,c—p,O,—c)T
1 -1 0 0
A_<O 11 —1)’

a jako nosi¢ vektoru X stale uvazujeme nezaporné prvky prostoru R?.

'Mirné odchylky vznikly snahou piedejit konfliktiim ve znaceni v ramci jednotlivych odvozeni.
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5.1 Uvazované tulohy

Nize jsou uvedeny srovnavané ulohy jiz ve sjednoceném tvaru.

1. Puvodni robustifikovana tloha (viz(4.1), resp. (4.7)):

max m’ x (5.2)

st. Ax < w
x>0, Vwel.

2. Soysterova varianta (viz (4.10)):

max m’ x (5.3)
st. Az < (1+0)w
x > 0.

3. Bertsimasova-Simova varianta (viz (4.11))

max m’ (5.4)
sit.max[Ax — A (w,€)] <0

£>0

(o I max {0w; — &,0}
Aw, €)= (w;) + (F;fl) + (max {9@; — 5;0})
er[()?l]Z:l’Q

x > 0.

4. Afinné anticipativni robustifikovand varianta (viz (4.21)):

max G (5.5)

a,B3,6,m,p,a,G
2 2
c—QpZ al + c—QpZ — (¢ —2p) OZwt6t>G

t=1
t

Z +Zws/3t ezwsm>o t=1,2
at+Zatws—GZwspt>O

sel; sel;

2
> " a) + ayd; + Opyd; < Q

t=1
Oét:Z(ai)—c_p2p _5t§at§5t t:]_,2

5t:Z(ai)_1 - < B <n t=1,2
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5.2 Vstupni parametry
Pro srovnani vysledku jednotlivych tloh si zavedeme:

Q: (UJ1+(JJ2) (1+9)
c=95 p =40
w = (250, 215).

Ve vsech grafech v této sekci je cerchovanou carou vyznacena hodnota zisku pri
nulové neurcitosti, tedy pro @ = @ = (250,215) s cenou m —n = 95 — 40 = 55.

Pro dalsi srovnavéni je zapotiebi zduraznit, ze uloha (5.5) je z definice jinym
typem problému nez zbyvajici tii. Vychazi totiz z ponékud odlisnych principu, coz
je patrné napiiklad na skutecnosti, ze pro jinou hodnotu penalizace neprodanych
kvétin nez p < § neni tloha Tesitelnd, kdezto zbylé ti tlohy nemaji feseni naopak
pro jinou penalizaci nezli c.

V nasledujicich sekcich uvedeme srovnéani zakladni ulohy vzdy s jednou z tii ap-
likaci, ale srovndvani mezi témito aplikacemi uvazovéno nebude. V piipadé iloh (5.3)
a (5.4) neni srovndni ani zapotiebi, nebot je z grafi na prvni pohled patrné.

Kazdy z nize uvedenych grafu bude zobrazovat hodnoty tcelové funkce pro ruzné

hodnoty parametru ¢ ve tvaru 35 pro j = 0,1,...,100 a v piipadé (5.4) pak budeme
uvazovat i rizné hodnoty parametru I'y (k= 1,2) a to £ pro j =0,1,...,5.
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5.3 Srovnani se Soysterovou variantou

Z grafu na obr. 5.1 je patrné, ze se hodnota ucelové funkce Soysterovy vari-
anty pohybuje opacnym smérem nez hodnota puvodni robustifikované tlohy. Toto
je zpusobeno tim, ze kazda z iloh uvazuje jinou mez intervalu neurcitosti .
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Obrazek 5.1: Srovnani puvodni robustifikované tlohy a Soysterovy varianty
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5.4 Srovnani s Bertsimasovou-Simovou variantou

Vysledny zisk pti pouziti této metody znacné zavisi na volbé drovné zajisténi
neurcitosti ve formé parametru I'y,I's, coz si ilustrujeme na nékolika prikladech,
které jsou uvedeny nize:
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Obrazek 5.2: Srovnani B-S variant pro I'; = I'y
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Obréazek 5.4: Srovnani B-S variant pro opacné kombinace parametru
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Z grafu na obrazcich 5.2, 5.3 a 5.4 je patrné, ze ¢im vyssi uroven zajisténi
neurcitosti zvolime, tim vice se naSe reSeni blizi puvodni robustifikované tloze. Pokud
vSak nezvolime I'y = 'y = 1, stale budeme dosahovat hodnot vyssich. Toto je ilus-
trovano na obr. 5.5, ktery je uveden nize.
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Obrézek 5.5: Srovnani puvodni robustifikované tlohy a B-S varianty
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5.5 Srovnani s affinné anticipativni variantou

Na obrazku nize je patrné, ze iloha (5.5) dosahuje ve vSech ohledech lepsich
vysledku nez puvodni robustifikovana tloha.
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Obrézek 5.6: Srovnani puvodni robustifikované ilohy a AAR varianty

5.6 Shrnuti

Experimentalni vysledky potvrdily to, co bylo jiz dfive v praci mnohokrat zminéno,
tj. samotny kdmen trazu vSech robustifika¢nich postup, a tedy skutecnost, ze struk-
tura neurc¢ité mnoziny Y mé zasadni vliv na podobu (dokonce i existenci) feSeni.

Aplikace v této kapitole pracuje s polyedrickou neurcitosti ve formé intervalu
o riznych délkdch (v zdvislosti na #) od vyslovené bodovych az po [0,2w;]. Cim
jsme uvazovali interval delsi, tim byl pokles hodnot tcelovych funkei (a tedy zisku)
vyraznéjsi. Pro nejvétsi variantu jsme dokonce dostali i nulovy zisk (tloha (5.4) pro
stejné parametry I'; = 1).

Zaverem z téchto pozorovani je ve své podstaté durazné varovani k opatrnosti
pii konstrukei neurcitych mnozin, nebot i malé nesrovnalosti ve struktuie mohou
vést k velkym ztratam ¢i problémum pii feSeni, a tedy duslednou volbou lze predejit
mnoha problémum, které by jinak mohly byt tézko prekonatelné.
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Z.aver

Robustni optimalizace zahrnuje Sirokou skalu metod a je cennou alternativou
ke stochastickému programovani. Jeji podstatou je studium tzv. tvrdych podminek,
coz je oznaceni pro ty, které musi byt splnény bez ohledu na podobu teseni daného
problému. Robustni metodologie stavi na praci se strukturou tzv. mnoziny neurcitosti,
tedy mmnoziny, kterd nahrazuje veskera pravdépodobnostni rozdéleni slouzici jako
zaklad pro Teseni loh pomoci metod stochastické optimalizace.

Zakladni snahou v ramci robustni metodologie je hledani vhodného zpusobu,
kterym je mozné tlohy robustni optimalizace pro urc¢ité mnoziny neurcitosti prevést
na vhodnéjsi tvar s ohledem na jejich tesitelnost. Mnohdy vsak takovy primocary
postup mozny neni, a tedy je dalsim aspektem hledani vhodnych aproximaci tak,
aby dotycné ulohy byly feSitelné alespon priblizné.

Velkou vyhodou této metodologie je skutecnost, ze na rozdil od stochastického
programovani nedochazi k porusovani podminek, coz je velmi praktické pro aplikace,
kde neni zddouci mit (byt i velmi nizkou) pravdépodobnost poruseni. Velmi prak-
tickym aspektem je moznost vyjadieni robustifikovanych tloh ve tvaru nezavislém
na neurcitosti, coz je cilem mnohych postupt.

Znacnym problémem je nefesitelnost tiloh se slozitéjsi strukturou, nebot mno-
hdy existuji pouze (hrubé) aproximacni postupy. Dalsim problémem byva i samotné
plnéni tvrdych podminek a tkvi v mnohdy prilisné konzervativnosti. Snaha o co nej-
lepsi pokryti neurcité mnoziny totiz ¢asto pusobi znacné ztraty v hodnoté tucelové
funkce.

Cilem této prace je proskytnout ¢tenaii co nejlepsi prehled zédkladni terminolo-
gie a podkladové teorie robustni optimalizace. Jelikoz struktura hraje pii feSeni
klicovou roli, byla podstatna ¢ast této prace vénovana vyctu ruznych typu tuloh
a neur¢itych mmnozin. Zakladni postupy byly v dalsich ¢astech prace pro ilustraci
aplikovany na obecné znamém problému kvétinarky, aby bylo co nejvice usnadnéno
pochopeni problematiky.

Prace je urcena c¢tenaium jiz zbéhlym v optimalizaci, kteri by si radi rozsitili
obzory, a bere si za cil usnadnit pronikani do oblasti robustni optimalizace. Povazoval
bych za tuspéch, kdyby tato prace poslouzila jako odrazovy mustek tém, kteii by radi
prohloubili své chapani v oboru optimalizace.
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Seznam pouzitych zkratek

zkratka vyznam umisténi (pfipadné)
U neurcita mnozina
X nosic¢ vektoru proménnych x
T mnozina rfadkovych indexu matice
TJ mnozina sloupcovych indexu matice
P rodina tloh neurcitého linearniho programovani kapitola 2
(P) konkrétni uloha z P kapitola 2
(Py) robustifikovand varianta tlohy kapitola 2
CQP kénické kvadratické programovani oddil 3.2.2
QCQP || kvadraticky omezené kvadratické programovani oddil 3.2.2
Span linearni obal oddil 3.2.2
R robustifikovand tloha
AR anticipativni robustifikovana tloha
AAR affinné anticipativni robustifikovana tloha
DSA druhosledova anticipativnost oddil 4.7
max maximum (funkce)
min minimum (funkce)
sup supremum (funkce)
Ey stfedni hodnota nahodného vektoru p
pfi minimalni pravdépodobnosti « oddil 3.2.8

Tabulka 5.1: Zkratky a znaceni pouzité v praci

74



Priloha A

Koéd programu Matlab

V této kapitole je uveden zdrojovy kéd, ktery byl v softwaru Matlab vyuzit pro ap-
likaci poznatku z této prace. Sekce A.1 obsahuje hlavni télo programu s deklaracemi
vsech potifebnych proménnych. Sekce A.2, A.3 a A.4 pak uvadéji kody podsouboru,
které hlavni program vola. Jediné casti, které byly vynechény, jsou piikazy slouzici
k vypisu grafu do souboru (konec kédu v sekci A.1).

A.1 Hlavni soubor

mez = -1000000;
om = [250, 215];
ceny = [95, 40];
options = optimset(’LargeScale’,’off’);

upper = 100;
Ain = dlmread(’mat_1.txt’);

for k=0:upper
theta=k/upper;
[mez 0 0 O ;

x0 0]
[mez 0 0 O 0];

1b

% Puvodni robustifikovand dloha

/A
fb = [(-ceny(1)+ceny(2)) 0 (-ceny(1l)+ceny(2)) ceny(1)];
Ab = [1 -1 0 O;
011 -1];
bb = [(om(1) * (1 - theta)) (om(2) * (1 - theta))];

[¥, vysl(1)] = linprog(fb,Ab,bb,[],[],1b,[]);

% Soyster
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%
bs = [(om(1) * (1 + theta)) (om(2) * (1 + theta))];
[7, vysl(2)] = linprog(fb,Ab,bs,[],[],1b,[1);

% Bertsimas a Sim

pA
for 1 = 1:5
gam = [1/5 1/5];
[7, out(1)] = fmincon(’obj’,x0,[1,0[1,01,0],1b,[],
,’BS’, options, theta, om, ceny, gam);
end;
for i = 1:5
gam = [0.8 i/5];
[7, out(i+5)] = fmincon(’obj’,x0,[1,01,0,[1,1b,[],
,’BS’, options, theta, om, ceny, gam);
end;

gam = [0.2 0.8];
(7, out(11)] = fmincon(’obj’,x0, (], ], ], [],1b,[],
,’BS’, options, theta, om, ceny, gam);

gam = [0.8 0.2];
(7, out(12)] = fmincon(’obj’,x0, (], ], ], [],1b, (],
,’BS’, options, theta, om, ceny, gam);

%AAR
yA
Q = (om(1) + om(2))*(1 + theta);

[Ain, Aeq, b] = matice_v2(ceny, om, theta, Q, Ain);

f =b(3,1:9);
i="b,:);
j =b(2,1:2);

[7,vysl(3)] = linprog(f,Ain,i,Aeq,j,1b,[]1);

%Uprava vysledku
b
vysl = - round(vysl);
out = - round(out);

Vi(k+1,:) = vysl; Ybase, soyster, AAR
V2(k+1,:) out; %B-S (stejne), B-S(fix), B-S (prohozene)

end;

76



A.2 Soubor obj.m

function f = obj(x, ~, ~, 7, 7)
f=x(1);

A.3 Soubor BS.m

function [c, ceq] = BS(x, theta, om, ceny, gam)
A= [-1-1];
ylb = [0 0];

JmaximalizaZni podminky - prvni

f1 = [gam(1) 1];

bl = - theta * om(1);

[~, vall] = linprog(f1,A,b1,[]1,[],ylb,[1);

%maximalizacni podminky - druha

f2 = [gam(2) 1];

b2 = - theta * om(2);

[*,val2] = linprog(f2,A,b2,[1,[]1,ylb,[1);

% nonlinear inequality constraints
c = [ceny(1) * x(5) - (ceny(1)-ceny(2)) * x(2) -
- (ceny(1)-ceny(2)) * x(4) - x(1);
x(2) - x(3) - om(1) + wvalil;
x(8) + x(4) - x(5) - om(2) + val2];

ceq = [J;

A.4 Soubor matice.m

function [N1, N2, N3] = matice(ceny, om, theta,Q,Nin)
A = ceny(1) - (2*ceny(2));

% inequalities

A

M = Nin;

M(1,2) = -A;

M(1,3) = -A;

M(1,6) = - om(1) * A;

M(1,7) = theta * om(1l) * A;

M(2,8) = -om(1);
M(2,9) = theta * om(1);

M(3,8) = -om(1);
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M(3,9) = theta * om(1);

M(4,4) -om(1);
M(4,5) = theta * om(1);

M(5,4)
M(5,5)

om(1);
theta * om(1);

% equalities
b
N(1:2, 1:9) = 0;

N(1,4) = -1;
N(1,6) = 1;
N(2,4) = 1;
N(2,8) = -1;
% other

%
P(1, 1:12) = 0;
P(2, 1:2) = 0;
P(3, 1:9) = 0;

P(1,1) = ceny(2) * om(2) * (1 - theta);
P(1,3) = - (1 + theta) * om(2);
P(1,5) = Q;

P(2,1) = ceny(2)/A;

P(2,2) = 1;
P(3,1) = 1;
N1 = M;
N2 = N;
N3 = P;
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