Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Oto Havle
Pocitacova simulace radiobiologického ucinku kysliku

Katedra numerické matematiky
Vedouci diplomové prace: Doc. RNDr. Jifi Feleman, CSc.
Studijni program: Matematika, Vypoctova matematika



Na tomto misté bych rdd podékoval RNDr. Milosi Lokajickovi, DrSc. a Ing. Mgr. Jitimu
Barillovi, CSc., za uvedeni do problematiky radiobiologie a zapujceni studijni literatury,
dale svému vedoucimu Doc. RNDr. Jitimu Felcmanovi, CSc., za cenné rady a doporuceni.

Tato diplomové prace je casti vyzkumného projektu MSM 0021620839 financovaného
MSMT a je ¢astecné podporovana grantem Grantové Agentury Univerzity Karlovy
¢. 317/2006/B-MAT/MFF - Matematické modelovani radiobiologického t¢inku kysliku.

Prohlasuji, ze jsem svou diplomovou praci napsal samostatné a vyhradné s pouzitim cito-
vanych pramenu. Souhlasim se zapujcovanim prace.

V Praze dne 12. dubna 2006 Oto Havle



Obsah

Uvod

Odvozeni zakladnich rovnic

2.1 Komentar k aplikacim a literatute . . . . . . . . ... ... ... .. ...

2.2 Souvisejici fyzikdlni, chemické a biologické jevy . . . . . .. ... ... ..
2.2.1 Faktory ovliviujici biologicky u¢inek . . . . . . . ... ... ...
2.2.2  Faze radiobiologického procesu . . . . .. ... ..o
2.2.3 Vyklad fyzikalni a chemické faze . . . . . . . . .. ... ... ..

2.3 Modelovani fyzikalni a chemické faze . . . . . . . .. ... ...
2.3.1 Fenomenologické modely . . . . . . .. .. ... oo
2.3.2  Modely zalozené na klasické reakeni kinetice . . . . . . . ... L.
2.3.3 Stochastické modelovani, metody Monte Carlo . . . . . . . . .. ..

2.4 Odvozeni modelu . . . . . . .. ..
2.4.1 Odvozeni soustavy rovnic . . . . . . . .. ...
2.4.2  Okrajové a pocatecni podminky . . . . . .. ... ... L.
2.4.3 Modelovani reakci radikali s molekulou DNA . . . ... ... ...

Formulace problému

3.1 Slabé formulace . . . . . . ...
3.1.1 Prostory funkei . . . . . ...
3.1.2  Definice slabého feseni . . . . . . . .. ..o
3.1.3 Jednoznacnost slabého teseni . . . . . .. .. ...

3.2 Prtechod k jednorozmérnému problému . . . . . ... ... ...
3.2.1 Odvozeni jednorozmérné ulohy . . . . . . . . . ... ... ... ...
3.2.2  Prostory funkei pro jednorozmérnou tdlohu . . . . . ... ... L.
3.2.3 Formulace jednorozmérné dlohy . . . . .. ... ... ...
3.2.4  Souvislost tfi- a jednorozmérné ulohy . . . . . . . ... ... L.

3.3 Existence feSeni jednorozmérné ulohy . . . . . . . ... ..o
3.3.1 Zjednodusujici predpoklady . . . . . .. ...
3.3.2 Modifikovand soustava . . . . . ... ...
3.3.3 Galerkinova metoda . . . . . ... ..o
3.3.4 Nezapornost . . . . . . . ..
3.3.5 Existencni véta . . . . . ...

00 -1 =

oo

10
11
12
12
13
14
14
18
19



3.4 Elipticka regularita . . . . . . . ... o

4 Numerické reseni
4.1 Semidiskretizace v prostoru . . . . . .. ..o
4.2 Diskrétni prostor Vi, . . . ..o
4.2.1 Lagrangeovska interpolace . . . . . . . . .. ...
4.2.2 Dalsi projekce a jejich vlastnosti . . . . . . ..o
4.2.3 Inverzni nerovnost . . . . . .. ..o
4.3 Globalni existence diskrétniho feseni, odhad chyby . . . . . . .. .. .. ..
4.3.1 Operétor feseni homogenni ulohy . . . . ... ... ... ... ...
4.3.2 Vyjadifenichyby . . . . . . . .. oo
4.3.3 Odhad chyby . . ... .. . ...
4.3.4 Volba pocatecni podminky . . . . . . .. ...
4.4 Dalsi vlastnosti diskretizace . . . . . .. ...

5 Pocitacova realizace
5.1 Implementace . . . . . . . . ..
5.1.1 Knihovna ODEPACK . . . . . . .. ... ... . ... .......
5.1.2  Soustava obycejnych diferencialnich rovnic . . . . . . . .. ... ..
52 Priklady . . . . . .
5.2.1 Radikalové reakce . . . . . . . . ... Lo
5.2.2  Zavislost na koncentraci kysliku . . . . .. ... .00
5.3 Zhodnoceni modelu . . . . . . . . .. ...

6 Zaveér

A Nerovnost Gronwallova typu
Seznam tabulek

Seznam obrazkiu

Literatura

58
29
60
62
65
66
66
67
70
72
81
83

86
86
86
87
88
88
91
94

95

96

99

100

101



Nazev prace: Pocitacova simulace radiobiologického ué¢inku kysliku

Autor: Oto Havle

Katedra: Katedra numerické matematiky

Vedouci diplomové préace: Doc. RNDr. Jifi Felcman, CSc.

e-mail vedouciho: felcman@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: Prunikem castice radioaktivniho zéfeni do vnitiniho prostiedi buiky je zah&jen
proces, na jehoz konci muze byt buiika zni¢ena v dusledku poskozeni molekul DNA nesoucich
dédi¢nou informaci. Prubéh chemické fdze radiobiologického procesu je ovlivnén piitommnosti
dalsich latek v cytoplazmé, zejména rozpusténého kysliku. Studium reakci probihajicich v che-
mické fazi muze napomoci vysvétleni radioprotektivni nebo radiosenzitivni role kysliku za ruznych
koncentraci. V této diplomové praci jsou difuzni a reakéni pochody chemické faze radiobio-
logického procesu modelovany pomoci soustavy parabolickych semilinearnich parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic. Model je doplnén o kvantifikaci poskozeni DNA. Je odvozena klasicka a slaba
formulace prislusné pocateéni tlohy ve trech dimenzich, dokazana jednoznacnost feSeni. Za pred-
pokladu sférické symetrie je odvozena ekvivalentni jednorozmérna tuloha. Za zjednodusSujicich
predpokladu je dokazéna existence feSeni Galerkinovou metodou. Jednorozmérna uloha je dis-
kretizovana metodou koneénych prvku, je odvozen odhad chyby diskretizace. V rdmci diplomové
prace byl model také realizovan na pocitaci a ziskany numerické vysledky, které jsou kvalitativné
srovnatelné s fyzikalni skutecnosti.

Klicova slova: radiobiologie, chemicka faze, reakéné-difuzni parcidlni diferencidlni rovnice, sfé-
rickd symetrie, metoda konecnych prvku

Title: Computer Simulation of Radiobiological Effect of Oxygen

Author: Oto Havle

Department: Department of Numerical Mathematics

Supervisor: Doc. RNDr. Jii{ Felcman, CSc.

Supervisor’s e-mail address: felcman@karlin.mff.cuni.cz

Abstract: Exposing a live cell to ionizing radiation can lead to cell inactivation. Oxygen and other
chemical substances soluted in the internal environment of a cell participate in various chemical
reactions during the chemical stage of the radiobiological process. The thesis is concerned with
modelling diffusion and reaction processes of the chemical stage. A system of semilinear parabolic
partial differential equations for concentrations of chemical substances involved is derived in
three spatial dimensions, including weak formulation. Assuming spherical symmetry, the problem
can be reduced to one dimension. Under further simplifications, existence of solution is proven
via Galerkin method. The one-dimensional problem is solved numerically, using finite element
discretization. Error estimates and computer implementation are presented.

Keywords: radiobiology, chemical stage, reaction-diffusion equations, spherical symmetry, finite-
element discretization



Kapitola 1
Uvod

Je-li bunka vystavena pusobeni ionizujiciho zafeni, muze dojit k poskozeni dédi¢né in-
formace a nasledné k odumfeni bunky. Dukladné pochopeni mechanizmu tohoto jevu méa
vyznam jak pfi studiu moznosti ochrany zivych organismu pred zafenim, tak pro radiote-
rapii.

Ucinek zéfent je ovlivnén, mimo jiné, chemickymi déji probihajicimi po radiolyze vody
v misté dobéhu ionizujici ¢astice. Matematické modelovani této tzv. chemické faze radio-
biologického procesu, je hlavnim tématem predkladané diplomové prace. Prace navazuje
na clanek [1]. Cilem je odvozeni a pocitacova realizace modelu, ktery presnéji zachycuje
difuzi radikali a umozni uvazovat obecnéjsi systémy chemickych reakei.

V clanku [1] jsou difuzni a reakéni procesy chemické faze zjednodusené popsany sousta-
vou obycejnych diferencidlnich rovnic (viz odstavec 2.3.2). V této préaci budeme uvazovat
soustavu rovnic parcidlnich. Na rozdil od [1] se vice zaméiime na matematickou stranku
modelu. Jakmile formulujeme soustavu parcialnich diferencidlnich rovnic, vychazi vSechny
nase dalsi uvahy pouze z vlastnosti této soustavy; snazime se nesmésovat matematické
dikazy s fyzikalnim nézorem.

Odvozeni modelu na zékladé fyzikalnich ivah je naplni kapitoly 2. V kapitole 3 uptesni-
me matematickou formulaci modelu. Odvodime slabou formulaci a dokazeme jednozna¢nost
feseni (véta 2, str. 29). Déle se omezime na sféricky symetricka reseni a redukujeme problém
do jedné prostorové dimenze, s vyuzitim Sobolevovych prostoru s vahou. Za dodateénych
predpokladu dokdzeme existenci a nezapornost feseni (véta 4, str. 55). V kapitole 4 navrh-
neme numerickou metodu pro feseni uvazované soustavy parcialnich diferencidlnich rovnic
pomoci metody konecnych prvku. Dokazeme existenci diskrétniho feseni a odvodime od-
had chyby (véta 5, str. 80). Koneéné v kapitole 5 popisSeme poéitacovou realizaci a uvedeme
priklady numerickych vypoctu (CD se zdrojovymi texty programu piilozeno).



Kapitola 2

Odvozeni zakladnich rovnic

V ¢éasti 2.2 uvedeme piehled fyzikalnich, chemickych a biologickych procestu, které se
podileji na vzniku radiobiologického tcinku zafeni. Vétsina zde popisovanych jevi se ovsem
do déle odvozeného modelu promitd pouze neptimo. V dalsi ¢asti 2.3 uvedeme nékolik
moznych piistupu k matematickému modelovani. Koneéné v ¢éasti 2.4 odvodime matema-
ticky model, jehoz rozbor je obsahem této diplomové préce. Casti 2.1 az 2.3 uvadéji stu-
dovany problém do sSirsitho kontextu, nejsou pro pochopeni textu dalsich kapitol nezbytné
a Ctenar je muze preskocit.

2.1 Komentar k aplikacim a literature

Zékladni aplikacni oblasti je radioterapie rakoviny. Radioterapie je zalozena na ni¢eni bunék
nadoru ozatovanim. Cilem teoretického tsili je tedy také sestaveni metodiky pro optima-
lizaci ozafovaci procedury.

Z hlediska klinické praxe je pochopitelné nejvyznamnéjsi zkoumani biologického t¢inku
v rozsahu nadoru, tkani nebo celych organu. V této praci se ovSem zaméfujeme na fy-
zikalni a zvlasté chemickou fazi celého procesu, a proto se omezime na popis jevu vzni-
kajicich nejvyse na drovni bunék. Nebudeme tedy hovorit o ozafovani z vice sméru apod.
Ani prubéhu biologické faze nebudeme vénovat vice nez nékolik poznamek, nutnych pro
pochopeni navaznosti na predchozi faze a kritérii pro kvantifikaci acinku zareni. Zasvéceny
a strucny vyklad radiobiologického procesu zaméreny na biologické procesy i klinické
aplikace lze nalézt ve studii [12]. Vyhneme se také otdzkdm experimentalniho vyzkumu
buneéného poskozeni (viz [5] nebo [21]).

Nebudeme se podrobnéji zabyvat vlastnostmi latek a reakci, vystupujicich v chemické
fazi radiobiologického procesu. Tyto udaje se do matematickych modeli dostanou pouze
jako vstupni data, viz. [14] nebo [7]. Piiklady uvedeme v ¢asti 5.2.



2.2 Souvisejici fyzikalni, chemické a biologické jevy

Problematika zasahuje do vice oblasti fyziky, chemie a biologie, zahrnuje mnoho ptirodnich
jevi nebo déju a nasledné dava vzniknout ruznym matematickym modelim a vypocetnim
postupum. Abychom ziskali néjakou celkovou orientaci a mohli jednotlivé modely postavit
do souvislosti, predem rozdélme souvisejici fyzikalni procesy podle nékolika kategorii:

1. Podle prostorového rozsahu na problémy makroskopické (rozlozeni davky zareni v tké-
nich, biologicky u¢inek na drovni organu a tkéni) a mikroskopické (struktura radiaéni
stopy, chemické a biologické procesy uvniti bunék, interakce zafeni s biomolekulami).

2. Podle ¢asového rozsahu, od jevii v fadu pod 107 s (jevy provazejici radiaéni stopu,
rozptyl a pohlcovani zaien{) pes pikosekundové (107'2 s, vytvoieni radikalovych clus-
tertl) a nanosekundové (1077 s, chemické reakce, difuze) az po procesy probihajici
v fadu dni i delsi (postradiaéni projevy na trovni orgénu).

3. Podle tradi¢niho rozdéleni na jevy fyzikalni z oblasti dozimetrie a casticové fyziky
(rozptyl zéreni, vznik sekunddrnich ¢édstic, predani energie zareni prostiedi a jeji
prostorové ulozeni), chemické z oblasti fyzikdlni chemie, radia¢ni chemie, biochemie
a reakéni kinetiky (pocatecni radiaéni vytézky, radikélové reakce, problémy difuze
a reakce, struktura DNA) a biologické (opravné bunécné procesy, vliv zafeni na bu-
nécny cyklus, smrt bunky, likvidace nadoru).

V soucasnosti neexistuje globalni model, spojujici vSechny zndmé souvisejici aspekty.
Diléi modely jsou obvykle nepiilis kompatibilni, tj. vysledky jednoho nejspiSe nelze jed-
noduse pouzit jako pocatecni podminky pro jiny model. Byly a jsou odvozovany teorie
,,fenomenologického” charakteru, snazici se postihnou Sirokou ¢ast problematiky interpolaci

fyzikdlnich principu.

2.2.1 Faktory ovlivinujici biologicky uc¢inek

Celkovy uc¢inek zavisi samoziejmé na vlastnostech zareni a na vlastnostech ozafovanych
bunék. Zafeni je charakterizovano zejména druhem a energii jednotlivych castic, déle
davkou, tj. energii absorbovanou ozarovanym objektem vztazenou k jednotce hmotnosti,
piipadné davkovou rychlosti, tj. prumérnou déavkou za jednotku ¢asu. Vyznamnym para-
metrem je tzv. linedrn{ pienos energie (LET).

V klinické praxi lze davku a davkovou rychlost ménit v jistém rozsahu inosném pro ra-
dioterapii celkem libovolné. Ostatni charakteristiky ovsem zavisi na pouzitém zdroji zafeni.
Muzeme rozlisit nékolik kategorii pouzivanych zaricu

Welicina LET (linear energy transfer) je definovéna jako energie piedand prostiedi na jednotku délky
drahy ¢astice. Ma smysl jen pro ionizujici zafeni. Pokud se o LET hovoii v souvislosti s elektromagnetickym
zatenim, mysli se LET sekundérnich elektront. Veli¢iny jako davka nebo LET se vztahuji k prichodu zafeni
néjakym prostifedim. V tomto kontextu budeme budeme déle vzdy uvazovat vodu, ktera tvoii podstatnou
¢ast hmotnosti bunek, a zminované veli¢iny povazovat za charakteristiky samotného zafeni.



1. Rentgenové zatice a zartice 7.
Elektromagnetické zafeni (fotony) z radioaktivnich zaficu nebo brzdné zareni. Vy-
kazuje nizkou energii ¢astic i nizké hodnoty LET, a neni prakticky schopné zpusobit
piimé poskozeni DNA. Poskozeni DNA je zpusobeno vzbuzenymi chemickymi pro-
cesy. Jiz dlouhou dobu se bézné pouziva pro radioterapii. Pfi srovnavani ruznych
druhu zareni se pravé y-zareni bere jako referen¢ni zareni.

2. [(-zareni
Svazky elektronu z linedrnich urychlovacu. Hodnoty LET jsou vySsi nez u zareni +.
I B-zéateni je v radioterapii bézné pouzivano.

3. Protony a lehké ionty.
Svazky iontu s protonovymi ¢isly 1 az 6 (uhlik). Maji mensi boéni rozptyl nez zareni
v a (3, je pozorovano tzv. Braggovo maximum, poskozeni je sousttedéno do malé pro-
storové oblasti. Vyrazné prevlada piimy ucinek zareni na DNA (dokonce muze dojit
k souc¢asnému poskozeni homologickych chromozomu jednou ééstici), vlivy sekundér-
niho poskozeni a kyslikovy efekt ustupuji.

V soucasnosti se zajem vyzkumniku zamétruje na protony a lehké ionty, které se zdaji
byt pro radioterapii vhodnéjsi. Z prechoziho piehledu je jasné, ze konkrétni prubéh zvlaste
fyzikalni faze se u ruznych druhu zafreni podstatné lisi. Modely vhodné pro y-zatfeni obecné
nebudou pouzitelné v pripadé iontu a naopak.

Vedle fyzikalnich vlastnosti zafeni vysledek spoluurcuji také vlastnosti ozatovanych
objekti. Bunka je slozity a navic zivy systém vybaveny tc¢innymi samoregula¢nimi a oprav-
nymi mechanismy. Jeji rozhodujici vlastnosti nelze popsat stejné jednoduse jako v ptipadé
fyzikalniho zateni. Je treba vzit v ivahu zvlasté tyto faktory:

1. Bunka obsahuje vice druht biomolekul, vyznamnych pro zivot bunky, které mo-
hou byt zarenim zasazeny. Za rozhodujici se ovSem povazuje pouze poskozeni mole-
kul DNA v jadfe (chromozomalni DNA). Neporusenost DNA je nutnou podminkou
pro spravny prubéh bunééného cyklu a rozmnozovani (déleni) bunky. Bunecné jadro
ovSem predstavuje pouze malou ¢ast objemu celé bunky. Tim se pravdépodobnost
zésahu snizuje.

2. Vnitini prostfedi bunky (cytoplazma) je vyplnéno vodnym roztokem mnoha orga-
nickych sloucenin. Je nutno uvazovat moznost ionizace vody za vzniku reaktivnich
radikalu, které nasledné zpusobi sekundarni poskozeni DNA chemickou reakei. Tento
jev muze byt omezen nebo naopak podporen dalsimi rozpusténymi chemickymi lat-
kami (radioprotektiva, radiosenzitiva, kyslik).

3. Bunka disponuje schopnosti opravit poskozeni DNA (reparac¢ni mechanismy). Jsou
mozné opravy jednoho vlakna dvojsroubovice DNA pomoci druhého, v piipadé di-
ploidnich bunék také opravy celé molekuly podle homologického chromozomu.



Pti radioterapii je navic tteba rozlisSovat mezi nadorovymi bunkami a zdravou tkani. Roz-
dilné vlastnosti nddorovych a normdlnich bunék podporuji (rychlejsi regenerace zdravych
tkani) nebo oslabuji (napi. neptiznivy kyslikovy efekt) pozadovany vysledek terapie.

2.2.2 Faze radiobiologického procesu

Sledujeme-li efekty zpusobené jednou ¢astici zafeni, muzeme podle povahy probihajicich
procest a jejich rozlozeni v ¢ase? rozdélit cely radiobiologicky proces do tif fazi.

1. Faze fyzikalni.
Radiobiologicky proces zacina ozarenim, tedy pruchodem ionizujicich ¢dstic bunkou.
Uz v této fazi muze dojit k poskozeni dédicné informace skutecnou interakci zareni
s molekulou DNA. Pro zateni s nizkym LET vsak zafeni samotné DNA poskodit
nemuze. Vyvola ovSem ionizaci vody a dalsich latek rozpusténych ve vnitinim pro-
sttedi bunky a spusti tak dalsi, chemickou fazi.

2. Féze chemicka.
lonizaci vznika z vody a latek v ni rozpusténych shluk (cluster) radikalu. Radikaly
s puvodnimi latkami a spolu navzdjem reaguji a postupné se rekombinuji zpét na
vychozi latky. Pred rekombinaci mohou také reagovat s molekulou DNA a poskodit
ji.

3. Faze biologicka.
Molekula DNA je nyni poskozena. Nékterda poskozeni muze burka (pomoci reparac-
nich enzymu) opravit, jind poskozeni jsou nevratna. Dochdzi k inaktivaci (zniceni)
bunky.

2.2.3 Vyklad fyzikalni a chemické faze

Zéareni v pronika do latkového prostredi a interaguje s atomy latky. Mechanizmu interakce
je nékolik druhu. Dochézi k interakci s elektrony atomového obalu a vzniku sekundarnich
(vyrazenych) elektronu (Comptonuv rozptyl na valenénim elektronu, fotoefekt, tvorba paru
elektron-pozitron, excitace s naslednym uvolnénim elektronu - Augeruv jev). Muze také
dojit pouze k vychyleni fotonu bez ztraty energie (Rayleighuv rozptyl). K interakci s jadrem
pii energiich zareni pouzivanych v radioterapii nedochazi. Sekundarni elektrony mohou
mit jesté dostatecné vysokou energii, pohybuji se prostiedim dal a vyrazeji dalsi elektrony,
piipadné davaji vzniknout i fotonum. Radiacni stopa se tak rozsifuje, vznikaji excitované
molekuly. Ze zpomalenych elektronu se nakonec stanou tzv. solvatované (hydratované)
elektrony e, , struktury z elektronu obklopeného nékolika molekulami vody H»O, které jiz
jako bézné ionty podléhaji difuzi a ucastni se chemickych reakci.

2Soucasné pronika do celého objemu ozafované litky mnoho ééstic. P¥i popisu néslednych jevii se ovéem
pouzivé pojem lokdlniho ¢asu [3], kdy prvn{ interakci jedné uvazované cdstice zdfeni priradime ¢as nula
a sledujeme pouze dusledky této interakce.
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Predstavime-li si drdhu zafeni a vSech sekundarnich elektronu, vznikne v dusledku
pruniku jednoho fotonu do prostiedi neostra, nepravidelné rozvétvena stopa. Nejvétsi
lokalni ucinek, vyjadieny velicinou LET, maji elektrony na konci své drahy (tedy elek-
trony s urc¢itou nizsi energif). Tam vznikaji clustery, kulovité shluky excitovanych molekul
a solvatovanych elektronu. Osttejsi stopy valcového tvaru jsou charakteristické spise pro
tezsi castice (lehké ionty).

Vznikem clusterti konéf fyzikalni faze, v lokalnim ¢ase asi do 107'!'s. Na konci fy-
zikalni faze je v clusteru dano néjaké rozlozeni iontu, excitovanych molekul a solvato-
vanych elektronu (pocatecni vytézky). Vzhledem k odlisnému zpusobu vzniku lze ocekévat
jiné rozlozeni e,, a ostatnich latek vzniklych ionizaci. Béhem fyzikdlni féze muze dojit
k primému poskozeni DNA zarenim.

Na rozhrani chemické a fyzikalni faze dochazi k rozpadu excitovanych molekul a vzniku
dalsich radikélt a iontd. V chemické fazi (fadové 107 s az 107° s) vzniklé latky reagujf
navzajem, reaguji latkami rozpusténymi v roztoku a rekombinuji se zpét na puvodni latky.
Radikaly mohou byt eliminovany chemickym zptusobem, jestlize jsou v roztoku piitomny
tzv. vychytavace (scavengers), tj. latky, které reaguji s uréitymi radikaly prednostné (reakce
s vysokou rychlostni konstantou) za vzniku stabilnich produktu.

Cluster se zvétsuje difuzi. Jestlize cluster vznikl v blizkosti molekuly DNA, muze dojit
k reakci s radikaly a poskozeni DNA. Preruseni jednoho vldkna dvousroubovice DNA se
nazyvéd jednoduchy zlom?®. Preruseni obou vldken v nepfilis vzdalenych mistech se nazjva
dvojny zlom®. Za rozhodujici charakteristiku konce chemické faze se povazuji (v piipadé -
zareni) pravé pocty dvojnych zlomu, obvykle vztazené na jednu zakladni stavebni jednotku
molekuly DNA, nukleotidovy par®.

2.3 Modelovani fyzikalni a chemické faze

Ptistupy k modelovani, které lze vysledovat z existujici literatury, lze obecné rozdélit do
ti{ kategorii.
1. Fenomenologické modely.
Zalozeny na vybéru rozhodujicich jevii globalniho charakteru a volbé jejich pravde-
podobnosti, z nichz se pocitaji hodnoty experimentalné zjisténych ukazateliu. Tyto
modely vétsinou presahuji az do biologické faze.

2. Modely zalozené na klasické reakéni kinetice.
Difuzni a reakéni procesy jsou zachyceny soustavou diferencialnich rovnic. Do této
kategorie patii i model odvozovany v této praci.

3. Modely zalozené na metodé Monte Carlo.
Jsou simulovany prulety ¢astic prosttedim a reakéni a difuzni procesy na tdrovni
jednotlivych molekul.

33SB, single strand break
4DSB, double strand break
Sbpp, breaks per base pair
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2.3.1 Fenomenologické modely

Tyto modely se snazi postihnout cely radiobiologicky proces véetné biologické faze. Pro
popis biologické faze mechanistické modely patrné neexistuji. Mnoho pozornosti se vénuje
tzv. kiivkdm preziti [12].

Fenomenologické popisy vlivu kysliku na uéinek zéreni pouzivaji velicinu OER (oxygen
enhancement ratio). Prvni modely byly navrzeny v 50. letech 20. stoleti, jesté pred do-
cenénim vyznamu molekuly DNA. Tyto modely se v literatufe objevuji v rozsitené podobé
i dnes [13].

2.3.2 Modely zalozené na klasické reakéni kinetice

Tyto modely se zaméruji na chemickou fazi, reakce radikalu a difuzi. Popisuji vyvoj che-
mické stopy, tj. koncentrace radikalta vzniklych ionizaci vody a ptipadné rozpusténych latek
po pruchodu ionizujici ¢dstice v okoli jeji stopy. Obecné rovnice pro koncentrace ¢; = ¢;(x,t)
je (srov. [3], schematicky)

8ci

J:k J

kde D; je difuzni koeficient i-té latky a konstanty a;;i, b;; zahrnuji rychlostni konstanty
uvazovanych reakci, kterych se i-td latka dcastni. Difuzné-reakéni rovnici (2.1) lze Tesit
numericky. Je také mozné prijmout nékteré zjednodusujici predpoklady a feseni parcialnich
diferencialnich rovnic tak obejit.

Model Barilly a Lokajicka

Popiseme nyni model chemické féze, rozvijeny v pracich Barilly a Lokajicka [2], [1]. Vy-
nechame podrobnosti tykajici se konkrétnich chemickych latek, reakei a problematiku sta-
noveni nezndmych parametru z experimentalnich dat.

Model byl vytvoren za uic¢elem interpretace experimentélnich dat z [5]. V experimentu
je vodny roztok DNA vystaven v-zareni. Nad roztokem je atmosféra ze smeési kysliku a du-
siku nebo smési kysliku a oxidu dusného NoO. Méti se zavislost po¢tu dvojnych zlomu
na podilu kysliku ve smési nad roztokem.

Popis modelu Parametry modelu jsou ¢éstecné prevzaty z literatury, ¢astecné ziskané
optimalizaci, aby se vysledky ptiblizily experimentalnim kiivkam. Jadro modelu je v popisu
difuze radikéalu a jejich vzdjemnych chemickych reakei. Pocateéni podminky jsou viceméné
parametry, pocet dvojnych zlomu se pocita na zdkladé zjednodusenych pravdépodobnost-
nich tvah.

Zékladni ptredstava chemické faze pouzitd v modelu je nasledujici. Jako dusledek ra-
dia¢nich procesu fyzikdlni faze vznikl v blizkosti molekuly DNA shluk (cluster) radikala
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OH, H,O, HO, a solvatovaného elektronu e,,. V dusledku nepravidelnych drah sekundar-
nich elektronu lze predpokladat, ze tento shluk ma sféricky tvar. Radikdly navzajem reaguji
a cluster se difuzi zveétsuje.

Neuvazuje se obecnd difuzné-reakéni parcidlni diferencidlni rovnice (2.1) pro koncent-
race. Pomoci predpokladu zachovani sférické symetrie a jisté predepsané zavislosti objemu
clusteru na case se matematicky popis zjednodusi na soustavu obycejnych diferencialnich
rovnic pro pocet molekul jednotlivych radikalu v clusteru. Soustava se fesi numericky, kon-
covy cas t,, je stanoven jako ¢as, kdy v clusteru zbyva méné nez dvé molekuly radikala.
Pravdépodobnost vzniku jednoduchého zlomu se stanovi z poméru radikalu v koncovém
case [2] nebo z integralu poctu radikdlu pres casovy interval (md zachytit moznost setkéni
ruznych clusteri s DNA v ruznych ¢asech) [1]. Prispévek radikalu k vzniku jednoduchého
zlomu je vazen parametrem vyjadiujicim reaktivitu tohoto radikdlu s molekulou DNA.

2.3.3 Stochastické modelovani, metody Monte Carlo

Tyto ptistupy se snazi postihnout zvlaste fyzikalni fazi. Jsou zalozeny na existujicich mo-
delech a pocitacovych programech vyvinutych puvodné pro potieby jaderného inzenyrstvi
(a tedy pro jiné rozsahy energii zafeni). Monte Carlo se také pouziva pfi planovéni 1écby
k vypoctu prostorového rozlozeni davky v téle pacienta. Nékteré modely zahrnuji i ra-
dikalové reakce a sekundarni poskozeni DNA.

Zékladni myslenkou metody Monte Carlo pro modelovani interakce zafeni s latkou
je simulace mnoha nezdvislych piipadu pruniku ¢astice zareni (fotonu, elektronu, pozit-
ronu) do latkového prostiedi. Pomoci zndmych pravdépodobnosti ruznych fyzikélnich jevi,
které prulet ¢astice provazeji (rozptyly, vznik sekundarnich ¢astic atd.), znamych rozdéleni
pravdépodobnosti souvisejicich veli¢in (stfedni volnd dréha, energie sekundarnich ¢astic
atd.) a generatoru pseudondhodnych ¢isel se v kazdém jednotlivém pocitacovém experi-
mentu postupné sestavuje trajektorie castice a pocitaji se vybrané fyzikalni charakteristiky
(velikost energie predané ¢astici vybranému objemu atd.). Zavéreéné vysledky se dostanou
zprumérovanim vystupu mnoha simulovanych experimentu [27].

Vyhodou simulaci typu Monte Carlo je moznost detailné zahrnout skuteény mikro-
skopicky prubéh vsech znamych fyzikalnich jevu, které v latce probihaji. Jakykoliv pokus
zachytit vSechny jevy pfi jiném pristupu by se neobesel bez neimérnych teoretickych kom-
plikaci. Napf. v [16] byly metodou Monte Carlo pocitany pravdépodobnosti vzniku ruznych
typu poskozeni vldken DNA, coz vyrazné kontrastuje se zjednodusujicim pristupem [1].
V [4] autoti do modelu zahrnuli strukturni vlastnosti molekuly DNA, apod.

Nevyhodou je neefektivni vypocet na pocitaci, nutnost znat mnoho fyzikalnich para-
metru (u¢inné prutezy, pravdépodobnosti ruznych typu interakce zareni s ldtkou, parame-
try zéreni atd.).

Z literatury se zda, ze se simulacim typu Monte Carlo ddvé v posledni dobé prednost
pred klasickym pftistupem.
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2.4 Odvozeni modelu

Odvodime nyni model chemické faze, vychazejici z klasické reakéni kinetiky. Vysledkem
bude popis reakei a difuzi radikali pomoci soustavy parcidlnich diferencialnich rovnic.

Uvazujme situaci, kterd nastane po ozafeni vody, piipadné vodného roztoku néjakych
chemickych latek, zafenim . Soustiedime se na malou oblast (o pruméru desitek az sto-
vek nanometri) prostoru v blizkosti dobéhu sekundarniho elektronu, kde radiolyzou vody
vznikl cluster reaktivnich radikalu (H®, OH®, HO3, €4, ...). Do jisté doby po ozéfeni
(fadove desitky az stovky nanosekund) dochézi k zaniku clusteru radikélu difuzi a re-
kombina¢nimi reakcemi. Mezitim mohou radikaly napadat dalsi latky piitomné v roztoku.
Zajima nas chovani radikalu a dalsich chemickych latek a vyvoj clusteru v case.

Pti odvozovéani neni zatim nutné chemické latky a reakce konkretizovat. Oznacme sle-
dovanou oblast prostoru {2, sledovany ¢asovy interval (0,77) a

Sy, 8L (2.2)

sledované chemické latky. Chovani chemickych latek ve sledované oblasti prostoru popiseme
funkcemi

CiIQX(O,T>—>R.

Hodnota funkce ¢;(z,t) vyjadiuje koncentraci® latky S; v bodé x € Q a ¢asovém okamzZiku
te(0,7).

2.4.1 Odvozeni soustavy rovnic

Difuze

Uvazujme maly referenéni objem V' C €0 s hranici 0V, nezavisly na ¢ase. Podle 1. Fickova
zakona je latkové mnozstvi, proslé jednotkovym prufezem za casovou jednotku, tmeérné
koncentraénimu gradientu. Pro zménu mnozstvi latky S; v referencnim objemu V' zptso-
benou difuzi tedy plati

(i/ ci(x,t) d:c) = D; Mdé’.
dt Jy difuzi oy On

Symbol 0/0n znaci derivaci podle vnéjsi normaly k hranici 0V, konstanta D; je difuzni
soucinitel latky S;.

Predpokladame, ze D; jsou nezdporné konstanty. Pokud latka S; difuzi nepodléha, kla-
deme D; = 0.

6Koncentrace ¢ latky ve smési je definovana jako podil ldtkového mnozstvi a objemu smési, jednotka
obvykle mol/l. Zde ji chdpeme jako objemovou hustotu latkového mnozstvi. Viz také pozndmku na str. 15.
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Reakce

Ptispévek reakce do zmény koncentrace mnozstvi latky odvodime aplikaci jednoduchych
pravidel formalni reakéni kinetiky na referencni objem V.

Formdlni reakéni kinetika (viz. [26]) studuje reakce za predpokladu, ze reagujici latky
jsou v pevném reakénim objemu (napf. néjaké nadobé) rozlozeny rovnomeérné a jejich
koncentrace jsou v kazdém zvoleném casovém okamziku stejné ve vSech bodech tohoto
objemu. Koncentrace tedy zavisi pouze na case, ¢;(z,t) = ¢;(t). Okamzita rychlost obecné
reakce

R : ,ulsjl + -t :umSjm — VISil + 4 Vnsl'n. (23)

je definovana jako ¢asova derivace koncentrace reaktantu nebo produktu (normovand pii-
slusnym stechiometrickym koeficientem)
1 de; 1 deg
V= = k=1,....m, {=1,... n.
M dt Uy dt

Rychlost v zavisi na okamzitych koncentracich reaktanti podle vztahu

V=K C] ...ij.

Koeficient £ > 0 je tzv. rychlostni konstanta reakce, soucet exponentu » oy, se nazyva fad
reakce.”

Pro tucely studia reakei radikalu vzniklych radiolyzou vody predpokladame reakce pouze
ti{ typu (napf. soustava chemickych reakei v [7] tento predpoklad spliuje)

1. bimolekulova reakce dvou ruznych latek (j® # k%) druhého Fadu
R: St S "5 vfiSm 4+ V%S, (2.4)
V=K CinChr-

J

2. rekombinacni reakce

:"QR
R : SjR + SjR — VFSZ-R + -+ VZ?RSZ-R , (2.5)
1 nR
2
v=r"" Cin-

3. monomolekulova reakce prvniho radu

R
R : SjR — VFSZ'R 4+ -4 VZ;RSZ'R , (26)
1 R

_ R
V=K Cip.

7 Rychlostni konstnata & i exponenty «; jsou pro konkrétni reakce uréovany experimentalné. Exponenty
a; obecné nemusi byt celd ¢isla. Z toho plynouci formélni obtize lze vyftesit zavedenim bezrozmérnych
veli¢in. V této préaci se témito otdzkami zabyvat nebudeme. O volbé jednotek pii numerickych vypoctech
viz odstavec 5.2.
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Abychom se vyhnuli nedorozumnéni v pozdéjsich uvahéach, pridavame jiz nyni k velicinam
jako horni index symbol reakce, k niz se vztahuji. Predpokladame, ze zadnd latka neni
zaroven reaktantem i produktem reakce, formalné

g kR g it iR Y, pro reakci R typu (2.4),
g E T, iR ) pro reakci R typu (2.5) nebo (2.6).

V seznamu produktu se latky neopakuji, it # iy pro ¢ # {'. Pfipoustime piipady, kdy je
seznam produktu reakce prazdny (n® = 0). Toto rozsifeni umoznuje vynechat ze soustavy
latky, které v chemickych rovnicich vystupuji pouze na strané produktu a neovlivnuji
rychlost reakci. Vodu v rovnicich vynechdvame vzdy a to i v pripadé, ze je pro prubéh reakce
z fyzikalniho pohledu rozhodujici 8. Reakce totiz probihaji ve vodném roztoku a mnozstvi
vody tadové prevysSuje mnozstvi ostatnich latek. V1iv reakei na celkové mnozstvi vody je
zanedbatelny.

Pouzijeme-li uvedené vztahy na reakce probihajici v referenénim objemu V', dostaneme

prispévky
d
(—/ ci(x,t)dx> :/ ri(z, t) dz, i=1,...,L,
dt \4 reakei R \4

kde

1. V piipadé bimolekulové reakce (2.4)

VFHRCchkR proi =iy, {=1,...,n%,
ri = —K G Droi=j~ neboi= k¥, (2.7)
0 proi € {1,..., L} \ {7% k%4, .. .i’= }.
2. V piipadé rekombinacni reakce (2.5)
ufm“c?R proi=7iyg, {=1,...,n%,
1= { 2R proi = %, (28)
0 prodi € {1,..., L} \ {j%, i, ... i = }.
3. V piipadé reakce prvniho fadu (2.6)
ViR ¢, proi=ig, L=1,...,n%,
ri =< —K%c;x  proi=j*, (2.9)
0 prodi € {1,..., L} \ {j*, i}, ...i = }.

8To se tyk4 napifklad disociaén{ reakce HOy — H30T 4+ O5 [7] nebo reakef hydratovaného elektronu
coz je elektron obklopeny jistym poc¢tem molekul vody.

€ags
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Je ztejmé, ze Cleny 1} lze vyjadiit jako polynomy nejvysSe druhého stupné proménnych
Ciy---,CL,
Z aZ.cicr + Z e, i=1,...,L, (2.10)
7,k=1

kde konstanty ai;k, bij, t,5,k =1,...,L spocteme z multiplikativnich koeficientu v (2.7),
(2.8) resp. (2.9).

Oznacme R systém vsSech uvazovanych reakci, z nichz kazda spada pod jeden z uve-
denych ti typu. Prispévek vSech reakci dostaneme sec¢tenim piispévku jednotlivych reakei

a muzeme zapsat ve tvaru
L L
(z,t)dx = / <Z @;jkCjCr + ZbijCj) dx,
1%

d
(E/ ci(x,t) d:p) /
t |4 reakcems V’REm j.k=1 j=1

i = Yl by =Y b5, i k=1,... L

ReER ReER

Vlastnosti koeficienta a;;i, b;;
Vlastnosti chemickych reakei se projevi v hodnotéch koeficientu. Z (2.7)-(2.9) plyne

aijr <0, b; <0, pokudi=jneboi=Ek,
ajr >0, by >0, pokud i # j a1 # k.

Déle predpokladame, ze kazda chemicka rovnice R € R spliuje zadkon zachovani hmoty,
tj. chemicka rovnice je spravné vycislena. Tento pfedpoklad je na prvni pohled samoziejmy
a pro zajisténi rozumnych vlastnosti vzniklé soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic
patrné nezbytny. Predpoklad ovsem neni v konkrétnich ptipadech splnén, protoze uvazuje-
me reakce ve vodném prostiedi, ale vodu samotnou z reakei a z bilance hmoty vynechavame.

Zakon zachovani hmoty pro obecnou reakci (2.3) je ekvivalentni rovnici pro stechiome-

trické koeficienty
m n
E Hemj, = E vem;,,
/=1 (=1

kde m; > 0 je (napfiiklad) relativni molekulovd hmotnost latky S;. Pro uvazované tii typy
reakci tedy

M+, = Z meiz}, pro reakci R typu (2.4),
2m, = Z mei?, pro reakci R typu (2.5),
= Z mei}}’ pro reakci R typu (2.6).
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Pro kazdou bimolekulovou reakci R typu (2.4) z (2.8) plyne

L nR

R __ R —
E M7 = K CirCrp | My — Myp + E miZz = 0.
=1 /=1

Z vyjadreni reakénich ¢lentu (2.8), (2.9) snadno zjistime, Ze tato rovnost plati pro kazdou
reakci R € R. Ziejmé

L L
> miak, =0, > mibf =0, i k=1,...,L, R €R.
=1 =1

Sectenim téchto rovnic pres vSechny reakce systému R dostaneme rovnice pro koefici-
enty aijk, bij

L L
Zmiaijkzo, Zmzbwzo, j,k’zl,,L
=1 i=1

Soustava

Od integralu ptes referencni objemy V' muzeme, vzhledem k libovolnému vybéru V', ptejit

k diferencidlnim rovnicim v €2. Vysledna soustava pro koncentrace cq,...,cp je
de; A L L (z,t) € Q% (0,7T),
o = Dz ¢ + ];1 Ak CiCk + jzl bijCj, ;= 17 L I (211)

Symbol A znaci Laplaceuv operator,

0> 02 0>
~ 0 - 0x3 - oz’

A

2.4.2 Okrajové a pocatecni podminky

Pted stanovenim okrajové podminky pro funkce ¢; splaujici (2.11) se vratime k fyzikalni
strance ulohy a pripomeneme si, jaky vyvoj v ¢ase od reagujicich chemickych latek oceka-
vame.

Jako reagujici latky uvazujeme nestabilni radikély vzniklé ionizaci vody a déle stabilni
latky pritomné v roztoku pred ozarenim. Muzeme piedpokladat, ze stabilni latky jsou
v okamziku vzniku clusteru rozptyleny v okolnim prostoru rovnomérné. Naopak molekuly
radikalu budou soustiedény v okoli jednoho bodu. Oc¢ekdavany vyvoj je takovy, ze po jistém
case se radikaly postupné rekombinuji na stabilni latky a jejich koncentrace s casem klesa
k nule. V jisté vzdalenosti od mista vzniku clusteru a v jisté dobé po okamziku jeho vzniku
jsou koncentrace radikalu jiz zanedbatelé malé.
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Uvéazime-li tento oc¢ekavany prubéh feseni a také nutnost tesit soustavu numericky,
rozhodneme se pro omezenou oblast 2. Volba velikosti a tvaru oblasti €2 je do zna¢né miry
libovolna. Budeme vzdy uvazovat kouli se sttedem v pocatku souradnic a jistym polomérem
R>0.

Pro koncentrace radikalu uvazujeme pocateéni podminku s kompaktnim nosicem v €2,
a muzeme pro né predepsat naptiklad homogenni Dirichletovu okrajovou podminku

¢i(x) =0, x € 01,

nebo homogenni Neumannovu podminku

8 C;
on

(z) =0, z €.

Vyznam Dirichletovy podminky je jasny, Neumannova podminka popisuje stav s nulovym
spadem koncentrace a nulovym tokem latky pires hranici vypocetni oblasti. Z hlediska
puvodniho fyzikalniho problému neni ani jeden typ podminky preferovan.

U stabilnich latek se déle nabizi predpoklad D; = 0, tj. ze latka nepodléha difuzi.
To lze ptijmout u formdlni DNA (viz str. 19), u ostatnich stabilnich ldtek (rozpustény
kyslik) je tento predpoklad nefyzikdlni (a zbytecny - pokud zndme hodnotu difuzniho
soucinitele, muzeme ji do PDE dosadit). Jestlize D; = 0, potom PDE neobsahuje derivace
neznamé funkce ¢; podle prostorovych proménnych a prestava mit charakter smisené ulohy.
Je to soustava oby¢ejnych rovnic pro koncentrace v ruznych bodech oblasti €2. Okrajova
podminka pro i-tou latku v ptipadé D; = 0 nemuze feSeni nijak ovlivnit a neni potieba se
ji dale zabyvat.

Zbyva piipad stabilni latky s D; > 0. Uvazujeme pocatecni podminku ¢;(z,0) = konst.
a Neumannovu okrajovou podminku. To usnadni piipadné uvahy tykajici se zdkona za-
chovani hmoty.

Zaveér diskuze

Soustavu budeme fesit uvnitt koule €2 s polomérem R. Soustavu doplnime Neumannovymi
okrajovymi podminkami a vhodnymi pocatecnimi podminkami

6ci B
o (x,t) =0, (x,t) € 0Q x (0,T), (2.12)
ci(r,0) = (z), x €

Symbol 0/0n zde znamend derivaci podle vnéjsi normély k hranici 052.

2.4.3 Modelovani reakci radikalu s molekulou DNA

Dosud jsme se zabyvali vypoc¢tem koncentraci vodnych radikala. Tyto koncentrace vSak
nelze experimentalné urcit. Jedinou velicinou, kterou lze zjistit experimentdlné, je pocet
dvojnych zlomu.
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Pro kvantifikaci poskozeni DNA pouzivame pravdépodobnost vzniku jednoduchého
zlomu pssp a pravdépodobnost vzniku dvojného zlomu ppsg. pssg resp. ppsg interpretu-
jeme jako pravdépodobnost vzniku zlomu na jednom nukleotidovém paru molekuly DNA
pii daném ozareni. Podle [1]

~ 2
PDSB =~ PssB-

Uvedeme dva mozné zpusoby vypoctu ppsg. Oba modely obsahuji volné parametry,
které je titeba nastavit zkusmo, a zadny z nich pravdépodobné neda absolutni hodnoty
ppse- Model budeme povazovat za prijatelny, pokud bude zavislost ppsg na vstupnich
datech (zvl4sté na koncentraci kysliku) kvalitativné odpovidat prubéhu zndmém z experi-
mentalnich dat [5].

Vypocet DSB pomoci formalni DNA

Napadeni molekuly DNA reaktivnimi radikdly modelujeme tak, ze do soustavy priddame
dalsi latku, kterd bude odpovidat nukleotidovym parum nebo fosfatovym vazbam na mo-
lekule DNA. Ptriddme také ptislusné chemické reakce typu

radikal + DNA —  (bez produktu).

Latku nazveme formélni DNA, abychom zduraznili, ze se nejedna o vlastni molekuly DNA,
a ze jeji zavedeni je pomérné hrubé zjednoduseni skutecnosti.

Nastavime vhodné pocatecni podminku DNA tak, aby ubytek formalni DNA v celé
vypocetni oblasti aproximoval pocet jednoduchych zlomu. V systému latek (2.2) prifadime
formalni DNA index ¢ = 1 a polozime

Ni(t) = /cl(:c,t) dz, t>0
Q

. 2.13
PssB =N1(0)—t1LI£lON1(t), (2.13)

2
PDSB = PssB-

Vyhodou této metody je snadnd implementace a moznost pouzit zndmé rychlostni
konstanty radikali s DNA. Nevyhodou je nutnost nastavit zkusmo pocateéni podminku
pro formdlni DNA. Muze se stat (viz odstavec 5.3), ze reakce radikdlu s formalni DNA
prevladnou nad rekombinacnimi reakcemi. Takové chovani neni z fyzikalniho hlediska
pravdépodobné.

Vypocet DSB primeérem pies ruzné casy setkani

Upravime postup vypocétu DSB pouzity v [1]. Tento postup vychézi z faktu, ze cluster
radikalu muze vzniknout v ruznych vzdalenostech od molekuly DNA. Cluster se zvétsuje
difuzi a radikédly se dostanou do blizkosti DNA az po jistém case od vzniku clusteru.
Predpokladame, ze pocet jednoduchych zlomu vzniklych pii setkani clusteru s DNA je
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umeérny mnozstvi radikalu v okamziku setkani. Cas setkani ovsem nezname, vezmeme in-
tegralni prumeér pres vSechny mozné ¢asy setkani. Cas omezime tak, aby ucinné byly pouze
clustery s vice nez N,,;, = 1 molekulami. Formalné

Ni:/ci(x,t)dx, t>0,i=1,...,L, (2.14)
Q
L
tyy =1i0f Q£ >0: > Ni(t) < Nopin (2.15)
a0
tm L,

DssB :/ZOQ‘Ni(t) dt, (2.16)
o =1

PDSB = p§SB- (2.17)

Nezaporné koeficienty «; vyjadiujici acinnost jednotlivych radikalu zvolime timérné rych-
lostnim konstantam jejich reakei s DNA. Pro latky, které s DNA nereaguji, polozime «; = 0.

Zduraznéme, ze integral (2.16) neinterpretujeme jako prumérné mnozstvi radikalu v jed-
nom clusteru, ale jako prumeér pfes ruzné clustery, které se s DNA setkdvaji v ruznych
casech. Hodnota integrandu ¢;(z,t) pochopitelné zavisi pres diferencidlni rovnici (2.11)
také na stavech c¢;(x,7) pro 7 < t. Predpokladdme stejny pocatecni stav vsech clusteru
a stejny vyvoj az do okamziku setkani s molekulou DNA.
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Kapitola 3

Formulace problému

V této ¢asti upresnime po matematické strance formulaci soustavy parcidlnich diferencidl-
nich rovnic a predpoklady o koeficientech a pocatecnich datech. Sestavime slabou formulaci,
uvedeme pozadavky na regularitu feseni a dokdzeme jednoznacnost slabého feseni (véta 2,
str. 29).

Za predpokladu sférické symetrie prejdeme k tloze s jedinou prostorovou proménnou
a ukazeme jeji souvislost s puvodni trojrozmérnou tlohou (véta 3, str. 44). Kone¢né se
pokusime dokazat existenci feseni jednorozmérné tlohy (véta 4, str. 55).

V této teoretické casti predpokladdame kladné difuzni koeficienty. Pismeno C' oznacuje
v ruznych vyrazech ruzné konstanty (pii pevné zvolenych datech tlohy).

Piedpoklad 1. Necht je dino L € IN a éisla
a;j; € IR, bij € IR, D; e IR, i,5,k=1,...,L (3.1)
takovd, Ze
1. D; >0 pro kazdéi=1,...,L.
2. Plati nerovnosti

aijr <0, by <0, pokud i = j nebo i =k,

3.2
a;jr > 0, by >0, pokud i # j a i # k. (3:2)
3. Emistugi ¢islam; > 0,¢=1,..., L takovd, Ze

L L
D miai =0, Y miby; =0, jk=1,...,L (3.3)

i=1 i=1

Necht je dino T >0 a R > 0. Necht

Q={zeR’:|z|<R}. (3.4)
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Uloha 1. Necht plati predpoklady (3.1)-(3.4) a jsou ddany funkce

A0 — R, i=1,...,L. (3.5)
Hleddme funkce
¢ Q2 x(0,T)— IR, i=1,...,L (3.6)
splnugict diferencidlni rovnice
dc; - - (z,t) € A% (0,7),
g = Dideit Dot ) e T (37)
7,k=1 7j=1
okrajové podminky
862‘ .
=0, (x,t) € 0Q x (0,T), i=1,...,L, (3.8)
on
a pocdtecni podminky
ci(r,0) = (z), reQ i=1,...,L. (3.9)

3.1 Slaba formulace

Nelinedrni cleny v rovnici (3.7) neobsahuji derivace, (3.8) jsou piirozené okrajové podminky
pro Laplaceuv operator. Slabou formulaci odvodime zpusobem analogickym k odvozeni
slabé formulace pro linearni parabolickou rovnici.

3.1.1 Prostory funkci

Pii definici slabého fesen{ vyuzijeme Lebesguetv prostor L? (€2) a Soboleviv prostor H! ().
Prostorové derivace tedy nahrazujeme slabymi derivacemi.

Co se tyce casovych derivaci, vyuzivame konceptu ,,evoluéni trojice prostorn” (viz [28],
[22])

H'(Q) — L*(Q) — [H' (Q)]". (3.10)

Symbolika (3.10) vyjadiuje identifikaci prvki prostoru H' () s prvky dualu [H'(Q)]
pomoci skaldrnfho sou¢inu (-, )7 prostoru L* (). Kazdému prvku w € H'(Q) je
piifazen funkcional w* € [H* (2)]" rovnici

(0, W) o) @) = (W) 12q) ve H (Q).
Prvky w a w* ztotoziiujeme! a v tomto smyslu chdpeme vnofeni

HY(Q) — [H ()]

1Snad je vhodné jesté zdiraznit, ze piestoze H! () je Hilbertiv prostor se skaldrnfm souéinem

(v,w)Hl(Q):/(qurVwVv) dz, u,v € H (),
Q
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Pojem evoluéni trojice prostoru umoznuje zobecnit pojem casové derivace. Kazdé lokédlné
bochnerovsky integrovatelné (abstraktni) funkci

w: (0,T) — H'(Q)

Ize prifadit derivaci ve smyslu distribuci s hodnotami v prostoru H* (Q). Tato derivace je
linedrni zobrazeni

w: Ce(0,T) — H ()
z prostoru vsech nekonecné hladkych realnych funkei s kompaktnim nosicem v intervalu
(0,T) do H' (Q), definované rovnict
T
ilp) =~ [dua g e o)
0
Pokud v € C* ([0, T]; H' (2)), plati

i) = [elu®a  pecrO.T) (3.11)
kde
wwzgg—éﬂmg—mmeﬁwm, te[0,7].
s€[0,T]

Rovnost (3.11) je rovnost v prostoru H' (Q).
Obecné nemusi byt v € C* ([0,T]; H' (2)). Piipustme

ue L?(0,T;H' (Q)).
Jestlize existuje funkce g € L? (0, T;[H! (Q)]*) takova, ze plati rovnost

uwﬂsz@mww, o€ CX0.T), (3.12)

potom muzeme funkci g povazovat za reprezentaci derivace . Posledni rovnost je tieba
chépat jako rovnost v prostoru [H' (€)]". Jinak feceno, pozadujeme, aby pro kazdé ¢ €
Cs°(0,T) av e H (Q) platila rovnost

(W, 0 ()) oy iy = (0,0 (0)) 120y = | ©(8) (0, 9(0) g1 (0 a1y At

Ot — 5

neztotozitujeme H' () s [H* (Q)r pomoci soucinu (v, W) (q), ale na prvni pohled nepfirozené po-
moci (-, +)p2(q)- Zpusoby ztotoznéni nejsou ekvivalentni. P¥i ztotoznéni pomoci (-, -) g1 (q) Je H'(Q) =
[H* (Q)]*, pii ()2 Je H'(Q) ¢ [H! (Q)]*, jak je vidét z vét o regularité slabych feseni eliptickych
rovnic.
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neboli
T

— [0 @)y dt = [0 @D iy A G13

Takto ztotoznime derivaci s prvkem prostoru L? (0,77 [H* (2)]"). Definujeme prostor
W2 (0,75 L% (Q), H (Q)) = {u € L* (0, T; H* (Q)) : u € L* (0,T; [H" ()]") }.

S normou
1
2

2 .12
lellwomic2 ). mio) = [”“”L?(O,T;Hl(m) + ”“||L2(0,T;[H1(Q>1*)]

v~/

Vlastnost 1.

1. Prostory L* (Q) a H' (Q) jsou separabilni Hilbertovy prostory. MnoZina C'> (ﬁ) tvori
husty podprostor prostoru H' (Q).

2. Plati vnoteni H' (Q) < L% (), vnoreni H' () — L*(Q) je kompakini.

3. Prostory L*(0,T; L* (Q)), L*(0,T; H' (Q)) jsou separabilni Hilbertovy prostory. Pro-
story

L*(0,T; [H (Q)]7), W (0,T;L%(Q), H' (Q))

gsou separabilni a reflexivni Banachovy prostory. Mnozina C* ([0, T); H' () tvord
hustyj podprostor prostoru W12 (0,T; L? (Q), H' (2)).

4. Plati vnorend

WE (0,7 L2 (), H () — C ([0.7): L (%),

vnorent

W2 (0,T; L% (), H () — L* (0,T; L* ()
je kompaktni.
5. Plati zobecneéné pravidlo o integraci per partes

(w(t), v(t)) 2y = (w(s),v(5)) 20y =

= / (<U(7),@(T»Hl(g),[m(mr + <U(T>7u(T)>H1(Q),[H1(Q)]*> dr,

0<s<t<T, uveW"(0,T;L*(Q),H' (Q) . (3.14)

Diikaz. Viz [28]. O
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3.1.2 Definice slabého resSeni

Nyni muzeme definovat slabé feseni. Pouzivame oznaceni

(U, V) p2) = / wv dz, u,v € L*(9),
Q

[, V] 1) = /Vu Vudz, u,v € H' (Q).

Uloha 2. Necht plati predpoklady (3.1)-(3.4) a jsou ddany funkce
A e L*(Q), i=1,...,L. (3.15)

Hleddme funkce
¢ € WH(0,T; L% (), H (), i=1,...,L, (3.16)

spliugici pro s.v. t € (0,T), viechnai=1,...,L a viechna v € H' () identitu

(Vs &) gy = —Dilvs il gy + / <Z a;jkCiCr + mec]> dz (3.17)

7,k=1
a pocdteéni podminku (rovnost v prostoru L* (2))

ci(0) = ¢

7

i=1,..., L. (3.18)
Souvislost slabého feseni s klasickou formulaci udava nasledujici véta.

Véta 1. Necht jsou funkce ¢;, i = 1,..., L Fedenim 4lohy (3.15)-(3.18). Potom funkce c;
spliiugi (3.7) ve smyslu distribuci. Jestlize navic

GeC@x0,T]), LeC @) i=1,...L
a je spliena podminka kompatibility

80
on

potom plati (3.7), (3.8), (3.9) bodové.

“(x) =0, x € 01,

Diikaz. 1. Necht ¢ € C5° (), ¥ € C§°(0,T) jsou libovolné funkce. Dosadime do (3.17)
testovaci funkci

v(x,t) = @(x)(t), (x,t) € Q x (0,7T), (3.19)

a rovnici zintegrujeme podle proménné ¢. Na levé strané podle (3.12) vyjde

T T
/ v, i) ), 4= /w (e, i) @)@ 4t
0 0
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T

ov
/wl QO,CZ L2(Q) dt = // acldl’dt,
0

Qx(0,T)

na pravé strané integrujeme difuzni ¢len per partes

—DiO/T[v,ci]Hl(Q) dt = —DZ-O/T@Z)(t) (/QV<p-Vcidx) dt
b O/TW) ([ esous)au=p, //) Avdedr

Qx(0,T

Plati

ov
_ // o —c¢;dzedt,= D, // c;Avdxdt + // <Z a,jkc]ckJer,jc]) dz dt.

Qx(0,T) Qx(0,T) ax(0,1) k=l
Tato rovnost plati dokonce pro vsechny funkce v € Cg§° (2 x (0,7")), protoze linearni obal
mnoziny vSech funkef tvaru (3.19) je husty v prostoru C§° (©2 x (0, 7)) (s obvyklou topologii
lokalné stejnomérné konvergence - v prostoru D (€2 x (0,7"))). Rovnice (3.7) plati ve smyslu
distribuci.

IT. Je-li ¢; € C*? (ﬁ X [O,T]), splyvaji klasické derivace s distributivnimi, rovnice (3.7)
tedy plati bodové. Podle (3.18) plati

ci(r,0) = (z) pro s.v. x € €2

a funkce x — ¢;(x,0) je spojitd, takze plati (3.9) bodove. B
Do (3.17) dosadime opét testovaci funkci v tvaru (3.19), tentokrat s ¢ € C™ (Q),
1 € C3°(0,T) a integraci per partes vyjde

oc;
—-D; : — Ac;
/] % / (et~ [[eacar) a

Qx(0,T)
// (Z ;jiCiCr + Z bwcj> dz dt.

ax(,r) =l

Difuzni koeficienty D; jsou kladné a plati diferencidlni rovnice (3.7), tedy
[0 [0

(x,t) =0, xe€dte(0,T). O

=0

a nutné
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3.1.3 Jednoznacnost slabého reSeni

Pro dukaz jednoznac¢nosti budeme potiebovat jednu z variant Gronwallovy nerovnosti a jis-
tou vlastnost lokalni lipschitzovskosti nelinearniho c¢lenu.

Vlastnost 2 (Gronwallova nerovnost). Necht K C IR je interval, n € IR, n > 0,
s € K, a pro funkce p,& : K — IR a plati

1. p je lokalné integrovatelnd nezapornd,

2. £ je spojitd nezdpornd,

¢
3. &) <n+|[ p(r)&(r)dr| pro kazdé t € K.
Potom .
£(t) < mexp /p(T)dT : te K
Diikaz. Viz [9]. O

Lemma 1. FExistuje C > 0 tak, Ze pro vsechna
v, U, U, ﬂl, ﬂg € Hl (Q)

a vSechna € > 0 plati nerovnost

2 — ~ 112 ~ 112
< Cz ol + C= (lur = 7oy + e = Ballfagey

/ v (Ul’UQ — 711112) dz
Q

2 2 _ 2 _ 2
: <”U1HH1(9) + l[wzllzn o) + 1@l @) + HU2HH1(Q)> :
Diikaz. Plyne z odhadu
[uruy — Uy ta| < |uruy — urlia| + |urtly — Uyts| < |uy||ug — o + || |ur — Uy,

Holderovy nerovnosti (s exponenty p; = 6, py = 3, ps = 2), véty o vnoreni

/ v (U,1U2 — fl,lag) dz
Q

< ||U||L6(Q) ||U1||L3(Q) Juz — 712||L2(Q) + ||U||L6(Q) ||@2||L3(Q) Jur — alHL?(Q)
1

~ 112 ~ 12 2
< O llsqay (llwr = il + e = Gzl () )

=

2 2 ~ 112 ~ 112 2
: (||U1||H1(Q)+||U2||H1(Q)+||U1||H1(Q)+||U2||H1(Q))

a Youngovy nerovnosti

. ) 1 1
ab = (e2a)(e72b) < 5;5@2 + 55*152, a,b>0. O
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Véta 2. Uloha (3.15)-(3.18) md nejugse jedno Fesent.

Diikaz. Necht ¢ = (¢1,...,¢) a ¢ = (é1,...,¢1) jsou dvé Fesen{ tlohy (3.15)-(3.18). Pro
rozdil
w;=c;— ¢ €W (0,T;L*(Q),H' (), i=1,...

dostaneme z (3.17) a (3.18) dosazenim v = w; rovnost

L L
(wi, w,>H1(Q)V[H1(Q)]* = —Dz [wi, w,]Hl(Q) + /Qw, <Z aijk (CjCk — 6j6k) + Z bijwj> dl‘,

J,k=1 j=1

L

Y

ktera plati pro skoro vsechna ¢ € (0,7") a vsechna i = 1,..., L. Pravou stranu odhadneme
podle lemmatu 1 vyrazem

2
— D; [wi, wil 1 ) + C¢ Jwill 1 o

L L L L
_ 2 2 ~ 12 2
o (z ||wj||L2(m) (z el + 3 ||cj||H1(m> £ O . (320
j=1 j=1 i=1 j=1
Difuzni koeficienty D; jsou kladné ¢isla,

2 2
=D [wi, wil gy ) + C¢ |will g ) = (Ce = Dy) [wi, wil g ) + Cc [[will 72

Lze zvolit € > 0 tak, aby pro kazdé i byl (3.20) majorizovan vyrazem

L L L
2 2 2
C (1 + Z ||Cj||H1(Q) + Z ||Cj||H1(Q)> (Z ||wj||L2(Q)> :
j=1 j=1 j=1

Plati w;(0) = 0, pouzijeme zobecnéné pravidlo (3.14) o integraci per partes

T
|wZ||L2(Q 2/ Wi, Wi) gy oy At <
0

T L
2
< [ (1310l + Dl ) (S 1wt )
0 =

j=1
Sectenim téchto nerovnosti ptes i = 1, ..., L dostaneme
t
£l < [ plo)e() ds, telo.T)
0

kde

L

= Z ||wz‘||i2(g) ; t €10,77,
i=1
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L L
p(t) =C <1 + > leillze + ||5i||§{1(9)> : pro s.v. t € (0,T).
i=1 i=1

Funkce € je spojita a funkce p integrovatelna, protoze
W2 (0,7, L7 (), H (Q)) € C ([0,T]; L* () N L* (0,T; H' (Q)) .

Z Gronwallovy nerovnosti plyne

t

£(t) < nexp / p(r)dr s, te0,T],

pro kazdé n > 0. Tedy &£(t) = 0 aw;(t) = 0 pro véechna t € [0,T] avsechnai=1,...,L. O

3.2 Prechod k jednorozmérnému problému

Ulohu (3.5)-(3.9) resp. (3.15)-(3.18) zjednodusime pomoci predpokladu sférické symetrie.
Ptedpoklad neni nikterak omezujici. Zvolime-li totiz sféricky symetrické pocateéni podmin-
ku, bude i feseni sféricky symetrické. Symetrii pocatecniho stavu lze zduvodnit chaotickym
tvarem koncu drah sekundarnich castic. Naopak volba nesymetrické poc¢atecni podminky
neni ni¢im opravnéna, protoze konkrétni prubéh koncentrace neni z experimentu nebo exis-
tujicich modelu znam. Prakticky je mozné urcit pouze néjakou pocatecni velikost clusteru
a mnozstvi radikalu.

3.2.1 Odvozeni jednorozmérné tilohy

Odvodime nyni jednorozmérnou tlohu neformalnim upravovanim rovnice (3.17). Vyhneme
se pritom klasické formulaci jednorozmérné 1lohy a odvodime jen formulaci slabou. Zatim
nebudeme precizovat predpoklady ani diskutovat regularitu feseni. Pfesné odvozeni vcetné
potfebného matematického aparatu je v castech 3.2.2 - 3.2.4.

Do (3.17) dosadime sféricky symetrické feseni a sféricky symetrickou testovaci funkci

ci(x,t) = u(|x], 1), (x,t) € Q2 x (0,7),
¢ (x) = i (|z]), v(z) = w(|z]), x €1,
kde
u; - (0,R) x (0,T) — IR, ud : (0, R) — IR, w: (0,R) — IR.

Pro jedinou prostorovou derivaci funkei definovanych na intervalu (0, R) budeme zatim
pouzivat symbol 9/0r. Plati

T

Vel =
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Oui(|z],t) & Ow(jz]) « _ Oui(|z],t) dw(|a])

(. t) - = =
Vei(z,t)- V() or |z| or |z or or
(

Pro kazdou sféricky symetrickou funkci z(z) = Z(|z|) plati

/Q 2(x)de = 4m /R r2Z(r) dr

Rovnice (3.17) prejde na

5 0w 8ul
/T wi; dr = —D; / o 87“ /T w (Z QU UL+ Zb”u]> dr,

j,k=1

i=1,...,L te(0,T). (3.21)

Poznamenejme, ze je mozné odvodit i jinou jednorozmérnou formulaci (viz [25]). Déle
budeme pii formulaci jednorozmeérné ulohy vychézet z identity (3.21). Naskyta se ovSem
otazka, v jakych prostorech funkei budeme hledat feseni u; a testovaci funkce w.

Ziejmé by bylo vyhodné, aby bilinearni formy

R
Ou Jv
2 2
u,v) — [ rfuvdr u,v) = [ ri=——dr
(o) [ ruvdr (o) [P
0 0
mély uzky vztah k normam, pripadné skalarnim souc¢inum v hledanych prostorech, protoze
vznikly z forem (-, - ) 2iq) @[+, -]y (), které takové postaveni ve struktuie prostort L? ()

a H' (Q) maji. Prostor H' (0, R) tedy vhodny neni.

3.2.2 Prostory funkci pro jednorozmérnou tlohu
Definice 1. Necht L?, = L”,(0, R), 1 < p < o0, je mnozina vsech méfitelnych funkef
u:(0,R) — IR

(ztotoznujeme funkce, které se rovnaji na mnoziné nulové miry), pro které plati

R
/x2|u(x)|p dz < o0.
0

Prostor L, opatiime normou

=

R

lullp = 2 u(x)|Pde | u € L2,
Lx2 T

0
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Oznacéme U = LiQ,

R
(u,v); = /xQU(x)v(x) dz, u,veU,
0
R 3
fully = i = | [ 2@z ) wev
0

Necht V je mnozina vSech funkei u € U, jejichz distributivni derivace u, lezi také v prostoru
U. Definujeme

R
[u, ], = (Ug, V) = /xzux(x)vm(x) dz, u,v €V
' R
(u, )y, = (u,0)y + [u,v], = /:c2 [u(z)v(z) + uy(z)ve(x)] de, u,veV
lully = (u,u)2 = /xz [u?(z) +u2(2)] dz | weVv.

0

Prostory L?, spadaji do teorie Lebesgueovych prostort. Vzhledem k faktu, ze meéfitelna
mnozina M C [0, R] mé& nulovou miru, pravé kdyz

/ r?dr =0,
M
neni tfeba definovat prostor L.

Prostor V' je specidlnim piipadem tzv. Sobolevova prostoru s vahou, viz. [10]. V nagem
pifpadé je vahova funkce x — 22 stejnd pro funkéni hodnoty i derivace. Sobolevovy pro-
story s vahou maji podobné vlastnosti jako ,,bézné” Sobolevovy prostory. V nasem piipadé
prostoru V' uvidime souvislosti jak s prostorem H' (0, R) nad intervalem, tak s prostorem
H' (Q) nad tifrozmérnou oblast{ Q.

Vlastnost 3. 1. Prostory L*,, 1 < p < oo, jsou reflexioni a separabilni Banachovy
prostory. Mnozina C§° (0, R) je hustd podmnoZzina prostoru L?,. Prostor U = L2, je
Hilbertuv se skaldrnim soucinem (-, ).

2. Prostor V', opatteny skaldrnim soucinem (-, -),, je separabilni Hilbertiv prostor.
Mnozina C* ([0, R]) je hustd podmnozina prostoru V.

3. Plati (vnoreni neni kompakitni)

Ve I2(0,R).

32



4. Pro kazdé r € (0, R) plati
Ve H'(r,R) — C([r,R)]), V c AC ([r,R)).
Specialné, existuje konstanta C' > 0 tak, Ze
lu(R)| < C|ully, ueV. (3.22)

Diikaz. Tvrzeni 1,23 jsou dokdzéna v [10], platnost tvrzeni 4 je zfejma z nerovnosti

R ) R
/(u2+u §—2/ u® +u?) de, ueV. (3.23)

O
Lemma 2. VnoreniV — U je kompaktni.

Diikaz. Necht {u,}5°, C V je libovoln4 omezend posloupnost v prostoru V. Funkce
() = zuL(x), z€(0,R), ne N

tvoi{ omezenou posloupnost v prostoru H'! (0, R),
R R
Va7 0. (lonl® + I(vn), (22 |un* + |2 (wn), +un)?) da
ol 0 .
0 0

2 2 2
< 2 ||unlly +2 Hun”LQ(O,R) < Csup [[uglly < oo.
nelN

Vnoren{ H' (0, R) — L? (0, R) je kompaktni, existuje v € L? (0, R) a podposloupnost v,,
tak, ze limy_.oc [|Un, — 0|l 2 gy = 0. Funkce

u(z) = : x € (0,R)

je prvkem prostoru U. Ziejmé limy,_.o ||tn, — ||, = 0. O

Vlastnost 4. Necht a,b € IR, a <b. Potom C ([a,b]) — H' (a,b) a plati

1 1
sup [u(x)| < C1 [|ul|F g p 1wl 720 - u € H' (a,b), (3.24)

z€(a,b
kde Cy = C1(b — a) zdvisi spojité na délce intervalu (a,b).

Lemma 3. Fuzistuje C > 0 tak, Ze

lu(x)| € (r,Rl, ueV. (3.25)

< —= f lully
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Diikaz. Zvolme r € (0, R). Z (3.24), (3.23) plyne

L 1 01<R— 7”) 1 1
S u()] < C1(R = 7) lullfp . gy Ul L2 my < — 5 [l 1l 220,y

Z vnoreni V < L? (0, R) a spojité zavislosti zarucené Vlastnosti 4 dostaneme nerovnost

C
sup |u(x)| < — ||uly,,
s Ju(@)] < —= fully

jejimz primym dusledkem je (3.25). Konstanta C' nezavisi na r. O

Lemma 4. Pro kazdé p € [2,00) plati vnoreni V — L*, ,. Specidlné V — LS,.
T 2

Dikaz. Pro kazdé u € V a 2 < p < oo plati

R

R
p=2 1 p=2 -2 2
[aFtupds = [ (Hul)” P de <€l ks < Cluly. O
0 0

Vnofeni V < LS, je analogické vnofeni H' (Q) — L (), vlastnost (3.22) vété o sto-
pach pro H' (Q). V krajnim bodé z = 0 definicniho oboru, kde je vdha nulovd, funkce
z prostoru V' stopy nemaji. Na druhé strané, pouze v bodé z = 0 mohou mit funkce z V'
nespojitost a jsou tedy ,,reguldrnéjsi” nez funkce z H' (Q). Pfedpoklad sférické symetrie
tim v sobé zahrnuje jisty predpoklad o regularité.

Dusledkem uvedenych vlastnosti je moznost zavést pojem evoluéni trojice prostoru (ve
smyslu definice 23.11. z [28])

VeoU—=V"

a prostor
W2 (0,T;U,V) = {ue L*(0,T;V) :u e L*(0,T;V*)} .

Souvisejici pojmy a tvrzeni jsou analogické trojdimenziondlnimu piipadu.

Vlastnost 5. 1. Prostory L*(0,T;U), L*>(0,T;V) jsou separabilni Hilbertovy prostory.
Prostory L? (0, T;V*), W42 (0, T;U,V) jsou separabilni a reflexivni Banachovy pro-
story. Mnozina C* ([0, T]; V') tvori husty podprostor prostoru W12 (0,T;U, V).

2. Plati vnorent
Wh2(0,T;U,V) — C([0,T];U),

vnorentd

W2 (0,T;U, V) — L*(0,T;U)
je kompaktny.

34



3. Plati zobecnéné pravidlo o integraci per partes

t

(u(t), o) = (u(s)o(s))y = [ (W) 0y + ol (yy)

s

0<s<t<T, u,vc W-(0,T;U, V). (3.26)

S timto apardtem muzeme definovat Feseni jednorozmeérné tlohy a dat smysl rovnici (3.21).

3.2.3 Formulace jednorozmeérné ulohy
Uloha 3. Necht plati predpoklady (3.1)-(3.4) a jsou ddny funkce
ud € U, i=1,...,L. (3.27)

Hleddme funkce
u; € W2 (0,T;U,V), i=1,...,L (3.28)

spliiugict pro s.v. t € (0,T), vSechnai=1,...,L a vSechna v € V identitu

R L L
(v, Ui}y e = —Di [0, uily, +/ 7% (Z QUi + Zbijﬂzj) dz (3.29)

k=1
a pocdtecni podminku (rovnost v prostoru U)
u;(0) = uf, i=1,...,L (3.30)

Jednoznacnost feseni ilohy (3.27)-(3.30) plyne z véty 3 dokdzané nize a z véty 2 o jed-
noznacnosti trojrozmeérné ulohy.

3.2.4 Souvislost tfi- a jednorozmérné tlohy

V ¢ésti 3.2.1 jsme od feSeni ¢ = (cy, . .., cr) trojrozmeérné tlohy (3.15)-(3.18) presli k feseni
u = (uq,...,ur) jednorozmeérné tlohy (3.27)-(3.30). V tomto odstavci ukdzeme, Ze z Feseni
jednorozmérné ulohy (jehoz existenci budeme dokazovat v kapitole 3.3) lze odvodit od-
povidajici feseni tlohy trojrozmérné.

K tomu budeme potiebovat informace o postaveni sféricky symetrickych funkci v pro-
storu H' (), a nékolik pomocnych tvrzeni.

Vlastnost 6. Pro kazdou funkci v € L' (Q) plati

R
/vdx:/ /vdS dr. (3.31)
Q
0 x

|=r

Vnatrni integrdl na pravé strané je plosny integral po povrchu koule se stredem v bodé 0
a polomeéru r.
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Definice 2. 1. Je-li w funkce definovand na intervalu [0, ], oznaé¢me Qu funkci defi-
novanou na {2 predpisem

(Qu)(z) = w(lz]). (3.32)
2. JelliveCt (ﬁ), definujeme funkci Pv na intervalu [0, R] predpisem
1
(Pv)(r) = in / v(ry)dsS. (3.33)
lyl=1

3. Definujeme
S={veC"(Q): Existuje we C' ([0, R]) tak, ze v = Qu},
A={veC (Q): / vdS =0 pro kazdé r € (0, R)}.

|x|=r
Lemma 5 (Vlastnosti podprostoru S).

1. Mnozina S je podprostor C! (ﬁ) Je-li vi,v9 € S, pak funkce x — vy (z)va(z) patri
do S.

2. Je-liveS, potom?

Vo(z) = %wquw, r e Q\ {0},
Vu(0) = 0.

3. Funkce w z definice S je urcena jednoznacné. Je-li w € C* ([0, R]), pak Quw € S,
prave kdyz
w,(0) = 0. (derivace zprava v bodé 0)

4. Je-lhv=Quw € S, pak

2 2 2 2
[v][22(0) = 4 lwlly 101510y = 4 [[wlly -
( (

Diikaz.
1. Plyne ptimo z definice.

2. Prox #0

Vo(z) = Vw(lz]) = w.(|2])V]z] = %w(\xl),

2Pro derivaci funkce jedné proménné w : (0, R) — IR zde i v dalsfm textu pouzivdme symbol w,.
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prox =0

ov 1 ..
oz (0) = 2 hll>I(r)l+

. v(he) —v(—he)
= 2h = T

Jednoznacnost je ztejma. Je-li v = Qw € S, potom z piedpokladu w € C* ([0, R])

plyne
= lirr(l)\Vv(:c)| = |Vu(0)| = 0.

. X
w0)] = lim | e

Bud naopak w,(0) = 0. Funkce v = Quw je zfejmé pro kazdé r > 0 tiidy

ueC(Q)NC (), Qr={rc R r<|z| <R}

Staci tedy dokézat, ze Vu(0) existuje a
lim Vu(z) = Vu(0).

z—0

Pro 0 # |z| < R je

lim [Vu(z)| = lim fw,(|z])] = 0

Vo(z) = |§—|wx<\x|>,

Je v(0) = w(0), plati

o) = v(0)] = [w(fz]) — w(O)| < M(ja])la], )
M(r) = mas (o)) (3:34)

Ze spojitosti w, plyne lim, o, M(r) = 0, a podle (3.34) m& tedy funkce v v bodé

x = 0 nulovy totalni diferencial.

4. Plati

r2w2(r) dr,

S~
S
P
8
o,
S
I
O\ZU
S
[N}
=
—
oL
n
oL
3
I
S
3
\Du

T

R
dSdr =4n / r2w?(r) dr.
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Lemma 6 (Vlastnosti podprostoru A). A je podprostor C' (Q). Je-li v € A, pak pro
kazdé r € (0, R) plati
/ z-Vu(zr)dS = 0. (3.35)

|z|=r
Dikaz. Necht 0 < r < ry < R. Funkce
10 = [ o) asw. e
ly|=1
je nulova, protoze substituci x = ry dostaneme
0= / v(xz)dS(x) = / v(ry)r? dS(y) = r*J(r).
|z|=r lyl=1

Zaménime limitu a integral

oy S h) = J(r) [v((r+h)y) —v(ry)]
0=J(r) = lim I = h d5(y)
lyl=1
= / lim (2 Aw) =0 ()] g (y) = / y - Vo(ry) dS(y)
h—0+ h
lyl=1 lyl=1
x 1 1
= ;-Vv(x)-T—QdS(x) =3 x-Vo(z)dS(z).
|z|=" |x|=r
Majoranta
[U (Ty + hy) —-v (ry>] ' < |h'y| maXzeq ‘VU(SC” < max |VU(I‘)|
h h €
Meze 1 a rq lze volit libovolné, takze (3.35) plati pro kazdé r € (0, R). O

Lemma 7 (Vlastnosti zobrazeni P). Pro kazdé v € C' (Q) je Pv € C' ([0, R]) a plati
(Pv), (0) =0. Je-li navicv € S, pak v = QPv.

Diikaz. Pro r € [—R, R| definujeme
1
f0)= 3= [ vwas
ly|=1

Derivujeme integrél podle parametru r € [—R, R]

d 0
7£5T):$ / %dSz%/@/-V@(ry)dS.

ly|=1 ly|=1
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Integrand je omezen konecnym cislem

M = max |Vu(x)|,

€
z ¢ehoz plyne opravnénost zdmény integrdlu a derivace a hladkost f € C! ([—R, R]). Do-

sadime r =0

ﬂ 1

Lo =1 [ vvuoas= | [ vas| veo) o

ly|=1 y|=1

=0eR3
Funkce Pu je restrikci funkce f na interval [0, R],
PveC'([0,R]),  (Pv),(0)= f'(0)=0.

Za predpokladu v € § je

(Pv) (r) = 4i / v(ry)dS = w(r) / dS = w(r).

T 47
ly|=1 ly|=1

Funkce w z definice S je urc¢ena jednoznacné, takze nutné v = Q) Pv. O
Lemma 8 (Ortogonalita S a A).

1. Je-livs € S avy € A, pak

/ vs(x)va(z)de =0, / Voug(x) - Vou(x)de = 0. (3.36)
Q 0

2. Ke kazdému v € C* (ﬁ) existuje pravé jedna vs € S, a pravé jedna vy € A tak, Ze
v=1v4+vs. (3.37)

Pritazeni v — vy a v — vg jsou linedrni operdtory, omezené v normdch prostori

L2(Q) i H' (Q).

Dikaz. 1. Je-livg € A, vg = Qw € S, plati




2. Necht v € C* (ﬁ) Polozime
vg = QPv, Vg =V — Vg.

Protoze (Pv),(0) =0, je vg € S. Také v4 € A, protoze pro kazdé r € (0, R) plati

/ va(z) dS(z) = / o(z) dS(z) — / vs(x) dS(z)

|z|=r |z|=r |z|=r

= [ owasty) - (o) [ as

ly[=1 |z|=r

= anr | / o(ry) dS(y) — (Po)(r) | = 0.

7
ly|=1

Jednoznacnost rozkladu i omezenost piislusnych projekei plyne z ortogonality (3.36).
O

Lemma 9. Necht w : [0, R] — IR je méFitelnd funkce. Potom je funkce Quw méritelnd.

Diikaz. Funkce v(z) = (Quw) (z) = w(|z|) je slozend funkce. Slozeni dvou méfitelnych
funkei ovsem obecné méfitelnd funkce byt nemusi. Dale A resp. A3 znaéf jednorozmérnou
resp. trojrozmérnou Lebesguovu miru.

Necht A; C [0, R] je méfitelnd mnozina. Z borelovské regularity Lebesgueovy miry
plyne existence borelovskych mnoziny E; a F; takovych, ze

E, C A CF, M(E) = A A = M ().
Zobrazeni x — |z| je spojité, takze mnozinové vzory
EgI{IEQ’x‘EEl}, FgI{SCGQ‘SC’EFl}

jsou métitelné. Muzeme pouzit (3.31)

)\3(F3\E3):/ dx:/ r?dr = 0.
F3\E3 Fl\El

A3:{$€QZ|ZL’|€A3}

Mnozina

vyhovuje inkluzi

F3\A3§F3\E3.

Pritom F3 \ E3 je méfitelnd mnozina nulové miry, a Lebesgueova mira je tplna. Proto
i mnozina Aj je mértitelna.
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Dokézali jsme, ze vzor méfitelné mnoziny pii zobrazeni x +— |x| je méfitelnd mnozina.
Z predchozich tvah (s E; = () je také zfejmé, ze vzor nulové mnoziny pii zobrazeni z — |z
je nulova mnozina.

Piejdéme nyni k vlastnimu diikazu méfitelnosti funkce v. Funkce w je definovana skoro
viude v [0, R]. Podle ptedchoziho je vzor dopliku definiéniho oboru funkce w nulové
mnozina, takze i funkce v je definovana skoro vsude.

Je-li A C [0, R] oteviend mnozina, potom je mnozina w~'(A) méritelnd. Z dokdzanych
vlastnosti funkce |- | plyne, ze méfitelnd je i mnozina

oA = [ (w0 (). =
Lemma 10. Necht w € V av = Quw. Potomv € H' () a funkce

we(|z])
|z]

g9i(x) = T, reQ, i=1,23.

je slabou parcidlni derivact funkce v podle proménné x; v 2. Plati
2 2
[0l 51 () = 47 [[wlly -
Diikaz. Podle predchoziho lemmatu jsou funkce v a g; méritelné. Plati

R
JolZay = / () / 45 dr = 4 o] .
0

|z|=r

3 B 3 o
2 i 2
Sl = [utte) [ 30 S asar = an -
1=1 1=1

0 |z|=r

Zbyva tedy ukazat, ze funkce g; jsou skutecné slabé derivace. Zvolme ¢ € C§°(Q2) a i =
1,2,3. Funkce = — g;(x)p(z) je integrovatelnd na 2, plati

R
/Q o(@)gi(z) do = / w,(r) / P TS | dr (3.38)
) (r) ’

Pro r = |z| je n; = x;/|x| i-t4 slozka jednotkového vektoru vnéjsi normaly k hranici koule
B, ={y : |y| < r}. Podle Gaussovy véty plati

Y(r) = / ag;@dx:/ /855)d5 dp, 0<r<R

jal<r 0 \lal=p
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Vnitini integral
dp(x) 9 (py)

n(p) = o dS(z) = p° T or dS(y)

|lz|=p ly|=1

je zfejme spojitd funkce na [0, R]. Funkce ¢ je primitivni funkei k 1, je tedy t¥idy C* ([0, R]),
plati

Op(z) |

In(r)| < Mr?, lp(r)| < Mr®, 0<r<R M=drmax|—
ZT;

z€Q

Funkce w je absolutné spojitd na kazdém intervalu [0, R]. Podle véty o integraci per partes
pro absolutné spojité funkce plati

w(r)y'(r) dr.

\

S
8
S
<
S

o,

)

I
&g
e
=
=

|

S
=
<
>

|

Oq\:u

Z (3.25) plyne

w(6)(8)] < MCO? |w], =25 0,

y 5
w(r)y(r) dri < M / rwa(r)| dr < 0M / r2|w, (r)| dr 2225 0,
0 0
r)'(r)dr

w(

]
/

d
< M/rﬂw(r)\ dr 2% 0.
0

Funkce ¢ mé kompaktni nosi¢ v 2, ¢)(R) = 0. Proto

/R w(r)b(r) dr = — /R W)y dr = [wirn(r)dr

Z (3.38) potom

0
[e@atorar = - [ o 0
Q Q Ox;
a funkce g; je tedy slabou parcialni derivaci funkce v podle proménné x;. O

Lemma 11. 1. Zobrazeni Q je spojity linedrni operdtor U — L? (),

(v, Q) 20y = 47 (Pv,w)y veC' (Q),wel.
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2. Zobrazeni Q je spojity linedrni operdtor V.— H' (),

V(Quw)(z) = W pro s.v. x € Qw eV,
[v, Qul () = 47 [P, w]y, veC' (Q),weV.

3. Eristuje spojity linedrni operdtor P* : V* — [H' (Q)]" tak, ze
(v, P*W) 1 0y i = 47 (Po,w™)y e veC (Q),w eV

Diikaz. Prvni a druhé trvzeni plynou z jiz dokdzanych vlastnosti operatoru Q) a P, prostoru
S a A a rozkladu (3.37). Omezeny linedrni operator P definovany na hustém podprostoru
C! (92) lze rozsifit na spojity linearni operdtor

P:H' (Q) —V.

Operator P* potom definujeme rovnosti

(v, P*W0*) 10y o = 47 (P, w*>v,v* ve H (Q),w* € V*. O
Lemma 12. Zobrazeni Qr : W2 (0,T;U, V) — Wh2(0,T; L* (), H' () definované
predpisem

(Qru) (t) = Q (u(t)) ue W (0,T:U,V), t€(0,T),
je spojity linedrni operdtor. Plati

(Qru) (t) = P* (u(t)) pro s.v. t € (0,T) v prostoru [H' (Q)r

Diikaz. Q : V — H' () je spojity linedrni operator a zobrazeni ¢ — u(t) je bochnerovky
méritelné. Proto je také ¢ — Qu(t) bochnerovsky méfitelné. Plati

T T

/II(QTu) ()l 0y At < /02 lu(I dt < C*llullza ) -
0 0
Qru e L*(0,T; H ().

Stejné tak funkce
g(t) = P~ (u(t))

lez{ v prostoru L? (0, T; [H"' (Q)]"). Zbyva ovéfit definieni vlastnost derivace (3.13), tj. ze
pro kazdé ¢ € C5°(0,T) a kazdé v € H' (Q) plati

T

- / ' (t) (v, (Qru) (1)) p2(q) At = / p() (0, 9()) 11 o) A (3.39)

0
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Pro v € C' () je (3.39) ekvivalentni rovnostem

T

= [0 0. Q) At = [ olt) 0P O 1 ) o

/w aziwwwmwmww,wzpu

Protoze w = Pv € C* ([0, R]) C V, plyne platnost posledni rovnosti z predpokladu u €

Wh2(0,T;U,V). Z hustoty C* (Q) v H' () plyne platnost (3.39) pro vsechna v € H' (Q)
U
Véta 3. Necht funkce u; 7esi ilohu (3.27)-(3.30). Potom predpis
@) =l(al),  wen, =1L a0
¢i(z,t) = ui(|z],t), (x,t) e Qx(0,7), i=1,...,L,
definuje funkce tridy
Lel*(Q)), 1=1,..., L,
’ (€ (3.41)

e W (0,T; L% (), H' (), i=1,...,L,
a funkce c; vesi ilohu (3.15)-(3.18) s pocdtecnimi podminkami cf.
Dikaz. Je ¢; = Qru;, platnost (3.41) plyne z predchoziho lemmatu. Pro s.v. t € (0,7T),
i=1,...,LaveC(Q)
{0, €)@ @ = 47 (PO, i)y s
(v, €i)p2(q) = 47 (Pv,w)y

[v, il gy = 47 [P, wily,

R R
/vcicj de = /(Pv)uiuj / ds dr+/uiuj / (v—QPv) dSdr
Q —
0 |z|=r 0 |z|=r €A
R
= 47r/7’2(Pv)uiuj dr.
0

Pro v € C! (ﬁ) jsou tedy (3.29) a (3.17) ekvivalentni. Vzhledem ke spojitosti operatoru
P (rozsiteného na cely prostor H' (2)) a vnofeni H! (2) — L5(Q) jsou obé strany obou
rovnic (3.29) a (3.17) spojité vzhledem k testovaci funkci v. Plati tedy (3.17) pro kazdé
ve H' (), kazdé i = 1,..., L a skoro vSechna t € (0, 7). O
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3.3 Existence resSeni jednorozmeérné tlohy

K dukazu existence feseni tlohy (3.27)-(3.30) pouzijeme Galerkinovu metodu. Galerki-
nova metoda vyzaduje odvozeni apriorniho odhadu pro Galerkinovy aproximace v normeé
prostoru W12 (0,T; U, V). V linearn{ pifpadé (viz [28]) lze vyuzit elipticity, v nelinedrnim
piipadé monotonie a koercivity (viz [8]). Zavedeme dodatecné zjednodusujici predpoklady,
které koercivitu zaruci. Otazku, zda je mozné dokézat existenci reseni Galerkinovou meto-

dou pouze za predpokladi (3.1)-(3.4), zodpovédét neumime.?
3.3.1 Zjednodusujici predpoklady
Predpoklad 2.
1. Necht
i =0, jAkijk=1,... L (3.42)
2. Oznacme
A5 = Qijj, i7j:17"'7L7
af; = 400 177 ij=1,...,L.
0, =7
Necht je matice
L
A" = (af),,_, (3.43)

1reducibilnd.

Ptredpokladdme tedy, Ze soustava reakci obsahuje pouze monomolekulové a rekom-
bina¢ni reakce. Ireducibilita znamena, ze orientovany graf, jehoz vrcholy jsou reagujici
latky, a hrany vedou od reaktanti rekombinac¢nich reakei k produktim, je silné souvisly.
O monomolekulovych reakcich nepredpokladéame nic.

Pokud zanedbame linearni ¢leny a polozime b;; = 0, 1ze pfedpoklad ireducibility matice
AT vynechat a dokézat existenci postupné pro kazdou komponentu souvislosti jejiho grafu.

3Specialnim piipadem soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic popisujici jednoduchou chemickou
reakci A+ B — C se zabyvé [23]. Zékladnim prostiedkem jsou odhady tvaru

sup [[u(t)]| Lo < sup |[f (D)l s
te[0,T te[0,T]

s vhodnymi exponenty p; > pa pro feseni u linedrni skalarni rovnice

Ju
— =Au+ f.
ot /
Nelinedrni ¢leny se piesouvaji do pravé strany a pouziva se apriorni odhad v L!-normé. Ditkaz vyuziva
specialniho tvaru soustavy chemickych rovnic a nelze zobecnit na slozitéjsi soustavy.
V literatute [19] lze také nalézt teorii nelinedrnich parabolickych rovnic s klasickymi derivacemi, hlad-
kymi pocateénimi podminkami i feSenim.
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3.3.2 Modifikovana soustava

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme dalsi oznaceni.

Definice 3. Definujeme prostor

jehoz prvky jsou L-tice funkci v = (vy,...,vr), se skaldarnim sou¢inem a normou

L

(v, w)v = Z (Uiawi>v7 [v]ly, = (Z Hvzﬁ/) :

i=1
Dudl V* ztotoznime s prostorem

V' =V %o xV*

Lx

definici
L

(v, f>V,V* - Z (vi, fi>v,v* .

i=1
Obdobné chapeme kartézské mocniny ostatnich uvazovanych prostoru. Piseme v > 0,
jestlize v; > 0 pro vSechna ¢t =1,..., L.

Existenci dokazeme nejprve pro upravenou soustavu, do niz vhodné doplnime absolutni
hodnoty. Pozdéji dokdzeme nezdpornost feseni a budeme moci absolutni hodnoty opét
odstranit.

Definice 4. Definujeme operatory

D,ABG:V — V™

L
(v,Du)y e = Z D [vi, wiy,
i=1
L R
(o huy e = Y 0 [ Sufu, fu o
ij=1
R

M-

Il
—

bij/ZEQUi'ij'fi,j dl‘,
0
(v, Gu)V’V* = (v, ~Du + Au +Bu)y, ., w,veV,

(v, IB%u>V7V*

.

5]
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kde
z ro ¢ = g,
s = {|z| i 4
a linedrni operator
L:V—->YV, Lv = (pvy,...,prvg), v € V.
Koeficienty p; > 0 urcime dale.
Uloha 4. Necht plati predpoklady (3.1)-(3.4), (3.42)-(3.43) a je ddno
u’ e U. (3.44)
Hleddme uw € WY2(0,T;U, V) spliugici
u(t) = Gu(t) pro s.v. t € (0,T) (3.45)

a pocatecni podminku
u(0) = u’. (3.46)

Zakladem dukazu existence feseni je ndsledujici lemma, kde z predpokladu (3.42)-(3.43)
odvodime jistou vlastnost koercivity.

Lemma 13. Za predpokladi (3.1)-(3.4) a (3.42)-(3.43) existuji kladnd ¢isla p; > 0, i =
1,..., L tak, Ze pro kazZdé uw € V plati

(Lu, Au)y o < 0.

Duikaz. 1. Nejprve nalezneme ¢éisla p; > 0 tak, aby

L
Z Mia'ijxi'ijt7j|xj| S 0, S ]RL. (347)

i,j=1

Necht je € IR* je libovolny vektor, p;, 0; > 0 zatim neurcité a z; = o;y;. Plati

L L L L
Z Niaz‘jxijijTi7j|xj| = Z MiUiU?aijyiT?/ﬁi,j|?/j| = Zumé”aiilyﬂ?’ + Z ﬂiaiaijajzyi|yj|2-
i=1

1,j=1 1,7=1 i,j=1

i#]
Z Youngovy nerovnosti plyne

1 2
lwilly;|* < < lwil® + <yl
3 3

Podle (3.2) je a); = a; = a;;; > 0,1 # j,
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2
Z Nzgzam%yz|yj|2 < Z Hi0iQij0 ; < il + §|y]|3)

i,7=1 i,j=1
2] i#]‘
:_Z:uzo-zkyl‘ ZG’UU + 35 202|y]| Z/’LZO-ZCLZ]
#J

J#Z

L
- Z 1,uzaz Zaz] * 302 Z'u]ajaﬂ |yl‘3

3
i=1 = j=1
J#i

;éz
’ L 2 L
-3 (o St + 3t )
- j=1

=1

(3.3) plyne a; < 0. Definujeme matici Z € RY*% s prvky

Z ireducibility A™ a
m,a;L
= % ij=1,... L

I
Y mylag|’

L plati

DT akazdé j =1,...,

=1
L
_ Zm‘““ Zm“ cmvan | = %
- m»|a~| g |a | i 3999 - m»|a~| o
7137 i=1 ] 33 7137
7] ~

Spektralni polomér matice Z7 a tedy také spektrdlni polomér matice Z je roven 1 (tfeba z
Gersgorinovy véty, z; = 0). Matice Z je nezapornd a ireducibilni, existuje (podle Perron-

Frobeniovy véty) kladny vlastni vektor g € IR® pifslusny vlastnimu éfslu 1, t
g y ]

L
j=1
Tedy
L 7 7 L
+_9j i + :
a ==, altm; =myla;|, i=1,...,L.
jzl Z]mj|afj]| m; Zl gt 1| Ui
Cisla 0; a u; zvolime tak, aby
2 9j
os = , i0; =My, :17 7L7
T mylag] He; ’ ’
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tj.

/2. —1/2 3 2 ~1/2.
0; = g, m; a7, uy = w3 %ay, 2
Potom
L g L
> agot = & > osaf = mas
j=1 ' j=1
a plati
9 2 G
Mzalzaw J Z'ujo_] ]Z - _ml Z + gml‘2“| mz‘a“| —
1407 @i = — (10 - 07 - ag| = —m; - " @il = —gi-
mi‘am|

Tim je odhad odhad (3.47) dokazén:

L L L
Z piai et les] < Z (=gi) lwil® + ZQH%\B =

i,j=1 i=1 i=1

II. Pro kazdé uw € V plati

R
(Lu, Au)y o = Z i /52 piwg) fugt; 5 |ug| A€
i,j=1 0
7 L
= /£2 (Z uiaz‘jui)(uj)(i’j‘uj|> d¢ <0. O
rd ij=1

Kladné koeficienty p; umoznuji pouzivat vyraz (Lw,v),, resp. (Lw,v)y, misto normy

[v]g resp. [[o]ly-

Lemma 14. Existuji ¢isla Cap > 0,Cap > 0,¢,,Cy > 0 tak, Ze pro vSechna v € V' plati

(Lv,Bv)y, v < Cap (Lo, v)y, — (Lo, Do)y, o < —Cap [L, v]y,
Cu (’U,’U)U < (]L’U,’U)U < CN (’U,’U)U,
CM [,Uav]V S []L’va]v S CM [’U,’U]V .

Duiikaz. Plyne okamzité z definice operdtoru L a nezapornosti ¢isel ;. O
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3.3.3 Galerkinova metoda

Dukaz existence Teseni linedarni skalarni rovnice pomoci Galerkinovy metody, ktery je uve-
den napt. v [28], lze uz s pomoci lemmatu 13 bez problému upravit pro piipad ulohy
(3.44)-(3.46). Jen strucné zde uvedeme postup.

Zvolime skalarni bazové funkce

whrev, n=12,....
s vlastnostmi
1. w™ jsou ortonormalni v (-, - ), a ortogondlni v [-, -],
2. {w":n=1,2,...} je hustd podmnozina U,
3. {w":n=1,2,...} je hustd podmnozina V.
Zavedeme systém koneéné dimenzionalnich podprostori YV c V,

YV = Lin{w?:n=1,...,N,i=1,...,L},
w'=(0,...,0,w™,0,...,0).

(2

Definujeme N-tou galerkinovskou aproximaci
N0, Ty - YV
jako maximalni Tfeseni pocatecni tilohy

veYV tel0,Ty),

(v, @ Jvve (3.48)

N>V v = (v, Gu

u™ (0) = PNu®,

kde PN : U — YV je (-, - )y-ortogondlni projekce. Pocatecni tloha (3.48) je ekvivalentni
pocatecni 1loze pro soustavu obycejnych diferencialnich diferencialni rovnic pro koeficienty

Nyn .-

Y; " V rozvoji
L
=1

=1 n=

N
Y " (tw
1

Prava strana soustavy je ziejmé v le "™ polynom nejvyse druhého stupné, s na ¢ase nezé-
vislymi koeficienty. Uloha (3.48) m4 tedy jednozna¢né feseni tiidy

u e C' ([0, Tn); YY)

Z (3.48), lemmat 13 a 14 plyne ,.energeticky” odhad

T
sup (LuN,'u,N U+/ IL'u,N 'u,N dtSC(ILPNuO,PNuo)U,
0

0<t<T
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HUNHLoo(o,T;U) + HUNHL2(0,:F;V) <C HUOHU’

T<Ty, N=1,2,....

Z omezenosti feseni (3.48) plyne T = +oo, Galerkinova aproximace existuje na celém
intervalu [0, T]. Pomoci ortogonality w™ a vét o vnoteni lze odvodit také odhad casové
derivace (druhd mocnina normy mé puvod v nelinedrnim ¢lenu)

HuNHLQ(O,T;V*) <C HuoHija N=1,2,....

Posloupnost u” je omezens v reflexivnim prostoru Wh2 (0, T; U, V'), m4 slabé konvergentn{
podposloupnost. S vyuzitim kompaktniho vnoreni

Wht2(0,T;U,V) — L*(0,T;U)

a lokalni lipschitzovskosti nelinearnich ¢lent (viz dukaz lemmatu 1 na str. 28) lze dokdzat,
ze slaba limita je hledanym Fesenim tlohy (3.44)-(3.46).

3.3.4 Nezapornost
Nezapornost feseni ovéiime testovanim (3.48) zapornou ¢asti feseni (viz [22]).
Lemma 15.

1. Necht v € V. Potom zdpornd ¢dst v~ funkce v,

o () = {v(x) v(z) <0, (3.19)

o () = {vw(x) v(x) < Oj (3.50)

2. Necht w e W12(0,T;U,V). Potom

) j (0™ (7)) )y dr = / 20z, ) dz — / Pud(n,s)dr (3.51)

{w(t)<0} {w(s)<0}

kde
{v <0} ={x€]0,R]:v(x) <0}, vev.
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Diikaz. 1. Pravé strany (3.49) a (3.50) jsou zfejmé funkce z prostoru U. K dokonceni
dukazu prvniho tvrzeni lemmatu staci ukazat, ze (3.50) je skutecné slabou derivaci funkce
v~. V knize [6] je uvedena nésledujici vlastnost Sobolevovych prostoru:

Je-li F: IR — IR lipschitzovskd funkce a u € W? (G), 1 < p < oo, G C IR™, potom
slozend funkce F'(u) lezi v prostoru WP (G) a plati

F'(u(z))Vu(z), pokud F’ je diferencovatelna v u(z)

VE(u(@) = {O jinak

pro skoro vSechna x € G.

Speciélné, tato vlastnost plati pro slozenou funkei F'(u), kde F(y) = y~ a vnitin{ funkce
u je z prostoru H! (r, R). Vzhledem k vnoten{ V — H*! (r, R), 0 < r < R, je tedy skutecné
(3.50) slabou derivaci funkce v~ pro kazdé v € V.

II. Pro € > 0 definujme (srov. [22])

—52+y2%+6 y <0,
zuwz{o( ) y>0
)

ﬂwz/ﬂwmﬁyeﬂ

Ziejmé F., G, € C* (IR),
[F=(y)] < lyl, [Fe(y) — Fe(2)] <y — 2, [FX(y)l < 1.
Pro kazdé v € V je F(v) € V, pro kazdé v € U plati G(v) € LL,. Je-li

we ' ([0,7);C* ([0, R))).,

potom
/ﬂuwwmmmww:/jﬁam@ﬂm@ﬂmw
I/t(%_ /R:L’2G€ (w(z, 7)) dz | dr = /R:L’2G€ (w(x,1)) dyz:—/Ra:QG’6 (w(z, s)) da.

ITI. Necht w € W2 (0,T; U, V). Existuje posloupnost funkef

w" e C* ([0, T];C* ([0, R))), n € N,
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tak, ze w"™ — w v prostoru W12 (0,T;U, V). Specidlné w™ — w v Lebesguové prostoru

T R
L2 ((0,R) x (0,T)) =< v: //1‘21)2(:L‘,t) dr < o0

7 konvergence v LP-normé plyne existence vybrané posloupnosti, ktera konverguje skoro
vsude. Lze tedy volit w™ tak, aby

w"(x,t) — w(z,t), pro s.v. (z,t) € (0,7T) x (0, R).

Rovnost (3.52) plati pro funkce w™. Provedeme limitni pfechod w™ — w na obou stranich
(3.52) s pevnym & > 0. Na levé strané

t t

/ (F. (™ (7)), (7)) dr — / (F (w(r), () dr

S S

< [|Fe(w”) — F€(w)||L2(O,T;V) ||wn||L2(O,T;V*) + ||F6(w)||L2(O,T;V) @™ — wHL?(O,T;V*) g

vynechdvdme argumenty (z,t)

IFe(w") = Fo(w)ll 720,

T R
S//x2{|F€(w")—Fe(w)\z—i—|F€’(w”)w§—F€’(w)wx|2} dz dt

0 0

T R T R
§//x2|w"—w|2dxdt+2//x |E!(w™) | [w? — w,|? da dt

0 0 0 0

T R
+ 2//33 |F(w"™) — Fl(w)| |w,|* dzdt.  (3.53)
00
Protoze F!(w™) — F!(w) s.v. a integrand posledniho ¢lenu v (3.53) 1ze majorizovat
P = Fw) sl < 2 (sup £20) ) o
yeR

konverguje posledni ¢len (3.53) k nule. Konvergence ostatnich ¢lenu je zfejma.
Na pravé strané (3.52)

/ 1
Gul) = G(2)| < | [ 1 dn| = 5 |olyl = slal| < (1] + o) b o1,
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R

/:c2G€(w(:C,t))dzz:—/Ra:QGe(w"(a:,t))dx

0
R

< /x2(|w(:c,t)\ + [w"(z, t)]) Jw(z, t) — w"(z,t)] do <

< (lw®lly + " @) () = w" @)l — 0,

z vnoieni W12 (0,T;U, V) — C ([0, T]; U).
IV. Rovnost (3.52) tedy plati pro viechna w € W'2(0,T;U,V) a viechna ¢ > 0.
Provedeme limitni prechod ¢ — 0+ pfi pevném w. Plat{

F.(w(z,t)) — w (x,1), Fl(w(x, t)w,(z,t) — w (z,1),
G- (w(z, 1)) — % [w™(z,0)]”

pro s.v. (x,t) € (0, R) x (0,T). Z toho plyne

| Fe(w) — w7HL2 orvy 0
R R
1 270, — 2 1 2,2
7 ))dz — 5/ [w™(z,t)]" do = 5 r*w(x,t) dx
0 0 {w(t)<0}
a (3.51) je dokézano. O

Lemma 16. Necht plati predpoklady (3.1)-(3.4), (3.42)-(3.43) a 0 < u® € U. Potom je
resend ulohy (3.44)-(3.46) nezdporné, tj. pro s.v. x € [0, R], vSechna t € [0, R] a vsechna
1=1,...,L plati

uil,1) > 0
Diikaz. Proswv.t€ (0,T),i=1,...,L, v; =u; (t) plati
_Dz [vi,ui]v = _Dz / ZL‘2 (Uz)i dz S O,
{ui<0}

R

/az ifuid; s |ui| dz = — |ag| / r*u? Ju;| dor <0,

0 {ui<0}

R

/x vitugf; ; sl do = |ag| / ?uiu; P de <0, i#j=1,...,L
0 {u;<0}

bii/x viuid; ; dr = — [by| / r*u? dz <0,

0 {u;<0}
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R
bij/.’L‘QUZ"ij’fi,jd.T: ‘bZJ‘ / .T2ui|u]'|dl’§0, Z%jzl,,L
0 {u;<0}

Z (3.45) dosazenim v = (0,...,0,v;,0,...,0) a integraci pfes ¢asovy interval plyne

/<u;,ui>w* dt <0, 0<s<T.
0

Proto
0< / v ui(x, s) dr < / 2*ui(x,0)dr =0,
{ui(s)<0} {ui(0)<0}
u(z,s) =0 pros.v x € [0, R| a viechna s € [0, 7. O

3.3.5 Existencni véta

V predchozich odstavcich jsme za predpokladu (3.42)-(3.43) dokazali existenci feSeni mo-
difikované tlohy (3.44)-(3.46). ReSenf je nezdporné, takze je také fesenim puvodni jedno-
rozmeénré tlohy (3.27)-(3.30). Reseni tlohy (3.27)-(3.30) je jednoznac¢né (v dusledku vét 2,
3).

Véta 4. Za predpokladi (3.42)-(3.43) md dloha (3.27)-(3.30) prdvé jedno reseni. Toto
resent je nezdporné.

3.4 Elipticka regularita

V této casti uvedeme dalsi vlastnosti studované tlohy, potiebné pro vysSetfovani nume-
rického TeSeni. Tykaji se regularity feSeni linedrnich tloh v prostoru V' a jsou pouze
prenesenim faktti zndmych o eliptickych rovnicich na oblastech s hladkou hranici v IR3.
Vlastnost, kterou uvadime jako Lemma 18, je pro jiné okrajové podminky uvedena bez
formalniho dukazu v [25].

Definice 5. Necht H?, je mnozina vSech funkei u € V, jejichz druhd distributivni derivace
Uz, lezi také v prostoru U. Pouzivame normu

2

R
lull 2, = HuHZVJr/x?u? (x)dz | , ue H (3.54)
0

Tx

Vlastnosti prostoru H2, jsou analogické vlastnostem prostoru H? ().

Vlastnost 7. 1. Prostor H? je separabilni Banachiv prostor, C* ([0, R]) tvord hustou
podmmnozinu prostoru Hig.
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2. Platz’ H§2 — C([O,R]),

1 1
2 2 2
ma (@) < Ol full, e H

Diikaz. Prvni tvrzeni viz [10]. Druhé tvrzeni plyne z vnoteni
Ve L*(0,R), H% — H'(0,R) — C ([0, R)])
a nerovnosti (3.24). O
Lemma 17. Zobrazeni P (srov. (3.33), str. 36) definované predpisem
(Pv)(r) = % / o(ry) dS, veC (@),
ly|=1
je spojity linedrni operdtor P : H* (Q) — HZ.

Diikaz. V disledku vnorenf H? (Q) — C (Q) je Pv definovdno pro kazdé v € H? (2). Pro
v e C? (ﬁ) plati

d? 1 1
e | =g
ly[=1 ly[=1

(Pv),, (r) = y" A(ry)y do(y),

kde A(z) je Hessova matice funkce v v bodé z,

0v(x)

Q.
aIL‘ial‘j’ ve

Aij(z) =

Vyuzijeme ekvivalenci spektralni a Frobeniovy maticové normy (plati s konstantou 1)
a Holderovu nerovnost

(Po),, ()] < o / JA(ry)l, dS < / JA@)[% s |
lvi=1 aj=r

R
[P o < / s [ MA@ asar =1 [ A@)I} o

0 |z[=r

47?/ Z (ax,ax]) do = 4 lolzrzqe -

C? (€2) je hustd podmnozina H? (Q), tedy HPU||H2 < C||vll g2 pro kazdé v € H? (). O

56



Vlastnost 8. Pro kazdé f € L? () existuje prdvé jedno uy € H' (Q) tak, Ze

/Vuf~Vvdx+/ufvd:c:/fvdx, ve H (Q). (3.55)
Q Q Q

Navic uy € H*(Q) a
||uf||H2(Q) <C ||f||L2(Q) :

Diikaz. Jedna se o eliptickou tlohu s hladkymi koeficienty na oblasti s hladkou hranici. Viz
[15]. O

Odvodime jednorozmérnou verzi uvedené vlastnosti.

Lemma 18. Pro kazdé f € U existuje pravé jedno uy € 'V tak, Ze
[ug, v]y, + (ug,v),; = (f,v)y, vevV. (3.56)

Navic uy € H% a
HUfHH;f2 <C|flly-

Diikaz. Existence uy € V' je zfejma, leva strana (3.56) je spojita a V-eliptickd bilinearni
forma. Plati

[v, Quf]Hl(Q) + (v, Quf)m(sz) = (Quy, Qf)L2(Q) v vev,
coz je (3.55) s Quy a Qf misto uy a f. Protoze Qf € U, je Qu € H* (),

lusllpz, = 1PQuslle, < CllQusll 420y < CllQ Ml 20y = Cllflly - =
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Kapitola 4

Numerické reseni

Jednorozmérnou ulohu (3.27)-(3.30) budeme fesit ptiblizné Galerkinovou metodou semi-
diskretizace v prostoru. Vychdzime z knihy [25], kterd se zabyva Galerkinovou metodou
pro linearni i nelinedrni tlohy na oblastech v IR", i specidlnimi ptipady diskretizace linedrni
singularni ulohy

_yw sYu _ S
ou
—(0,t) = u(l,t) = t >
5, (0 t) =u(l,t) =0 >0,
u(z,0) = v(z) z € (0,1),

kterda je v jedné z moznych slabych formulaci az na nelinedarni ¢leny a okrajové podminky
shodnd s jednou rovnici nasi jednorozmérné soustavy (3.27)-(3.30).

Formalné je Galerkinova metoda v této kapitole totozna s (3.48) z ¢asti 3.3. Tam jsme
Galerkinovu metodu pouzili k dukazu existence feseni tlohy (3.27)-(3.30). Ukézali jsme, ze
za dodatecnych predpokladu 1ze z posloupnosti Galerkinovych aproximaci vybrat podpo-
sloupnost, jejiz slabd limita je hledané teseni. Jednotlivé aproximace samostatny vyznam
nemeély.

V této kapitole vyuzijeme existence a vlastnosti feseni (3.27)-(3.30) k sestrojeni jiného
systému Galerkinovych aproximaci. Jednotlivé aproximace budeme schopni realizovat na
pocitaci. Ukéazeme, jak rychle se blizi k presnému feseni. Budeme je moci pouzit jako
pribliznéd teseni, tedy jako nahrazky feseni ulohy (3.27)-(3.30), a tim také feSeni troj-
rozmérné ulohy (3.15)-(3.18), pii studiu vlastnosti fyzikdlntho problému, popsaného v ka-
pitole 2.

Zaéneme nejprve definici ptriblizného feseni. Diskrétni prostor V}, budeme specifikovat
pozdéji.
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4.1 Semidiskretizace v prostoru

Zvolime konecné rozmérny prostor Vj, pro diskrétni feseni

Vi, = Lin{po,...,on1} CCV, dimV,, =M

(4.1)

Diskrétni{ feseni u/ hleddme jako funkce definované na ¢asovém intervalu [0, 7] s hodnotami

v prostoru V,.
ul [0,7] = Vi, i=1,...,L.

Dosazenim téchto funkei do (3.29) a testovanim funkcemi z V}, dojdeme k diskrétni loze.

Uloha 5. Hleddme funkce
uh e CY ([0, T; V), i=1,...,L,
splniugici

R L L
(v, u?)U =—D; [v", uﬂv + /xQUh (Z al-jku?u'g + waﬁ) dz,
=

0 jik=1
t€(0,T), v" € V,

1=1,...,L, kde uﬁ“o € Vj, jsou vhodné diskrétni pocdatecni podminky.

Funkce u” jsou linedrn{ kombinace bazovych funkef,
M-1
h
i (t) = Z Yin (D) Py
pn=0

Reden{ tlohy (4.3),(4.4) je ekvivalentni nalezeni funkcf
Y, € C' ([0, T;R), i=1,....,L, u=0,...,M —1,

které tesi soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic

M-1 M-1 L M-1 L M-1
Z ggwyiu = _Di Z g;wyiu + Z Qjjk Z fm;wyjuyku + Z bij Z g?nuyjua
©n=0 ©n=0 7=1 ©=0

J,k=1 w,v=0
i=1.... L om=0. . M-1
kde .
gw/:(SOWSOu)U, M,VZO,...,M—l’
giy:[%?m%@u]v’ ,M,V:O,...,M—l’

R

me:/xZQOmcpygoudx, m,pu,v=20,...,M —1,
0
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s pocdtecnimi podminkami 32,
M-1
uh;O _ 0
[ Z YirPuv-
v=0

-1 M—-1

V terminologii metody koneényrch prvki je Gy = (ggl,)i{/:o matice hmotya G| = (gll“’)u o
matice tuhosti. Matice Gy je Grammova matice systému linedrné nezdvislych funkef ¢,,. Je

pozitivné definitni, soustavu (4.6) lze rozfesit vzhledem k prvni derivaci a prevést na tvar

y =F(y),
s nekonecné hladkou pravou stranou F. Soustava tedy ma jednoznacné a nekone¢né hladké
maximalni feseni.
Zatim nemuzeme Fici, zda definiéni obor Fesen{ obsahuje cely pozadovany interval [0, T7].
Obratme se nejprve k volbé diskrétniho prostoru V.

4.2 Diskrétni prostor V;

Za diskrétni prostor V}, bereme prostor po ¢astech linedarnich funkei, zadanych hodnotami
v M uzlech

0:‘T0<.T1<"‘<SL’M,1:R. (48)
Oznacime
hy = 201 — 2y, w=0,1....M —2,
h= max h,.
pn=0,...,M—2
Definujeme

Vi, = {vh € C ([0, R]) : v" je linedrn{ na [z, x441], p=0,..., M — 2}

M

a jeho bazi {w,}, 2,

©u € Vi, ou(zy) = 6, w,v=0,1,...,M — 1. (4.9)

Prostor V} je M-rozmérnym podprostorem prostoru V. Jedna se o prostor linearnich
kone¢nych prvku nad jednorozmérnym intervalem.

Déle odvodime nékteré teoretické vysledky typické pro teorii koneénych prvku, ovsem
vzdy vzhledem k normdm s vahou x — z?. Vaha pusobi jisté obtiZze v blizkosti bodu 0
a zhorsuje vlastnosti matic tuhosti Gy a hmoty Gj.

Duvody téchto potizi budou ziejmé, pokud si tlohu (4.2)-(4.4) predstavime jako semi-
diskretizaci tfirozmérné dlohy (3.15)-(3.18) pomoci bazovych funkei specialniho typu

Ou(z) = pu(lz]), x€e€Q, u=0,1,....,.M — 1.
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Nosic funkce ¢,, je mezikruzi s vnitinim polomérem x, a vnéjsim polomérem x,,11 = x,+h,.
Trojrozmérnd mira supp Qg je ziejmé fadu h3, mira supp @y je fadu h. Béze je na prvni
pohled ,nevyvazend,” i pfi rovnomeérné siti (h, = h = R/(M — 1)). Jakékoliv pokusy
o ,,vyvazeni” by ovSem vedly k nepfijatelnému omezeni volby uzla (4.8). V [25] se uvadi
(pro linedrn{ tlohu a rovnomérnou sit ), ze numerické feseni vykazuje pomeérné velkou chybu
v blizkosti bodu 0, a doporucuje slabou formulaci s jinou vahou z +— x. Vaha potom klesa
k nule pomaleji, ale slabd formulace odpovidajici eliptické lohy neni symetricka.

Postoupime k odvozeni potiebnych vlastnosti diskrétniho prostoru V). Budeme pied-
pokladat

_" e (4.10)
min  h,
n=0,....,M—2

Pokud tikame, ze néjaka velicina nezdvisi na diskretizact, myslime tim ze nezavisi na poctu
ani konkrétni volbé uzla (4.8), splaujicich (4.10). Veli¢ina ovSem miuze zdviset na datech
tulohy, tedy na koeficientech a;ji, b;j, D; a pocateéni podmince, nebo pfesném feSeni. Neni-li
feCeno jinak, oznacuje pismeno C' v ruznych vyrazech riuzné konstanty nezavislé diskreti-
zaci. Pokud chceme zduraznit, ze néjaka veli¢ina na diskretizaci zavisi, piSeme k jejimu
symbolu horni index h.

Budeme vysettovat asymptotické chovani diskrétni ilohy pro mala h. Zapis

. rh
iy "= 1

chiapeme takto: Pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pii libovolném poctu a volbé
uzli (4.8) spliujicich (4.10) a nerovnost

h= max h,= max (T,41—2,) <0
p=0,. . M—2 " ,u:O,...,M72( pt v

je symbol f" definovan, f* € IR a plati

[f" = fl <e.

Obdobné zéapis

limsup f* = f
h—0

znamena, ze pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 takové, ze pii libovolném poctu a volbé uzlu
(4.8) spliwujicich h < § a (4.10) je symbol f" definovan, f* € IR a plati f* < f +e.
Definujeme

1
= O(nr) jestlize lim sup — f" < oo,
h—0 he
1
h__ p . . Y
f"= o(h?) jestlize llllir(l) hpf =0.
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4.2.1 Lagrangeovska interpolace
Definice 6. Pro kazdé v € H2, definujeme II"v € V}, rovnicemi
(I1"0) (z,) = v(x,), w=0,...,M—1.

V dusledku vnoteni H?% < C([0,R]) je definice korektni. Odvodime odhad chyby
interpolace.

Vlastnost 9. Existuje C' > 0 tak, Ze pro kaZdou funkct
u € H?(a,b), wu(a)=u(b) =0,
platt

/b w*(z) dz < O(b — a)* /b w2, (z) dz. (4.11)

a

Lemma 19.

|11 — uHU < Ch? [ull 2, u € H2.
Dukaz. Oznacme
e ="y —u, duzu@uﬂz_u(x”), w=0,1.... M —2.
n

Prox € [z, x,11], 0 =0,1,..., M — 2, plati

ela) = —u(w,) + = ulaun) — ula),
ex(2) = d, — uy(w),
€rz(T) = —Ugy ().

Vzhledem k vnoreni H2, — H' (0, R) plati

Tp+1 Tp+1
d2 = h,? Ju(,qq) — u(z,)) = h,? / ug(z)dz | <h.' / u?(z) dx.

Prispévek normy chyby na intervalu [z, z,4+1] odhadneme pomoci (4.11). Plati totiz

xe}[mldnxu-kl} € H2 (':C/Jf? x,u+1)7
Tp4-1 Tp+1 -
/ w?e?(r) de = / [ve(x)])? dz < C (2441 — 7,)" / (we@) ] da
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Tp+1 Tp+1
= Ch;, / [d,), — T (2) — up(2)) da < Ch, / 2? (u2, + u2) dz.

T Ty

Secteme a vyuzijeme vnofeni H2% — H*' (0, R),

M—2 Tt M—2 Tnit
llel|?, = Z / r?e?(z) dr < Oh? Z / 2? (uZ, +u) dz < Ch* HuHiI;Q : O
pu=0 zp pn=0 Tp
Pti odhadu chyby v normé || - ||,, vyuzijeme nasledujici variantu Poincarého nerovnosti

Vlastnost 10. Necht u €V, 0<a < b< R. Potom

b 2

b b
bh— 2
/x2u2 dz < ( 2a) / 2l dz + a3 /x udz| . (4.12)
7T J—

a

Diikaz. V ¢lanku [20] je dokdzana platnost

L

/p dy<7€—j p() [ ()] dy+ /p
0 0 y)dy Lo

pro kazdé L > 0, kazdou nezapornou konvexni funkci p a kazdou po ¢astech hladkou funkei
u. Nerovnost (4.12) je ziejmym dusledkem. O

Lemma 20. Nechft u €V, 0<a <b< R. Necht

Potom
b b
/1’2u2<$€) dz < C(b— a)Q/:cQui(:c) dz. (4.13)
Diikaz. Polozme
1 b x
a:b_a/xQd:p, g(x):/(SZ—oz) ds.

Vyjadiime analyticky a a g,

1 ¥—a®> b+ ab+ a?
o= —- = s

3 b—a 3
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g(x):x ;a —a(r—a) = (a—ir:t:—l—b)(g—a)(x—b)’

o) = 20— 0w — ) < b — a)r

Plati g(a) = g(b) = 0, integrujeme per partes a pouzijeme Holderovu nerovnost

(" — o) u(z)dz = — /g(az)uw(az) dz,

aplikujeme (4.12),

b b
2,20 d <(b—a)2 2,2(2) d 3 b2 (h 3 2,2(2)d
r*u’(x) dr < 5 r7us(z) doe + Ry (b—a)’ | z°uy(z)dx

T

b b
b2
= (b—a)’ |:7T2+3m:| /x u?(r)dz < 4(b —a)? /xQui(x)dx
Lemma 21.
‘Hhu—u‘v SCh”“||H227 UGHmQQ.

Diikaz. Oznacme e = IT"u — u. Necht ©=0,1,..., M — 2. Plat{

Tp+1 Tpu+1
ex(x)dr = hy, - ) = wl@n) / uy(z) dz = 0.
P
i T

Podle predchoziho lemmatu

Tp+1 Tpu+1
2e2(z) dx < C’hi / z?e? (r)dz,
Ty Ty

po secteni pres p=0,1,..., M — 2

R R
/:EQG?C(:E) dz < ChQ/xZe?m(x) dz.
0 0
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4.2.2 Dalsi projekce a jejich vlastnosti

Budeme pouzivat jesté projekce ortogondlni ve skaldrnich soucinech (-, - ), resp. (-, - ).
Projekei ortogondlni v (-, - ),, budeme pouzivat namisto eliptické (Ritzovy) projekce. Bi-
linedrnf forma [-, -], neni V-elipticka. Z téchto technickych divodu piiddvame do (4.14)
¢len (vh, Ry — u)U.
Definice 7. Eliptickou projekci R" : V' — V,, a L*-ortogondlni projekci P" : U — V},
definujeme rovnicemi

[vh, Rhu — u]v + (vh, Rhy — u)U =0, vt eV, (4.14)
(v", Py — u)U =0, " € V. (4.15)

Lemma 22.
HRhu—uHV < |ully, HRhu—UHUSChHUva ueV, (4.16)
HRhu—uHV < Chjull g2, , HRhu—uHU < Ch? [ll 2, u € HZ. (4.17)

Dukaz. Nerovnosti v levém sloupci lze dokazat standardnim postupem z ortogonality
a vyuzitim vlastnosti projekce I1". Zbylé nerovnosti plynou z lemmatu 18, str. 57 o eliptické
regularité prostiednictvim dudlniho vyjadieni normy prostoru U. O

Lemma 23. Pro kazZdé u € U plati

M-1
Py = Z 2, (u) o, (4.18)
n=0
kde
2(u) = Ggly(u) € RM, G, = (ggy)fy—:lo e RM*M,
y;;,(u) = (IU’?SOH)U = <¢“’U>V,V*7 ,UIO,,M—l

Pomoci téchto vzorci lze Phu definovat i pro w € V*. Plati
(vh, Phu)U = <vh,u>vv* eV, ue v (4.19)
Diikaz. Platnost (4.18) ovéfime nasobenim bazovymi funkcemi

(90117 Z_ zu(“)SO;L) = Z_ z,u(“) (901/7 @M)U = Z_ gB“ZM(U) = yv<u> = <§0V7u>V,V*

pn=0 pu=0 p=

a porovnanim s definici (4.15). Rozsifeni na V* je mozné, protoze ¢, € V. O
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4.2.3 Inverzni nerovnost

Lemma 24.

0", < Cht||o o e Vi (4.20)

h
Iy
Duikaz. Postup diukazu je modifikaci techniky pfevodu na referenéni element, vyuzivajici
specidlniho tvaru vahy o — x%. Uvazujme prostor linearnich funkei definovanych na inter-
valu [0, 1],
L={sel0,]]—as+[:a,0€ R}.

Z ekvivalence norem na konecnérozmérném prostoru £ plyne existence konstant C; > 0,
7 =0,1,2 takovych, ze

1 3 1 3
9 2 2

/s] Eé(s) ds| < /sj 10(s)]* ds | tef, j=0,1,2
0
Proto
Tyl 1
/ 7 }vﬁ(w)f dz = hu/(xu + hus)2 ’v;‘ (@, + hus)’2 ds
Ty 0

2

d
gvh (x, + hys)| ds

9 1
= (2) x27jh,j71 / Sj
) M H©
— \j
0

J

2 1 Tpu+1
2 o . 9 _ 9
< Z (j)xi R, 10]2/53 " (2, + hys)|” ds < Ch? / 2? [ol(z)]” dz. (4.21)
Jj=0 0

Ty

Nerovnost (4.20) dostaneme sectenim (4.21) ptes p =0, 1,..., M —2 a vyuzitim (4.10). O

4.3 Globalni existence diskrétniho reseni, odhad chyby

Rovnice (4.6) je pocdtecéni uloha pro soustavu obyéejnych nelinedrnich autonomnich rovnic
s hladkou pravou stranou. Nelinearni soustavy obecné nemaji globdlni feseni. V ¢asti 3.3
jsme ukazali, ze globalni existenci a apriorni odhady norem Galerkinovskych aproximaci
Ize odvodit za dodateénych pfedpokladu (3.42)-(3.43) o koeficientech a;;;, a b;;. Zde bu-
deme postupovat jinym zpusobem. Budeme predpokladat existenci dostatecné regularniho
presného teseni a dokazovat soucasné existenci diskrétniho feseni i odhad chyby.

Piedpoklad 3. Necht
u’ € L™(0, R) (4.22)
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a tloha (3.27)-(3.30) s pocdtecni podminkou u® md resent
uc Wh(0,T;U,V)

s dodatecnymai vliastnostmi

wc L™ (0,T; L>(0,R))NC* ((0,T]; V), (4.23)
lu(®)|y, <Ct™2,  te(0,T), (4.24)
/t2 a(t)|)? dt < oc. (4.25)

0

Poznamenejme, ze predpoklad (4.22) je ponékud umély. O pocateénim stavu fyzikalni
soustavy mnoho nevime. Nelze o¢ekavat spolehlivé vstupni tidaje o pocatecnim rozlozeni
koncentrace latek, kromé celkového mnozstvi jednotlivych radikali a néjaké informace
o velikosti clusteru. Z tohoto pohledu se L*-norma zda byt prili§ silna. Pii skutecném
numerickém vypoctu je ovSsem tézko predstavitelna ,,obecnéjsi” pocatecni podminka nez
po castech spojitd funkce. Ve skale Lebesgueovych a Sobolevovych prostoru je potom volba
prostoru L prirozend.

Predpoklady (4.23)-(4.25) jsou odvozeny z vlastnosti slabého teseni homogenni linedrn{
skalarni ulohy

% = DAv, (z,t) € Q2 x(0,7T),

v(x,0) = v°(x), x € S

s pocatecni podminkou v° € L> (). Lze ukdzat, Ze pokud feSeni nasi nelinedrni tlohy
(3.27)-(3.30) s pocatecni podminkou tifdy L existuje a je tiidy W12 (0,T;U, V), potom
spliiuje (4.23)-(4.25).

Kniha [25] uvadi pro galerkinovskou semidiskretizaci homogenni tlohy (4.26) s poca-
tecni podminkou v° € L? (Q) pomoci koneénych prvki fadu p = 1,2, ... odhad chyby

(4.26)

|v"(2) — v(t)HLQ(m < Ch't™ 3, t>0,r=1,2,...,p+1. (4.27)

Prava strana (4.27) roste nade vSechny meze pro t — 0+. AvSak zvolime-li pevné 0 <
t; < ty, potom nerovnost zarucuje, ze chyba md pro t € [ti,t5] optimdln{ tad O (hPT1)
v L?-normé.

Vyuwzijeme dukazové techniky z [25], [11] pro odvozeni analogického odhadu pro ne-
linearni soustavu. Vyjdeme tedy z vlastnosti operatoru diskrétniho teseni homogenni li-
nearni ulohy.

4.3.1 Operator feSeni homogenni tlohy

Vlastnost 11. Necht D > 0. Poédteéni iloha

(vh,zh)U +D [vh,zh]v =0, v eV, M) eV, t€(0,T),

4.28
zh(O) = Py, ( )
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md pro kazdé o € V* prdvé jedno tesend. Operdtorovd funkce Z% definovand rovnici
Zp () = 2"(t), eV te(0,7),
je tridy
Zh e C™([0,T); L (V*,Vh),

kde L (V*,V}) je prostor vSech spojitijch linedrnich operdtori z V* do Vy,. Pro kazdé p € V*
a g€ L?(0,T;V*) md pocdtecni iiloha

(vh, Zh)U +D [vh, zh] = <vh,g>v7v* , v eV, te(0,7T),

1%
4.29
2(0) = P, (429
prave jedno resent, které lze psdt ve tvaru
t
M) =20 (t) o+ /Zﬁ (t—s)g(s)ds, te (0,T). (4.30)

0

Diikaz. Plyne z ekvivalence (4.28) a homogenni linedrni soustavy oby¢ejnych diferencidl-
nich rovnic s konstantnimi koeficienty. O

Lemma 25. Pro kazdé D >0 a T > 0 existuje Cpr > 0 nezdvislé na diskretizaci tak, Ze
pro kazdé o € V* at € (0,T] plati

125 @) ell, < ([Pl - 2 ()|, < [P¢l, (4.31)
125 ) ¢l < Cot™2 [P, 1z5 @ ell, < Cot 2 llelly. . (4:32)
|26 ¢ <cot™|Phel,, /t |25 SOHfJ dt < Cp || P (4.33)

0
Diikaz. Nerovnosti (4.31) odvodime dosazenim v" = 2"(t) resp. v = 2"(t) do (4.28).

1d

Lol = -p <0, 0l <[Pl = 1P,
DA ——J2ls <0, [0l < O, = [P,

Nerovnosti (4.32) odvodime dosazenim v" = 2"(t), vyndsobenim ¢ a integraci per partes

t t
D D D d
§t }zh(t)‘f/ -5 / ‘zh(s)ﬁ/ ds = /555 ‘zh(s)}i ds <0,
0 0

t

t

1 1 d 1

2O <5 (1O as =55 [ 186 ds < g5 140l
0 0

68



1@ = [|2"@|l;, + "0, < ct™ ")),

;. te(.T]

a vyuzitim (4.19)

(v: 2 (V) @), = (v, 2D (t) P"0) , = (Z1 () v, P'),,
= (Z5 ) v, @) yye < 125 @) 0]l Nl < 2 [olly [l

protoze pro kazdé t > 0 je restrikce Z% (t) na U samoadjungovany operator vzhledem ke
skalarnfmu soucinu (-, - ).

Homogenni rovnici (4.28) spliiuje také derivace 2" (t). Podle (4.31) je norma th(t)
nerostouci funkce proménné t. Nerovnosti (4.33) jsou dusledky odhadu

ly

t t

2 2 . 2 D d 2
SIO < [s12Ol; ds= - [s5-5 126 as

el + 5 [ PO 4 < 120l

Lemma 26. Pro kazdé D >0 a T > 0 existuje Cpr > 0 nezdvislé na diskretizaci tak, Ze
pro kazdé t € [0,T], g € L*(0,t; V*) plati

t t 2

/ Zh(t—s)g(s)|| < Coar / lo(s)[2. ds | (4.34)

0 U

a pro kazdé ¢ € V*

[ 125l ds < ool (435

Diikaz. Nerovnost (4.34) plyne z (4.29), (4.30) dosazenim ¢ = 0 a v = 2"(¢)

1d,,

SOl < DO + 2 [+ ol @I < 2L OI + 55 leOIR.

a naslednou aplikaci Gronwallovy nerovnosti.
K dikazu (4.35) vyuzijeme identifikaci (L% (0,T;U))" = L?(0,T;U). Pro kazdé g €
L?*(0,T;U) plati

T

[ 6. 25 = 5)4), as| = | [ (25T = 9)9(5).0),,. ds

0
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[ 2@ =595 lel-.

v
Dosazenim ¢ = 0, v = "(t) do (4.29), (4.30) dostaneme

1.,
T3 S Il

)], dt < — |0,

2 1 1
Ol + 5 g < 5 ol
po integraci a pticteni (4.34)
T 2 T
2
[ 2@ =956 as| <@ <c [oel as
0 0

\%

Tedy

[z @l an= [15 (7=l

T 2
s),Zp (T —s)¢), ds| <Cely.. O

sup 7/
gEL2(0,T5U) ||9||L2 0,T;U)

4.3.2 Vyjadreni chyby
Definice 8. Necht uw € W2 (0,7;U, V) je presné feseni (3.27)-(3.30) a

'u,h c Cl ([O Th) Vh)

maximalni feseni pocdtecni ulohy (4.3), (4.4) definované na intervalu [0, 7). Ozna¢me pro
i=1,...,L

e = ul(t) — wi(t), t €10,T),
L
W = Z a”ku ul + wau Z awku ult — Zb” uj, t €[0,Ty), (4.36)
Jik=1 Jj=1 J.k=1
pi(t) = R'u;(t) — ui(t), t €(0,Ty),
0;(t) = ui (t) — RMui(t), t € (0,T5).

Lemma 27. Pro kazdét € (0,T3),i=1,...,L av" €V, plati

(Uh, GZ)U —+ Dz [’Uh, 92]‘/ = (’Uh, _pz -+ szz —+ wl)U . (437)
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Diukaz. Prot > 0ai=1,...,L je u; € V podle predpokladu (4.23). Testujeme (3.29)
funkef v € Vj,, odecteme od (4.3) a vyuzijeme definici (4.14) eliptické projekce R"
(v" i — ) D; [o",ui - z] + (0" 4i)y
D; [o" uif = RMwi]y, = Di [o", B = il + (0", 44),,
[v" i = RMwi]y, + Di (0", Ri'ws = ws) , + (0", 40),
[Uh, @} ( , Dip +1/1z)U

u
u

D; [v"u
)

Derivovanim definice p; a 6; podle t dostaneme rovnost
ho~h hoj .
vtu — ), = (v, 0 + z)
( o = ( pi),
Porovnanim vyjde (4.37). O

Lemma 28. Pro kazdéi=1,...,L at € (0,Ty) plati

t

o) = 2! ) - 21 (5 ) (5) - / 20t — 5) pils) ds

t t

- / 20t — 5) juls)ds + / 2 (t — 3) [Dipi(s) + ()] ds (4.38)

0

NN

kde ZI" = Z}, .
Driikaz. Necht to,t € (0,T}) ato < 2t. Z (4.37) a (4.30) plyne

t

0;(t) = Z} (t — to) O:(to) + / Z! (t = s) [=pi(s) + Dipi(s) + ¥4(s)] ds
/2

— 7" (1) 6i(to) / 20t — 5) puls) ds

to

- [ 2= 9pe st [ 205 Do) + o) d
t/2 to

Integraci per partes’

1Vzhledem k ekvivalenci (4.28) a homogenni linedrni soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic s kon-
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t/2

28 (1 — t3) 0i(to) — / 2 (t— 8) puls) ds = Z" (t — 1) 6i(to)

—Z{E)m(g)+4ww%wm@w+72?@—ﬁm@nw
=Z?@—mwmm»—z%§)m(§)+72$a—@m@ww

Plati e; € C'([0,7})) a

21 (= 5) pi(s)]| | < Ot =) lpu(s)lly < Chlt — )15 73 =t m(s),

t/2 t/2
/m(s) ds < Ctl/sé ds < o0.
0 0
Tedy
t/2
lim | Z! (t —to) es(to) — 21 ! pi ! +/Zh(t—3)p-(s)ds
to—0t 0) S \t0 9 7 2 i 7
to

— 7" () es(0) — 2 (%) o (%) +/Z'Z.h (t— ) pi(s)ds. OO

4.3.3 Odhad chyby
Lemma 29. Necht plati

| Pres(0)], = O(h), (4.39)
nebo
lei(0)lly. = o (h), i=1,...,L (4.40)
stantnimi koeficienty lze psat
M-1 d
Zh t—S pz Z 771“:/ - 901/7/)1 VV Pu = Z nluy — d <(,01,,pl( ))(pu
,v=0 p,v=0

kde 7; ., jsou nekoneéné hladké skaldrn{ funkce a p; € C* ((0,7]; V) podle (4.23). Integrujeme soucet ¢len
po ¢lenu.
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Potom .

[ 2= spusas

0

l6:)1, < £ +

U
kde fl: (0, T) — IR je méritelnd funkce proménné t s vlastnostmi

0< fit)<Cht™2, te(0,T],

()] dt = 0 (h?),

()] dt = o (h?).

St~y O T—

Diikaz. Definujeme f! podle (4.38)

fi0) =128 @ e: )|, + 127 ¢/2) p: (/)] +

t

/Zh(t_s pz

t/2

+

a odhadujeme jednotlivé ¢leny
|z |Preo, < cn
nebo ||Z]" (t) HU < Ot 2 ||e; (0 e < Cht™2,
»whwmmthU<mmwmwscmmammv<CM"

t/2

sc/u—@wm@Mds

U 0

<C (72t—s ) (t//zpz ()l ds)

< Cht™3 (/u s)[I% ds) < Cht™3,
/wzuUw<0@/mznvm

t/2 t/2

O, <

t/2

[ 2he-9n)as

0

t

JEAEE

t/2
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(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)




t % t/2 %
<Ch /32 ds | - (/ & |lia(s)]% ds) < Chi~},

t/2 0

/ (t = 5) pi(s) dsgC/Hpi(s)HU ds gCh/Hui(s)dsHV < Ch,
0 0

0 U

Déle v piipadé (4.39) plati

/ |28 @) e0)|? dt < Oon,

hm—/HZh ei(0 HU dt <lim Ch =0,

h—0 h? h—0

v pifpadé (4.40) podle (4.35)

/ 1Z} (¢) ei(O)HZU dt < C'le;(0)[[y. < CK?,

h 2 . C 2
mﬁ/uz (O dt < lim - lles (O} = 0.

Vypocet L2-norem ostatnich ¢lent

T/2
/th (t/2) pi (t/2) HU dt<Ch2/HuZ s)||7, ds < Ch?,

t/ 2

/T/th—s ) pi(s) ds dtg/T% (72 (ts)pi(s)zds) dt

0

_ 72(/87‘53 1 (1) pi(s) sz) ds < 72(/T

0 s

2
dr | ds
U
T/2 T

=C / |Prpi(s)]];, ds < cn? / Jui(s)Ily ds < Ch?,
0 0
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t

/T /Zh(t_sm /T% /tH/iz'(S)H?; ds | dt

t/2 0 t/2
2s T

T
t
:/ /adt sz(s)||2U ds < Ch2/52 Huz<S)H%/ ds < Ch2.
0

s 0
Integraly

T

T
[ o [ as
0

0

jsou konecné a nezavisi na h,

t—0+

¢ t
lim /||uz(s)||%/ ds = tlir&/sQ [a:(s)|? ds =0
0

stejnomérné vzhledem k h. Plati tedy (4.44).

Vlastnost 12 (Interpola¢ni Holderova nerovnost). Jestlize

1 _ 1
1 <po<p1<ps <0, =55 u € LN LP?
po p2

pak
el por < Null 78 Null s

Lemma 30. Pro 0 <t < T}, plati

_3 1
1Yl < C (h 2[|0]l + Ch2 [lully, + 18]ly + Ch [y,

N—— ———

1¥lly- <C (h’i |61z, + Ch2 ully + [Blly + Ch ully,

Dukaz. Upravime (4.36)

_ (b N (a0 h_
ejer + wjer + upe; = (ul —uy) (up — ug) + vy (up — ug) + ue (u) —uy)
h,h h h h h h, h
= U Uy — Uil — Ul + Ujlp + Uiy, — Uil + Upl; — Uply = Uj Uy — WU,

E a;jkejer + E a;jpujer + g a”kukejJrE bije;

jk 1 ]k 1 j,k=1
L
= E aijpejer + E bij + g (aijk+aikj>uk €;
k=1 k=1
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Z predpokladu u € L™ plyne

L L
ww%sc<waw%+§NMQJ
j=1

k=1
L L
2 2 2
SC(E:@%@ﬁW%@Q+zN%@JSCOM@{Wﬂqga1§P<w
J:k=1 j=1
Vyjadiime e pomoci p, 8, pouzijeme Holderovu interpolac¢ni nerovnost (4.45), inverzni
nerovnost (4.20) a nerovnosti (4.16)
leill o, < W6illa, + llpillza, <
1- - _ _
< N0:ll N6l + Nlosll ™ oy < CR= 2104l + OB Jlul,
- 3 3
2

3= —

DO [
Q=

™ QSQSG
q

N —
D=

Pro ¢ =2p, 1 < p < 3 tedy plati
2 3.3 2 31 2
leill3 < C (57260 + CRE " lul)

Dosazenim p = 2 resp. p = 6/5 a pouzitim vnofeni V* — L%S, V* — U vyjde (4.46) resp.
(4.47). O

Ptistoupime nyni k vlastnimu odhadu chyby. Teorie obycejnych diferencialnich rovnic
zarucuje existenci feSeni na néjakém intervalu [0, 7},). Pokud se nam vsak podaii dokazat

odhad

| () — u(®)]|, < malt), t € (0,min (T, T})) ,
kde my, : (0,T;] — IR je spojité funkce, potom nutné

T, > 17, | (1) — u(®)||, < ma(t), te(0,T}).
Takto soucasné odvodime odhad chyby a dokdZzeme existenci feSeni.

Lemma 31. Necht plati (4.39) nebo (4.40). Potom existuje hy > 0 tak, Ze pro h < hy plati
Th Z 2h a
2h
[lletwl at < cn (1.49
0

le@)|l, < Cht™2,  0<t<2h (4.49)
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Diikaz. Pouzijeme nerovnost Gronwallova typu (A.4) na (0, min(2h,7})). Z (4.41) plyne

6ty <> 10+ C [ [s)ly ds

L

t t
<O i) + Cn / lu(s)[% ds + Ch / lu(s)lly ds
=1 0 0

(. S

6(t)
t t

+/Ch2 16(s)|12, ds+/ C_10(s)l ds.
0 720s) 0 7(s)

Funkce ¢(t) zfejme spliwuje (4.42), (4.43), piseme-li min(2h, T},) misto 7". Dosadime do (A.3)
®(t) = 272(t)¢*(t) + n(t)o(t)

2h 2h 2h %
dt)dt < Ch2 | Q*()dt+Chz | [ $*()dt| = o (h2
Jnszcrs s foam) (6

2h

a(s)ds < Ch™3 = O (h—%)

v T —

/’}/1(8)(318 <Ch= 0O(h),

lim (2[/®] 1 ], 1) = 0.
a existuje hg > 0 tak, ze pro h < hg je
21| 1 72l el < e <1,

Pro ¢ € (0, min(2h,T})) tedy plati

lIvill 1 3
1606}l < 618) + g gl ST o < 60+ 1 < o)+ Ci
Proto
min(2h,T},)
||e(t)||?l dt < Ch?, le®)]l; < Cht_%, t € (0, min(2h, T})) .
0
Z toho ovsem plyne T}, > 2h. O
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Lemma 32. Necht plati (4.39) nebo (4.40). Potom ezistuje hy > 0 tak, Ze pro h < hy plati
Th Z T a

T

/ le@)3 di < oK, (4.50)

2h
le(t)|ly < Cht™2,  2n<t<T. (4.51)

Diikaz. Aplikujeme (A.4) na interval (h, min(7,7Ty)). Do (4.41) dosadime t € (h,T}) a vy-
uzijeme (4.34) a (4.47),

2

h
16: ()11 < / wils)ds| +C / la(s)[12 ds,
0

U

ool <> | L] + | [ 20 - s)wishas| |+ [ Il 1 ull] ds

U
41
t t
[ atlowll ds+ [ ol ds te (T
ho 72(s) n m(s)

Z predchoziho lemmatu a odhadu (4.46), (4.47) norem ) pomoci norem 6 a p plyne

19 (6)]ly < Chet ™!, [ (8)|ly- < Ch2t™t, ¢ € (0,2h),

h
/ l(0)lly dt < Chi, / [(0)]ly- dt < Ch,

0
h
/ (t —s) (s /H% )y ds < Chz,
0

U
podle (4.35)

](/hzf (t—sl)@bi(sl)dsl,/hZih (t—SQ)@z)i(sQ)dsQ) dr
h U

0 0
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h h 9
//H !/Zh t— ;) i(s;)|5 dt | dsi dss
0 0

h h h 2
/ / (50l s(52) e st dsa < C / () - ds> <o,
0 0

NI

2

h h
//Zlht—swl)s dt<Ch// (t —s)i(s)ds|| dt < Ch*.
0 0

U
Zbylé cleny z definice ¢ odhadneme snadno pomoci (4.24), (4.42), (4.43),

T T
/gb(s) ds < Ch?, /¢2(s) ds < Ch®.
h h

Dosadime do (A.3)

O(t) = 272(1)9*(t) + M (t)o(t),

1(s)ds < C.

T — g T

T
/‘P(t) dt < Ch?,
h
lim 2@ 1 2]l 1 €l2r) = 0.
Zirejmé existuje hy > 0 tak, ze pro h < hy plati

10(t)|13, < o(t) + Ch?, t € (h,min(T,,T)).

Okamzité dostavame nerovnost

T
/ 10(1)[1%, < O
2h

Pro t € (2h,T) také plati

h

h h
/ Z0(t - ) () ds| < / (t — )% [4u(s)lly. ds < O3 / l3(s)]ly- ds < Ch.
0 0

U 0
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Tedy
2 -
18l < Ch2t, t € (2h,Ty).
Uvedené odhady také zarucuji existenci diskrétniho feseni na celém intervalu (0,7). O

Posledni véta této kapitoly shrnuje dosazené vysledky o existenci diskrétniho teSeni
a odhad chyby.

Véta 5. Necht plati predpoklady (4.22)-(4.25). Necht je diskrétni pocdtecni podminka u":°
volena tak, Ze
|u"” — P"ul||, = O(h), (4.52)

nebo tak, Ze
|u"* — | v = 0(h). (4.53)

Potom existuje hg > 0 tak, Ze pri kaZdé volbé diskrétniho prostoru Vi, spliugici h < hg md
diskrétnd iloha (4.2)-(4.4) prdvé jedno teseni. Plati

| , < Ch, (4.54)

" uHLQ(O,T;U
[u(t) —u(t)]|, < Cht3, 0<t<T. (4.55)

Dokézany odhad chyby fadu O (h) neni optiméalni. Pro ¢ odrazené od nuly lze presné
fesen{ v prostoru V3, a normé | - ||, aproximovat s chybou O (h?). Pfipomerime, ze zdkladem
vyse provedenych dikazu je vlastnost

T T
/Wﬁﬁéwscﬁ/wwm&dt
0 0

potfebna pro pouziti nerovnosti Gronwallova typu s kvadratickym ¢lenem (A.4)-(A.5).
Z (4.17) plyne také

T T
[lotol at < it [ (o, a
0 0

Tato nerovnost je ovsem bezcennd, pokud neposilime predpoklady o presném teSeni. Ptij-
meme-li pouze (4.22)-(4.25), neni kone¢nost posledniho integralu zarucena.
Poznamenejme jesté, ze vyse dokazana véta zarucuje existenci diskrétniho feseni pouze
pro dostatecné mala h. Pfi numerickych experimentech ovsem nebyly zadné potize s feSenim
soustavy oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (4.6) pozorovany ani na relativné hrubych sitich.
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4.3.4 Volba pocatecni podminky

Pii semidiskretizaci se obvykle za diskrétni po¢ateéni podminku bere L2-ortogondlni pro-
jekce skutecné pocateéni podminky, v nasem pripadé

h0 _ ph, 0 S
u;,” = P"u;, 1=1,..., L.

Tato volba vyhovuje predpokladum (4.52) véty 5. Pti vlastnich vypoctech ovsem pouzivame
nespojité pocatecni podminky tvaru

0 0
W) =4 L€ 0.1, (4.56)
0 jinak,

kde ¢; > 0,9 € (0, R). Ortogonélni projekce nezdporné funkce u? jiz nemusi byt nezaporn4,
v okoli bodu nespojitosti se objevuji oscilace. Zaporné hodnoty teseni jsou nefyzikalni.

Dalsi moznosti je vzit za diskrétni podminku lagrangeovskou projekci skutecne pocatec-
nf podminky. Lagrangeovskou projekei jsme definovali pouze pro funkee tiidy HZ,. Funkce
(4.56) je ovsem definovédna v kazdém bodé, takze muzeme definovat diskrétni pocatecni
podminky rovnostmi

ul*(z,) = ud(x,), p=01,....M—1,i=1,... L. (4.57)
Oscilace ani zaporné hodnoty se neobjevuji. Obecné ovsem neplati rovnost
R R
/a:Quﬁ“O(x) dz = /:U2u?(:v) dz. (4.58)
0 0

Vyraz na pravé strané (4.58) mé fyzikdlni vyznam celkového mnozstvi latky (viz odstavec
2.4.3, str. 19).

Pouzijeme proto diskrétni poc¢atetni podminku splniujici (4.57), modifikovanou v jednom
uzlu tak, aby platila rovnost (4.58) (viz obr. 4.1). Nebudeme se snazit podat obecnou
definici tfidy nespojitych funkci, na néz lze tento postup uplatnit. Uvedeme jednoduchy
algoritmus vypoctu koeficienti y" pro funkei tvaru (4.56).

Algoritmus. Necht jsou ddna ¢isla ¢ > 0, r € (0, R) a diskrétni prostor V}. Spocteme
vektor y € IRM reprezentujici funkci

M-1
u"? = Z YuPu- (4.59)
n=0
algoritmem

1 y=0,u=0,J=r3%/3

2 dokud p<M—-1ap, <J,

3 Yy =C

4 J=J—-pu

3 pw=p+1

6 y.=ct/p,
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Obrazek 4.1: Diskretizace nespojité pocateéni podminky.

1.2

uw°

0
PLu

modifikované lagrangeovska projekce —+—

0.8 |

0.6 |

04

02 |

-0.2

kde
R
puz/x%ﬂdx, pn=01,...,M—1.
0
Lemma 33. Nechl jsou funkce u?, i = 1,..., L tvaru (4.56) a u!™° je definovina rovnici

(4.59) s koeficienty y,, spoctenymi podle uvedeného algoritmu se vstupnimi idagi ¢; a r;.
Potom

R
h;0 h;0 0 2 (, M0 0 —
L e R I PR l Cat) S
0
ddle
)u?;o—u? i < Chs, (4.61)
’ uf“o —uy < Ch>. (4.62)
V*

Diikaz. Platnost (4.60) je ziejma. K tomu, abychom odvodili (4.61), sta¢i uvazit, ze
ui(a,) = uf(z,)

pro vsechna v € {0,...,M — 1} \ {u}, kde u je hodnota indexu dosazend v 6. kroku
algoritmu. V dusledku toho

u(z) = u(x), € [0, R\ [2m1, Tpr1].
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Tedy

xu+l

h;0 0 h;0

1

pdxﬁCh(’

|+,

Tp—1

Zbyvé dokédzat (4.62). Pro kazdé v € V a a € IR plati

7% (v — Q) (uh;o — u?) dr =

(2

O\ZU
8
)
4
/N
<
<
=}
|
£
So
N———"
o,
8
I
O\Dd

2

Tp41 Tpu+1
h;0 2 h;0
:/x2|v af lu;? — | do < /x2|v—a| dz ’ul —ul| .
U
Tp—1 Tp—1
Zvolime-li vhodné « a pouzijeme-li Poincarého nerovnost (4.12), dostaneme
h;0 h;0 3
(0.l = u?) | <Chllolly ||l =] < cnd ol 0
U U

Vidime, ze chyba aproximace LP-norméch je zna¢né velkd. Odhad (4.62) oviem zarucuje
splnéni predpokladu (4.53) véty 5.

4.4 Dalsi vlastnosti diskretizace

V této casti rozebereme nékolik dalsich vlastnosti diskretizace, vétsinou bez presného
zduvodnéni. Domnivame se, Ze je nutné tyto vlastnosti alespon strucné zminit. Nekteré
z nich lze povazovat za argumenty proti vyuziti navrhované metody.

Spektrum matic tuhosti a hmoty

V casti 4.1 jsme zavedli matici hmoty Gy a matici tuhosti G;. PTi numerickém teSeni
soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic (4.6) je tfeba fesit soustavy linedrnich rovnic
s matici Gg, v pripadé implicitnich metod s matici blizkou Gy. Ma tedy vyznam zabyvat
se jejim ¢islem podminénosti.

Matice Gy je symetrickd pozitivné definitni, G; symetricka pozitivné semidefinitni. Za
predpokladu rovnomeérné sité

lze dokézat

Ch3 S )\0 (Go) < /\1 (G’O) < K )\M—l (GO) S Ch7
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0= /\0 (Gl) < /\1 (Gl) < e <K )\M—l (Gl) < Ch_l,
kde A, (Go) resp. A\, (G1), p=0,..., M — 1 jsou vlastn{ ¢isla matice Gy resp. Gy uspora-
dand podle velikosti. Spektralni ¢islo podminénosti matice Gq je fadove
%(G’Q) =0 (h_z) .
Matice je §patné podminéna v disledku pouziti vahy = +— 2. Pfipomenme, ze pii dis-
kretizaci eliptickych tiloh metodou koneénych prvku v prostorech H! () bez vahy je ¢islo
podminénosti matice hmoty fadové O (1).

Otazka nezapornosti reseni

V casti 4.3.4 jsme ukézali, jak k nezdporné pocatecni podmince sestrojit nezapornou
diskrétni aproximaci. Z nezapornosti diskrétni pocateéni podminky ovSem neplyne neza-
pornost diskrétniho feseni. Uvazujme, jaky vyznam maji v této otdzce nelinearni reakéni
¢leny. Z (4.3) plyne
L L
u? = Dl-PhAhu? + Z ;i P (u?u’g) + Z bl-ju?, i=1,...,L, t€(0,7),

k=1 j=1

kde Ay, : Vi — V4 je linedrni operator definovany rovnici

(vh, —Ahwh)U = [vh,wh}v, " wh e V.

Obrazek 4.2: Priklad projekce druhé mocniny bazové funkce.

1

bs

08

0.6

04 |

02 |

Diskrétni funkce P, (u?u’g) nemusi byt nezdpornd ani v ptipadé, kdy jsou u? a uf

nezdporné, viz obr. 4.2. Pokud tedy plati? a;;; > 0 pro néjakou trojici indexi j # i #

2srov. predpoklady (3.1)-(3.4)
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k, muzeme snadno sestrojit nezaporné diskrétni pocateéni podminky tak, aby prislusny
kvadraticky ¢len prevladl a

ul(z,,0) =0, u(r,,0) <0

pro nékteré p € {0,..., M — 1}. Diskrétni teSeni potom nabyva i zdpornych hodnot. Pti
praktickém vypoctu se vSak vyraznéjsi zaporné hodnoty neobjevuji.

Volba sité

Pouzivdme nerovnomérnou sit. RozloZen{ uzli je nastaveno ruéné a zkusmo. Nemdme zadny
teoreticky podlozeny postup ale vychdzime zejména ze dvou predpokladu

1. Pocatecni podminky tvaru (4.56) nejsou spojité. V okoli nespojitosti poc¢ateéni pod-
minky volime mensi krok sité. Zavadime-li do systému reakci formélni DNA (viz
odstavec 2.4.3), chybi v jedné rovnici ze soustavy PDE difuzni ¢len. Nespojitost
pocatecni podminky forméalni DNA s casem nevymizi, ale v prostoru se neposouva.
Uprava sité v prubéhu vypoctu neni potieba.

2. Vzhledem k ocekdvanému chovéni systému (viz odstavec 2.4.2) a vypoétu ppsp (viz
odstavec 2.4.3) ma presny vypocet koncentraci radikalu v blizkosti pocatku veétsi
vyznam nez presnost v bodech vzdélenéjsich. Na druhé strané, umélym ukoncéenim
vypocetni oblasti a zavedenim okrajové podminky dochazi k neptesnostem v blizkosti
bodu x = R. Volime tedy pomérné velkou vypocetni oblast, s hustou siti v blizkosti
bodu x = 0 a velmi hrubou siti v blizkosti bodu x = R.

Platnost inverzniho ptedpokladu (4.10) se pfi implementaci neovéruje. Lze ocekdvat,
ze pouziti velkych elementu v blizkosti bodu x = R zpusobi dalsi zhorseni ¢isla podminé-
nosti matice Gy.

Prvky vyssiho radu

Dosud jsme uvazovali diskrétni prostor V) tvoteny po ¢astech linedrnimi funkcemi. Lze
uvazovat téz diskretizaci pomoci funkci po castech polynomialnich stupné p, p > 2. Kon-
strukce bazovych funkci a vypocet koeficientu ggy, g}w fuve je problém pouze technicky.

Zatim nejsme schopni tici, zda bychom s prvky vyssitho rfadu dosdhli skutecné vetsi
presnosti. Dokud nebude vyfeseno odvozeni optiméalniho fadu chyby pro linedarni prvky,
nelze uvazovat o teorii prvku vyssiho fadu. Dalsi obtiz je s volbou vhodné nezdporné
diskrétni pocdtecni podminky. Zustaneme proto u prvku linearnich.
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Kapitola 5

Pocitacova realizace

V predchozi kapitole jsme odvodili semidiskrétni tlohu (4.2)-(4.4). Pfi aplikaci semidis-
krétnich metod casto jako dalsi krok nasleduje diskretizace vzhledem k casu a odvozeni
vypocetniho schematu specializovaného pro danou tlohu. My ovsem dale v teorii postu-
povat nebudeme. Vyuzijeme jiz hotové sofwareové soucasti a spolehneme na dostupné
knihovny podprogramu pro feseni oby¢ejnych diferencialnich rovnic.

V prvni ¢asti této kapitoly ukazeme, jak pfipravit semidiskrétni dlohu (4.2)-(4.4) k efek-
tivnimu feseni pomoci podprogramu knihovny ODEPACK. Déle uvedeme piiklad aplikace
odvozenych postupu na konkrétni soustavu chemickych reakci.

5.1 Implementace

Semidiskrétni problém (5) patii do tiidy tzv. stiff iloh. Explicitni metody feseni obycejnych
diferencialnich rovnic typu Runge-Kutta nejsou vhodné. Vyuzijeme implicitni fesi¢ knihov-
ny ODEPACK.

5.1.1 Knihovna ODEPACK

ODEPACK [17] je volné dostupnd knihovna podprogramu v jazyce FORTRAN pro feSeni
pocatecnich 1loh pro soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic. Jeden z tesicu, pod-
program LSODI, umoznuje zadat soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic v linearné-
implicitnim tvaru

dy

A(t,y)a =g(t,y), (5.1)

kde matice A(t,%) obecné zavisi na Gase t i stavové proménné y. Resic je zalozen na impli-
citni metodé typu BDF (backward differential formula) vhodné pro stiff tlohy a vyuziva
Jacobiovu matici pravé strany D,g(t,y), pokud je zndmo jeji explicitni vyjadieni. Mezi
dalsi vyhody patii isporné vyuziti pameéti pii pasové struktuie matic A a D,g(t,y).
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5.1.2 Soustava obycejnych diferencialnich rovnic

Pfi praci s obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi je bézné rozlisovat jednotlivé neznamé
funkce pouze pomoci jediného indexu. Uspotdddme vSechny stupné volnosti y;, (viz (4.5),
str. 59) do jednoho vektoru

Y = (Yh cee YN)T = (y1,o, Y2,0o---5YL0,Y1,1,Y1,2- - - Yr,2; - - - ,yL,M—l)T
neboli
. i=1,....L,
;_?{f o =0, .. M—1, (5.2)
=T(i,p) =1
i 1 N=LM
V tomto oznaceni ma soustava (4.6) tvar
N N N
Y GYr= ) AuxY)Yi+ ) BY), t>0,
J=1 JK=1 J=1
Y;(0) = Y7, I=1,...,N,
kde
GIJ:(;ijggy7 IZI(%M)v i7j7k:17"'7L7
]B%U:—Diéijgiy—i—bijggy J:I(j,y), M,V,UZO,...,M—l,
AIJK - aijkfuua K = I(k:,a),
VP =y,

Ptipomenme, ze koeficienty ggy, g}w a fue zavisi na diskretizaci podle vzorci (4.7), a ¢isla
aijk, bij, D; jsou koeficienty puvodni soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic (3.7).

Soustava je ziejmeé typu (5.1). Jacobiho matici pravé strany lze snadno spocitat analy-
ticky

N
Jy(Y) =B+ > (A + As) Y I,J=1,...,N. (5.3)

K=1

Matice J, G, B i tenzor A maji pasovou strukturu, ktera je dusledkem pasovosti koeficientt
q°, ¢*, f a piipadné a, b. Plati
B <w+ Ly

kde 3, w a v jsou nejmensi celd nezdporna ¢isla s vlastnostmi
I=J>8 = Apyx=~Arx;=J1=B1;,=G1;=0,
li—j>w = Qi = Qg = b = 0,
|,u—1/|>'y = fuua:fuauzggu:g};uzoa
I,JK=1,...,N, 45 k=1,....L, puv,o=0,....M — 1.
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Ziejmé w < L. 7 definice (4.9), str. 60, bazovych funkei diskrétniho prostoru Vj, plyne
v =1, takze
6 <2L.

Matice J a G jsou tedy (4L + 1)-diagondlni, sitka pasu nezavisi na dimenzi diskrétniho
prostoru Vj.

5.2 Piiklady

Jednotky pouzivané pti numerickych vypoctech jsou vypsany v tabulce 5.1. Stejné jednotky
se pouzivaji v [1].

Tabulka 5.1: Pouzivané fyzikalni jednotky.

velic¢ina jednotka
délka nm
cas ns
ldtkové mnozstvi N (pocet castict)
koncentrace N -nm™3
difuzni soucinitel nm? - ns~!
rychlostni konstanta reakce prvniho fadu ns~!
rychlostni konstanta reakce druhého fddu | ns=t- N=t-nm3

N =N;"-mol, Ny =6.022 x 10%

5.2.1 Radikalové reakce

Pouzijeme odvozenou metodu na soustavu radikdlovych reakei podle ¢lanku [7] (str. 4,
tabulka I). Latky a reakce jsou vypsdny v tabulkdch 5.2, 5.3. Voda je ze vSech reakei
vynechana. Pocdtecni podminky vyznamnych radikdli H, OH, e, jsou zvoleny v sou-
ladu s [1]. Ostatnim latkdm pfifadime pro jednoduchost nulové poc¢ateéni podminky. Pro
ilustraci je v tabulce 5.4 vypsana odpovidajici soustava parcidlnich diferencialnich rovnic.
Vypocty byly provedeny pro R = 1000, s nerovhomérnou siti s M = 1001 uzly vy-
tvofenou tak, aby v kazdém z intervalu [0, 10], [10,50], [50, 250], [250, 1000] byl ptiblizné
stejny pocet uzlu.
dikélt na c¢ase. Podle obréazku 5.2 se mnozstvi po jisté dobé ustéali, Radikaly se difuzi
rozptyli do vétsiho objemu a koncentrace poklesnou. Soustava reakci obsahuje pouze jednu
reakci prvniho fadu. Reakce druhého tadu, jejichz rychlost je ddna soucinem koncentraci
reaktantu, se prakticky zastavi. Pro velka ¢ jsou nelinedrni reakéni cleny zanedbatelné,
diferencialni rovnice jsou prakticky linearni. Pouziti implicitni metody feSeni soustavy je
zde velmi vhodné.

88



Tabulka 5.2: Po¢dtecni data pro radikalové reakce, parametry pocateéni podminky (4.56).

index | latka D; A )
nm?>-ns~t N-nm™> nm

1 H 7 0.052 6.2

2 HO, 2.0 0 1000

3 H, 5.0 0 1000

4 H50, 2.2 0 1000

5 HsOt 9 0 1000

6 OH 2.8 0.055 6.2

7 OH~ 5 0 1000

8 O, 2.1 0 1000

9 Oy 2.1 0 1000

10 e 4.5 0.12 6.2

Tabulka 5.3: Radikalové reakce.

¢. reakce rychlostni konstanta
1 H+H — H, 17 ns— - N—1.nm?
2 e+H — Hy,+OH- 42 ns'-N7l.nm?
3 e+e — Hy+20H | 10 ns'-N-1l.nm?
4 e+OH — OH~ 50 ns'-N"l.nm?
5 H+0OH — 40 ns ' -N7t.nm?
6 OH+0OH — Hy0, 7 ns~ - N~t.nm3
7 H;Ot+e — H 38 nsTt-N"l.nm?
8 | HsOT+0OH~ — 50 ns T -N"l.nm?
9 H+ H,O, — OH 0.2 ns'-N-1t.nm?
10 e+ H,Oy — OH+OH™ 20 ns P N-"l.nm3
11 OH + H,O, — HO, 0.08 ns '-N-t.nm3
12 OH+H, — H 0.10 ns ' -N-1l.nm?
13 HO,+H — H0, 17 ns ' -N-t.nm?
14 e+0y — Oy 32 nst-N"l.nm3
15 HOy,+OH — 0Oy 17 ns ' N-1l.nm?
16 HOy,+ HOy — HyOy+05 |0.003 ns~'-N-1l.nm?
17 H+0, — HO, 17 ns '-N-1l.nm?
18| Oy + HOF — HO, 50  ns t-N"l.pm?
19 HO, — H30T"+0, | 10 nst
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Obrazek 5.1: Vyvoj celkového mnozstvi vyznamnych radikalu.
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Tabulka 5.4: Soustava PDE pro reakce z tab. 5.3.

O] Dy A ()~ 2ks (H) U] — ks (H) HO3] — ko ] [H305] ~ ks (1] [OH] ~
— k17 [H] (O3] — ko [H] [e] + k12 [H2] [OH] + ky [H30™T] []
02] Dy (HOs] ~ ki [HOs] ~ ks [H] [HO2) + kay [H] (O] — ks [HOo (HO3] -
— k15 [HO2] [OH] + k11 [H202] [OH] + k1s [H30™T] [0 |
OTE] — Dy () 4 ka (H) 1) + b L) [e) — kua [Ho) OH) + ks [e] [
. [H;zOZ] = D4A[H302] + k13 [H] [HO2] — kg [H] [H202] + k16 [HO2] [HO2] — k11 [H202] [OH] —
— k1o [H202] [e] + k¢ [OH][OH]
o [Hz0%| B _
— =DsA {HSO+] + k1o [HO2] — ks {Hg,oﬂ [OH ] — kis [Hg,oﬂ [02] — ky [Hgoﬂ [e]
OLOH] — Do [OH) + ko UH] (H203] — ks [H] [OH] ~ ka5 HO3] (OH] ~ kaz [Ha) (OH] ~
— k11 [H205] [OH] + k1o [H205] [¢] — 2k [OH] [OH] — kg [OH] [¢]
8 |OH™
[ = } = D7A [OH*] + kg [H] [e] + k1o [H202] [e] — ks [Hso*} [OH’] + ka [OH][e] +
+ 2kg [e] €]
20021~ Dy [0a] — kg (H]102] + i (HO) [HO3] + ks [HO3] [OH] — k14 (03] e
o105
[a: } = DgA [o;] + k19 [HO2] — k1s [Hgoﬂ [o;} + k14 [O2] [€]
9 [e]

= D19A [e] = kg [H] [e] = k1o [H202] [e] = kr [H3OT] [e] — ka [OH] [¢] -

— k14 [O2] [e] — 2k3 [e] [e]

5.2.2 Zavislost na koncentraci kysliku

Systém reakei z tabulky 5.3 doplnime zavedenim formélni DNA podle odstavce 2.4.3 (ta-
bulka 5.6, rychlostni konstanty poskytnuty Ing. Barillou). V tabulce 5.5 jsou pocatecni
data, koncentrace kysliku O je nulova.

Soustavu muzeme vyfesit numericky na dostatetné dlouhém casovém intervalu (0,7)
a polozit

R
pssg = N1(0) — Ni(T), Ni(t) = 4W/x2u1(:c,t) dz,
0

2
PDSB = PssB-

Pocatecni podminka pro formalni DNA stanovime zkusmo, abychom pfi nulové koncentraci
kysliku ziskali hodnotu ppgg v souladu s [1].

Provedeme-li vypocet pro ruzné pocateéni hodnoty koncentrace kysliku, zjistime zdvis-
lost po¢tu dvojnych zlomu na koncentraci kysliku. Graf této zavislosti je na obr. 5.3. Kon-
centrace kysliku rozpusténého ve vodé za norméalnich podminek je ptiblizné 2.7 - 10~4mol /1.
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Obrazek 5.2: Vyvoj celkového mnozstvi vyznamnych radikalu na delsim casovém intervalu.
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Tabulka 5.5: Pocatecni data pro vypocet ppsg.

index | latka D, 9 rY

nm?-ns~t N-nm™3  nm

1 DNA 0 7.5 x 1076 100

2 H 7 0.052 6.2
3 HO, 2.0 0 10000
4 H, 5.0 0 10000
5 H>0, 2.2 0 10000
6 Hs0" 9 6 x 10~% 10000

7 OH 2.8 0.055 6.2
8 OH~™ 5 6 x 1078 10000
9 O» 2.1 0.0 10000
10 Oy 2.1 0 10000

11 e 4.5 0.12 6.2
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Tabulka 5.6: Reakce formdlni DNA.

c. reakce rychlostni konstanta

20 DNA+H — 0.193536 ns ' - N—'.nm?
21| DNA+OH — 3.87072 ns ' -N~-t.nm?
22 DNA+e — 1.145152 ns~'-N—t.nm?
23| DNA+ HO, — 0.96768 ns~'-N~1l.nm?

Obrazek 5.3: Zavislost pravdépodobnosti vzniku dvojnych zlomu na koncentraci kysliku.
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Je zndmo (viz [1]), ze kyslik ovliviuje poskozeni DNA ~-zafenim dvojim zpusobem.
Pti malych koncentracich ma radioprotektivni ucinky, pii vétsich koncentracich naopak
vznik poskozeni DNA podporuje. Podle obr. 5.3 model toto chovani, alespon kvalitativne,
zachycuje.

5.3 Zhodnoceni modelu

Numerické experimenty ukazuji, ze model i numericka metoda jsou vhodné pro simulaci
radikalovych reakei. Slabinou modelu je zaclenéni poskozeni DNA. V ptipadé prvniho mo-
delu (2.13) vyuzivajiciho pojmu formalni DNA, se vysledky vypoctu alespon kvalitativné
shoduji s fyzikalni skutecnosti. Numericka metoda, jejiz vlastnosti byly studovany v kapi-
tole 4 pouze pro pripad kladnych difuznich koeficientu, dava dobré vysledky i pro formalni
DNA s nulovym difuznim koeficientem.

Model vsak neni schopen poskytnout spolehlivé ¢iselné hodnoty. Vyzaduje také zkusmo
nastavit poc¢atecni podminku formalni DNA, coz duvéryhodnost modelu jisté nezvysuje.
Vysledky jsou pomérné citlivé na zmény parametru vypocetni oblasti R a T. Jak jiz
bylo uvedeno v ¢asti 5.2.1, soustava parcidlnich diferencidlnich rovnic popisujici radikalové
reakce pro velkd t degeneruje. Pro velkd t jsou prakticky nulové vSechny reakéni cleny
kromé téch, které maji puvod v reakcich radikalu s formalni DNA. Je mozné, ze formélni
DNA ovlivnuje soustavu radikalovych reakei vice, nez je fyzikalné piipustné. Volba délky
casového intervalu zde hraje velkou roli.

Horsi je situace v pripadé druhého modelu (2.14)-(2.17), vyuzivajiciho integralni prumeér
pres ruzné casy setkani clusteru radikali s DNA. V tomto piipadé nejsme dosud schopni
ziskat rozumné vysledky. Je nutné vhodné nastavit parametry «; v (2.16). Pfi chybné volbé
vyjde t,, = +o0 ve vyrazu (2.15) a vypocet neni mozné provést. Neni jasné, zda je integrél
(2.16) s mezi t,,, = 400 konecny. Volba parametru je zde obtiznéjsi nez v piipadé modelu
s formélni DNA.
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Kapitola 6
Zaveér

V predchozich kapitoldch byl popsan matematicky model chemické faze radiobiologického
procesu. Zakladem modelu je soustava semilinearnich evolu¢nich parcidlnich diferencialnich
rovnic (3.7) pro koncentrace radikdlu a dalsich chemickych latek, vystupujicich v reakcich
ovliviiujicich poskozeni DNA. Byly odvozeny nékteré teoretické vysledky tykajici se této
soustavy a numerickd metoda pro fesSeni prislusné pocatecni ilohy. V ramci diplomové prace
byl model také realizovan na pocitaci a ziskany numerické vysledky, které jsou kvalitativné
srovnatelné s fyzikalni skutecnosti. Vérime, ze model je pouzitelny nejen pro studium vlivu
koncentrace kysliku na poskozeni DNA, ale i pro zkoumani vyvoje radikalového clusteru
za pritomnosti jinych radioprotektivnich nebo radiosenzitivnich latek.

Na tomto misté je vhodné upozornit na otazky souvisejici s modelem, které v diplomové
préaci nebyly vyteseny. Predevsim je zde problém pocatecnich a okrajovych podminek pro
soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic (3.7). Dostatecné detailni experimentélni idaje
pro volbu prubéhu pocateéni podminky nejsou k dispozici. Cilem kazdého dalstho modelu
vychézejictho z rovnic (3.7) by proto mélo byt dosazeni co nejvyssi obecnosti po¢atecnich
podminek. Méla by byt ovérena vhodnost volby Neumannovych okrajovych podminek.
Pokud to bude mozné, mély by byt navrzeny lepsi okrajové podminky, které by umoznily
simulovat rozplynuti clusteru difuzi, aniz by bylo nutné volit velkou vypocetni oblast.

Dalsi zlepSeni jsou potieba pro modelovani interakce radikdlu s DNA. Z fyzikdlniho
hlediska jsou modely popsané v této praci prilis zjednodusujici.

Vyznam dukazu existence piesného feseni tlohy (3.27)-(3.30) Galerkinovou metodou je
diskutabilni. Pokud by bylo mozné odvodit apriorni odhad norem galerkinovskych aproxi-
maci i v obecném piipadeé (tj. pouze za predpokladi (3.1)-(3.4)), zna¢né by se zjednodusila
také teorie numerické metody. Galerkinovské aproximace obecné mohou nabyvat zapornych
hodnot, a nejsou tedy fyzikalni. Dukazové techniky pouzivajici prostory spojitych funkei

Co se tyce numerického teSeni, lze pokracovat ke konecnym prvkim vysstho radu.
Alternativné lze uvazovat o technice tzv. mass lumping (srov. [25]), kterd by mohla za-
jistit nezdpornost diskrétniho feseni. Numerické metody pro feSeni rovnic (3.7) ve tiech
dimenzich patrné nejsou potieba. Metody pro vélcové symetrickd feseni by mohly najit
aplikace pfi simulaci Gi¢inkt jinych typu ionizujictho zafeni (protony, lehké ionty).
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Dodatek A

Nerovnost Gronwallova typu

V literatufte lze nalézt ruzna zobecnéni Gronwallovy nerovnosti, obvykle ve tvaru implikace

(5 € C([a,b]), 0<¢(t) < ¢(t)+/K(§;8)d87 te [a,b])

— (§<t>sw<t>, te[a,b}),

s ruznymi funkcemi ¢, 1 a ruznou zavislosti na nezndmé funkci K (&, -). Napi. v [18] je
uvedena nerovnost obsahujici na pravé strané obecné p-tou mocninu neznamé funkce &
as ¢(t) = konst., v [6] se pripousti linedrni zavislost K (&, -) a singuldrni ¢(t) = At~
0 < a<1,apod.

Cilem této kapitoly je dokazat nerovnost Gronwallova typu, pouzitelnou pii odhadu
chyby diskrétniho feseni. Uvazujeme tedy prvni i druhou mocninou neznamé funkce na pra-
vé strané a dostatecné obecnou funkci ¢. Nejprve provedeme dukaz pro jednodussi piipad
¢ = konst.

Lemma 34. Nechf ¢ € IR, $ >0 a & € C([a,b]), 11,7 € L' (a,b) jsou nezdporné funkce
splnugici nerovnosti

& |12l 1 elmlr <1,

t t A
(<ot [ [weeas te @ (&.1)
Potom
gelnlzs
) < telab. (A2)

T 1= @ |l elmllze?

Diikaz. Vysetiime pouze piipad ¢ > 0. Tvrzeni pro ¢ = 0 dostaneme limitnim pfechodem.
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Kladna absolutné spojita funkce

t t

n®=¢+/w@5®®+/%@ﬂwﬁ

a a

spliiuje nerovnost

N(t) =728 () + NnOEE) < 72(O)n*(t) + 1 (t)n(?).

Odstranime linedrni ¢len substituci

t

cty=e "), E(t) < mter () < (el )
a integrujeme

52((% < mo(t)elmlsn,

L _ L < 12|l llv2ll .1

Ca) ¢y "I E

((a) "

O S @ el T < T= g lall,s Pl
o) < el .

T 1= @ |yl el

Lemma 35. Necht & € C([a,b]) je nezdpornd, vi,v2 € L' (a,b) jsou nezdporné, a ¢ je
nezdpornd méritelnd funkce. Necht

O(t) = 27 (t)9"(t) + M (t)o(t), t € (a,b). (A-3)
Necht ® € L' (a,b) a plati

2 H(I)HLl ”’72”L1 elmlicy 1,

t t A
(0 <00+ [nee) st [aeeas re@n. OV
Potom
o],
§(t) < o(t) + t e (ab). (A.5)

L —=2[|® 1 (|72l 2 elrllzr”
Dukaz. Funkce

t t

n@=/w@€@®+/%@%®®

a a

97



je spojita a nezaporna, plati
§(t) < ¢(t) +n(t).
Obeé strany posledni nerovnosti jsou nezaporné, 1ze umocnit

(1) < (o(1) +(t)* < 26°(1) + 26%(8),

t t

n(t) < /72(8) (1(s) + ¢(s))” ds + /71(8) (n(s) + ¢(s)) ds

a a
t t t

< o ast [2uereds+ [ s

a a a

Podle predchoziho lemmatu tedy

n(t> < H®||L1 e”’h”[‘l
T 1= [|®f 1 (1272l el

], el
£(t) < o(t) + .
0= 6O+ T 25780, Il Pl

)
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