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2.2.2 Fáze radiobiologického procesu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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3.1.1 Prostory funkćı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Kapitola 1

Úvod

Je-li buňka vystavena p̊usobeńı ionizuj́ıćıho zářeńı, může doj́ıt k poškozeńı dědičné in-
formace a následně k odumřeńı buňky. Důkladné pochopeńı mechanizmu tohoto jevu má
význam jak při studiu možnost́ı ochrany živých organismů před zářeńım, tak pro radiote-
rapii.

Účinek zářeńı je ovlivněn, mimo jiné, chemickými ději prob́ıhaj́ıćımi po radiolýze vody
v mı́stě doběhu ionizuj́ıćı částice. Matematické modelováńı této tzv. chemické fáze radio-
biologického procesu, je hlavńım tématem předkládané diplomové práce. Práce navazuje
na článek [1]. Ćılem je odvozeńı a poč́ıtačová realizace modelu, který přesněji zachycuje
difuzi radikál̊u a umožńı uvažovat obecněǰśı systémy chemických reakćı.

V článku [1] jsou difuzńı a reakčńı procesy chemické fáze zjednodušeně popsány sousta-
vou obyčejných diferenciálńıch rovnic (viz odstavec 2.3.2). V této práci budeme uvažovat
soustavu rovnic parciálńıch. Na rozd́ıl od [1] se v́ıce zaměř́ıme na matematickou stránku
modelu. Jakmile formulujeme soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic, vycháźı všechny
naše daľśı úvahy pouze z vlastnost́ı této soustavy; snaž́ıme se nesměšovat matematické
d̊ukazy s fyzikálńım názorem.

Odvozeńı modelu na základě fyzikálńıch úvah je náplńı kapitoly 2. V kapitole 3 upřesńı-
me matematickou formulaci modelu. Odvod́ıme slabou formulaci a dokážeme jednoznačnost
řešeńı (věta 2, str. 29). Dále se omeźıme na sféricky symetrická řešeńı a redukujeme problém
do jedné prostorové dimenze, s využit́ım Sobolevových prostor̊u s vahou. Za dodatečných
předpoklad̊u dokážeme existenci a nezápornost řešeńı (věta 4, str. 55). V kapitole 4 navrh-
neme numerickou metodu pro řešeńı uvažované soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic
pomoćı metody konečných prvk̊u. Dokážeme existenci diskrétńıho řešeńı a odvod́ıme od-
had chyby (věta 5, str. 80). Konečně v kapitole 5 poṕı̌seme poč́ıtačovou realizaci a uvedeme
př́ıklady numerických výpočt̊u (CD se zdrojovými texty programů přiloženo).

6



Kapitola 2

Odvozeńı základńıch rovnic

V části 2.2 uvedeme přehled fyzikálńıch, chemických a biologických proces̊u, které se
pod́ılej́ı na vzniku radiobiologického účinku zářeńı. Většina zde popisovaných jev̊u se ovšem
do dále odvozeného modelu promı́tá pouze nepř́ımo. V daľśı části 2.3 uvedeme několik
možných př́ıstup̊u k matematickému modelováńı. Konečně v části 2.4 odvod́ıme matema-
tický model, jehož rozbor je obsahem této diplomové práce. Části 2.1 až 2.3 uváděj́ı stu-
dovaný problém do širš́ıho kontextu, nejsou pro pochopeńı textu daľśıch kapitol nezbytné
a čtenář je může přeskočit.

2.1 Komentář k aplikaćım a literatuře

Základńı aplikačńı oblast́ı je radioterapie rakoviny. Radioterapie je založena na ničeńı buněk
nádoru ozařováńım. Ćılem teoretického úsiĺı je tedy také sestaveńı metodiky pro optima-
lizaci ozařovaćı procedury.

Z hlediska klinické praxe je pochopitelně nejvýznamněǰśı zkoumáńı biologického účinku
v rozsahu nádor̊u, tkáńı nebo celých orgán̊u. V této práci se ovšem zaměřujeme na fy-
zikálńı a zvláště chemickou fázi celého procesu, a proto se omeźıme na popis jev̊u vzni-
kaj́ıćıch nejvýše na úrovni buněk. Nebudeme tedy hovořit o ozařováńı z v́ıce směr̊u apod.
Ani pr̊uběhu biologické fáze nebudeme věnovat v́ıce než několik poznámek, nutných pro
pochopeńı návaznosti na předchoźı fáze a kritéríı pro kvantifikaci účinku zářeńı. Zasvěcený
a stručný výklad radiobiologického procesu zaměřený na biologické procesy i klinické
aplikace lze nalézt ve studii [12]. Vyhneme se také otázkám experimentálńıho výzkumu
buňečného poškozeńı (viz [5] nebo [21]).

Nebudeme se podrobněji zabývat vlastnostmi látek a reakćı, vystupuj́ıćıch v chemické
fázi radiobiologického procesu. Tyto údaje se do matematických model̊u dostanou pouze
jako vstupńı data, viz. [14] nebo [7]. Př́ıklady uvedeme v části 5.2.
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2.2 Souvisej́ıćı fyzikálńı, chemické a biologické jevy

Problematika zasahuje do v́ıce oblast́ı fyziky, chemie a biologie, zahrnuje mnoho př́ırodńıch
jev̊u nebo děj̊u a následně dává vzniknout r̊uzným matematickým model̊um a výpočetńım
postup̊um. Abychom źıskali nějakou celkovou orientaci a mohli jednotlivé modely postavit
do souvislost́ı, předem rozdělme souvisej́ıćı fyzikálńı procesy podle několika kategoríı:

1. Podle prostorového rozsahu na problémy makroskopické (rozložeńı dávky zářeńı v tká-
ńıch, biologický účinek na úrovni orgán̊u a tkáńı) a mikroskopické (struktura radiačńı
stopy, chemické a biologické procesy uvnitř buněk, interakce zářeńı s biomolekulami).

2. Podle časového rozsahu, od jev̊u v řádu pod 10−15 s (jevy provázej́ıćı radiačńı stopu,
rozptyl a pohlcováńı zářeńı) přes pikosekundové (10−12 s, vytvořeńı radikálových clus-
ter̊u) a nanosekundové (10−9 s, chemické reakce, difuze) až po procesy prob́ıhaj́ıćı
v řádu dńı i deľśı (postradiačńı projevy na úrovni orgán̊u).

3. Podle tradičńıho rozděleńı na jevy fyzikálńı z oblasti dozimetrie a částicové fyziky
(rozptyl zářeńı, vznik sekundárńıch částic, předáńı energie zářeńı prostřed́ı a jej́ı
prostorové uložeńı), chemické z oblasti fyzikálńı chemie, radiačńı chemie, biochemie
a reakčńı kinetiky (počátečńı radiačńı výtěžky, radikálové reakce, problémy difuze
a reakce, struktura DNA) a biologické (opravné buněčné procesy, vliv zářeńı na bu-
něčný cyklus, smrt buňky, likvidace nádor̊u).

V současnosti neexistuje globálńı model, spojuj́ıćı všechny známé souvisej́ıćı aspekty.
Dı́lč́ı modely jsou obvykle nepř́ılǐs kompatibilńı, tj. výsledky jednoho nejsṕı̌se nelze jed-
noduše použ́ıt jako počátečńı podmı́nky pro jiný model. Byly a jsou odvozovány teorie
,,fenomenologického” charakteru, snaž́ıćı se postihnou širokou část problematiky interpolaćı
experimentálńıch dat bez úspěšněǰśı snahy o vysvětleńı výsledk̊u na základě elementárńıch
fyzikálńıch princip̊u.

2.2.1 Faktory ovlivňuj́ıćı biologický účinek

Celkový účinek záviśı samozřejmě na vlastnostech zářeńı a na vlastnostech ozařovaných
buněk. Zářeńı je charakterizováno zejména druhem a energíı jednotlivých částic, dále
dávkou, tj. energíı absorbovanou ozařovaným objektem vztaženou k jednotce hmotnosti,
př́ıpadně dávkovou rychlost́ı, tj. pr̊uměrnou dávkou za jednotku času. Významným para-
metrem je tzv. lineárńı přenos energie (LET)1.

V klinické praxi lze dávku a dávkovou rychlost měnit v jistém rozsahu únosném pro ra-
dioterapii celkem libovolně. Ostatńı charakteristiky ovšem záviśı na použitém zdroji zářeńı.
Můžeme rozlǐsit několik kategoríı použ́ıvaných zářič̊u

1Veličina LET (linear energy transfer) je definována jako energie předaná prostřed́ı na jednotku délky
dráhy částice. Má smysl jen pro ionizuj́ıćı zářeńı. Pokud se o LET hovoř́ı v souvislosti s elektromagnetickým
zářeńım, mysĺı se LET sekundárńıch elektron̊u. Veličiny jako dávka nebo LET se vztahuj́ı k pr̊uchodu zářeńı
nějakým prostřed́ım. V tomto kontextu budeme budeme dále vždy uvažovat vodu, která tvoř́ı podstatnou
část hmotnosti buňek, a zmiňované veličiny považovat za charakteristiky samotného zářeńı.

8



1. Rentgenové zářiče a zářiče γ.
Elektromagnetické zářeńı (fotony) z radioaktivńıch zářič̊u nebo brzdné zářeńı. Vy-
kazuje ńızkou energii částic i ńızké hodnoty LET, a neńı prakticky schopné zp̊usobit
př́ımé poškozeńı DNA. Poškozeńı DNA je zp̊usobeno vzbuzenými chemickými pro-
cesy. Již dlouhou dobu se běžně použ́ıvá pro radioterapii. Při srovnáváńı r̊uzných
druh̊u zářeńı se právě γ-zářeńı bere jako referenčńı zářeńı.

2. β-zářeńı
Svazky elektron̊u z lineárńıch urychlovač̊u. Hodnoty LET jsou vyšš́ı než u zářeńı γ.
I β-zářeńı je v radioterapii běžně použ́ıváno.

3. Protony a lehké ionty.
Svazky iont̊u s protonovými č́ısly 1 až 6 (uhĺık). Maj́ı menš́ı bočńı rozptyl než zářeńı
γ a β, je pozorováno tzv. Braggovo maximum, poškozeńı je soustředěno do malé pro-
storové oblasti. Výrazně převládá př́ımý účinek zářeńı na DNA (dokonce může doj́ıt
k současnému poškozeńı homologických chromozomů jednou částićı), vlivy sekundár-
ńıho poškozeńı a kysĺıkový efekt ustupuj́ı.

V současnosti se zájem výzkumńık̊u zaměřuje na protony a lehké ionty, které se zdaj́ı
být pro radioterapii vhodněǰśı. Z přechoźıho přehledu je jasné, že konkrétńı pr̊uběh zvláště
fyzikálńı fáze se u r̊uzných druh̊u zářeńı podstatně lǐśı. Modely vhodné pro γ-zářeńı obecně
nebudou použitelné v př́ıpadě iont̊u a naopak.

Vedle fyzikálńıch vlastnost́ı zářeńı výsledek spoluurčuj́ı také vlastnosti ozařovaných
objekt̊u. Buňka je složitý a nav́ıc živý systém vybavený účinnými samoregulačńımi a oprav-
nými mechanismy. Jej́ı rozhoduj́ıćı vlastnosti nelze popsat stejně jednoduše jako v př́ıpadě
fyzikálńıho zářeńı. Je třeba vźıt v úvahu zvláště tyto faktory:

1. Buňka obsahuje v́ıce druh̊u biomolekul, významných pro život buňky, které mo-
hou být zářeńım zasaženy. Za rozhoduj́ıćı se ovšem považuje pouze poškozeńı mole-
kul DNA v jádře (chromozomálńı DNA). Neporušenost DNA je nutnou podmı́nkou
pro správný pr̊uběh buněčného cyklu a rozmnožováńı (děleńı) buňky. Buňečné jádro
ovšem představuje pouze malou část objemu celé buňky. T́ım se pravděpodobnost
zásahu snižuje.

2. Vnitřńı prostřed́ı buňky (cytoplazma) je vyplněno vodným roztokem mnoha orga-
nických sloučenin. Je nutno uvažovat možnost ionizace vody za vzniku reaktivńıch
radikál̊u, které následně zp̊usob́ı sekundárńı poškozeńı DNA chemickou reakćı. Tento
jev může být omezen nebo naopak podpořen daľśımi rozpuštěnými chemickými lát-
kami (radioprotektiva, radiosenzitiva, kysĺık).

3. Buňka disponuje schopnost́ı opravit poškozeńı DNA (reparačńı mechanismy). Jsou
možné opravy jednoho vlákna dvoǰsroubovice DNA pomoćı druhého, v př́ıpadě di-
ploidńıch buněk také opravy celé molekuly podle homologického chromozomu.
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Při radioterapii je nav́ıc třeba rozlǐsovat mezi nádorovými buňkami a zdravou tkáńı. Roz-
d́ılné vlastnosti nádorových a normálńıch buněk podporuj́ı (rychleǰśı regenerace zdravých
tkáńı) nebo oslabuj́ı (např. nepř́ıznivý kysĺıkový efekt) požadovaný výsledek terapie.

2.2.2 Fáze radiobiologického procesu

Sledujeme-li efekty zp̊usobené jednou částićı zářeńı, můžeme podle povahy prob́ıhaj́ıćıch
proces̊u a jejich rozložeńı v čase2 rozdělit celý radiobiologický proces do tř́ı fáźı.

1. Fáze fyzikálńı.
Radiobiologický proces zač́ıná ozářeńım, tedy pr̊uchodem ionizuj́ıćıch částic buňkou.
Už v této fázi může doj́ıt k poškozeńı dědičné informace skutečnou interakćı zářeńı
s molekulou DNA. Pro zářeńı s ńızkým LET však zářeńı samotné DNA poškodit
nemůže. Vyvolá ovšem ionizaci vody a daľśıch látek rozpuštěných ve vnitřńım pro-
střed́ı buňky a spust́ı tak daľśı, chemickou fázi.

2. Fáze chemická.
Ionizaćı vzniká z vody a látek v ńı rozpuštěných shluk (cluster) radikál̊u. Radikály
s p̊uvodńımi látkami a spolu navzájem reaguj́ı a postupně se rekombinuj́ı zpět na
výchoźı látky. Před rekombinaćı mohou také reagovat s molekulou DNA a poškodit
ji.

3. Fáze biologická.
Molekula DNA je nyńı poškozena. Některá poškozeńı může buňka (pomoćı reparač-
ńıch enzymů) opravit, jiná poškozeńı jsou nevratná. Docháźı k inaktivaci (zničeńı)
buňky.

2.2.3 Výklad fyzikálńı a chemické fáze

Zářeńı γ proniká do látkového prostřed́ı a interaguje s atomy látky. Mechanizmů interakce
je několik druh̊u. Docháźı k interakci s elektrony atomového obalu a vzniku sekundárńıch
(vyražených) elektron̊u (Compton̊uv rozptyl na valenčńım elektronu, fotoefekt, tvorba páru
elektron-pozitron, excitace s následným uvolněńım elektronu - Auger̊uv jev). Může také
doj́ıt pouze k vychýleńı fotonu bez ztráty energie (Rayleigh̊uv rozptyl). K interakci s jádrem
při energíıch zářeńı použ́ıvaných v radioterapii nedocháźı. Sekundárńı elektrony mohou
mı́t ještě dostatečně vysokou energii, pohybuj́ı se prostřed́ım dál a vyrážej́ı daľśı elektrony,
př́ıpadně dávaj́ı vzniknout i foton̊um. Radiačńı stopa se tak rozšǐruje, vznikaj́ı excitované
molekuly. Ze zpomalených elektron̊u se nakonec stanou tzv. solvatované (hydratované)
elektrony e−aq, struktury z elektronu obklopeného několika molekulami vody H2O, které již
jako běžné ionty podléhaj́ı difuzi a účastńı se chemických reakćı.

2Současně proniká do celého objemu ozařované látky mnoho částic. Při popisu následných jev̊u se ovšem
použ́ıvá pojem lokálńıho času [3], kdy prvńı interakci jedné uvažované částice zářeńı přǐrad́ıme čas nula
a sledujeme pouze d̊usledky této interakce.
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Představ́ıme-li si dráhu zářeńı a všech sekundárńıch elektron̊u, vznikne v d̊usledku
pr̊uniku jednoho fotonu do prostřed́ı neostrá, nepravidelně rozvětvená stopa. Největš́ı
lokálńı účinek, vyjádřený veličinou LET, maj́ı elektrony na konci své dráhy (tedy elek-
trony s určitou nižš́ı energíı). Tam vznikaj́ı clustery, kulovité shluky excitovaných molekul
a solvatovaných elektron̊u. Ostřeǰśı stopy válcového tvaru jsou charakteristické sṕı̌se pro
těžš́ı částice (lehké ionty).

Vznikem cluster̊u konč́ı fyzikálńı fáze, v lokálńım čase asi do 10−11 s. Na konci fy-
zikálńı fáze je v clusteru dáno nějaké rozložeńı iont̊u, excitovaných molekul a solvato-
vaných elektron̊u (počátečńı výtěžky). Vzhledem k odlǐsnému zp̊usobu vzniku lze očekávat
jiné rozložeńı e−aq a ostatńıch látek vzniklých ionizaćı. Během fyzikálńı fáze může doj́ıt
k př́ımému poškozeńı DNA zářeńım.

Na rozhrańı chemické a fyzikálńı fáze docháźı k rozpadu excitovaných molekul a vzniku
daľśıch radikál̊u a iont̊u. V chemické fázi (řádově 10−11 s až 10−5 s) vzniklé látky reaguj́ı
navzájem, reaguj́ı látkami rozpuštěnými v roztoku a rekombinuj́ı se zpět na p̊uvodńı látky.
Radikály mohou být eliminovány chemickým zp̊usobem, jestliže jsou v roztoku př́ıtomny
tzv. vychytavače (scavengers), tj. látky, které reaguj́ı s určitými radikály přednostně (reakce
s vysokou rychlostńı konstantou) za vzniku stabilńıch produkt̊u.

Cluster se zvětšuje difuźı. Jestliže cluster vznikl v bĺızkosti molekuly DNA, může doj́ıt
k reakci s radikály a poškozeńı DNA. Přerušeńı jednoho vlákna dvoušroubovice DNA se
nazývá jednoduchý zlom3. Přerušeńı obou vláken v nepř́ılǐs vzdálených mı́stech se nazývá
dvojný zlom4. Za rozhoduj́ıćı charakteristiku konce chemické fáze se považuj́ı (v př́ıpadě γ-
zářeńı) právě počty dvojných zlomů, obvykle vztažené na jednu základńı stavebńı jednotku
molekuly DNA, nukleotidový pár5.

2.3 Modelováńı fyzikálńı a chemické fáze

Př́ıstupy k modelováńı, které lze vysledovat z existuj́ıćı literatury, lze obecně rozdělit do
tř́ı kategoríı.

1. Fenomenologické modely.
Založeny na výběru rozhoduj́ıćıch jev̊u globálńıho charakteru a volbě jejich pravdě-
podobnost́ı, z nichž se poč́ıtaj́ı hodnoty experimentálně zjǐstěných ukazatel̊u. Tyto
modely většinou přesahuj́ı až do biologické fáze.

2. Modely založené na klasické reakčńı kinetice.
Difuzńı a reakčńı procesy jsou zachyceny soustavou diferenciálńıch rovnic. Do této
kategorie patř́ı i model odvozovaný v této práci.

3. Modely založené na metodě Monte Carlo.
Jsou simulovány pr̊ulety částic prostřed́ım a reakčńı a difuzńı procesy na úrovni
jednotlivých molekul.

3SSB, single strand break
4DSB, double strand break
5bpp, breaks per base pair
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2.3.1 Fenomenologické modely

Tyto modely se snaž́ı postihnout celý radiobiologický proces včetně biologické fáze. Pro
popis biologické fáze mechanistické modely patrně neexistuj́ı. Mnoho pozornosti se věnuje
tzv. křivkám přežit́ı [12].

Fenomenologické popisy vlivu kysĺıku na účinek zářeńı použ́ıvaj́ı veličinu OER (oxygen
enhancement ratio). Prvńı modely byly navrženy v 50. letech 20. stolet́ı, ještě před do-
ceněńım významu molekuly DNA. Tyto modely se v literatuře objevuj́ı v rozš́ı̌rené podobě
i dnes [13].

2.3.2 Modely založené na klasické reakčńı kinetice

Tyto modely se zaměřuj́ı na chemickou fázi, reakce radikál̊u a difuzi. Popisuj́ı vývoj che-
mické stopy, tj. koncentrace radikál̊u vzniklých ionizaćı vody a př́ıpadně rozpuštěných látek
po pr̊uchodu ionizuj́ıćı částice v okoĺı jej́ı stopy. Obecná rovnice pro koncentrace ci = ci(x, t)
je (srov. [3], schematicky)

∂ci
∂t

= Di∆ci +
∑

j,k

aijkcjck +
∑

j

bijcj (2.1)

kde Di je difuzńı koeficient i-té látky a konstanty aijk, bij zahrnuj́ı rychlostńı konstanty
uvažovaných reakćı, kterých se i-tá látka účastńı. Difuzně-reakčńı rovnici (2.1) lze řešit
numericky. Je také možné přijmout některé zjednodušuj́ıćı předpoklady a řešeńı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic tak obej́ıt.

Model Barilly a Lokaj́ıčka

Poṕı̌seme nyńı model chemické fáze, rozv́ıjený v praćıch Barilly a Lokaj́ıčka [2], [1]. Vy-
necháme podrobnosti týkaj́ıćı se konkrétńıch chemických látek, reakćı a problematiku sta-
noveńı neznámých parametr̊u z experimentálńıch dat.

Model byl vytvořen za účelem interpretace experimentálńıch dat z [5]. V experimentu
je vodný roztok DNA vystaven γ-zářeńı. Nad roztokem je atmosféra ze směsi kysĺıku a du-
śıku nebo směsi kysĺıku a oxidu dusného N2O. Měř́ı se závislost počtu dvojných zlomů
na pod́ılu kysĺıku ve směsi nad roztokem.

Popis modelu Parametry modelu jsou částečně převzaty z literatury, částečně źıskané
optimalizaćı, aby se výsledky přibĺıžily experimentálńım křivkám. Jádro modelu je v popisu
difuze radikál̊u a jejich vzájemných chemických reakćı. Počátečńı podmı́nky jsou v́ıceméně
parametry, počet dvojných zlomů se poč́ıtá na základě zjednodušených pravděpodobnost-
ńıch úvah.

Základńı představa chemické fáze použitá v modelu je následuj́ıćı. Jako d̊usledek ra-
diačńıch proces̊u fyzikálńı fáze vznikl v bĺızkosti molekuly DNA shluk (cluster) radikál̊u
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OH,H,O,HO2 a solvatovaného elektronu eaq. V d̊usledku nepravidelných drah sekundár-
ńıch elektron̊u lze předpokládat, že tento shluk má sférický tvar. Radikály navzájem reaguj́ı
a cluster se difuźı zvětšuje.

Neuvažuje se obecná difuzně-reakčńı parciálńı diferenciálńı rovnice (2.1) pro koncent-
race. Pomoćı předpokladu zachováńı sférické symetrie a jisté předepsané závislosti objemu
clusteru na čase se matematický popis zjednoduš́ı na soustavu obyčejných diferenciálńıch
rovnic pro počet molekul jednotlivých radikál̊u v clusteru. Soustava se řeš́ı numericky, kon-
cový čas tm je stanoven jako čas, kdy v clusteru zbývá méně než dvě molekuly radikál̊u.
Pravděpodobnost vzniku jednoduchého zlomu se stanov́ı z poměru radikál̊u v koncovém
čase [2] nebo z integrálu počtu radikál̊u přes časový interval (má zachytit možnost setkáńı
r̊uzných cluster̊u s DNA v r̊uzných časech) [1]. Př́ıspěvek radikálu k vzniku jednoduchého
zlomu je vážen parametrem vyjadřuj́ıćım reaktivitu tohoto radikálu s molekulou DNA.

2.3.3 Stochastické modelováńı, metody Monte Carlo

Tyto př́ıstupy se snaž́ı postihnout zvláště fyzikálńı fázi. Jsou založeny na existuj́ıćıch mo-
delech a poč́ıtačových programech vyvinutých p̊uvodně pro potřeby jaderného inženýrstv́ı
(a tedy pro jiné rozsahy energíı zářeńı). Monte Carlo se také použ́ıvá při plánováńı léčby
k výpočtu prostorového rozložeńı dávky v těle pacienta. Některé modely zahrnuj́ı i ra-
dikálové reakce a sekundárńı poškozeńı DNA.

Základńı myšlenkou metody Monte Carlo pro modelováńı interakce zářeńı s látkou
je simulace mnoha nezávislých př́ıpad̊u pr̊uniku částice zářeńı (fotonu, elektronu, pozit-
ronu) do látkového prostřed́ı. Pomoćı známých pravděpodobnost́ı r̊uzných fyzikálńıch jev̊u,
které pr̊ulet částice provázej́ı (rozptyly, vznik sekundárńıch částic atd.), známých rozděleńı
pravděpodobnosti souvisej́ıćıch veličin (středńı volná dráha, energie sekundárńıch částic
atd.) a generátoru pseudonáhodných č́ısel se v každém jednotlivém poč́ıtačovém experi-
mentu postupně sestavuje trajektorie částice a poč́ıtaj́ı se vybrané fyzikálńı charakteristiky
(velikost energie předané částićı vybranému objemu atd.). Závěrečné výsledky se dostanou
zpr̊uměrováńım výstup̊u mnoha simulovaných experiment̊u [27].

Výhodou simulaćı typu Monte Carlo je možnost detailně zahrnout skutečný mikro-
skopický pr̊uběh všech známých fyzikálńıch jev̊u, které v látce prob́ıhaj́ı. Jakýkoliv pokus
zachytit všechny jevy při jiném př́ıstupu by se neobešel bez neúměrných teoretických kom-
plikaćı. Např. v [16] byly metodou Monte Carlo poč́ıtány pravděpodobnosti vzniku r̊uzných
typ̊u poškozeńı vláken DNA, což výrazně kontrastuje se zjednodušuj́ıćım př́ıstupem [1].
V [4] autoři do modelu zahrnuli strukturńı vlastnosti molekuly DNA, apod.

Nevýhodou je neefektivńı výpočet na poč́ıtači, nutnost znát mnoho fyzikálńıch para-
metr̊u (účinné pr̊uřezy, pravděpodobnosti r̊uzných typ̊u interakce zářeńı s látkou, parame-
try zářeńı atd.).

Z literatury se zdá, že se simulaćım typu Monte Carlo dává v posledńı době přednost
před klasickým př́ıstupem.
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2.4 Odvozeńı modelu

Odvod́ıme nyńı model chemické fáze, vycházej́ıćı z klasické reakčńı kinetiky. Výsledkem
bude popis reakćı a difuźı radikál̊u pomoćı soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

Uvažujme situaci, která nastane po ozářeńı vody, př́ıpadně vodného roztoku nějakých
chemických látek, zářeńım γ. Soustřed́ıme se na malou oblast (o pr̊uměru deśıtek až sto-
vek nanometr̊u) prostoru v bĺızkosti doběhu sekundárńıho elektronu, kde radiolýzou vody
vznikl cluster reaktivńıch radikál̊u (H•, OH•, HO•

2, eaq, . . . ). Do jisté doby po ozářeńı
(řádově deśıtky až stovky nanosekund) docháźı k zániku clusteru radikál̊u difuźı a re-
kombinačńımi reakcemi. Mezit́ım mohou radikály napadat daľśı látky př́ıtomné v roztoku.
Zaj́ımá nás chováńı radikál̊u a daľśıch chemických látek a vývoj clusteru v čase.

Při odvozováńı neńı zat́ım nutné chemické látky a reakce konkretizovat. Označme sle-
dovanou oblast prostoru Ω, sledovaný časový interval (0, T ) a

S1, . . . ,SL (2.2)

sledované chemické látky. Chováńı chemických látek ve sledované oblasti prostoru poṕı̌seme
funkcemi

ci : Ω × (0, T ) → IR.

Hodnota funkce ci(x, t) vyjadřuje koncentraci6 látky Si v bodě x ∈ Ω a časovém okamžiku
t ∈ (0, T ).

2.4.1 Odvozeńı soustavy rovnic

Difuze

Uvažujme malý referenčńı objem V ⊂ Ω s hranićı ∂V , nezávislý na čase. Podle 1. Fickova
zákona je látkové množstv́ı, prošlé jednotkovým pr̊uřezem za časovou jednotku, úměrné
koncentračńımu gradientu. Pro změnu množstv́ı látky Si v referenčńım objemu V zp̊uso-
benou difuźı tedy plat́ı

(
d

dt

∫

V

ci(x, t) dx

)

difuźı

= Di

∫

∂V

∂ci(x, t)

∂n
dS.

Symbol ∂/∂n znač́ı derivaci podle vněǰśı normály k hranici ∂V , konstanta Di je difuzńı
součinitel látky Si.

Předpokládáme, že Di jsou nezáporné konstanty. Pokud látka Si difuzi nepodléhá, kla-
deme Di = 0.

6Koncentrace c látky ve směsi je definována jako pod́ıl látkového množstv́ı a objemu směsi, jednotka
obvykle mol/l. Zde ji chápeme jako objemovou hustotu látkového množstv́ı. Viz také poznámku na str. 15.
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Reakce

Př́ıspěvek reakce do změny koncentrace množstv́ı látky odvod́ıme aplikaćı jednoduchých
pravidel formálńı reakčńı kinetiky na referenčńı objem V .

Formálńı reakčńı kinetika (viz. [26]) studuje reakce za předpokladu, že reaguj́ıćı látky
jsou v pevném reakčńım objemu (např. nějaké nádobě) rozloženy rovnoměrně a jejich
koncentrace jsou v každém zvoleném časovém okamžiku stejné ve všech bodech tohoto
objemu. Koncentrace tedy záviśı pouze na čase, ci(x, t) = ci(t). Okamžitá rychlost obecné
reakce

R : µ1Sj1 + · · · + µmSjm −→ ν1Si1 + · · · + νnSin . (2.3)

je definována jako časová derivace koncentrace reaktantu nebo produktu (normovaná př́ı-
slušným stechiometrickým koeficientem)

v = − 1

µk
· dcjk

dt
=

1

ν`
· dci`

dt
k = 1, . . . , m, ` = 1, . . . , n.

Rychlost v záviśı na okamžitých koncentraćıch reaktant̊u podle vztahu

v = κ · cα1
j1
. . . cαm

jm .

Koeficient κ > 0 je tzv. rychlostńı konstanta reakce, součet exponent̊u
∑
αk se nazývá řád

reakce.7

Pro účely studia reakćı radikál̊u vzniklých radiolýzou vody předpokládáme reakce pouze
tř́ı typ̊u (např. soustava chemických reakćı v [7] tento předpoklad splňuje)

1. bimolekulová reakce dvou r̊uzných látek (jR 6= kR) druhého řádu

R : SjR + SkR κR−→ νR

1 SiR1 + · · · + νR

nRSiR
nR

, (2.4)

v = κR · cjRckR.

2. rekombinačńı reakce

R : SjR + SjR κR−→ νR

1 SiR1 + · · · + νR

nRSiR
nR

, (2.5)

v = κR · c2
jR
.

3. monomolekulová reakce prvńıho řádu

R : SjR κR−→ νR

1 SiR1 + · · · + νR

nRSiR
nR

, (2.6)

v = κR · cjR.
7 Rychlostńı konstnata κ i exponenty αi jsou pro konkrétńı reakce určovány experimentálně. Exponenty

αi obecně nemuśı být celá č́ısla. Z toho plynoućı formálńı obt́ıže lze vyřešit zavedeńım bezrozměrných
veličin. V této práci se těmito otázkami zabývat nebudeme. O volbě jednotek při numerických výpočtech
viz odstavec 5.2.

15



Abychom se vyhnuli nedorozumněńı v pozděǰśıch úvahách, přidáváme již nyńı k veličinám
jako horńı index symbol reakce, k ńıž se vztahuj́ı. Předpokládáme, že žádná látka neńı
zároveň reaktantem i produktem reakce, formálně

jR, kR 6∈ {iR1 , . . . , iRnR} , pro reakci R typu (2.4),

jR 6∈ {iR1 , . . . , iRnR} , pro reakci R typu (2.5) nebo (2.6).

V seznamu produkt̊u se látky neopakuj́ı, iR` 6= iR`′ pro ` 6= `′. Připoušt́ıme př́ıpady, kdy je
seznam produkt̊u reakce prázdný (nR = 0). Toto rozš́ı̌reńı umožňuje vynechat ze soustavy
látky, které v chemických rovnićıch vystupuj́ı pouze na straně produkt̊u a neovlivňuj́ı
rychlost reakćı. Vodu v rovnićıch vynecháváme vždy a to i v př́ıpadě, že je pro pr̊uběh reakce
z fyzikálńıho pohledu rozhoduj́ıćı 8. Reakce totiž prob́ıhaj́ı ve vodném roztoku a množstv́ı
vody řádově převyšuje množstv́ı ostatńıch látek. Vliv reakćı na celkové množstv́ı vody je
zanedbatelný.

Použijeme-li uvedené vztahy na reakce prob́ıhaj́ıćı v referenčńım objemu V , dostaneme
př́ıspěvky (

d

dt

∫

V

ci(x, t) dx

)

reakćı R

=

∫

V

rR

i (x, t) dx, i = 1, . . . , L,

kde

1. V př́ıpadě bimolekulové reakce (2.4)

rR

i =







νR

` κ
RcjRckR pro i = iR` , ` = 1, . . . , nR,

−κRcjRckR pro i = jR nebo i = kR,

0 pro i ∈ {1, . . . , L} \ {jR, kR, iR1 , . . . i
R

nR}.
(2.7)

2. V př́ıpadě rekombinačńı reakce (2.5)

rR

i =







νR

` κ
Rc2

jR
pro i = iR` , ` = 1, . . . , nR,

−2κRc2
jR

pro i = jR,

0 pro i ∈ {1, . . . , L} \ {jR, iR1 , . . . iRnR}.
(2.8)

3. V př́ıpadě reakce prvńıho řádu (2.6)

rR

i =







νR

` κ
RcjR pro i = iR` , ` = 1, . . . , nR,

−κRcjR pro i = jR,

0 pro i ∈ {1, . . . , L} \ {jR, iR1 , . . . iRnR}.
(2.9)

8To se týká např́ıklad disociačńı reakce HO2 → H3O
+ + O−

2 [7] nebo reakćı hydratovaného elektronu
e−aq, což je elektron obklopený jistým počtem molekul vody.
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Je zřejmé, že členy rR

i lze vyjádřit jako polynomy nejvýše druhého stupně proměnných
c1, . . . , cL,

rR

i =

L∑

j,k=1

aR

ijkcjck +

L∑

j=1

bRijcj, i = 1, . . . , L, (2.10)

kde konstanty aijk, bij, i, j, k = 1, . . . , L spočteme z multiplikativńıch koeficient̊u v (2.7),
(2.8) resp. (2.9).

Označme R systém všech uvažovaných reakćı, z nichž každá spadá pod jeden z uve-
dených tř́ı typ̊u. Př́ıspěvek všech reakćı dostaneme sečteńım př́ıspěvk̊u jednotlivých reakćı
a můžeme zapsat ve tvaru

(
d

dt

∫

V

ci(x, t) dx

)

reakcemi

=

∫

V

∑

R∈R

rR

i (x, t) dx =

∫

V

(
L∑

j,k=1

aijkcjck +
L∑

j=1

bijcj

)

dx,

aijk =
∑

R∈R

aR

ijk, bij =
∑

R∈R

bRij, i, j, k = 1, . . . , L.

Vlastnosti koeficient̊u aijk, bij

Vlastnosti chemických reakćı se projev́ı v hodnotách koeficient̊u. Z (2.7)-(2.9) plyne

aijk ≤ 0, bij ≤ 0, pokud i = j nebo i = k,

aijk ≥ 0, bij ≥ 0, pokud i 6= j a i 6= k.

Dále předpokládáme, že každá chemická rovnice R ∈ R splňuje zákon zachováńı hmoty,
tj. chemická rovnice je správně vyč́ıslena. Tento předpoklad je na prvńı pohled samozřejmý
a pro zajǐstěńı rozumných vlastnost́ı vzniklé soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic
patrně nezbytný. Předpoklad ovšem neńı v konkrétńıch př́ıpadech splněn, protože uvažuje-
me reakce ve vodném prostřed́ı, ale vodu samotnou z reakćı a z bilance hmoty vynecháváme.

Zákon zachováńı hmoty pro obecnou reakci (2.3) je ekvivalentńı rovnici pro stechiome-
trické koeficienty

m∑

`=1

µ`mj` =
n∑

`=1

ν`mi`,

kde mi > 0 je (např́ıklad) relativńı molekulová hmotnost látky Si. Pro uvažované tři typy
reakćı tedy

mjR + mkR =

nR

∑

`=1

νR

` m
iR`
, pro reakci R typu (2.4),

2mjR =

nR

∑

`=1

νR

` m
iR
`

, pro reakci R typu (2.5),

mjR =
nR

∑

`=1

νR

` m
iR
`

, pro reakci R typu (2.6).
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Pro každou bimolekulovou reakci R typu (2.4) z (2.8) plyne

L∑

i=1

mir
R

i = κRcjRckR



−mjR − mkR +

nR

∑

`=1

m
iR
`



 = 0.

Z vyjádřeńı reakčńıch člen̊u (2.8), (2.9) snadno zjist́ıme, že tato rovnost plat́ı pro každou
reakci R ∈ R. Zřejmě

L∑

i=1

mia
R

ijk = 0,

L∑

i=1

mib
R

ij = 0, j, k = 1, . . . , L, R ∈ R.

Sečteńım těchto rovnic přes všechny reakce systému R dostaneme rovnice pro koefici-
enty aijk, bij

L∑

i=1

miaijk = 0,

L∑

i=1

mibij = 0, j, k = 1, . . . , L.

Soustava

Od integrál̊u přes referenčńı objemy V můžeme, vzhledem k libovolnému výběru V , přej́ıt
k diferenciálńım rovnićım v Ω. Výsledná soustava pro koncentrace c1, . . . , cL je

∂ci
∂t

= Di∆ci +

L∑

j,k=1

aijkcjck +

L∑

j=1

bijcj,
(x, t) ∈ Ω × (0, T ),

i = 1, . . . , L.
(2.11)

Symbol ∆ znač́ı Laplace̊uv operátor,

∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

.

2.4.2 Okrajové a počátečńı podmı́nky

Před stanoveńım okrajové podmı́nky pro funkce ci splňuj́ıćı (2.11) se vrát́ıme k fyzikálńı
stránce úlohy a připomeneme si, jaký vývoj v čase od reaguj́ıćıch chemických látek očeká-
váme.

Jako reaguj́ıćı látky uvažujeme nestabilńı radikály vzniklé ionizaćı vody a dále stabilńı
látky př́ıtomné v roztoku před ozářeńım. Můžeme předpokládat, že stabilńı látky jsou
v okamžiku vzniku clusteru rozptýleny v okolńım prostoru rovnoměrně. Naopak molekuly
radikál̊u budou soustředěny v okoĺı jednoho bodu. Očekávaný vývoj je takový, že po jistém
čase se radikály postupně rekombinuj́ı na stabilńı látky a jejich koncentrace s časem klesá
k nule. V jisté vzdálenosti od mı́sta vzniku clusteru a v jisté době po okamžiku jeho vzniku
jsou koncentrace radikál̊u již zanedbatelě malé.
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Uváž́ıme-li tento očekávaný pr̊uběh řešeńı a také nutnost řešit soustavu numericky,
rozhodneme se pro omezenou oblast Ω. Volba velikosti a tvaru oblasti Ω je do značné mı́ry
libovolná. Budeme vždy uvažovat kouli se středem v počátku souřadnic a jistým poloměrem
R > 0.

Pro koncentrace radikál̊u uvažujeme počátečńı podmı́nku s kompaktńım nosičem v Ω,
a můžeme pro ně předepsat např́ıklad homogenńı Dirichletovu okrajovou podmı́nku

ci(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

nebo homogenńı Neumannovu podmı́nku

∂ci
∂n

(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

Význam Dirichletovy podmı́nky je jasný, Neumannova podmı́nka popisuje stav s nulovým
spádem koncentrace a nulovým tokem látky přes hranici výpočetńı oblasti. Z hlediska
p̊uvodńıho fyzikálńıho problému neńı ani jeden typ podmı́nky preferován.

U stabilńıch látek se dále nab́ıźı předpoklad Di = 0, tj. že látka nepodléhá difuzi.
To lze přijmout u formálńı DNA (viz str. 19), u ostatńıch stabilńıch látek (rozpuštěný
kysĺık) je tento předpoklad nefyzikálńı (a zbytečný - pokud známe hodnotu difuzńıho
součinitele, můžeme ji do PDE dosadit). Jestliže Di = 0, potom PDE neobsahuje derivace
neznámé funkce ci podle prostorových proměnných a přestává mı́t charakter smı́̌sené úlohy.
Je to soustava obyčejných rovnic pro koncentrace v r̊uzných bodech oblasti Ω. Okrajová
podmı́nka pro i-tou látku v př́ıpadě Di = 0 nemůže řešeńı nijak ovlivnit a neńı potřeba se
j́ı dále zabývat.

Zbývá př́ıpad stabilńı látky s Di > 0. Uvažujeme počátečńı podmı́nku ci(x, 0) = konst.
a Neumannovu okrajovou podmı́nku. To usnadńı př́ıpadné úvahy týkaj́ıćı se zákona za-
chováńı hmoty.

Závěr diskuze

Soustavu budeme řešit uvnitř koule Ω s poloměrem R. Soustavu doplńıme Neumannovými
okrajovými podmı́nkami a vhodnými počátečńımi podmı́nkami

∂ci
∂n

(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T ),

ci(x, 0) = c0i (x), x ∈ Ω.
(2.12)

Symbol ∂/∂n zde znamená derivaci podle vněǰśı normály k hranici ∂Ω.

2.4.3 Modelováńı reakćı radikál̊u s molekulou DNA

Dosud jsme se zabývali výpočtem koncentraćı vodných radikál̊u. Tyto koncentrace však
nelze experimentálně určit. Jedinou veličinou, kterou lze zjistit experimentálně, je počet
dvojných zlomů.
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Pro kvantifikaci poškozeńı DNA použ́ıváme pravděpodobnost vzniku jednoduchého
zlomu pSSB a pravděpodobnost vzniku dvojného zlomu pDSB. pSSB resp. pDSB interpretu-
jeme jako pravděpodobnost vzniku zlomu na jednom nukleotidovém páru molekuly DNA
při daném ozářeńı. Podle [1]

pDSB ≈ p2
SSB.

Uvedeme dva možné zp̊usoby výpočtu pDSB. Oba modely obsahuj́ı volné parametry,
které je třeba nastavit zkusmo, a žádný z nich pravděpodobně nedá absolutńı hodnoty
pDSB. Model budeme považovat za přijatelný, pokud bude závislost pDSB na vstupńıch
datech (zvláště na koncentraci kysĺıku) kvalitativně odpov́ıdat pr̊uběhu známém z experi-
mentálńıch dat [5].

Výpočet DSB pomoćı formálńı DNA

Napadeńı molekuly DNA reaktivńımi radikály modelujeme tak, že do soustavy přidáme
daľśı látku, která bude odpov́ıdat nukleotidovým pár̊um nebo fosfátovým vazbám na mo-
lekule DNA. Přidáme také př́ıslušné chemické reakce typu

radikál + DNA → (bez produkt̊u).

Látku nazveme formálńı DNA, abychom zd̊uraznili, že se nejedná o vlastńı molekuly DNA,
a že jej́ı zavedeńı je poměrně hrubé zjednodušeńı skutečnosti.

Nastav́ıme vhodně počátečńı podmı́nku DNA tak, aby úbytek formálńı DNA v celé
výpočetńı oblasti aproximoval počet jednoduchých zlomů. V systému látek (2.2) přǐrad́ıme
formálńı DNA index i = 1 a polož́ıme

N1(t) =

∫

Ω

c1(x, t) dx, t ≥ 0

pSSB = N1(0) − lim
t→∞

N1(t),

pDSB = p2
SSB.

(2.13)

Výhodou této metody je snadná implementace a možnost použ́ıt známé rychlostńı
konstanty radikál̊u s DNA. Nevýhodou je nutnost nastavit zkusmo počátečńı podmı́nku
pro formálńı DNA. Může se stát (viz odstavec 5.3), že reakce radikál̊u s formálńı DNA
převládnou nad rekombinačńımi reakcemi. Takové chováńı neńı z fyzikálńıho hlediska
pravděpodobné.

Výpočet DSB pr̊uměrem přes r̊uzné časy setkáńı

Uprav́ıme postup výpočtu DSB použitý v [1]. Tento postup vycháźı z faktu, že cluster
radikál̊u může vzniknout v r̊uzných vzdálenostech od molekuly DNA. Cluster se zvětšuje
difuźı a radikály se dostanou do bĺızkosti DNA až po jistém čase od vzniku clusteru.
Předpokládáme, že počet jednoduchých zlomů vzniklých při setkáńı clusteru s DNA je
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úměrný množstv́ı radikál̊u v okamžiku setkáńı. Čas setkáńı ovšem neznáme, vezmeme in-
tegrálńı pr̊uměr přes všechny možné časy setkáńı. Čas omeźıme tak, aby účinné byly pouze
clustery s v́ıce než Nmin = 1 molekulami. Formálně

Ni =

∫

Ω

ci(x, t) dx, t ≥ 0, i = 1, . . . , L, (2.14)

tm = inf







t > 0 :

L∑

i=1
αi 6=0

Ni(t) < Nmin







, (2.15)

pSSB =

tm∫

0

L∑

i=1

αiNi(t) dt, (2.16)

pDSB = p2
SSB. (2.17)

Nezáporné koeficienty αi vyjadřuj́ıćı účinnost jednotlivých radikál̊u zvoĺıme úměrné rych-
lostńım konstantám jejich reakćı s DNA. Pro látky, které s DNA nereaguj́ı, polož́ıme αi = 0.

Zd̊urazněme, že integrál (2.16) neinterpretujeme jako pr̊uměrné množstv́ı radikál̊u v jed-
nom clusteru, ale jako pr̊uměr přes r̊uzné clustery, které se s DNA setkávaj́ı v r̊uzných
časech. Hodnota integrandu ci(x, t) pochopitelně záviśı přes diferenciálńı rovnici (2.11)
také na stavech ci(x, τ) pro τ < t. Předpokládáme stejný počátečńı stav všech cluster̊u
a stejný vývoj až do okamžiku setkáńı s molekulou DNA.
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Kapitola 3

Formulace problému

V této části upřesńıme po matematické stránce formulaci soustavy parciálńıch diferenciál-
ńıch rovnic a předpoklady o koeficientech a počátečńıch datech. Sestav́ıme slabou formulaci,
uvedeme požadavky na regularitu řešeńı a dokážeme jednoznačnost slabého řešeńı (věta 2,
str. 29).

Za předpokladu sférické symetrie přejdeme k úloze s jedinou prostorovou proměnnou
a ukážeme jej́ı souvislost s p̊uvodńı trojrozměrnou úlohou (věta 3, str. 44). Konečně se
pokuśıme dokázat existenci řešeńı jednorozměrné úlohy (věta 4, str. 55).

V této teoretické části předpokládáme kladné difuzńı koeficienty. Ṕısmeno C označuje
v r̊uzných výrazech r̊uzné konstanty (při pevně zvolených datech úlohy).

Předpoklad 1. Necht’ je dáno L ∈ IN a č́ısla

aijk ∈ IR, bij ∈ IR, Di ∈ IR, i, j, k = 1, . . . , L (3.1)

taková, že

1. Di > 0 pro každé i = 1, . . . , L.

2. Plat́ı nerovnosti

aijk ≤ 0, bij ≤ 0, pokud i = j nebo i = k,

aijk ≥ 0, bij ≥ 0, pokud i 6= j a i 6= k.
(3.2)

3. Existuj́ı č́ısla mi > 0, i = 1, . . . , L taková, že

L∑

i=1

miaijk = 0,
L∑

i=1

mibij = 0, j, k = 1, . . . , L. (3.3)

Necht’ je dáno T > 0 a R > 0. Necht’

Ω =
{
x ∈ IR3 : |x| < R

}
. (3.4)
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Úloha 1. Necht’ plat́ı předpoklady (3.1)-(3.4) a jsou dány funkce

c0i : Ω → IR, i = 1, . . . , L. (3.5)

Hledáme funkce
ci : Ω × (0, T ) → IR, i = 1, . . . , L (3.6)

splňuj́ıćı diferenciálńı rovnice

∂ci
∂t

= Di∆ci +

L∑

j,k=1

aijkcjck +

L∑

j=1

bijcj,
(x, t) ∈ Ω × (0, T ),

i = 1, . . . , L,
(3.7)

okrajové podmı́nky

∂ci
∂n

= 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T ), i = 1, . . . , L, (3.8)

a počátečńı podmı́nky

ci(x, 0) = c0i (x), x ∈ Ω, i = 1, . . . , L. (3.9)

3.1 Slabá formulace

Nelineárńı členy v rovnici (3.7) neobsahuj́ı derivace, (3.8) jsou přirozené okrajové podmı́nky
pro Laplace̊uv operátor. Slabou formulaci odvod́ıme zp̊usobem analogickým k odvozeńı
slabé formulace pro lineárńı parabolickou rovnici.

3.1.1 Prostory funkćı

Při definici slabého řešeńı využijeme Lebesgue̊uv prostor L2 (Ω) a Sobolev̊uv prostorH1 (Ω).
Prostorové derivace tedy nahrazujeme slabými derivacemi.

Co se týče časových derivaćı, využ́ıváme konceptu ,,evolučńı trojice prostor̊u” (viz [28],
[22])

H1 (Ω) ↪→ L2 (Ω) ↪→
[
H1 (Ω)

]?
. (3.10)

Symbolika (3.10) vyjadřuje identifikaci prvk̊u prostoru H1 (Ω) s prvky duálu [H1 (Ω)]
?

pomoćı skalárńıho součinu ( · , · )L2(Ω) prostoru L2 (Ω). Každému prvku w ∈ H1 (Ω) je

přǐrazen funkcionál w? ∈ [H1 (Ω)]
?

rovnićı

〈v, w?〉H1(Ω),[H1(Ω)]? = (v, w)L2(Ω) , v ∈ H1 (Ω) .

Prvky w a w? ztotožňujeme1 a v tomto smyslu chápeme vnořeńı

H1 (Ω) ↪→
[
H1 (Ω)

]?
.

1Snad je vhodné ještě zd̊uraznit, že přestože H1 (Ω) je Hilbert̊uv prostor se skalárńım součinem

(v, w)H1(Ω) =

∫

Ω

(uv + ∇u ·∇v) dx, u, v ∈ H1 (Ω) ,
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Pojem evolučńı trojice prostor̊u umožňuje zobecnit pojem časové derivace. Každé lokálně
bochnerovsky integrovatelné (abstraktńı) funkci

u : (0, T ) → H1 (Ω)

lze přǐradit derivaci ve smyslu distribućı s hodnotami v prostoru H1 (Ω). Tato derivace je
lineárńı zobrazeńı

u̇ : C∞
0 (0, T ) → H1 (Ω)

z prostoru všech nekonečně hladkých reálných funkćı s kompaktńım nosičem v intervalu
(0, T ) do H1 (Ω), definované rovnićı

u̇ (ϕ) = −
T∫

0

ϕ′(t)u(t) dt, ϕ ∈ C∞
0 (0, T ).

Pokud u ∈ C1 ([0, T ];H1 (Ω)), plat́ı

u̇ (ϕ) =

T∫

0

ϕ(t)u′(t) dt, ϕ ∈ C∞
0 (0, T ), (3.11)

kde

u′(t) = lim
s→t

s∈[0,T ]

1

s− t
(u(s) − u(t)) ∈ H1 (Ω) , t ∈ [0, T ].

Rovnost (3.11) je rovnost v prostoru H1 (Ω).
Obecně nemuśı být u ∈ C1 ([0, T ];H1 (Ω)). Připust’me

u ∈ L2
(
0, T ;H1 (Ω)

)
.

Jestliže existuje funkce g ∈ L2
(
0, T ; [H1 (Ω)]

?)
taková, že plat́ı rovnost

u̇ (ϕ) =

T∫

0

ϕ(t)g(t) dt, ϕ ∈ C∞
0 (0, T ), (3.12)

potom můžeme funkci g považovat za reprezentaci derivace u̇. Posledńı rovnost je třeba
chápat jako rovnost v prostoru [H1 (Ω)]

?
. Jinak řečeno, požadujeme, aby pro každé ϕ ∈

C∞
0 (0, T ) a v ∈ H1 (Ω) platila rovnost

〈v, u̇ (ϕ)〉H1(Ω),[H1(Ω)]? ≡ (v, u̇ (ϕ))L2(Ω) =

T∫

0

ϕ(t) 〈v, g(t)〉H1(Ω),[H1(Ω)]? dt

neztotožňujeme H1 (Ω) s
[
H1 (Ω)

]?
pomoćı součinu (v, w)H1(Ω), ale na prvńı pohled nepřirozeně po-

moćı ( · , · )L2(Ω). Zp̊usoby ztotožněńı nejsou ekvivalentńı. Při ztotožněńı pomoćı ( · , · )H1(Ω) je H1 (Ω) =
[
H1 (Ω)

]?
, při ( · , · )L2(Ω) je H1 (Ω) (

[
H1 (Ω)

]?
, jak je vidět z vět o regularitě slabých řešeńı eliptických

rovnic.
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neboli

−
T∫

0

ϕ′(t) (v, u(t))L2(Ω) dt =

T∫

0

ϕ(t) 〈v, g(t)〉H1(Ω),[H1(Ω)]? dt. (3.13)

Takto ztotožńıme derivaci s prvkem prostoru L2
(
0, T ; [H1 (Ω)]

?)
. Definujeme prostor

W 1,2
(
0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)

)
=
{
u ∈ L2

(
0, T ;H1 (Ω)

)
: u̇ ∈ L2

(
0, T ;

[
H1 (Ω)

]?)}
.

s normou

‖u‖W 1,2(0,T ;L2(Ω),H1(Ω)) =
[

‖u‖2
L2(0,T ;H1(Ω)) + ‖u̇‖2

L2(0,T ;[H1(Ω)]?)

] 1
2
.

Nejd̊uležitěǰśı vlastnosti prostor̊u funkćı, které budeme potřebovat dále, jsou

Vlastnost 1.

1. Prostory L2 (Ω) a H1 (Ω) jsou separabilńı Hilbertovy prostory. Množina C∞
(
Ω
)

tvoř́ı
hustý podprostor prostoru H1 (Ω).

2. Plat́ı vnořeńı H1 (Ω) ↪→ L6 (Ω), vnořeńı H1 (Ω) ↪→ L2 (Ω) je kompaktńı.

3. Prostory L2 (0, T ;L2 (Ω)), L2 (0, T ;H1 (Ω)) jsou separabilńı Hilbertovy prostory. Pro-
story

L2
(
0, T ;

[
H1 (Ω)

]?)
, W 1,2

(
0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)

)

jsou separabilńı a reflexivńı Banachovy prostory. Množina C∞ ([0, T ];H1 (Ω)) tvoř́ı
hustý podprostor prostoru W 1,2 (0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)).

4. Plat́ı vnořeńı
W 1,2

(
0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)

)
↪→ C

(
[0, T ];L2 (Ω)

)
,

vnořeńı
W 1,2

(
0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)

)
↪→ L2

(
0, T ;L2 (Ω)

)

je kompaktńı.

5. Plat́ı zobecněné pravidlo o integraci per partes

(u(t), v(t))L2(Ω) − (u(s), v(s))L2(Ω) =

=

t∫

s

(

〈u(τ), v̇(τ)〉H1(Ω),[H1(Ω)]? + 〈v(τ), u̇(τ)〉H1(Ω),[H1(Ω)]?

)

dτ,

0 ≤ s ≤ t ≤ T, u, v ∈ W 1,2
(
0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)

)
. (3.14)

D̊ukaz. Viz [28].
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3.1.2 Definice slabého řešeńı

Nyńı můžeme definovat slabé řešeńı. Použ́ıváme označeńı

(u, v)L2(Ω) =

∫

Ω

uv dx, u, v ∈ L2 (Ω) ,

[u, v]H1(Ω) =

∫

Ω

∇u ·∇v dx, u, v ∈ H1 (Ω) .

Úloha 2. Necht’ plat́ı předpoklady (3.1)-(3.4) a jsou dány funkce

c0i ∈ L2 (Ω) , i = 1, . . . , L. (3.15)

Hledáme funkce
ci ∈ W 1,2

(
0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)

)
, i = 1, . . . , L, (3.16)

splňuj́ıćı pro s.v. t ∈ (0, T ), všechna i = 1, . . . , L a všechna v ∈ H 1 (Ω) identitu

〈v, ċi〉H1(Ω),[H1(Ω)]? = −Di [v, ci]H1(Ω) +

∫

Ω

v

(
L∑

j,k=1

aijkcjck +

L∑

j=1

bijcj

)

dx (3.17)

a počátečńı podmı́nku (rovnost v prostoru L2 (Ω))

ci(0) = c0i , i = 1, . . . , L. (3.18)

Souvislost slabého řešeńı s klasickou formulaćı udává následuj́ıćı věta.

Věta 1. Necht’ jsou funkce ci, i = 1, . . . , L řešeńım úlohy (3.15)-(3.18). Potom funkce ci
splňuj́ı (3.7) ve smyslu distribućı. Jestlǐze nav́ıc

ci ∈ C2
(
Ω × [0, T ]

)
, c0i ∈ C1

(
Ω
)

i = 1, . . . , L

a je splňena podmı́nka kompatibility

∂c0i
∂n

(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

potom plat́ı (3.7), (3.8), (3.9) bodově.

D̊ukaz. I. Necht’ ϕ ∈ C∞
0 (Ω), ψ ∈ C∞

0 (0, T ) jsou libovolné funkce. Dosad́ıme do (3.17)
testovaćı funkci

v(x, t) = ϕ(x)ψ(t), (x, t) ∈ Ω × (0, T ), (3.19)

a rovnici zintegrujeme podle proměnné t. Na levé straně podle (3.12) vyjde

T∫

0

〈v, ċi〉H1(Ω),[H1(Ω)]? dt =

T∫

0

ψ(t) 〈ϕ, ċi〉H1(Ω),[H1(Ω)]? dt
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= −
T∫

0

ψ′(t) (ϕ, ci)L2(Ω) dt = −
∫∫

Ω×(0,T )

∂v

∂t
ci dx dt,

na pravé straně integrujeme difuzńı člen per partes

−Di

T∫

0

[v, ci]H1(Ω) dt = −Di

T∫

0

ψ(t)

(∫

Ω

∇ϕ ·∇ci dx
)

dt

= Di

T∫

0

ψ(t)

(∫

Ω

ci∆ϕ dx

)

dt = Di

∫∫

Ω×(0,T )

ci∆v dx dt.

Plat́ı

−
∫∫

Ω×(0,T )

∂v

∂t
ci dx dt,= Di

∫∫

Ω×(0,T )

ci∆v dx dt +

∫∫

Ω×(0,T )

v

(
L∑

j,k=1

aijkcjck +
L∑

j=1

bijcj

)

dx dt.

Tato rovnost plat́ı dokonce pro všechny funkce v ∈ C∞
0 (Ω × (0, T )), protože lineárńı obal

množiny všech funkćı tvaru (3.19) je hustý v prostoru C∞
0 (Ω × (0, T )) (s obvyklou topologíı

lokálně stejnoměrné konvergence - v prostoru D (Ω × (0, T ))). Rovnice (3.7) plat́ı ve smyslu
distribućı.

II. Je-li ci ∈ C2
(
Ω × [0, T ]

)
, splývaj́ı klasické derivace s distributivńımi, rovnice (3.7)

tedy plat́ı bodově. Podle (3.18) plat́ı

ci(x, 0) = c0i (x) pro s.v. x ∈ Ω

a funkce x 7→ ci(x, 0) je spojitá, takže plat́ı (3.9) bodově.
Do (3.17) dosad́ıme opět testovaćı funkci v tvaru (3.19), tentokrát s ϕ ∈ C∞

(
Ω
)
,

ψ ∈ C∞
0 (0, T ) a integraćı per partes vyjde

∫∫

Ω×(0,T )

v
∂ci
∂t

dx dt = −Di

T∫

0

ψ

(∫

∂Ω

ϕ
∂ci
∂n

dS −
∫

Ω

ϕ∆ci dx

)

dt

+

∫∫

Ω×(0,T )

v

(
L∑

j,k=1

aijkcjck +
L∑

j=1

bijcj

)

dx dt.

Difuzńı koeficienty Di jsou kladné a plat́ı diferenciálńı rovnice (3.7), tedy

T∫

0

ψ(t)

∫

∂Ω

ϕ(x)
∂ci
∂n

dS dt = 0

a nutně
∂ci
∂n

(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ).
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3.1.3 Jednoznačnost slabého řešeńı

Pro d̊ukaz jednoznačnosti budeme potřebovat jednu z variant Gronwallovy nerovnosti a jis-
tou vlastnost lokálńı lipschitzovskosti nelineárńıho členu.

Vlastnost 2 (Gronwallova nerovnost). Necht’ K ⊂ IR je interval, η ∈ IR, η > 0,
s ∈ K, a pro funkce ρ, ξ : K → IR a plat́ı

1. ρ je lokálně integrovatelná nezáporná,

2. ξ je spojitá nezáporná,

3. ξ(t) ≤ η +

∣
∣
∣
∣

t∫

s

ρ(τ)ξ(τ) dτ

∣
∣
∣
∣
pro každé t ∈ K.

Potom

ξ(t) ≤ η exp







∣
∣
∣
∣
∣
∣

t∫

s

ρ(τ) dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣






, t ∈ K.

D̊ukaz. Viz [9].

Lemma 1. Existuje C > 0 tak, že pro všechna

v, u1, u2, ũ1, ũ2 ∈ H1 (Ω)

a všechna ε > 0 plat́ı nerovnost
∣
∣
∣
∣

∫

Ω

v (u1u2 − ũ1ũ2) dx

∣
∣
∣
∣
≤ Cε ‖v‖2

H1(Ω) + Cε−1
(

‖u1 − ũ1‖2
L2(Ω) + ‖u2 − ũ2‖2

L2(Ω)

)

·
(

‖u1‖2
H1(Ω) + ‖u2‖2

H1(Ω) + ‖ũ1‖2
H1(Ω) + ‖ũ2‖2

H1(Ω)

)

.

D̊ukaz. Plyne z odhadu

|u1u2 − ũ1ũ2| ≤ |u1u2 − u1ũ2| + |u1ũ2 − ũ1ũ2| ≤ |u1| |u2 − ũ2| + |ũ2| |u1 − ũ1| ,
Hölderovy nerovnosti (s exponenty p1 = 6, p2 = 3, p3 = 2), věty o vnořeńı

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

v (u1u2 − ũ1ũ2) dx

∣
∣
∣
∣

≤ ‖v‖L6(Ω) ‖u1‖L3(Ω) ‖u2 − ũ2‖L2(Ω) + ‖v‖L6(Ω) ‖ũ2‖L3(Ω) ‖u1 − ũ1‖L2(Ω)

≤ C ‖v‖H1(Ω)

(

‖u1 − ũ1‖2
L2(Ω) + ‖u2 − ũ2‖2

L2(Ω)

) 1
2

·
(

‖u1‖2
H1(Ω) + ‖u2‖2

H1(Ω) + ‖ũ1‖2
H1(Ω) + ‖ũ2‖2

H1(Ω)

) 1
2

a Youngovy nerovnosti

ab = (ε
1
2a)(ε−

1
2 b) ≤ 1

2
εa2 +

1

2
ε−1b2, a, b ≥ 0.
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Věta 2. Úloha (3.15)-(3.18) má nejvýše jedno řešeńı.

D̊ukaz. Necht’ c = (c1, . . . , cL) a c̃ = (c̃1, . . . , c̃L) jsou dvě řešeńı úlohy (3.15)-(3.18). Pro
rozd́ıl

wi = ci − c̃i ∈ W 1,2
(
0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)

)
, i = 1, . . . , L

dostaneme z (3.17) a (3.18) dosazeńım v = wi rovnost

〈wi, ẇi〉H1(Ω),[H1(Ω)]? = −Di [wi, wi]H1(Ω) +

∫

Ω

wi

(
L∑

j,k=1

aijk (cjck − c̃j c̃k) +
L∑

j=1

bijwj

)

dx,

která plat́ı pro skoro všechna t ∈ (0, T ) a všechna i = 1, . . . , L. Pravou stranu odhadneme
podle lemmatu 1 výrazem

−Di [wi, wi]H1(Ω) + Cε ‖wi‖2
H1(Ω)

+ Cε−1

(
L∑

j=1

‖wj‖2
L2(Ω)

)(
L∑

j=1

‖cj‖2
H1(Ω) +

L∑

i=1

‖c̃j‖2
H1(Ω)

)

+ C

L∑

j=1

‖wi‖2
L2(Ω) . (3.20)

Difuzńı koeficienty Di jsou kladná č́ısla,

−Di [wi, wi]H1(Ω) + Cε ‖wi‖2
H1(Ω) = (Cε−Di) [wi, wi]H1(Ω) + Cε ‖wi‖2

L2(Ω) .

Lze zvolit ε > 0 tak, aby pro každé i byl (3.20) majorizován výrazem

C

(

1 +
L∑

j=1

‖cj‖2
H1(Ω) +

L∑

j=1

‖c̃j‖2
H1(Ω)

)(
L∑

j=1

‖wj‖2
L2(Ω)

)

.

Plat́ı wi(0) = 0, použijeme zobecněné pravidlo (3.14) o integraci per partes

‖wi‖2
L2(Ω) = 2

T∫

0

〈wi, ẇi〉H1(Ω),[H1(Ω)]? dt ≤

≤ C

T∫

0

(

1 +
L∑

j=1

‖cj‖2
H1(Ω) +

L∑

j=1

‖c̃j‖2
H1(Ω)

)(
L∑

j=1

‖wj‖2
L2(Ω)

)

dt.

Sečteńım těchto nerovnost́ı přes i = 1, . . . , L dostaneme

ξ(t) ≤
t∫

0

ρ(s)ξ(s) ds, t ∈ [0, T ],

kde

ξ(t) =
L∑

i=1

‖wi‖2
L2(Ω) , t ∈ [0, T ],
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ρ(t) = C

(

1 +
L∑

i=1

‖ci‖2
H1(Ω) +

L∑

i=1

‖c̃i‖2
H1(Ω)

)

, pro s.v. t ∈ (0, T ).

Funkce ξ je spojitá a funkce ρ integrovatelná, protože

W 1,2
(
0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)

)
⊂ C

(
[0, T ];L2 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1 (Ω)

)
.

Z Gronwallovy nerovnosti plyne

ξ(t) ≤ η exp







t∫

0

ρ(τ) dτ






, t ∈ [0, T ],

pro každé η > 0. Tedy ξ(t) = 0 a wi(t) = 0 pro všechna t ∈ [0, T ] a všechna i = 1, . . . , L.

3.2 Přechod k jednorozměrnému problému

Úlohu (3.5)-(3.9) resp. (3.15)-(3.18) zjednoduš́ıme pomoćı předpokladu sférické symetrie.
Předpoklad neńı nikterak omezuj́ıćı. Zvoĺıme-li totiž sféricky symetrické počátečńı podmı́n-
ku, bude i řešeńı sféricky symetrické. Symetrii počátečńıho stavu lze zd̊uvodnit chaotickým
tvarem konc̊u drah sekundárńıch částic. Naopak volba nesymetrické počátečńı podmı́nky
neńı nič́ım oprávněna, protože konkrétńı pr̊uběh koncentrace neńı z experiment̊u nebo exis-
tuj́ıćıch model̊u znám. Prakticky je možné určit pouze nějakou počátečńı velikost clusteru
a množstv́ı radikál̊u.

3.2.1 Odvozeńı jednorozměrné úlohy

Odvod́ıme nyńı jednorozměrnou úlohu neformálńım upravováńım rovnice (3.17). Vyhneme
se přitom klasické formulaci jednorozměrné úlohy a odvod́ıme jen formulaci slabou. Zat́ım
nebudeme precizovat předpoklady ani diskutovat regularitu řešeńı. Přesné odvozeńı včetně
potřebného matematického aparátu je v částech 3.2.2 - 3.2.4.

Do (3.17) dosad́ıme sféricky symetrické řešeńı a sféricky symetrickou testovaćı funkci

ci(x, t) = ui(|x|, t), (x, t) ∈ Ω × (0, T ),

c0i (x) = u0
i (|x|), v(x) = w(|x|), x ∈ Ω,

kde

ui : (0, R) × (0, T ) → IR, u0
i : (0, R) → IR, w : (0, R) → IR.

Pro jedinou prostorovou derivaci funkćı definovaných na intervalu (0, R) budeme zat́ım
použ́ıvat symbol ∂/∂r. Plat́ı

∇|x| =
x

|x| ,
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∇ci(x, t) ·∇v(x) =
∂ui(|x|, t)

∂r

x

|x| ·
∂w(|x|)
∂r

x

|x| =
∂ui(|x|, t)

∂r

∂w(|x|)
∂r

.

Pro každou sféricky symetrickou funkci z(x) = z̃(|x|) plat́ı

∫

Ω

z(x) dx = 4π

R∫

0

r2z̃(r) dr.

Rovnice (3.17) přejde na

R∫

0

r2wu̇i dr = −Di

R∫

0

r2∂w

∂r

∂ui
∂r

dr +

R∫

0

r2w

(
L∑

j,k=1

aijkujuk +
L∑

j=1

bijuj

)

dr,

i = 1, . . . , L, t ∈ (0, T ). (3.21)

Poznamenejme, že je možné odvodit i jinou jednorozměrnou formulaci (viz [25]). Dále
budeme při formulaci jednorozměrné úlohy vycházet z identity (3.21). Naskýtá se ovšem
otázka, v jakých prostorech funkćı budeme hledat řešeńı ui a testovaćı funkce w.

Zřejmě by bylo výhodné, aby bilineárńı formy

(u, v) 7→
R∫

0

r2uv dr, (u, v) 7→
R∫

0

r2∂u

∂r

∂v

∂r
dr

měly úzký vztah k normám, př́ıpadně skalárńım součin̊um v hledaných prostorech, protože
vznikly z forem ( · , · )L2(Ω) a [ · , · ]H1(Ω), které takové postaveńı ve struktuře prostor̊u L2 (Ω)

a H1 (Ω) maj́ı. Prostor H1 (0, R) tedy vhodný neńı.

3.2.2 Prostory funkćı pro jednorozměrnou úlohu

Definice 1. Necht’ Lpx2 = Lpx2(0, R), 1 ≤ p <∞, je množina všech měřitelných funkćı

u : (0, R) → IR

(ztotožňujeme funkce, které se rovnaj́ı na množině nulové mı́ry), pro které plat́ı

R∫

0

x2|u(x)|p dx <∞.

Prostor Lpx2 opatř́ıme normou

‖u‖Lp

x2
=





R∫

0

x2|u(x)|p dx





1
p

, u ∈ L2
x2 .
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Označme U = L2
x2,

(u, v)U =

R∫

0

x2u(x)v(x) dx, u, v ∈ U,

‖u‖U = (u, u)
1
2
U =





R∫

0

x2u2(x) dx





1
2

, u ∈ U.

Necht’ V je množina všech funkćı u ∈ U , jejichž distributivńı derivace ux lež́ı také v prostoru
U . Definujeme

[u, v]V = (ux, vx)U =

R∫

0

x2ux(x)vx(x) dx, u, v ∈ V

(u, v)V = (u, v)U + [u, v]V =

R∫

0

x2 [u(x)v(x) + ux(x)vx(x)] dx, u, v ∈ V

‖u‖V = (u, u)
1
2
V =





R∫

0

x2
[
u2(x) + u2

x(x)
]

dx





1
2

, u ∈ V.

Prostory Lpx2 spadaj́ı do teorie Lebesgueových prostor̊u. Vzhledem k faktu, že měřitelná
množina M ⊂ [0, R] má nulovou mı́ru, právě když

∫

M

x2 dx = 0,

neńı třeba definovat prostor L∞
x2 .

Prostor V je speciálńım př́ıpadem tzv. Sobolevova prostoru s vahou, viz. [10]. V našem
př́ıpadě je váhová funkce x 7→ x2 stejná pro funkčńı hodnoty i derivace. Sobolevovy pro-
story s vahou maj́ı podobné vlastnosti jako ,,běžné” Sobolevovy prostory. V našem př́ıpadě
prostoru V uvid́ıme souvislosti jak s prostorem H1 (0, R) nad intervalem, tak s prostorem
H1 (Ω) nad tř́ırozměrnou oblast́ı Ω.

Vlastnost 3. 1. Prostory Lpx2, 1 < p < ∞, jsou reflexivńı a separabilńı Banachovy
prostory. Množina C∞

0 (0, R) je hustá podmnožina prostoru Lpx2 . Prostor U = L2
x2 je

Hilbert̊uv se skalárńım součinem ( · , · )U .

2. Prostor V , opatřený skalárńım součinem ( · , · )V , je separabilńı Hilbert̊uv prostor.
Množina C∞ ([0, R]) je hustá podmnožina prostoru V .

3. Plat́ı (vnořeńı neńı kompaktńı)

V ↪→ L2 (0, R) .
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4. Pro každé r ∈ (0, R) plat́ı

V ↪→ H1 (r, R) ↪→ C ([r, R]) , V ⊂ AC ([r, R]) .

Speciálně, existuje konstanta C > 0 tak, že

|u(R)| ≤ C ‖u‖V , u ∈ V. (3.22)

D̊ukaz. Tvrzeńı 1,2,3 jsou dokázána v [10], platnost tvrzeńı 4 je zřejmá z nerovnosti

R∫

r

(
u2 + u2

x

)
dx ≤ 1

r2

R∫

r

x2
(
u2 + u2

x

)
dx, u ∈ V. (3.23)

Lemma 2. Vnořeńı V ↪→ U je kompaktńı.

D̊ukaz. Necht’ {un}∞n=1 ⊂ V je libovolná omezená posloupnost v prostoru V . Funkce

vn(x) = xun(x), x ∈ (0, R), n ∈ IN

tvoř́ı omezenou posloupnost v prostoru H1 (0, R),

‖vn‖2
H1(0,R) =

R∫

0

(
|vn|2 + |(vn)x|

2) dx =

R∫

0

(
x2 |un|2 + |x (un)x + un|2

)
dx

≤ 2 ‖un‖2
V + 2 ‖un‖2

L2(0,R) ≤ C sup
n∈IN

‖un‖2
V <∞.

Vnořeńı H1 (0, R) ↪→ L2 (0, R) je kompaktńı, existuje v ∈ L2 (0, R) a podposloupnost vnk

tak, že limk→∞ ‖vnk
− v‖L2(0,R) = 0. Funkce

u(x) =
v(x)

x
, x ∈ (0, R)

je prvkem prostoru U . Zřejmě limk→∞ ‖unk
− u‖U = 0.

Vlastnost 4. Necht’ a, b ∈ IR, a < b. Potom C ([a, b]) ↪→ H1 (a, b) a plat́ı

sup
x∈[a,b]

|u(x)| ≤ C1 ‖u‖
1
2

H1(a,b) ‖u‖
1
2

L2(a,b) , u ∈ H1 (a, b) , (3.24)

kde C1 = C1(b− a) záviśı spojitě na délce intervalu (a, b).

Lemma 3. Existuje C > 0 tak, že

|u(x)| ≤ C√
x
‖u‖V , x ∈ (r, R], u ∈ V. (3.25)
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D̊ukaz. Zvolme r ∈ (0, R). Z (3.24), (3.23) plyne

sup
r≤x≤R

|u(x)| ≤ C1(R− r) ‖u‖
1
2

H1(r,R) ‖u‖
1
2

L2(r,R) ≤
C1(R− r)√

r
‖u‖

1
2
V ‖u‖

1
2

L2(0,R) .

Z vnořeńı V ↪→ L2 (0, R) a spojité závislosti zaručené Vlastnost́ı 4 dostaneme nerovnost

sup
r≤x≤R

|u(x)| ≤ C√
r
‖u‖V ,

jej́ımž př́ımým d̊usledkem je (3.25). Konstanta C nezáviśı na r.

Lemma 4. Pro každé p ∈ [2,∞) plat́ı vnořeńı V ↪→ Lp
x

p−2
2

. Speciálně V ↪→ L6
x2 .

D̊ukaz. Pro každé u ∈ V a 2 ≤ p <∞ plat́ı

R∫

0

x
p−2
2 |u|p dx =

R∫

0

(

x
1
2 |u|
)p−2

|u|2 dx ≤ C ‖u‖p−2
V ‖u‖2

L2(0,R) ≤ C ‖u‖pV .

Vnořeńı V ↪→ L6
x2 je analogické vnořeńı H1 (Ω) ↪→ L6 (Ω), vlastnost (3.22) větě o sto-

pách pro H1 (Ω). V krajńım bodě x = 0 definičńıho oboru, kde je váha nulová, funkce
z prostoru V stopy nemaj́ı. Na druhé straně, pouze v bodě x = 0 mohou mı́t funkce z V
nespojitost a jsou tedy ,,regulárněǰśı” než funkce z H1 (Ω). Předpoklad sférické symetrie
t́ım v sobě zahrnuje jistý předpoklad o regularitě.

Důsledkem uvedených vlastnost́ı je možnost zavést pojem evolučńı trojice prostor̊u (ve
smyslu definice 23.11. z [28])

V ↪→ U ↪→ V ?

a prostor
W 1,2 (0, T ;U, V ) =

{
u ∈ L2 (0, T ;V ) : u̇ ∈ L2 (0, T ;V ?)

}
.

Souvisej́ıćı pojmy a tvrzeńı jsou analogické trojdimenzionálńımu př́ıpadu.

Vlastnost 5. 1. Prostory L2 (0, T ;U), L2 (0, T ;V ) jsou separabilńı Hilbertovy prostory.
Prostory L2 (0, T ;V ?), W 1,2 (0, T ;U, V ) jsou separabilńı a reflexivńı Banachovy pro-
story. Množina C∞ ([0, T ];V ) tvoř́ı hustý podprostor prostoru W 1,2 (0, T ;U, V ).

2. Plat́ı vnořeńı
W 1,2 (0, T ;U, V ) ↪→ C ([0, T ];U) ,

vnořeńı
W 1,2 (0, T ;U, V ) ↪→ L2 (0, T ;U)

je kompaktńı.
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3. Plat́ı zobecněné pravidlo o integraci per partes

(u(t), v(t))U − (u(s), v(s))U =

t∫

s

(

〈u(τ), v̇(τ)〉V,V ? + 〈v(τ), u̇(τ)〉V,V ?

)

dτ,

0 ≤ s ≤ t ≤ T, u, v ∈ W 1,2 (0, T ;U, V ) . (3.26)

S t́ımto aparátem můžeme definovat řešeńı jednorozměrné úlohy a dát smysl rovnici (3.21).

3.2.3 Formulace jednorozměrné úlohy

Úloha 3. Necht’ plat́ı předpoklady (3.1)-(3.4) a jsou dány funkce

u0
i ∈ U, i = 1, . . . , L. (3.27)

Hledáme funkce
ui ∈ W 1,2 (0, T ;U, V ) , i = 1, . . . , L (3.28)

splňuj́ıćı pro s.v. t ∈ (0, T ), všechna i = 1, . . . , L a všechna v ∈ V identitu

〈v, u̇i〉V,V ? = −Di [v, ui]V +

∫ R

0

x2v

(
L∑

j,k=1

aijkujuk +

L∑

j=1

bijuj

)

dx (3.29)

a počátečńı podmı́nku (rovnost v prostoru U)

ui(0) = u0
i , i = 1, . . . , L. (3.30)

Jednoznačnost řešeńı úlohy (3.27)-(3.30) plyne z věty 3 dokázané ńıže a z věty 2 o jed-
noznačnosti trojrozměrné úlohy.

3.2.4 Souvislost tř́ı- a jednorozměrné úlohy

V části 3.2.1 jsme od řešeńı c = (c1, . . . , cL) trojrozměrné úlohy (3.15)-(3.18) přešli k řešeńı
u = (u1, . . . , uL) jednorozměrné úlohy (3.27)-(3.30). V tomto odstavci ukážeme, že z řešeńı
jednorozměrné úlohy (jehož existenci budeme dokazovat v kapitole 3.3) lze odvodit od-
pov́ıdaj́ıćı řešeńı úlohy trojrozměrné.

K tomu budeme potřebovat informace o postaveńı sféricky symetrických funkćı v pro-
storu H1 (Ω), a několik pomocných tvrzeńı.

Vlastnost 6. Pro každou funkci v ∈ L1 (Ω) plat́ı

∫

Ω

v dx =

R∫

0






∫

|x|=r

v dS




 dr. (3.31)

Vnitřńı integrál na pravé straně je plošný integrál po povrchu koule se středem v bodě 0
a poloměru r.

35



Definice 2. 1. Je-li w funkce definovaná na intervalu [0, R], označme Qw funkci defi-
novanou na Ω předpisem

(Qw)(x) = w(|x|). (3.32)

2. Je-li v ∈ C1
(
Ω
)
, definujeme funkci Pv na intervalu [0, R] předpisem

(Pv)(r) =
1

4π

∫

|y|=1

v(ry) dS. (3.33)

3. Definujeme

S = {v ∈ C1
(
Ω
)

: Existuje w ∈ C1 ([0, R]) tak, že v = Qw},

A = {v ∈ C1
(
Ω
)

:

∫

|x|=r

v dS = 0 pro každé r ∈ (0, R)}.

Lemma 5 (Vlastnosti podprostoru S).

1. Množina S je podprostor C1
(
Ω
)
. Je-li v1, v2 ∈ S, pak funkce x 7→ v1(x)v2(x) patř́ı

do S.

2. Je-li v ∈ S, potom2

∇v(x) =
x

|x|wx(|x|), x ∈ Ω \ {0},

∇v(0) = 0.

3. Funkce w z definice S je určena jednoznačně. Je-li w ∈ C1 ([0, R]), pak Qw ∈ S,
právě když

wx(0) = 0. (derivace zprava v bodě 0)

4. Je-li v = Qw ∈ S, pak

‖v‖2
L2(Ω) = 4π ‖w‖2

U , ‖v‖2
H1(Ω) = 4π ‖w‖2

V .

D̊ukaz.

1. Plyne př́ımo z definice.

2. Pro x 6= 0

∇v(x) = ∇w(|x|) = wx(|x|)∇|x| =
x

|x|w(|x|),

2Pro derivaci funkce jedné proměnné w : (0, R) → IR zde i v daľśım textu použ́ıváme symbol wx.
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pro x = 0

∂v

∂xi
(0) =

1

2
lim
h→0+

v(0 + hei) − v(0)

h
+

1

2
lim
h→0+

v(0 − hei) − v(0)

−h =

= lim
h→0+

v(hei) − v(−hei)
2h

= lim
h→0+

w(h) − w(h)

2h
= 0.

3. Jednoznačnost je zřejmá. Je-li v = Qw ∈ S, potom z předpokladu w ∈ C1 ([0, R])
plyne

|wx(0)| = lim
x→0

∣
∣
∣
∣

x

|x|wx(|x|)
∣
∣
∣
∣
= lim

x→0
|∇v(x)| = |∇v(0)| = 0.

Bud’ naopak wx(0) = 0. Funkce v = Qw je zřejmě pro každé r > 0 tř́ıdy

u ∈ C
(
Ω
)
∩ C1

(
Ωr,R

)
, Ωr,R = {x ∈ IR3 : r < |x| < R}.

Stač́ı tedy dokázat, že ∇u(0) existuje a

lim
x→0

∇u(x) = ∇u(0).

Pro 0 6= |x| < R je

∇v(x) =
x

|x|wx(|x|), lim
x→0

|∇u(x)| = lim
x→0

|wx(|x|)| = 0

Je v(0) = w(0), plat́ı

|v(x) − v(0)| = |w(|x|) − w(0)| ≤M(|x|)|x|,
M(r) = max

0<ρ<r
|wx(ρ)|. (3.34)

Ze spojitosti wx plyne limr→0+M(r) = 0, a podle (3.34) má tedy funkce v v bodě
x = 0 nulový totálńı diferenciál.

4. Plat́ı

∫

Ω

v2(x) dx =

R∫

0

w2(r)

∫

|x|=r

dS dr = 4π

R∫

0

r2w2(r) dr,

∫

Ω

|∇v(x)|2 dx =

R∫

0

w2
x(r)

∫

|x|=r

∣
∣
∣
∣

x

|x|

∣
∣
∣
∣

dS dr = 4π

R∫

0

r2w2
x(r) dr.
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Lemma 6 (Vlastnosti podprostoru A). A je podprostor C1
(
Ω
)
. Je-li v ∈ A, pak pro

každé r ∈ (0, R) plat́ı ∫

|x|=r

x ·∇v(x) dS = 0. (3.35)

D̊ukaz. Necht’ 0 < r1 < r2 ≤ R. Funkce

J(r) =

∫

|y|=1

v(ry) dS(y), r ∈ (r1, r2)

je nulová, protože substitućı x = ry dostaneme

0 =

∫

|x|=r

v(x) dS(x) =

∫

|y|=1

v(ry)r2 dS(y) = r2J(r).

Zaměńıme limitu a integrál

0 = J ′(r) = lim
h→0+

J(r + h) − J(r)

h
= lim

h→0+

∫

|y|=1

[v ((r + h)y) − v (ry)]

h
dS(y)

=

∫

|y|=1

lim
h→0+

[v (ry + hy) − v (ry)]

h
dS(y) =

∫

|y|=1

y ·∇v(ry) dS(y)

=

∫

|x|=r

x

r
· ∇v(x) · 1

r2
dS(x) =

1

r3

∫

|x|=r

x ·∇v(x) dS(x).

Majoranta
∣
∣
∣
∣

[v (ry + hy) − v (ry)]

h

∣
∣
∣
∣
≤ |hy|maxx∈Ω |∇v(x)|

h
≤ max

x∈Ω
|∇v(x)|.

Meze r1 a r2 lze volit libovolně, takže (3.35) plat́ı pro každé r ∈ (0, R).

Lemma 7 (Vlastnosti zobrazeńı P ). Pro každé v ∈ C1
(
Ω
)

je Pv ∈ C1 ([0, R]) a plat́ı
(Pv)x (0) = 0. Je-li nav́ıc v ∈ S, pak v = QPv.

D̊ukaz. Pro r ∈ [−R,R] definujeme

f(r) =
1

4π

∫

|y|=1

v(ry) dS.

Derivujeme integrál podle parametru r ∈ [−R,R]

df(r)

dr
=

1

4π

∫

|y|=1

∂v(ry)

∂r
dS =

1

4π

∫

|y|=1

y ·∇v(ry) dS.
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Integrand je omezen konečným č́ıslem

M = max
x∈Ω

|∇v(x)| ,

z čehož plyne oprávněnost záměny integrálu a derivace a hladkost f ∈ C1 ([−R,R]). Do-
sad́ıme r = 0

df

dr
(0) =

1

4π

∫

|y|=1

y · ∇v(0) dS =
1

4π






∫

|y|=1

y dS






︸ ︷︷ ︸

=0∈IR3

· ∇v(0) = 0.

Funkce Pv je restrikćı funkce f na interval [0, R],

Pv ∈ C1 ([0, R]) , (Pv)x (0) = f ′(0) = 0.

Za předpokladu v ∈ S je

(Pv) (r) =
1

4π

∫

|y|=1

v(ry) dS =
w(r)

4π

∫

|y|=1

dS = w(r).

Funkce w z definice S je určena jednoznačně, takže nutně v = QPv.

Lemma 8 (Ortogonalita S a A).

1. Je-li vS ∈ S a vA ∈ A, pak
∫

Ω

vS(x)vA(x) dx = 0,

∫

Ω

∇vS(x) ·∇vA(x) dx = 0. (3.36)

2. Ke každému v ∈ C1
(
Ω
)

existuje právě jedna vS ∈ S, a právě jedna vA ∈ A tak, že

v = vA + vS. (3.37)

Přiřazeńı v → vA a v → vS jsou lineárńı operátory, omezené v normách prostor̊u
L2 (Ω) i H1 (Ω).

D̊ukaz. 1. Je-li vA ∈ A, vS = Qw ∈ S, plat́ı

∫

Ω

vS(x)vA(x) dx =

R∫

0

vS(r)

∫

|x|=r

vA(x) dS dr = 0,

∫

Ω

∇vS(x) ·∇vA(x) dx =

R∫

0

wx(r)

r

∫

|x|=r

x ·∇vA(x) dS dr = 0.

39



2. Necht’ v ∈ C1
(
Ω
)
. Polož́ıme

vS = QPv, vA = v − vS.

Protože (Pv)x(0) = 0, je vS ∈ S. Také vA ∈ A, protože pro každé r ∈ (0, R) plat́ı

∫

|x|=r

vA(x) dS(x) =

∫

|x|=r

v(x) dS(x) −
∫

|x|=r

vS(x) dS(x)

= r2

∫

|y|=1

v(ry) dS(y) − (Pv)(r)

∫

|x|=r

dS(x)

= 4πr2






1

4π

∫

|y|=1

v(ry) dS(y) − (Pv)(r)




 = 0.

Jednoznačnost rozkladu i omezenost př́ıslušných projekćı plyne z ortogonality (3.36).

Lemma 9. Necht’ w : [0, R] → IR je měřitelná funkce. Potom je funkce Qw měřitelná.

D̊ukaz. Funkce v(x) = (Qw) (x) = w(|x|) je složená funkce. Složeńı dvou měřitelných
funkćı ovšem obecně měřitelná funkce být nemuśı. Dále λ1 resp. λ3 znač́ı jednorozměrnou
resp. trojrozměrnou Lebesguovu mı́ru.

Necht’ A1 ⊆ [0, R] je měřitelná množina. Z borelovské regularity Lebesgueovy mı́ry
plyne existence borelovských množiny E1 a F1 takových, že

E1 ⊆ A1 ⊆ F1, λ1(E1) = λ1(A1) = λ1(F1).

Zobrazeńı x 7→ |x| je spojité, takže množinové vzory

E3 = {x ∈ Ω : |x| ∈ E1}, F3 = {x ∈ Ω : |x| ∈ F1}

jsou měřitelné. Můžeme použ́ıt (3.31)

λ3 (F3 \ E3) =

∫

F3\E3

dx =

∫

F1\E1

r2 dr = 0.

Množina
A3 = {x ∈ Ω : |x| ∈ A3}

vyhovuje inkluzi
F3 \ A3 ⊆ F3 \ E3.

Přitom F3 \ E3 je měřitelná množina nulové mı́ry, a Lebesgueova mı́ra je úplná. Proto
i množina A3 je měřitelná.
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Dokázali jsme, že vzor měřitelné množiny při zobrazeńı x 7→ |x| je měřitelná množina.
Z předchoźıch úvah (s E1 = ∅) je také zřejmé, že vzor nulové množiny při zobrazeńı x 7→ |x|
je nulová množina.

Přejděme nyńı k vlastńımu d̊ukazu měřitelnosti funkce v. Funkce w je definovaná skoro
všude v [0, R]. Podle předchoźıho je vzor doplňku definičńıho oboru funkce w nulová
množina, takže i funkce v je definovaná skoro všude.

Je-li A ⊆ [0, R] otevřená množina, potom je množina w−1(A) měřitelná. Z dokázaných
vlastnost́ı funkce | · | plyne, že měřitelná je i množina

v−1(A) = | · |−1
(
w−1(A)

)
.

Lemma 10. Necht’ w ∈ V a v = Qw. Potom v ∈ H1 (Ω) a funkce

gi(x) =
wx(|x|)
|x| x, x ∈ Ω, i = 1, 2, 3.

je slabou parciálńı derivaćı funkce v podle proměnné xi v Ω. Plat́ı

‖v‖2
H1(Ω) = 4π ‖w‖2

V .

D̊ukaz. Podle předchoźıho lemmatu jsou funkce v a gi měřitelné. Plat́ı

‖v‖2
L2(Ω) =

R∫

0

w2(r)

∫

|x|=r

dS dr = 4π ‖w‖2
U ,

3∑

i=1

‖gi‖2
L2(Ω) =

R∫

0

w2
x(r)

∫

|x|=r

3∑

i=1

x2
i

|x|2 dS dr = 4π ‖wx‖2
U .

Zbývá tedy ukázat, že funkce gi jsou skutečně slabé derivace. Zvolme ϕ ∈ C∞
0 (Ω) a i =

1, 2, 3. Funkce x 7→ gi(x)ϕ(x) je integrovatelná na Ω, plat́ı

∫

Ω

ϕ(x)gi(x) dx =

R∫

0

wx(r)






∫

|x|=r

ϕ(x)
xi
|x| dS






︸ ︷︷ ︸

ψ(r)

dr (3.38)

Pro r = |x| je ni = xi/|x| i-tá složka jednotkového vektoru vněǰśı normály k hranici koule
Br = {y : |y| < r}. Podle Gaussovy věty plat́ı

ψ(r) =

∫

|x|<r

∂ϕ(x)

∂xi
dx =

r∫

0






∫

|x|=ρ

∂ϕ(x)

∂xi
dS




 dρ, 0 < r < R.
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Vnitřńı integrál

η(ρ) =

∫

|x|=ρ

∂ϕ(x)

∂xi
dS(x) = ρ2

∫

|y|=1

∂ϕ(ρy)

∂xi
dS(y)

je zřejmě spojitá funkce na [0, R]. Funkce ψ je primitivńı funkćı k η, je tedy tř́ıdy C1 ([0, R]),
plat́ı

|η(r)| ≤ Mr2, |ψ(r)| ≤Mr3, 0 ≤ r ≤ R, M = 4πmax
x∈Ω

∣
∣
∣
∣

∂ϕ(x)

∂xi

∣
∣
∣
∣
.

Funkce w je absolutně spojitá na každém intervalu [δ, R]. Podle věty o integraci per partes
pro absolutně spojité funkce plat́ı

R∫

δ

wx(r)ψ(r) dr = [w(R)ψ(R) − w(δ)ψ(δ)] −
R∫

δ

w(r)ψ′(r) dr.

Z (3.25) plyne

|w(δ)ψ(δ)| ≤MCδ5/2 ‖w‖V
δ→0+−−−→ 0,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

δ∫

0

wx(r)ψ(r) dr

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤M

δ∫

0

r3|wx(r)| dr ≤ δM

δ∫

0

r2|wx(r)| dr δ→0+−−−→ 0,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

δ∫

0

w(r)ψ′(r) dr

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤M

δ∫

0

r2|w(r)| dr δ→0+−−−→ 0.

Funkce ϕ má kompaktńı nosič v Ω, ψ(R) = 0. Proto

R∫

0

wx(r)ψ(r) dr = −
R∫

0

w(r)ψ′(r) dr = −
R∫

0

w(r)η(r) dr

= −
R∫

0

w(r)

∫

|x|=r

∂ϕ(x)

∂xi
dS dr = −

∫

Ω

w(|x|)∂ϕ(x)

∂xi
dx.

Z (3.38) potom
∫

Ω

ϕ(x)gi(x) dx = −
∫

Ω

v(x)
∂ϕ(x)

∂xi
dx

a funkce gi je tedy slabou parciálńı derivaćı funkce v podle proměnné xi.

Lemma 11. 1. Zobrazeńı Q je spojitý lineárńı operátor U → L2 (Ω),

(v,Qw)L2(Ω) = 4π (Pv, w)U , v ∈ C1
(
Ω
)
, w ∈ U.
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2. Zobrazeńı Q je spojitý lineárńı operátor V → H 1 (Ω),

∇(Qw)(x) =
(Qwx)(x)x

|x| pro s.v. x ∈ Ω, w ∈ V,

[v,Qw]H1(Ω) = 4π [Pv, w]V , v ∈ C1
(
Ω
)
, w ∈ V.

3. Existuje spojitý lineárńı operátor P ? : V ? → [H1 (Ω)]
?

tak, že

〈v, P ?w?〉H1(Ω),[H1(Ω)]? = 4π 〈Pv, w?〉V,V ? , v ∈ C1
(
Ω
)
, w? ∈ V ?.

D̊ukaz. Prvńı a druhé trvzeńı plynou z již dokázaných vlastnost́ı operátor̊u Q a P , prostor̊u
S a A a rozkladu (3.37). Omezený lineárńı operátor P definovaný na hustém podprostoru
C1 (Ω) lze rozš́ı̌rit na spojitý lineárńı operátor

P : H1 (Ω) → V.

Operátor P ? potom definujeme rovnost́ı

〈v, P ?w?〉H1(Ω),[H1(Ω)]? = 4π
〈
Pv, w?

〉

V,V ? v ∈ H1 (Ω) , w? ∈ V ?.

Lemma 12. Zobrazeńı QT : W 1,2 (0, T ;U, V ) → W 1,2 (0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)) definované
předpisem

(QTu) (t) = Q (u(t)) , u ∈ W 1,2 (0, T ;U, V ) , t ∈ (0, T ),

je spojitý lineárńı operátor. Plat́ı

(QTu)
· (t) = P ? (u̇(t)) pro s.v. t ∈ (0, T ) v prostoru

[
H1 (Ω)

]?
.

D̊ukaz. Q : V → H1 (Ω) je spojitý lineárńı operátor a zobrazeńı t 7→ u(t) je bochnerovky
měřitelné. Proto je také t 7→ Qu(t) bochnerovsky měřitelné. Plat́ı

T∫

0

‖(QTu) (t)‖2
H1(Ω) dt ≤

T∫

0

C2 ‖u(t)‖2
V dt ≤ C2 ‖u‖2

L2(0,T ;V ) ,

QTu ∈ L2
(
0, T ;H1 (Ω)

)
.

Stejně tak funkce
g(t) = P ? (u̇(t))

lež́ı v prostoru L2
(
0, T ; [H1 (Ω)]

?)
. Zbývá ověřit definičńı vlastnost derivace (3.13), tj. že

pro každé ϕ ∈ C∞
0 (0, T ) a každé v ∈ H1 (Ω) plat́ı

−
T∫

0

ϕ′(t) (v, (QTu) (t))L2(Ω) dt =

T∫

0

ϕ(t) 〈v, g(t)〉H1(Ω),[H1(Ω)]? dt. (3.39)
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Pro v ∈ C1 (Ω) je (3.39) ekvivalentńı rovnostem

−
T∫

0

ϕ′(t) (v,Q (u(t)))L2(Ω) dt =

T∫

0

ϕ(t) 〈v, P ? (u̇(t))〉H1(Ω),[H1(Ω)]? dt,

−4π

T∫

0

ϕ′(t) (Pv, u(t))U dt = 4π

T∫

0

ϕ(t) 〈Pv, u̇(t)〉V,V ? dt,

−
T∫

0

ϕ′(t) (w, u(t))U dt =

T∫

0

ϕ(t) 〈w, u̇(t)〉V,V ? dt, w = Pv.

Protože w = Pv ∈ C1 ([0, R]) ⊆ V , plyne platnost posledńı rovnosti z předpokladu u ∈
W 1,2 (0, T ;U, V ). Z hustoty C1 (Ω) v H1 (Ω) plyne platnost (3.39) pro všechna v ∈ H1 (Ω).

Věta 3. Necht’ funkce ui řeš́ı úlohu (3.27)-(3.30). Potom předpis

c0i (x) = u0
i (|x|), x ∈ Ω, i = 1, . . . , L,

ci(x, t) = ui(|x|, t), (x, t) ∈ Ω × (0, T ), i = 1, . . . , L,
(3.40)

definuje funkce tř́ıdy

c0i ∈ L2 (Ω) , i = 1, . . . , L,

ci ∈ W 1,2
(
0, T ;L2 (Ω), H1 (Ω)

)
, i = 1, . . . , L,

(3.41)

a funkce ci řeš́ı úlohu (3.15)-(3.18) s počátečńımi podmı́nkami c0
i .

D̊ukaz. Je ci = QTui, platnost (3.41) plyne z předchoźıho lemmatu. Pro s.v. t ∈ (0, T ),
i = 1, . . . , L a v ∈ C1

(
Ω
)

〈v, ċi〉H1(Ω),[H1(Ω)]? = 4π 〈Pv, u̇i〉V,V ? ,

(v, ci)L2(Ω) = 4π (Pv, ui)U ,

[v, ci]H1(Ω) = 4π [Pv, ui]V ,

∫

Ω

vcicj dx =

R∫

0

(Pv)uiuj

∫

|x|=r

dS dr +

R∫

0

uiuj

∫

|x|=r

(v −QPv)
︸ ︷︷ ︸

∈A

dS dr

= 4π

R∫

0

r2(Pv)uiuj dr.

Pro v ∈ C1
(
Ω
)

jsou tedy (3.29) a (3.17) ekvivalentńı. Vzhledem ke spojitosti operátoru
P (rozš́ı̌reného na celý prostor H1 (Ω)) a vnořeńı H1 (Ω) ↪→ L6 (Ω) jsou obě strany obou
rovnic (3.29) a (3.17) spojité vzhledem k testovaćı funkci v. Plat́ı tedy (3.17) pro každé
v ∈ H1 (Ω), každé i = 1, . . . , L a skoro všechna t ∈ (0, T ).
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3.3 Existence řešeńı jednorozměrné úlohy

K d̊ukazu existence řešeńı úlohy (3.27)-(3.30) použijeme Galerkinovu metodu. Galerki-
nova metoda vyžaduje odvozeńı apriorńıho odhadu pro Galerkinovy aproximace v normě
prostoru W 1,2 (0, T ;U, V ). V lineárńı př́ıpadě (viz [28]) lze využ́ıt elipticity, v nelineárńım
př́ıpadě monotonie a koercivity (viz [8]). Zavedeme dodatečné zjednodušuj́ıćı předpoklady,
které koercivitu zaruč́ı. Otázku, zda je možné dokázat existenci řešeńı Galerkinovou meto-
dou pouze za předpoklad̊u (3.1)-(3.4), zodpovědět neumı́me.3

3.3.1 Zjednodušuj́ıćı předpoklady

Předpoklad 2.

1. Necht’

aijk = 0, j 6= k, i, j, k = 1, . . . , L. (3.42)

2. Označme

aij = aijj, i, j = 1, . . . , L,

a+
ij =

{

aij, i 6= j,

0, i = j,
i, j = 1, . . . , L.

Necht’ je matice

A+ =
(
a+
ij

)L

i,j=1
(3.43)

ireducibilńı.

Předpokládáme tedy, že soustava reakćı obsahuje pouze monomolekulové a rekom-
binačńı reakce. Ireducibilita znamená, že orientovaný graf, jehož vrcholy jsou reaguj́ıćı
látky, a hrany vedou od reaktant̊u rekombinačńıch reakćı k produkt̊um, je silně souvislý.
O monomolekulových reakćıch nepředpokládáme nic.

Pokud zanedbáme lineárńı členy a polož́ıme bij = 0, lze předpoklad ireducibility matice
A+ vynechat a dokázat existenci postupně pro každou komponentu souvislosti jej́ıho grafu.

3Speciálńım př́ıpadem soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćı jednoduchou chemickou
reakci A + B → C se zabývá [23]. Základńım prostředkem jsou odhady tvaru

sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖Lp1
≤ sup

t∈[0,T ]

‖f(t)‖Lp2

s vhodnými exponenty p1 > p2 pro řešeńı u lineárńı skalárńı rovnice

∂u

∂t
= ∆u + f.

Nelineárńı členy se přesouvaj́ı do pravé strany a použ́ıvá se apriorńı odhad v L1-normě. Důkaz využ́ıvá
speciálńıho tvaru soustavy chemických rovnic a nelze zobecnit na složitěǰśı soustavy.

V literatuře [19] lze také nalézt teorii nelineárńıch parabolických rovnic s klasickými derivacemi, hlad-
kými počátečńımi podmı́nkami i řešeńım.
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3.3.2 Modifikovaná soustava

Pro zjednodušeńı zápisu zavedeme daľśı označeńı.

Definice 3. Definujeme prostor

V = V × · · · × V
︸ ︷︷ ︸

L×

,

jehož prvky jsou L-tice funkćı v = (v1, . . . , vL), se skalárńım součinem a normou

(v,w)
V

=
L∑

i=1

(vi, wi)V , ‖v‖
V

=

(
L∑

i=1

‖vi‖2
V

) 1
2

.

Duál V ? ztotožńıme s prostorem

(V ?)L = V ? × · · · × V ?

︸ ︷︷ ︸

L×

definićı

〈v,f〉
V ,V ? =

L∑

i=1

〈vi, fi〉V,V ? .

Obdobně chápeme kartézské mocniny ostatńıch uvažovaných prostor̊u. Ṕı̌seme v ≥ 0,
jestliže vi ≥ 0 pro všechna i = 1, . . . , L.

Existenci dokážeme nejprve pro upravenou soustavu, do ńıž vhodně doplńıme absolutńı
hodnoty. Později dokážeme nezápornost řešeńı a budeme moci absolutńı hodnoty opět
odstranit.

Definice 4. Definujeme operátory

D,A,B,G : V → V ?,

〈v,Du〉
V ,V ? =

L∑

i=1

Di [vi, ui]V ,

〈v,Au〉
V ,V ? =

L∑

i,j=1

aij

R∫

0

x2vi-uj-i,j|uj| dx,

〈v,Bu〉
V ,V ? =

L∑

i,j=1

bij

R∫

0

x2vi-uj-i,j dx,

〈v,Gu〉
V ,V ? = 〈v,−Du + Au+ Bu〉

V ,V ? , u, v ∈ V ,
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kde

-z-i,j =

{

z pro i = j,

|z| pro i 6= j,

a lineárńı operátor

L : V → V , Lv = (µ1v1, . . . , µLvL) , v ∈ V .

Koeficienty µi > 0 urč́ıme dále.

Úloha 4. Necht’ plat́ı předpoklady (3.1)-(3.4), (3.42)-(3.43) a je dáno

u0 ∈ U . (3.44)

Hledáme u ∈ W 1,2 (0, T ;U ,V ) splňuj́ıćı

u̇(t) = Gu(t) pro s.v. t ∈ (0, T ) (3.45)

a počátečńı podmı́nku
u(0) = u0. (3.46)

Základem d̊ukazu existence řešeńı je následuj́ıćı lemma, kde z předpoklad̊u (3.42)-(3.43)
odvod́ıme jistou vlastnost koercivity.

Lemma 13. Za předpoklad̊u (3.1)-(3.4) a (3.42)-(3.43) existuj́ı kladná č́ısla µi > 0, i =
1, . . . , L tak, že pro každé u ∈ V plat́ı

〈Lu,Au〉
V ,V ? ≤ 0.

D̊ukaz. I. Nejprve nalezneme č́ısla µi > 0 tak, aby

L∑

i,j=1

µiaijxi-xj-i,j|xj| ≤ 0, x ∈ IRL. (3.47)

Necht’ je x ∈ IRL je libovolný vektor, µi, σi > 0 zat́ım neurčité a xi = σiyi. Plat́ı

L∑

i,j=1

µiaijxi-xj-i,j|xj| =

L∑

i,j=1

µiσiσ
2
jaijyi-yj-i,j|yj| =

L∑

i=1

µiσ
3
i aii|yi|3 +

L∑

i,j=1
i6=j

µiσiaijσ
2
j yi|yj|2.

Z Youngovy nerovnosti plyne

|yi||yj|2 ≤
1

3
|yi|3 +

2

3
|yj|3.

Podle (3.2) je a+
ij = aij = aijj ≥ 0, i 6= j,
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L∑

i,j=1
i6=j

µiσiaijσ
2
jyi|yj|2 ≤

L∑

i,j=1
i6=j

µiσiaijσ
2
j

(
1

3
|yi|3 +

2

3
|yj|3

)

=
1

3

L∑

i=1

µiσi|yi|3
L∑

j=1
j 6=i

aijσ
2
j +

2

3

L∑

j=1

σ2
j |yj|3

L∑

i=1
i6=j

µiσiaij

=

L∑

i=1







1

3
µiσi

L∑

j=1
j 6=i

aijσ
2
j +

2

3
σ2
i

L∑

j=1
j 6=i

µjσjaji







|yi|3

=
L∑

i=1

(

1

3
µiσi

L∑

j=1

a+
ijσ

2
j +

2

3
σ2
i

L∑

j=1

µjσja
+
ji

)

|yi|3.

Z ireducibility A+ a (3.3) plyne aii < 0. Definujeme matici Z ∈ IRL×L s prvky

zij =
mia

+
ij

mj|ajj|
, i, j = 1, . . . , L.

Pro e = (1, . . . , 1)T a každé j = 1, . . . , L plat́ı

(
eTZ

)

j
=

L∑

i=1

zij =
1

mj|ajj|

L∑

i=1

mia
+
ij

=
1

mj|ajj|

L∑

i=1
i6=j

miaij =
1

mj|ajj|








L∑

i=1

miaij

︸ ︷︷ ︸

=0

−mjajj








= − mjajj
mj|ajj|

= 1.

Spektrálńı poloměr matice ZT a tedy také spektrálńı poloměr matice Z je roven 1 (třeba z
Geršgorinovy věty, zii = 0). Matice Z je nezáporná a ireducibilńı, existuje (podle Perron-
Frobeniovy věty) kladný vlastńı vektor g ∈ IRL př́ıslušný vlastńımu č́ıslu 1, tj.

L∑

j=1

zijgj = gi, i = 1, . . . , L.

Tedy

L∑

j=1

a+
ij

gj
mj|ajj|

=
gi
mi
,

L∑

j=1

a+
jimj = mi|aii|, i = 1, . . . , L.

Č́ısla σi a µi zvoĺıme tak, aby

σ2
j =

gj
mj|ajj|

, µjσj = mj, j = 1, . . . , L,
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tj.

σj = g
1/2
j m

−1/2
j |ajj|−1/2, µj = m

3/2
j |ajj|1/2g−1/2

j .

Potom

L∑

j=1

a+
ijσ

2
j =

gi
mi
,

L∑

j=1

µjσja
+
ji = mi|aii|

a plat́ı

1

3
µiσi

L∑

j=1

a+
ijσ

2
j +

2

3
σ2
i

L∑

j=1

µjσja
+
ji =

1

3
mi ·

gi
mi

+
2

3

gi
mi|aii|

·mi|aii| = gi,

µiσ
3
i aii = −µiσi ·σ2

i · |aii| = −mi ·
gi

mi|aii|
· |aii| = −gi.

T́ım je odhad odhad (3.47) dokázán:

L∑

i,j=1

µiaijxi-xj-i,j|xj| ≤
L∑

i=1

(−gi) |yi|3 +
L∑

i=1

gi|yi|3 = 0.

II. Pro každé u ∈ V plat́ı

〈Lu,Au〉
V ,V ? =

L∑

i,j=1

aij

R∫

0

ξ2 (µiui) -uj-i,j|uj| dξ

=

R∫

0

ξ2

(
L∑

i,j=1

µiaijui-uj-i,j|uj|
)

dξ ≤ 0.

Kladné koeficienty µi umožňuj́ı použ́ıvat výraz (Lv, v)
U

resp. (Lv, v)
V

mı́sto normy
‖v‖

U
resp. ‖v‖

V
.

Lemma 14. Existuj́ı č́ısla CAB ≥ 0, CAD > 0, cµ, Cµ > 0 tak, že pro všechna v ∈ V plat́ı

〈Lv,Bv〉
V ,V ? ≤ CAB (Lv, v)

U
, −〈Lv,Dv〉

V ,V ? ≤ −CAD [Lv, v]
V
,

cµ (v, v)
U
≤ (Lv, v)

U
≤ Cµ (v, v)

U
,

cµ [v, v]
V
≤ [Lv, v]

V
≤ Cµ [v, v]

V
.

D̊ukaz. Plyne okamžitě z definice operátoru L a nezápornosti č́ısel µi.
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3.3.3 Galerkinova metoda

Důkaz existence řešeńı lineárńı skalárńı rovnice pomoćı Galerkinovy metody, který je uve-
den např. v [28], lze už s pomoćı lemmatu 13 bez problémů upravit pro př́ıpad úlohy
(3.44)-(3.46). Jen stručně zde uvedeme postup.

Zvoĺıme skalárńı bázové funkce

ωn ∈ V, n = 1, 2, . . . .

s vlastnostmi

1. ωn jsou ortonormálńı v ( · , · )U a ortogonálńı v [ · , · ]V ,

2. {ωn : n = 1, 2, . . . } je hustá podmnožina U ,

3. {ωn : n = 1, 2, . . . } je hustá podmnožina V .

Zavedeme systém konečně dimenzionálńıch podprostor̊u Y N ⊂ V ,

Y N = Lin{ωni : n = 1, . . . , N, i = 1, . . . , L},
ωni = (0, . . . , 0, ωn, 0, . . . , 0) .

Definujeme N -tou galerkinovskou aproximaci

uN : [0, TN ] → Y N

jako maximálńı řešeńı počátečńı úlohy
〈
v, u̇N

〉

V ,V ? =
〈
v,GuN

〉

V ,V ? , v ∈ Y N , t ∈ [0, TN),

uN(0) = PNu0,
(3.48)

kde PN : U → Y N je ( · , · )U -ortogonálńı projekce. Počátečńı úloha (3.48) je ekvivalentńı
počátečńı úloze pro soustavu obyčejných diferenciálńıch diferenciálńı rovnic pro koeficienty
yN,ni v rozvoji

uN(t) =

L∑

i=1

N∑

n=1

yN,ni (t)ωni .

Pravá strana soustavy je zřejmě v yN,ni polynom nejvýše druhého stupně, s na čase nezá-
vislými koeficienty. Úloha (3.48) má tedy jednoznačné řešeńı tř́ıdy

uN ∈ C1
(
[0, TN);Y N

)
.

Z (3.48), lemmat 13 a 14 plyne ,,energetický” odhad

sup
0≤t≤T̃

(
LuN ,uN

)

U
+

T̃∫

0

[
LuN ,uN

]

V
dt ≤ C

(
LPNu0, PNu0

)

U
,
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∥
∥uN

∥
∥
L∞(0,T̃ ;U) +

∥
∥uN

∥
∥
L2(0,T̃ ;V ) ≤ C

∥
∥u0

∥
∥

U
,

T̃ < TN , N = 1, 2, . . . .

Z omezenosti řešeńı (3.48) plyne TN = +∞, Galerkinova aproximace existuje na celém
intervalu [0, T ]. Pomoćı ortogonality ωn a vět o vnořeńı lze odvodit také odhad časové
derivace (druhá mocnina normy má p̊uvod v nelineárńım členu)

∥
∥u̇N

∥
∥
L2(0,T ;V ?)

≤ C
∥
∥u0

∥
∥2

U
, N = 1, 2, . . . .

Posloupnost uN je omezená v reflexivńım prostoruW 1,2 (0, T ;U ,V ), má slabě konvergentńı
podposloupnost. S využit́ım kompaktńıho vnořeńı

W 1,2 (0, T ;U, V ) ↪→ L2 (0, T ;U)

a lokálńı lipschitzovskosti nelineárńıch člen̊u (viz d̊ukaz lemmatu 1 na str. 28) lze dokázat,
že slabá limita je hledaným řešeńım úlohy (3.44)-(3.46).

3.3.4 Nezápornost

Nezápornost řešeńı ověř́ıme testováńım (3.48) zápornou část́ı řešeńı (viz [22]).

Lemma 15.

1. Necht’ v ∈ V . Potom záporná část v− funkce v,

v−(x) =

{

v(x) v(x) < 0,

0 v(x) ≥ 0,
(3.49)

je také funkce z prostoru V . Plat́ı

v−x (x) =

{

vx(x) v(x) < 0,

0 v(x) ≥ 0.
(3.50)

2. Necht’ w ∈ W 1,2 (0, T ;U, V ). Potom

2

t∫

s

〈
w−(τ), ẇ(τ)

〉

V,V ? dτ =

∫

{w(t)<0}

x2w2(x, t) dx−
∫

{w(s)<0}

x2w2(x, s) dx (3.51)

kde
{v < 0} = {x ∈ [0, R] : v(x) < 0}, v ∈ V.
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D̊ukaz. I. Pravé strany (3.49) a (3.50) jsou zřejmě funkce z prostoru U . K dokončeńı
d̊ukazu prvńıho tvrzeńı lemmatu stač́ı ukázat, že (3.50) je skutečně slabou derivaćı funkce
v−. V knize [6] je uvedena následuj́ıćı vlastnost Sobolevových prostor̊u:

Je-li F : IR → IR lipschitzovská funkce a u ∈ W 1,p (G), 1 ≤ p ≤ ∞, G ⊂ IRn, potom
složená funkce F (u) lež́ı v prostoru W 1,p (G) a plat́ı

∇F (u(x)) =

{

F ′(u(x))∇u(x), pokud F ′ je diferencovatelná v u(x)

0, jinak

pro skoro všechna x ∈ G.
Speciálně, tato vlastnost plat́ı pro složenou funkci F (u), kde F (y) = y− a vnitřńı funkce

u je z prostoru H1 (r, R). Vzhledem k vnořeńı V ↪→ H1 (r, R), 0 < r < R, je tedy skutečně
(3.50) slabou derivaćı funkce v− pro každé v ∈ V .

II. Pro ε > 0 definujme (srov. [22])

Fε(y) =

{

− (ε2 + y2)
1
2 + ε y < 0,

0 y ≥ 0,

G(y) =

y∫

0

Fε(η) dη, y ∈ IR.

Zřejmě Fε, Gε ∈ C1 (IR),

|Fε(y)| ≤ |y|, |Fε(y) − Fε(z)| ≤ |y − z|, |F ′
ε(y)| ≤ 1.

Pro každé v ∈ V je F (v) ∈ V , pro každé v ∈ U plat́ı G(v) ∈ L1
x2. Je-li

w ∈ C1
(
[0, T ];C1 ([0, R])

)
,

potom

t∫

s

〈Fε (w(τ)), ẇ(τ)〉V,V ? dτ =

t∫

s

R∫

0

x2Fε (w(x, τ)) ẇ(x, τ) dx dτ

=

t∫

s

d

dτ





R∫

0

x2Gε (w(x, τ)) dx



 dτ =

R∫

0

x2Gε (w(x, t)) dx−
R∫

0

x2Gε (w(x, s)) dx.

(3.52)

III. Necht’ w ∈ W 1,2 (0, T ;U, V ). Existuje posloupnost funkćı

wn ∈ C1
(
[0, T ];C1 ([0, R])

)
, n ∈ IN,
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tak, že wn → w v prostoru W 1,2 (0, T ;U, V ). Speciálně wn → w v Lebesguově prostoru

L2
x2 ((0, R) × (0, T )) =






v :

T∫

0

R∫

0

x2v2(x, t) dx <∞






.

Z konvergence v Lp-normě plyne existence vybrané posloupnosti, která konverguje skoro
všude. Lze tedy volit wn tak, aby

wn(x, t) → w(x, t), pro s.v. (x, t) ∈ (0, T ) × (0, R).

Rovnost (3.52) plat́ı pro funkce wn. Provedeme limitńı přechod wn → w na obou stranách
(3.52) s pevným ε > 0. Na levé straně

∣
∣
∣
∣
∣
∣

t∫

s

〈Fε (wn(τ)), ẇn(τ)〉V,V ? dτ −
t∫

s

〈Fε (w(τ)), ẇ(τ)〉V,V ? dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ ‖Fε(wn) − Fε(w)‖L2(0,T ;V ) ‖ẇn‖L2(0,T ;V ?) + ‖Fε(w)‖L2(0,T ;V ) ‖ẇn − ẇ‖L2(0,T ;V ?) ,

vynecháváme argumenty (x, t)

‖Fε(wn) − Fε(w)‖2
L2(0,T ;V )

≤
T∫

0

R∫

0

x2
{

|Fε(wn) − Fε(w)|2 + |F ′
ε(w

n)wnx − F ′
ε(w)wx|2

}

dx dt

≤
T∫

0

R∫

0

x2|wn − w|2 dx dt + 2

T∫

0

R∫

0

x2 |F ′
ε(w

n)|2 |wnx − wx|2 dx dt

+ 2

T∫

0

R∫

0

x2 |F ′
ε(w

n) − F ′
ε(w)|2 |wx|2 dx dt. (3.53)

Protože F ′
ε(w

n) → F ′
ε(w) s.v. a integrand posledńıho členu v (3.53) lze majorizovat

|F ′
ε(w

n) − F ′
ε(w)|2 |wx|2 ≤ 2

(

sup
y∈IR

F ′
ε(y)

)

|wx|2 ,

konverguje posledńı člen (3.53) k nule. Konvergence ostatńıch člen̊u je zřejmá.
Na pravé straně (3.52)

|Gε(y) −Gε(z)| ≤

∣
∣
∣
∣
∣
∣

z∫

y

|η| dη

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
1

2

∣
∣
∣y|y| − x|x|

∣
∣
∣ ≤

(
|x| + |y|

)
|x− y| ,
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∣
∣
∣
∣
∣
∣

R∫

0

x2Gε(w(x, t)) dx−
R∫

0

x2Gε(w
n(x, t)) dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
R∫

0

x2
(
|w(x, t)| + |wn(x, t)|

)
|w(x, t) − wn(x, t)| dx ≤

≤
(
‖w(t)‖U + ‖wn(t)‖U

)
‖w(t) − wn(t)‖U → 0,

z vnořeńı W 1,2 (0, T ;U, V ) ↪→ C ([0, T ];U).
IV. Rovnost (3.52) tedy plat́ı pro všechna w ∈ W 1,2 (0, T ;U, V ) a všechna ε > 0.

Provedeme limitńı přechod ε→ 0+ při pevném w. Plat́ı

Fε(w(x, t)) → w−(x, t), F ′
ε(w(x, t))wx(x, t) → w−

x (x, t),

Gε(w(x, t)) → 1

2

[
w−(x, t)

]2

pro s.v. (x, t) ∈ (0, R) × (0, T ). Z toho plyne
∥
∥Fε(w) − w−

∥
∥
L2(0,T ;V )

→ 0,

R∫

0

x2G(w(x, t)) dx→ 1

2

R∫

0

x2
[
w−(x, t)

]2
dx =

1

2

∫

{w(t)<0}

x2w2(x, t) dx

a (3.51) je dokázáno.

Lemma 16. Necht’ plat́ı předpoklady (3.1)-(3.4), (3.42)-(3.43) a 0 ≤ u0 ∈ U . Potom je
řešeńı úlohy (3.44)-(3.46) nezáporné, tj. pro s.v. x ∈ [0, R], všechna t ∈ [0, R] a všechna
i = 1, . . . , L plat́ı

ui(x, t) ≥ 0.

D̊ukaz. Pro s.v. t ∈ (0, T ), i = 1, . . . , L, vi = u−i (t) plat́ı

−Di [vi, ui]V = −Di

∫

{ui<0}

x2 (ui)
2
x dx ≤ 0,

aii

R∫

0

x2vi-ui-i,i |ui| dx = − |aii|
∫

{ui<0}

x2u2
i |ui| dx ≤ 0,

aij

R∫

0

x2vi-uj-i,j |uj| dx = |aij|
∫

{ui<0}

x2ui |uj|2 dx ≤ 0, i 6= j = 1, . . . , L

bii

R∫

0

x2vi-ui-i,i dx = − |bii|
∫

{ui<0}

x2u2
i dx ≤ 0,
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bij

R∫

0

x2vi-uj-i,j dx = |bij|
∫

{ui<0}

x2ui|uj| dx ≤ 0, i 6= j = 1, . . . , L.

Z (3.45) dosazeńım v = (0, . . . , 0, vi, 0, . . . , 0) a integraćı přes časový interval plyne

s∫

0

〈
u−i , u̇i

〉

V,V ? dt ≤ 0, 0 ≤ s ≤ T.

Proto

0 ≤
∫

{ui(s)<0}

x2u2
i (x, s) dx ≤

∫

{ui(0)<0}

x2u2
i (x, 0) dx = 0,

u(x, s) = 0 pro s.v x ∈ [0, R] a všechna s ∈ [0, T ].

3.3.5 Existenčńı věta

V předchoźıch odstavćıch jsme za předpoklad̊u (3.42)-(3.43) dokázali existenci řešeńı mo-
difikované úlohy (3.44)-(3.46). Řešeńı je nezáporné, takže je také řešeńım p̊uvodńı jedno-
rozměnré úlohy (3.27)-(3.30). Řešeńı úlohy (3.27)-(3.30) je jednoznačné (v d̊usledku vět 2,
3).

Věta 4. Za předpoklad̊u (3.42)-(3.43) má úloha (3.27)-(3.30) právě jedno řešeńı. Toto
řešeńı je nezáporné.

3.4 Eliptická regularita

V této části uvedeme daľśı vlastnosti studované úlohy, potřebné pro vyšetřováńı nume-
rického řešeńı. Týkaj́ı se regularity řešeńı lineárńıch úloh v prostoru V a jsou pouze
přeneseńım fakt̊u známých o eliptických rovnićıch na oblastech s hladkou hranićı v IR3.
Vlastnost, kterou uvád́ıme jako Lemma 18, je pro jiné okrajové podmı́nky uvedena bez
formálńıho d̊ukazu v [25].

Definice 5. Necht’ H2
x2 je množina všech funkćı u ∈ V , jejichž druhá distributivńı derivace

uxx lež́ı také v prostoru U . Použ́ıváme normu

‖u‖H2
x2

=



‖u‖2
V +

R∫

0

x2u2
xx(x) dx





1
2

, u ∈ H2
x2. (3.54)

Vlastnosti prostoru H2
x2 jsou analogické vlastnostem prostoru H2 (Ω).

Vlastnost 7. 1. Prostor H2
x2 je separabilńı Banach̊uv prostor, C∞ ([0, R]) tvoř́ı hustou

podmnožinu prostoru H2
x2 .
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2. Plat́ı H2
x2 ↪→ C ([0, R]),

max
x∈[0,R]

|u(x)| ≤ C ‖u‖
1
2
V ‖u‖

1
2

H2
x2
, u ∈ H2

x2.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı viz [10]. Druhé tvrzeńı plyne z vnořeńı

V ↪→ L2 (0, R) , H2
x2 ↪→ H1 (0, R) ↪→ C ([0, R])

a nerovnosti (3.24).

Lemma 17. Zobrazeńı P (srov. (3.33), str. 36) definované předpisem

(Pv)(r) =
1

4π

∫

|y|=1

v(ry) dS, v ∈ C
(
Ω
)
,

je spojitý lineárńı operátor P : H2 (Ω) → H2
x2.

D̊ukaz. V d̊usledku vnořeńı H2 (Ω) ↪→ C
(
Ω
)

je Pv definováno pro každé v ∈ H2 (Ω). Pro

v ∈ C2
(
Ω
)

plat́ı

(Pv)xx (r) =
d2

dr2

1

4π

∫

|y|=1

v(ry) dS =
1

4π

∫

|y|=1

yTA(ry)y dσ(y),

kde A(x) je Hessova matice funkce v v bodě x,

Aij(x) =
∂2v(x)

∂xi∂xj
, x ∈ Ω.

Využijeme ekvivalenci spektrálńı a Frobeniovy maticové normy (plat́ı s konstantou 1)
a Hölderovu nerovnost

|(Pv)xx( r)| ≤
1

4π

∫

|y|=1

‖A(ry)‖2 dS ≤ 1√
4πr2






∫

|x|=r

‖A(x)‖2
F dS






1
2

,

R∫

0

x2 |(Pv)xx|
2 dx ≤

R∫

0

r2 1

4πr2

∫

|x|=r

‖A(x)‖2
F dS dr =

1

4π

∫

Ω

‖A(x)‖2
F dx

=
1

4π

∫

Ω

3∑

i,j=1

(
∂2v(x)

∂xi∂xj

)2

dx =
1

4π
‖v‖2

H2(Ω) .

C2
(
Ω
)

je hustá podmnožina H2 (Ω), tedy ‖Pv‖H2
x2

≤ C ‖v‖H2(Ω) pro každé v ∈ H2 (Ω).
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Vlastnost 8. Pro každé f ∈ L2 (Ω) existuje právě jedno uf ∈ H1 (Ω) tak, že

∫

Ω

∇uf ·∇v dx +

∫

Ω

ufv dx =

∫

Ω

fv dx, v ∈ H1 (Ω) . (3.55)

Nav́ıc uf ∈ H2 (Ω) a
‖uf‖H2(Ω) ≤ C ‖f‖L2(Ω) .

D̊ukaz. Jedná se o eliptickou úlohu s hladkými koeficienty na oblasti s hladkou hranićı. Viz
[15].

Odvod́ıme jednorozměrnou verzi uvedené vlastnosti.

Lemma 18. Pro každé f ∈ U existuje právě jedno uf ∈ V tak, že

[uf , v]V + (uf , v)U = (f, v)U , v ∈ V. (3.56)

Nav́ıc uf ∈ H2
x2 a

‖uf‖H2
x2

≤ C ‖f‖U .

D̊ukaz. Existence uf ∈ V je zřejmá, levá strana (3.56) je spojitá a V -eliptická bilineárńı
forma. Plat́ı

[v,Quf ]H1(Ω) + (v,Quf)L2(Ω) = (Quf , Qf)L2(Ω) , v ∈ V,

což je (3.55) s Quf a Qf mı́sto uf a f . Protože Qf ∈ U , je Qu ∈ H2 (Ω),

‖uf‖H2
x2

= ‖PQuf‖H2
x2

≤ C ‖Quf‖H2(Ω) ≤ C ‖Qf‖L2(Ω) ≤ C ‖f‖U .
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Kapitola 4

Numerické řešeńı

Jednorozměrnou úlohu (3.27)-(3.30) budeme řešit přibližně Galerkinovou metodou semi-
diskretizace v prostoru. Vycháźıme z knihy [25], která se zabývá Galerkinovou metodou
pro lineárńı i nelineárńı úlohy na oblastech v IRn, i speciálńımi př́ıpady diskretizace lineárńı
singulárńı úlohy

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
− 2

x

∂u

∂x
+ q(x)u = f(x), x ∈ (0, 1), t ≥ 0,

∂u

∂x
(0, t) = u(1, t) = 0 t ≥ 0,

u(x, 0) = v(x) x ∈ (0, 1),

která je v jedné z možných slabých formulaćı až na nelineárńı členy a okrajové podmı́nky
shodná s jednou rovnićı naš́ı jednorozměrné soustavy (3.27)-(3.30).

Formálně je Galerkinova metoda v této kapitole totožná s (3.48) z části 3.3. Tam jsme
Galerkinovu metodu použili k d̊ukazu existence řešeńı úlohy (3.27)-(3.30). Ukázali jsme, že
za dodatečných předpoklad̊u lze z posloupnosti Galerkinových aproximaćı vybrat podpo-
sloupnost, jej́ıž slabá limita je hledané řešeńı. Jednotlivé aproximace samostatný význam
neměly.

V této kapitole využijeme existence a vlastnost́ı řešeńı (3.27)-(3.30) k sestrojeńı jiného
systému Galerkinových aproximaćı. Jednotlivé aproximace budeme schopni realizovat na
poč́ıtači. Ukážeme, jak rychle se bĺıž́ı k přesnému řešeńı. Budeme je moci použ́ıt jako
přibližná řešeńı, tedy jako nahrážky řešeńı úlohy (3.27)-(3.30), a t́ım také řešeńı troj-
rozměrné úlohy (3.15)-(3.18), při studiu vlastnost́ı fyzikálńıho problému, popsaného v ka-
pitole 2.

Začneme nejprve definićı přibližného řešeńı. Diskrétńı prostor Vh budeme specifikovat
později.
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4.1 Semidiskretizace v prostoru

Zvoĺıme konečně rozměrný prostor Vh pro diskrétńı řešeńı

Vh = Lin{ϕ0, . . . , ϕM−1} ⊂⊂ V, dimVh = M (4.1)

Diskrétńı řešeńı uhi hledáme jako funkce definované na časovém intervalu [0, T ] s hodnotami
v prostoru Vh.

uhi : [0, T ] → Vh, i = 1, . . . , L.

Dosazeńım těchto funkćı do (3.29) a testováńım funkcemi z Vh dojdeme k diskrétńı úloze.

Úloha 5. Hledáme funkce

uhi ∈ C1 ([0, T ];Vh) , i = 1, . . . , L, (4.2)

splňuj́ıćı

(
vh, u̇hi

)

U
= −Di

[
vh, uhi

]

V
+

R∫

0

x2vh

(
L∑

j,k=1

aijku
h
ju

h
k +

L∑

j=1

biju
h
j

)

dx,

t ∈ (0, T ), vh ∈ Vh,

(4.3)

uhi (0) = uh;0
i , (4.4)

i = 1, . . . , L, kde uh;0
i ∈ Vh jsou vhodné diskrétńı počátečńı podmı́nky.

Funkce uhi jsou lineárńı kombinace bázových funkćı,

uhi (t) =

M−1∑

µ=0

yiµ(t)ϕµ. (4.5)

Řešeńı úlohy (4.3),(4.4) je ekvivalentńı nalezeńı funkćı

yiµ ∈ C1 ([0, T ]; IR) , i = 1, . . . , L, µ = 0, . . . ,M − 1,

které řeš́ı soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic

M−1∑

µ=0

g0
mµẏiµ = −Di

M−1∑

µ=0

g1
mµyiµ +

L∑

j,k=1

aijk

M−1∑

µ,ν=0

fmµνyjµykν +

L∑

j=1

bij

M−1∑

µ=0

g0
mµyjµ,

i = 1, . . . , L, m = 0, . . . ,M − 1, (4.6)

kde
g0
µν = (ϕµ, ϕν)U , µ, ν = 0, . . . ,M − 1,

g1
µν = [ϕµ, ϕν]V , µ, ν = 0, . . . ,M − 1,

fmµν =

R∫

0

x2ϕmϕνϕµ dx, m, µ, ν = 0, . . . ,M − 1,

(4.7)
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s počátečńımi podmı́nkami y0
iν,

uh;0
i =

M−1∑

ν=0

y0
iνϕν.

V terminologii metody konečných prvk̊u je G0 =
(
g0
µν

)M−1

µ,ν=0
matice hmoty a G1 =

(
g1
µν

)M−1

µ,ν=0

matice tuhosti. Matice G0 je Grammova matice systému lineárně nezávislých funkćı ϕµ. Je
pozitivně definitńı, soustavu (4.6) lze rozřešit vzhledem k prvńı derivaci a převést na tvar

ẏ = F(y),

s nekonečně hladkou pravou stranou F . Soustava tedy má jednoznačné a nekonečně hladké
maximálńı řešeńı.

Zat́ım nemůžeme ř́ıci, zda definičńı obor řešeńı obsahuje celý požadovaný interval [0, T ].
Obrat’me se nejprve k volbě diskrétńıho prostoru Vh.

4.2 Diskrétńı prostor Vh

Za diskrétńı prostor Vh bereme prostor po částech lineárńıch funkćı, zadaných hodnotami
v M uzlech

0 = x0 < x1 < · · · < xM−1 = R. (4.8)

Označ́ıme

hµ = xµ+1 − xµ, µ = 0, 1, . . . ,M − 2,

h = max
µ=0,...,M−2

hµ.

Definujeme

Vh =
{
vh ∈ C ([0, R]) : vh je lineárńı na [xµ, xµ+1], µ = 0, . . . ,M − 2

}

a jeho bázi {ϕµ}Mµ=0,

ϕµ ∈ Vh, ϕµ(xν) = δµν , µ, ν = 0, 1, . . . ,M − 1. (4.9)

Prostor Vh je M -rozměrným podprostorem prostoru V . Jedná se o prostor lineárńıch
konečných prvk̊u nad jednorozměrným intervalem.

Dále odvod́ıme některé teoretické výsledky typické pro teorii konečných prvk̊u, ovšem
vždy vzhledem k normám s vahou x 7→ x2. Váha p̊usob́ı jisté obt́ıže v bĺızkosti bodu 0
a zhoršuje vlastnosti matic tuhosti G0 a hmoty G1.

Důvody těchto pot́ıž́ı budou zřejmé, pokud si úlohu (4.2)-(4.4) představ́ıme jako semi-
diskretizaci tř́ırozměrné úlohy (3.15)-(3.18) pomoćı bázových funkćı speciálńıho typu

ϕ̃µ(x) = ϕµ(|x|), x ∈ Ω, µ = 0, 1, . . . ,M − 1.
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Nosič funkce ϕ̃µ je mezikruži s vnitřńım poloměrem xµ a vněǰśım poloměrem xµ+1 = xµ+hµ.
Trojrozměrná mı́ra supp ϕ̃0 je zřejmě řádu h3, mı́ra supp ϕ̃M je řádu h. Báze je na prvńı
pohled ,,nevyvážená,” i při rovnoměrné śıti (hµ = h = R/(M − 1)). Jakékoliv pokusy
o ,,vyvážeńı” by ovšem vedly k nepřijatelnému omezeńı volby uzl̊u (4.8). V [25] se uvád́ı
(pro lineárńı úlohu a rovnoměrnou śıt’), že numerické řešeńı vykazuje poměrně velkou chybu
v bĺızkosti bodu 0, a doporučuje slabou formulaci s jinou vahou x 7→ x. Váha potom klesá
k nule pomaleji, ale slabá formulace odpov́ıdaj́ıćı eliptické úlohy neńı symetrická.

Postouṕıme k odvozeńı potřebných vlastnost́ı diskrétńıho prostoru Vh. Budeme před-
pokládat

h

min
µ=0,...,M−2

hµ
≤ C. (4.10)

Pokud ř́ıkáme, že nějaká veličina nezáviśı na diskretizaci, mysĺıme t́ım že nezáviśı na počtu
ani konkrétńı volbě uzl̊u (4.8), splňuj́ıćıch (4.10). Veličina ovšem může záviset na datech
úlohy, tedy na koeficientech aijk, bij, Di a počátečńı podmı́nce, nebo přesném řešeńı. Neńı-li
řečeno jinak, označuje ṕısmeno C v r̊uzných výrazech r̊uzné konstanty nezávislé diskreti-
zaci. Pokud chceme zd̊uraznit, že nějaká veličina na diskretizaci záviśı, ṕı̌seme k jej́ımu
symbolu horńı index h.

Budeme vyšetřovat asymptotické chováńı diskrétńı úlohy pro malá h. Zápis

lim
h→0

fh = f

chápeme takto: Pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že při libovolném počtu a volbě
uzl̊u (4.8) splňuj́ıćıch (4.10) a nerovnost

h = max
µ=0,...,M−2

hµ = max
µ=0,...,M−2

(xµ+1 − xµ) < δ

je symbol fh definován, fh ∈ IR a plat́ı

|fh − f | < ε.

Obdobně zápis
lim sup
h→0

fh = f

znamená, že pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že při libovolném počtu a volbě uzl̊u
(4.8) splňuj́ıćıch h < δ a (4.10) je symbol f h definován, fh ∈ IR a plat́ı fh < f + ε.
Definujeme

fh = O (hp) jestliže lim sup
h→0

1

hp
fh <∞,

fh = o (hp) jestliže lim
h→0

1

hp
fh = 0.
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4.2.1 Lagrangeovská interpolace

Definice 6. Pro každé v ∈ H2
x2 definujeme Πhv ∈ Vh rovnicemi

(
Πhv

)
(xµ) = v(xµ), µ = 0, . . . ,M − 1.

V d̊usledku vnořeńı H2
x2 ↪→ C ([0, R]) je definice korektńı. Odvod́ıme odhad chyby

interpolace.

Vlastnost 9. Existuje C > 0 tak, že pro každou funkci

u ∈ H2 (a, b) , u(a) = u(b) = 0,

plat́ı
b∫

a

u2(x) dx ≤ C(b− a)4

b∫

a

u2
xx(x) dx. (4.11)

Lemma 19.
∥
∥Πhu− u

∥
∥
U
≤ Ch2 ‖u‖H2

x2
, u ∈ H2

x2 .

D̊ukaz. Označme

e = Πhu− u, dµ =
u(xµ+1) − u(xµ)

hµ
, µ = 0, 1, . . . ,M − 2.

Pro x ∈ [xµ, xµ+1], µ = 0, 1, . . . ,M − 2, plat́ı

e(x) =
xµ+1 − x

hµ
u(xµ) +

x− xµ
hµ

u(xµ+1) − u(x),

ex(x) = dµ − ux(x),

exx(x) = −uxx(x).

Vzhledem k vnořeńı H2
x2 ↪→ H1 (0, R) plat́ı

d2
µ = h−2

µ |u(xµ+1) − u(xµ)|2 = h−2
µ





xµ+1∫

xµ

ux(x) dx





2

≤ h−1
µ

xµ+1∫

xµ

u2
x(x) dx.

Př́ıspěvek normy chyby na intervalu [xµ, xµ+1] odhadneme pomoćı (4.11). Plat́ı totiž
xe
∣
∣
[xµ,xµ+1]

∈ H2 (xµ, xµ+1),

xµ+1∫

xµ

x2e2(x) dx =

xµ+1∫

xµ

[xe(x)]2 dx ≤ C (xµ+1 − xµ)
4

xµ+1∫

xµ

[(xe(x))xx]
2 dx
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= Ch4
µ

xµ+1∫

xµ

[dµ − xuxx(x) − ux(x)]
2 dx ≤ Ch4

µ

xµ+1∫

xµ

x2
(
u2
xx + u2

x

)
dx.

Sečteme a využijeme vnořeńı H2
x2 ↪→ H1 (0, R),

‖e‖2
U =

M−2∑

µ=0

xµ+1∫

xµ

x2e2(x) dx ≤ Ch4
M−2∑

µ=0

xµ+1∫

xµ

x2
(
u2
xx + u2

x

)
dx ≤ Ch4 ‖u‖2

H2
x2
.

Při odhadu chyby v normě ‖ · ‖V využijeme následuj́ıćı variantu Poincarého nerovnosti

Vlastnost 10. Necht’ u ∈ V , 0 ≤ a < b ≤ R. Potom

b∫

a

x2u2 dx ≤ (b− a)2

π2

b∫

a

x2u2
x dx +

3

b3 − a3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

x2u dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

. (4.12)

D̊ukaz. V článku [20] je dokázána platnost

L∫

0

p(y)u2(y) dy ≤ L2

π2

L∫

0

p(y) [u′(y)]
2

dy +
1

L∫

0

p(y) dy





L∫

0

p(y)u(y) dy





2

pro každé L > 0, každou nezápornou konvexńı funkci p a každou po částech hladkou funkci
u. Nerovnost (4.12) je zřejmým d̊usledkem.

Lemma 20. Necht’ u ∈ V , 0 ≤ a < b ≤ R. Necht’

b∫

a

u(x) dx = 0.

Potom
b∫

a

x2u2(x) dx ≤ C(b− a)2

b∫

a

x2u2
x(x) dx. (4.13)

D̊ukaz. Položme

α =
1

b− a

b∫

a

x2 dx, g(x) =

x∫

a

(
s2 − α

)
ds.

Vyjádř́ıme analyticky α a g,

α =
1

3
· b

3 − a3

b− a
=
b2 + ab + a2

3
,
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g(x) =
x3 − a3

3
− α(x− a) =

(a+ x + b)(x− a)(x− b)

3
,

|g(x)| =
a+ b + x

3
(b− x)(x− a) ≤ b(b− a)x.

Plat́ı g(a) = g(b) = 0, integrujeme per partes a použijeme Hölderovu nerovnost

b∫

a

x2u(x) dx =

b∫

a

(
x2 − α

)
u(x) dx = −

b∫

a

g(x)ux(x) dx,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

x2u(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ b(b− a)

b∫

a

xux(x) dx,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

x2u(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

≤ b2(b− a)3

b∫

a

x2u2
x(x) dx.

aplikujeme (4.12),

b∫

a

x2u2(x) dx ≤ (b− a)2

π2

b∫

a

x2u2
x(x) dx +

3

b3 − a3
· b2(b− a)3

b∫

a

x2u2
x(x) dx

= (b− a)2

[

π−2 + 3
b2

b2 + ab + a2

] b∫

a

x2u2
x(x) dx ≤ 4(b− a)2

b∫

a

x2u2
x(x) dx.

Lemma 21.
∣
∣Πhu− u

∣
∣
V
≤ Ch ‖u‖H2

x2
, u ∈ H2

x2 .

D̊ukaz. Označme e = Πhu− u. Necht’ µ = 0, 1, . . . ,M − 2. Plat́ı

xµ+1∫

xµ

ex(x) dx = hµ ·
u(xµ+1) − u(xµ)

hµ
−

xµ+1∫

xµ

ux(x) dx = 0.

Podle předchoźıho lemmatu

xµ+1∫

xµ

x2e2x(x) dx ≤ Ch2
µ

xµ+1∫

xµ

x2e2xx(x) dx,

po sečteńı přes µ = 0, 1, . . . ,M − 2

R∫

0

x2e2x(x) dx ≤ Ch2

R∫

0

x2e2xx(x) dx.

64



4.2.2 Daľśı projekce a jejich vlastnosti

Budeme použ́ıvat ještě projekce ortogonálńı ve skalárńıch součinech ( · , · )U resp. ( · , · )V .
Projekci ortogonálńı v ( · , · )V budeme použ́ıvat namı́sto eliptické (Ritzovy) projekce. Bi-
lineárńı forma [ · , · ]V neńı V -eliptická. Z těchto technických d̊uvod̊u přidáváme do (4.14)
člen

(
vh, Rhu− u

)

U
.

Definice 7. Eliptickou projekci Rh : V → Vh a L2-ortogonálńı projekci P h : U → Vh
definujeme rovnicemi

[
vh, Rhu− u

]

V
+
(
vh, Rhu− u

)

U
= 0, vh ∈ Vh, (4.14)

(
vh, P hu− u

)

U
= 0, vh ∈ Vh. (4.15)

Lemma 22.

∥
∥Rhu− u

∥
∥
V
≤ ‖u‖V ,

∥
∥Rhu− u

∥
∥
U
≤ Ch ‖u‖V , u ∈ V, (4.16)

∥
∥Rhu− u

∥
∥
V
≤ Ch ‖u‖H2

x2
,

∥
∥Rhu− u

∥
∥
U
≤ Ch2 ‖u‖H2

x2
, u ∈ H2

x2 . (4.17)

D̊ukaz. Nerovnosti v levém sloupci lze dokázat standardńım postupem z ortogonality
a využit́ım vlastnost́ı projekce Πh. Zbylé nerovnosti plynou z lemmatu 18, str. 57 o eliptické
regularitě prostřednictv́ım duálńıho vyjádřeńı normy prostoru U .

Lemma 23. Pro každé u ∈ U plat́ı

P hu =

M−1∑

µ=0

zµ(u)ϕµ, (4.18)

kde

z(u) = G−1
0 y(u) ∈ IRM , G0 =

(
g0
µν

)M−1

µ,ν=0
∈ IRM×M ,

yµ(u) = (u, ϕµ)U = 〈ϕµ, u〉V,V ? , µ = 0, . . . ,M − 1.

Pomoćı těchto vzorc̊u lze P hu definovat i pro u ∈ V ?. Plat́ı

(
vh, P hu

)

U
=
〈
vh, u

〉

V,V ? , vh ∈ Vh, u ∈ V ?. (4.19)

D̊ukaz. Platnost (4.18) ověř́ıme násobeńım bázovými funkcemi

(

ϕν,
M−1∑

µ=0

zµ(u)ϕµ

)

U

=
M−1∑

µ=0

zµ(u) (ϕν, ϕµ)U =
M−1∑

µ=0

g0
νµzµ(u) = yν(u) = 〈ϕν, u〉V,V ?

a porovnáńım s definićı (4.15). Rozš́ı̌reńı na V ? je možné, protože ϕµ ∈ V .
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4.2.3 Inverzńı nerovnost

Lemma 24.

∥
∥vh
∥
∥
V
≤ Ch−1

∥
∥vh
∥
∥
U
, vh ∈ Vh. (4.20)

D̊ukaz. Postup d̊ukazu je modifikaćı techniky převodu na referenčńı element, využ́ıvaj́ıćı
speciálńıho tvaru váhy x 7→ x2. Uvažujme prostor lineárńıch funkćı definovaných na inter-
valu [0, 1],

L = {s ∈ [0, 1] 7→ αs+ β : α, β ∈ IR} .
Z ekvivalence norem na konečněrozměrném prostoru L plyne existence konstant Cj > 0,
j = 0, 1, 2 takových, že





1∫

0

sj
∣
∣
∣
∣

d

ds
`(s)

∣
∣
∣
∣

2

ds





1
2

≤ Cj





1∫

0

sj |`(s)|2 ds





1
2

, ` ∈ L, j = 0, 1, 2.

Proto

xµ+1∫

xµ

x2
∣
∣vhx(x)

∣
∣
2

dx = hµ

1∫

0

(xµ + hµs)
2
∣
∣vhx (xµ + hµs)

∣
∣
2

ds

=

2∑

j=0

(
2

j

)

x2−j
µ hj−1

µ

1∫

0

sj
∣
∣
∣
∣

d

ds
vh (xµ + hµs)

∣
∣
∣
∣

2

ds

≤
2∑

j=0

(
2

j

)

x2−j
µ hj−1

µ C2
j

1∫

0

sj
∣
∣vh (xµ + hµs)

∣
∣
2

ds ≤ Ch−2
µ

xµ+1∫

xµ

x2
∣
∣vhx(x)

∣
∣
2

dx. (4.21)

Nerovnost (4.20) dostaneme sečteńım (4.21) přes µ = 0, 1, . . . ,M−2 a využit́ım (4.10).

4.3 Globálńı existence diskrétńıho řešeńı, odhad chyby

Rovnice (4.6) je počátečńı úloha pro soustavu obyčejných nelineárńıch autonomńıch rovnic
s hladkou pravou stranou. Nelineárńı soustavy obecně nemaj́ı globálńı řešeńı. V části 3.3
jsme ukázali, že globálńı existenci a apriorńı odhady norem Galerkinovských aproximaćı
lze odvodit za dodatečných předpoklad̊u (3.42)-(3.43) o koeficientech aijk a bij. Zde bu-
deme postupovat jiným zp̊usobem. Budeme předpokládat existenci dostatečně regulárńıho
přesného řešeńı a dokazovat současně existenci diskrétńıho řešeńı i odhad chyby.

Předpoklad 3. Necht’

u0 ∈ L∞(0, R) (4.22)
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a úloha (3.27)-(3.30) s počátečńı podmı́nkou u0 má řešeńı

u ∈ W 1,2 (0, T ;U ,V )

s dodatečnými vlastnostmi

u ∈ L∞ (0, T ;L∞(0, R)) ∩ C1 ((0, T ];V ) , (4.23)

‖u(t)‖
V
≤ Ct−

1
2 , t ∈ (0, T ], (4.24)

T∫

0

t2 ‖u̇(t)‖2
V

dt <∞. (4.25)

Poznamenejme, že předpoklad (4.22) je poněkud umělý. O počátečńım stavu fyzikálńı
soustavy mnoho nev́ıme. Nelze očekávat spolehlivé vstupńı údaje o počátečńım rozložeńı
koncentrace látek, kromě celkového množstv́ı jednotlivých radikál̊u a nějaké informace
o velikosti clusteru. Z tohoto pohledu se L∞-norma zdá být př́ılǐs silná. Při skutečném
numerickém výpočtu je ovšem těžko představitelná ,,obecněǰśı” počátečńı podmı́nka než
po částech spojitá funkce. Ve škále Lebesgueových a Sobolevových prostor̊u je potom volba
prostoru L∞ přirozená.

Předpoklady (4.23)-(4.25) jsou odvozeny z vlastnost́ı slabého řešeńı homogenńı lineárńı
skalárńı úlohy

∂v

∂t
= D∆v, (x, t) ∈ Ω × (0, T ),

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω.
(4.26)

s počátečńı podmı́nkou v0 ∈ L∞ (Ω). Lze ukázat, že pokud řešeńı naš́ı nelineárńı úlohy
(3.27)-(3.30) s počátečńı podmı́nkou tř́ıdy L∞ existuje a je tř́ıdy W 1,2 (0, T ;U, V ), potom
splňuje (4.23)-(4.25).

Kniha [25] uvád́ı pro galerkinovskou semidiskretizaci homogenńı úlohy (4.26) s počá-
tečńı podmı́nkou v0 ∈ L2 (Ω) pomoćı konečných prvk̊u řádu p = 1, 2, . . . odhad chyby

∥
∥vh(t) − v(t)

∥
∥
L2(Ω)

≤ Chrt−
r
2 , t > 0, r = 1, 2, . . . , p+ 1. (4.27)

Pravá strana (4.27) roste nade všechny meze pro t → 0+. Avšak zvoĺıme-li pevně 0 <
t1 < t2, potom nerovnost zaručuje, že chyba má pro t ∈ [t1, t2] optimálńı řád O (hp+1)
v L2-normě.

Využijeme d̊ukazové techniky z [25], [11] pro odvozeńı analogického odhadu pro ne-
lineárńı soustavu. Vyjdeme tedy z vlastnost́ı operátoru diskrétńıho řešeńı homogenńı li-
neárńı úlohy.

4.3.1 Operátor řešeńı homogenńı úlohy

Vlastnost 11. Necht’ D > 0. Počátečńı úloha
(
vh, żh

)

U
+D

[
vh, zh

]

V
= 0, vh ∈ Vh, z

h(t) ∈ Vh, t ∈ (0, T ),

zh(0) = P hϕ,
(4.28)
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má pro každé ϕ ∈ V ? právě jedno řešeńı. Operátorová funkce Zh
D definovaná rovnićı

Zh
D (t)ϕ = zh(t), ϕ ∈ V ?, t ∈ (0, T ),

je tř́ıdy
Zh
D ∈ C∞ ([0, T ];L (V ?, Vh)) ,

kde L (V ?, Vh) je prostor všech spojitých lineárńıch operátor̊u z V ? do Vh. Pro každé ϕ ∈ V ?

a g ∈ L2 (0, T ;V ?) má počátečńı úloha

(
vh, żh

)

U
+D

[
vh, zh

]

V
=
〈
vh, g

〉

V,V ? , vh ∈ Vh, t ∈ (0, T ),

zh(0) = P hϕ,
(4.29)

právě jedno řešeńı, které lze psát ve tvaru

zh(t) = Zh
D (t)ϕ+

t∫

0

Zh
D (t− s) g(s) ds, t ∈ (0, T ). (4.30)

D̊ukaz. Plyne z ekvivalence (4.28) a homogenńı lineárńı soustavy obyčejných diferenciál-
ńıch rovnic s konstantńımi koeficienty.

Lemma 25. Pro každé D > 0 a T > 0 existuje CD,T > 0 nezávislé na diskretizaci tak, že
pro každé ϕ ∈ V ? a t ∈ (0, T ] plat́ı

∥
∥Zh

D (t)ϕ
∥
∥
U
≤
∥
∥P hϕ

∥
∥
U
,

∣
∣Zh

D (t)ϕ
∣
∣
V
≤
∣
∣P hϕ

∣
∣
V
, (4.31)

∥
∥Zh

D (t)ϕ
∥
∥
V
≤ CDt

− 1
2

∥
∥P hϕ

∥
∥
U
,

∥
∥Zh

D (t)ϕ
∥
∥
U
≤ CDt

− 1
2 ‖ϕ‖V ? , (4.32)

∥
∥
∥Żh

D (t)ϕ
∥
∥
∥
U
≤ CDt

−1
∥
∥P hϕ

∥
∥
U
,

T∫

0

t
∥
∥
∥Żh

D (t)ϕ
∥
∥
∥

2

U
dt ≤ CD

∥
∥P hϕ

∥
∥

2

U
. (4.33)

D̊ukaz. Nerovnosti (4.31) odvod́ıme dosazeńım vh = zh(t) resp. vh = żh(t) do (4.28).

1

2

d

dt

∥
∥zh(t)

∥
∥

2

U
= −D

∥
∥zh
∥
∥

2

V
≤ 0,

∥
∥zh(t)

∥
∥
U
≤
∥
∥zh(0)

∥
∥
U

=
∥
∥P hϕ

∥
∥
U
,

D

2

d

dt

∣
∣zh(t)

∣
∣
2

V
= −

∥
∥żh
∥
∥

2

U
≤ 0,

∣
∣zh(t)

∣
∣
V
≤
∣
∣zh(0)

∣
∣
V

=
∣
∣P hϕ

∣
∣
V
.

Nerovnosti (4.32) odvod́ıme dosazeńım vh = żh(t), vynásobeńım t a integraćı per partes

D

2
t
∣
∣zh(t)

∣
∣
2

V
− D

2

t∫

0

∣
∣zh(s)

∣
∣
2

V
ds =

t∫

0

s
D

2

d

ds

∣
∣zh(s)

∣
∣
2

V
ds ≤ 0,

∣
∣zh(t)

∣
∣
2

V
≤ 1

t

t∫

0

∣
∣zh(s)

∣
∣
2

V
ds =

1

2Dt

t∫

0

d

ds

∥
∥zh(s)

∥
∥

2

U
ds ≤ 1

2Dt

∥
∥zh(t)

∥
∥

2

U
,
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∥
∥zh(t)

∥
∥

2

V
=
∥
∥zh(t)

∥
∥

2

U
+
∣
∣zh(t)

∣
∣
2

V
≤ Ct−1

∥
∥zh(0)

∥
∥

2

U
, t ∈ (0, T ].

a využit́ım (4.19)

(
v, Zh

D (t)ϕ
)

U
=
(
v, Zh

D (t)P hϕ
)

U
=
(
Zh
D (t) v, P hϕ

)

U

=
〈
Zh
D (t) v, ϕ

〉

V,V ? ≤
∥
∥Zh

D (t) v
∥
∥
V
‖ϕ‖V ? ≤ Ct−

1
2 ‖v‖V ‖ϕ‖V ? ,

protože pro každé t ≥ 0 je restrikce Zh
D (t) na U samoadjungovaný operátor vzhledem ke

skalarńımu součinu ( · , · )U .
Homogenńı rovnici (4.28) splňuje také derivace żh(t). Podle (4.31) je norma

∥
∥żh(t)

∥
∥
U

nerostoućı funkce proměnné t. Nerovnosti (4.33) jsou d̊usledky odhadu

t2

2

∥
∥żh(t)

∥
∥

2

U
≤

t∫

0

s
∥
∥żh(s)

∥
∥

2

U
ds = −

t∫

0

s
D

2

d

ds

∣
∣zh(s)

∣
∣
2

V
ds

= −D
2
t
∣
∣zh(t)

∣
∣
2

V
+
D

2

t∫

0

∣
∣zh(s)

∣
∣
2

V
ds ≤ 1

4

∥
∥zh(0)

∥
∥

2

U
.

Lemma 26. Pro každé D > 0 a T > 0 existuje CD,T > 0 nezávislé na diskretizaci tak, že
pro každé t ∈ [0, T ], g ∈ L2 (0, t;V ?) plat́ı

∥
∥
∥
∥
∥
∥

t∫

0

Zh
D (t− s) g(s)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
U

≤ CD,T





t∫

0

‖g(s)‖2
V ? ds





1
2

, (4.34)

a pro každé ϕ ∈ V ?

T∫

0

∥
∥Zh

D (s)ϕ
∥
∥

2

U
ds ≤ CD,T ‖ϕ‖2

V ? . (4.35)

D̊ukaz. Nerovnost (4.34) plyne z (4.29), (4.30) dosazeńım ϕ = 0 a vh = zh(t)

1

2

d

dt

∥
∥zh(t)

∥
∥

2

U
dt ≤ −D

∣
∣zh(t)

∣
∣
2

V
+
D

2

∥
∥zht

∥
∥

2

V
+

1

2D
‖g(t)‖2

V ? ≤ D

2

∥
∥zh(t)

∥
∥

2

U
+

1

2D
‖g(t)‖2

V ? .

a následnou aplikaćı Gronwallovy nerovnosti.
K d̊ukazu (4.35) využijeme identifikaci (L2 (0, T ;U))

?
= L2 (0, T ;U). Pro každé g ∈

L2 (0, T ;U) plat́ı

∣
∣
∣
∣
∣
∣

T∫

0

(
g(s), Zh

D (T − s)ϕ
)

U
ds

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

T∫

0

〈
Zh
D (T − s) g(s), ϕ

〉

V,V ? ds

∣
∣
∣
∣
∣
∣
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≤

∥
∥
∥
∥
∥
∥

T∫

0

Zh
D (T − s) g(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
V

‖ϕ‖V ? .

Dosazeńım ϕ = 0, vh = żh(t) do (4.29), (4.30) dostaneme

D

2

d

dt

∣
∣zh(t)

∣
∣
2

V
dt ≤ −

∥
∥żh(t)

∥
∥

2

U
+

1

2

∥
∥żh(t)

∥
∥

2

U
+

1

2
‖g(t)‖2

U ≤ 1

2
‖g(t)‖2

U ,

po integraci a přičteńı (4.34)

∥
∥
∥
∥
∥
∥

T∫

0

Zh
D (T − s) g(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

V

≤
∥
∥zh(T )

∥
∥

2

V
≤ C

T∫

0

‖g(s)‖2
U ds.

Tedy

T∫

0

∥
∥Zh

D (s)ϕ
∥
∥

2

U
ds =

T∫

0

∥
∥Zh

D (T − s)ϕ
∥
∥

2

U
ds

= sup
g∈L2(0,T ;U)

1

‖g‖2
L2(0,T ;U)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

T∫

0

(
g(s), Zh

D (T − s)ϕ
)

U
ds

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

≤ C ‖ϕ‖2
V ? .

4.3.2 Vyjádřeńı chyby

Definice 8. Necht’ u ∈ W 1,2 (0, T ;U ,V ) je přesné řešeńı (3.27)-(3.30) a

uh ∈ C1 ([0, Th);V h)

maximálńı řešeńı počátečńı úlohy (4.3), (4.4) definované na intervalu [0, Th). Označme pro
i = 1, . . . , L

ei = uhi (t) − ui(t), t ∈ [0, Th),

ψi =
L∑

j,k=1

aijku
h
ju

h
k +

L∑

j=1

biju
h
j −

L∑

j,k=1

aijku
h
ju

h
k −

L∑

j=1

biju
h
j , t ∈ [0, Th), (4.36)

ρi(t) = Rhui(t) − ui(t), t ∈ (0, Th),

θi(t) = uhi (t) − Rhui(t), t ∈ (0, Th).

Lemma 27. Pro každé t ∈ (0, Th), i = 1, . . . , L a vh ∈ Vh plat́ı

(

vh, θ̇i

)

U
+Di

[
vh, θi

]

V
=
(
vh,−ρ̇i +Diρi + ψi

)

U
. (4.37)
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D̊ukaz. Pro t > 0 a i = 1, . . . , L je u̇i ∈ V podle předpokladu (4.23). Testujeme (3.29)
funkćı vh ∈ Vh, odečteme od (4.3) a využijeme definici (4.14) eliptické projekce Rh

(
vh, u̇hi − u̇i

)

U
= −Di

[
vh, uhi − ui

]

V
+
(
vh, ψi

)

U

= −Di

[
vh, uhi − Rhui

]

V
−Di

[
vh, Rhui − ui

]

V
+
(
vh, ψi

)

U

= −Di

[
vh, uhi − Rhui

]

V
+Di

(
vh, Rhui − ui

)

U
+
(
vh, ψi

)

U

= −Di

[
vh, θi

]

V
+
(
vh, Diρi + ψi

)

U
.

Derivováńım definice ρi a θi podle t dostaneme rovnost

(
vh, u̇hi − u̇i

)

U
=
(

vh, θ̇i + ρ̇i

)

U
.

Porovnáńım vyjde (4.37).

Lemma 28. Pro každé i = 1, . . . , L a t ∈ (0, Th) plat́ı

θi(t) = Zh
i (t) ei(0) − Zh

i

(
t

2

)

ρi

(
t

2

)

−

t
2∫

0

Żh
i (t− s) ρi(s) ds

−
t∫

t
2

Zh
i (t− s) ρ̇i(s) ds+

t∫

0

Zh
i (t− s) [Diρi(s) + ψi(s)] ds (4.38)

kde Zh
i = Zh

Di
.

D̊ukaz. Necht’ t0, t ∈ (0, Th) a t0 <
1
2
t. Z (4.37) a (4.30) plyne

θi(t) = Zh
i (t− t0) θi(t0) +

t∫

t0

Zh
i (t− s) [−ρ̇i(s) +Diρi(s) + ψi(s)] ds

= Zh
i (t) θi(t0) −

t/2∫

t0

Zh
i (t− s) ρ̇i(s) ds

−
t∫

t/2

Zh
i (t− s) ρ̇i(s) ds+

t∫

t0

Zh
i (t− s) [Diρi(s) + ψi(s)] ds.

Integraćı per partes1

1Vzhledem k ekvivalenci (4.28) a homogenńı lineárńı soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic s kon-
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Zh
i (t− t0) θi(t0) −

t/2∫

t0

Zh
i (t− s) ρ̇i(s) ds = Zh

i (t− t0) θi(t0)

− Zh
i

(
t

2

)

ρi

(
t

2

)

+ Zh
i (t− t0) ρi(t0) +

t/2∫

t0

Żh
i (t− s) ρi(s) ds

= Zh
i (t− t0) ei(t0) − Zh

i

(
t

2

)

ρi

(
t

2

)

+

t/2∫

t0

Żh
i (t− s) ρi(s) ds.

Plat́ı ei ∈ C ([0, Th)) a
∥
∥
∥Żh

i (t− s) ρi(s)
∥
∥
∥
U
≤ C(t− s)−1 ‖ρi(s)‖U ≤ Ch(t− s)−1s−

1
2 =: m(s),

t/2∫

0

m(s) ds ≤ Ct−1

t/2∫

0

s−
1
2 ds <∞.

Tedy

lim
t0→0+



Zh
i (t− t0) ei(t0) − Zh

i

(
t

2

)

ρi

(
t

2

)

+

t/2∫

t0

Żh
i (t− s) ρi(s) ds





= Zh
i (t) ei(0) − Zh

i

(
t

2

)

ρi

(
t

2

)

+

t/2∫

0

Żh
i (t− s) ρi(s) ds.

4.3.3 Odhad chyby

Lemma 29. Necht’ plat́ı
∥
∥P hei(0)

∥
∥
U

= O (h) , (4.39)

nebo

‖ei(0)‖V ? = o (h) , i = 1, . . . , L. (4.40)

stantńımi koeficienty lze psát

Zh
i (t − s) ρ̇i(s) =

M−1∑

µ,ν=0

ηi,µ,ν(t − s) 〈ϕν , ρ̇i(s)〉V,V ? ϕµ =

M−1∑

µ,ν=0

ηi,µ,ν(t − s)
d

ds
〈ϕν , ρi(s)〉ϕµ

kde ηi,µ,ν jsou nekonečně hladké skalárńı funkce a ρi ∈ C1 ((0, T ]; V ) podle (4.23). Integrujeme součet člen
po členu.
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Potom

‖θi(t)‖U ≤ fhi (t) +

∥
∥
∥
∥
∥
∥

t∫

0

Zh
i (t− s)ψi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
U

, t ∈ (0, Th), (4.41)

kde fhi : (0, T ) → IR je měřitelná funkce proměnné t s vlastnostmi

0 ≤ fhi (t) ≤ Cht−
1
2 , t ∈ (0, T ], (4.42)

T∫

0

[
fhi (t)

]2
dt = O

(
h2
)
, (4.43)

2h∫

0

[
fhi (t)

]2
dt = o

(
h2
)
. (4.44)

D̊ukaz. Definujeme fhi podle (4.38)

fhi (t) =
∥
∥Zh

i (t) ei(0)
∥
∥
U

+
∥
∥Zh

i (t/2) ρi (t/2)
∥
∥
U

+

∥
∥
∥
∥
∥
∥

t/2∫

0

Żh
i (t− s) ρi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
U

+

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

t∫

t/2

Zh
i (t− s) ρ̇i(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
U

+Di

∥
∥
∥
∥
∥
∥

t∫

0

Zh
i (t− s) ρi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
U

a odhadujeme jednotlivé členy
∥
∥Zh

i (t) ei(0)
∥
∥
U
≤
∥
∥P hei(0)

∥
∥
U
≤ Ch,

nebo
∥
∥Zh

i (t) ei(0)
∥
∥
U
≤ Ct−

1
2 ‖ei(0)‖V ? ≤ Cht−

1
2 ,

∥
∥Zh

i (t/2) ρi (t/2)
∥
∥
U
≤ ‖ρi (t/2)‖U ≤ Ch ‖ui (t/2)‖V ≤ Cht−

1
2 ,

∥
∥
∥
∥
∥
∥

t/2∫

0

Żh
i (t− s) ρi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
U

≤ C

t/2∫

0

(t− s)−1 ‖ρi(s)‖U ds

≤ C





t/2∫

0

(t− s)−2 ds





1
2




t/2∫

0

‖ρi(s)‖2
U ds





1
2

≤ Cht−
1
2





T∫

0

‖ui(s)‖2
V ds





1
2

≤ Cht−
1
2 ,

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

t∫

t/2

Zh
i (t− s) ρ̇i(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
U

≤
t∫

t/2

‖ρ̇i(s)‖U ds ≤ Ch

t∫

t/2

‖u̇i(s)‖V ds

73



≤ Ch






t∫

t/2

s−2 ds






1
2

·





t/2∫

0

s2 ‖u̇i(s)‖2
V ds





1
2

≤ Cht−
1
2 ,

∥
∥
∥
∥
∥
∥

t∫

0

Zh
i (t− s) ρi(s)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
U

ds ≤ C

t∫

0

‖ρi(s)‖U ds ≤ Ch

t∫

0

‖ui(s) ds‖V ≤ Ch.

Dále v př́ıpadě (4.39) plat́ı

T∫

0

∥
∥Zh

i (t) ei(0)
∥
∥

2

U
dt ≤ Ch2,

lim
h→0

1

h2

2h∫

0

∥
∥Zh

i (t) ei(0)
∥
∥

2

U
dt ≤ lim

h→0
Ch = 0,

v př́ıpadě (4.40) podle (4.35)

T∫

0

∥
∥Zh

i (t) ei(0)
∥
∥

2

U
dt ≤ C ‖ei(0)‖2

V ? ≤ Ch2,

lim
h→0

1

h2

2h∫

0

∥
∥Zh

i (t) ei(0)
∥
∥

2

U
dt ≤ lim

h→0+

C

h2
‖ei(0)‖2

V ? = 0.

Výpočet L2-norem ostatńıch člen̊u

T∫

0

∥
∥Zh

i (t/2) ρi (t/2)
∥
∥

2

U
dt ≤ Ch2

T/2∫

0

‖ui(s)‖2
U ds ≤ Ch2,

T∫

0

∥
∥
∥
∥
∥
∥

t/2∫

0

Żh
i (t− s) ρi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

U

dt ≤
T∫

0

t

2





t/2∫

0

∥
∥
∥Żh

i (t− s) ρi(s)
∥
∥
∥

2

U
ds



 dt

=

T/2∫

0





T−s∫

s

τ + s

2

∥
∥
∥Żh

i (τ) ρi(s)
∥
∥
∥

2

U
dτ



 ds ≤
T/2∫

0





T∫

0

τ
∥
∥
∥Żh

i (τ) ρi(s)
∥
∥
∥

2

U
dτ



 ds

≤ C

T/2∫

0

∥
∥P hρi(s)

∥
∥

2

U
ds ≤ Ch2

T∫

0

‖ui(s)‖2
V ds ≤ Ch2,
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T∫

0

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

t∫

t/2

Zh
i (t− s) ρ̇i(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

U

dt ≤
T∫

0

t

2






t∫

t/2

‖ρ̇i(s)‖2
U ds




 dt

=

T∫

0





2s∫

s

t

2
dt



 ‖ρ̇i(s)‖2
U ds ≤ Ch2

T∫

0

s2 ‖u̇i(s)‖2
V ds ≤ Ch2.

Integrály

T∫

0

‖ui(s)‖2
V ds,

T∫

0

s2 ‖u̇i(s)‖2
V ds

jsou konečné a nezáviśı na h,

lim
t→0+

t∫

0

‖ui(s)‖2
V ds = lim

t→0+

t∫

0

s2 ‖u̇i(s)‖2
V ds = 0

stejnoměrně vzhledem k h. Plat́ı tedy (4.44).

Vlastnost 12 (Interpolačńı Hölderova nerovnost). Jestlǐze

1 ≤ p0 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞, β =

1
p0

− 1
p1

1
p0

− 1
p2

, u ∈ Lp0 ∩ Lp2

pak
‖u‖Lp1 ≤ ‖u‖1−β

Lp0 ‖u‖βLp2 . (4.45)

Lemma 30. Pro 0 < t ≤ Th plat́ı

‖ψ‖
U
≤ C

(

h−
3
2 ‖θ‖2

U
+ Ch

1
2 ‖u‖2

V
+ ‖θ‖

U
+ Ch ‖u‖

V

)

, (4.46)

‖ψ‖
V

? ≤ C
(

h−
1
2 ‖θ‖2

U
+ Ch

3
2 ‖u‖2

V
+ ‖θ‖

U
+ Ch ‖u‖

V

)

. (4.47)

D̊ukaz. Uprav́ıme (4.36)

ejek + ujek + ukej =
(
uhj − uj

) (
uhk − uk

)
+ uj

(
uhk − uk

)
+ uk

(
uhj − uj

)

= uhju
h
k − uju

h
k − uku

h
j + ujuk + uju

h
k − ujuk + uku

h
j − ukuj = uhju

h
k − ujuk,

ψi =

L∑

j,k=1

aijkejek +

L∑

j,k=1

aijkujek +

L∑

j,k=1

aijkukej +

L∑

j=1

bijej

=
L∑

j,k=1

aijkejek +
L∑

j=1

(

bij +
L∑

k=1

(aijk + aikj)uk

)

ej.
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Z předpokladu u ∈ L∞ plyne

‖ψ‖
L

p

x2
≤ C

(
L∑

j,k=1

‖ejek‖Lp

x2
+

L∑

j=1

‖ej‖Lp

x2

)

≤ C

(
L∑

j,k=1

(

‖ej‖2
L2p

x2
+ ‖ek‖2

L2p

x2

)

+
L∑

j=1

‖ej‖Lp

x2

)

≤ C
(

‖e‖2
L

2p

x2
+ ‖e‖

L
p

x2

)

, 1 ≤ p <∞.

Vyjádř́ıme e pomoćı ρ, θ, použijeme Hölderovu interpolačńı nerovnost (4.45), inverzńı
nerovnost (4.20) a nerovnosti (4.16)

‖ei‖Lq

x2
≤ ‖θi‖Lq

x2
+ ‖ρi‖Lq

x2
≤

≤ ‖θi‖1−β
U ‖θi‖βV + ‖ρi‖1−β

U ‖ρi‖βV ≤ Ch−β ‖θi‖U + Ch1−β ‖ui‖V ,

β =

1
2
− 1

q

1
2
− 1

6

=
3

2
− 3

q
, 2 ≤ q ≤ 6.

Pro q = 2p, 1 ≤ p ≤ 3 tedy plat́ı

‖ei‖2
L2p

x2
≤ C

(

h
3
p
−3 ‖θi‖2

U + Ch
3
p
−1 ‖ui‖2

V

)

.

Dosazeńım p = 2 resp. p = 6/5 a použit́ım vnořeńı V ? ↪→ L
6/5

x2 , V ? ↪→ U vyjde (4.46) resp.
(4.47).

Přistouṕıme nyńı k vlastńımu odhadu chyby. Teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic
zaručuje existenci řešeńı na nějakém intervalu [0, Th). Pokud se nám však podař́ı dokázat
odhad

∥
∥uh(t) − u(t)

∥
∥

U
≤ mh(t), t ∈ (0,min (Th, T

?
h )) ,

kde mh : (0, T ?h ] → IR je spojitá funkce, potom nutně

Th ≥ T ?h ,
∥
∥uh(t) − u(t)

∥
∥

U
≤ mh(t), t ∈ (0, T ?h) .

Takto současně odvod́ıme odhad chyby a dokážeme existenci řešeńı.

Lemma 31. Necht’ plat́ı (4.39) nebo (4.40). Potom existuje h0 > 0 tak, že pro h ≤ h0 plat́ı
Th ≥ 2h a

2h∫

0

‖e(t)‖2
U

dt ≤ Ch2, (4.48)

‖e(t)‖
U
≤ Cht−

1
2 , 0 < t ≤ 2h. (4.49)
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D̊ukaz. Použijeme nerovnost Gronwallova typu (A.4) na (0,min(2h, Th)). Z (4.41) plyne

‖θ(t)‖
U
≤ C

L∑

i=1

fhi (t) + C

t∫

0

‖ψ(s)‖
U

ds

≤ C

L∑

i=1

fhi (t) + Ch
1
2

t∫

0

‖u(s)‖2
V

ds+ Ch

t∫

0

‖u(s)‖
V

ds

︸ ︷︷ ︸

φ(t)

+

t∫

0

Ch−
3
2

︸ ︷︷ ︸

γ2(s)

‖θ(s)‖2
U

ds+

t∫

0

C
︸︷︷︸

γ1(s)

‖θ(s)‖
U

ds.

Funkce φ(t) zřejmě splňuje (4.42), (4.43), ṕı̌seme-li min(2h, Th) mı́sto T . Dosad́ıme do (A.3)

Φ(t) = 2γ2(t)φ
2(t) + γ1(t)φ(t)

2h∫

0

Φ(t) dt ≤ Ch−
3
2

2h∫

0

φ2(t) dt + Ch
1
2





2h∫

0

φ2(t) dt





1
2

= o
(

h
1
2

)

2h∫

0

γ2(s) ds ≤ Ch−
1
2 = O

(

h−
1
2

)

2h∫

0

γ1(s) ds ≤ Ch = O (h) ,

lim
h→0

(
2 ‖Φ‖L1 ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1

)
= 0.

a existuje h0 > 0 tak, že pro h < h0 je

2 ‖Φ‖L1 ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1 ≤ c < 1.

Pro t ∈ (0,min(2h, Th)) tedy plat́ı

‖θ(t)‖
U
≤ φ(t) +

‖Φ‖L1 e‖γ1‖L1

1 − 2 ‖Φ‖L1 ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1
≤ φ(t) +

Ch
1
2

1 − c
≤ φ(t) + Ch

1
2 .

Proto

min(2h,Th)∫

0

‖e(t)‖2
U

dt ≤ Ch2, ‖e(t)‖
U
≤ Cht−

1
2 , t ∈ (0,min(2h, Th)) .

Z toho ovšem plyne Th > 2h.
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Lemma 32. Necht’ plat́ı (4.39) nebo (4.40). Potom existuje h1 > 0 tak, že pro h ≤ h1 plat́ı
Th ≥ T a

T∫

2h

‖e(t)‖2
U

dt ≤ Ch2, (4.50)

‖e(t)‖
U
≤ Cht−

1
2 , 2h ≤ t ≤ T. (4.51)

D̊ukaz. Aplikujeme (A.4) na interval (h,min(T, Th)). Do (4.41) dosad́ıme t ∈ (h, Th) a vy-
užijeme (4.34) a (4.47),

‖θi(t)‖2
U ≤

[
fhi (t)

]2
+

∥
∥
∥
∥
∥
∥

h∫

0

Zh
i (t− s)ψi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

U

+ C

t∫

h

‖ψi(s)‖2
V ? ds,

‖θ(t)‖2
U
≤ C

L∑

i=1






[
fhi (t)

]2
+

∥
∥
∥
∥
∥
∥

h∫

0

Zh
i (t− s)ψi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

U




 +

T∫

h

[
h4 ‖u‖4

V
+ h2 ‖u‖2

V

]
ds

︸ ︷︷ ︸

φ(t)

+

t∫

h

Ch−1
︸ ︷︷ ︸

γ2(s)

‖θ(s)‖4
U

ds +

t∫

h

C
︸︷︷︸

γ1(s)

‖θ(s)‖2
U

ds, t ∈ (h, Th).

Z předchoźıho lemmatu a odhad̊u (4.46), (4.47) norem ψ pomoćı norem θ a ρ plyne

‖ψ(t)‖
U
≤ Ch

1
2 t−1, ‖ψ(t)‖

V
? ≤ Ch

3
2 t−1, t ∈ (0, 2h),

h∫

0

‖ψ(t)‖
U

dt ≤ Ch
1
2 ,

h∫

0

‖ψ(t)‖
V

? dt ≤ Ch
3
2 ,

∥
∥
∥
∥
∥
∥

h∫

0

Zh
i (t− s)ψi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
U

≤
h∫

0

‖ψi(s)‖U ds ≤ Ch
1
2 ,

podle (4.35)

T∫

h

∥
∥
∥
∥
∥
∥

h∫

0

Zh
i (t− s)ψi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

U

dt

=

T∫

h





h∫

0

Zh
i (t− s1)ψi(s1) ds1,

h∫

0

Zh
i (t− s2)ψi(s2) ds2





U

dτ
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=

h∫

0

h∫

0





T∫

h

(
Zh
i (t− s1)ψi(s1), Z

h
i (t− s2)ψi(s2)

)

U
dt



 ds1 ds2

≤
h∫

0

h∫

0

2∏

j=1





T∫

h

∥
∥Zh

i (t− sj)ψi(sj)
∥
∥

2

U
dt





1
2

ds1 ds2

≤ C

h∫

0

h∫

0

‖ψi(s1)‖V ?‖ψi(s2)‖V ? ds1 ds2 ≤ C





h∫

0

‖ψi(s)‖V
? ds





2

≤ Ch3,

T∫

h

∥
∥
∥
∥
∥
∥

h∫

0

Zh
i (t− s)ψi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

4

U

dt ≤ Ch

T∫

h

∥
∥
∥
∥
∥
∥

h∫

0

Zh
i (t− s)ψi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

U

dt ≤ Ch4.

Zbylé členy z definice φ odhadneme snadno pomoćı (4.24), (4.42), (4.43),

T∫

h

φ(s) ds ≤ Ch2,

T∫

h

φ2(s) ds ≤ Ch3.

Dosad́ıme do (A.3)

Φ(t) = 2γ2(t)φ
2(t) + γ1(t)φ(t),

T∫

h

γ2(s) ds ≤ Ch−1

T∫

h

Φ(t) dt ≤ Ch2,

T∫

h

γ1(s) ds ≤ C.

lim
h→0

(
2 ‖Φ‖L1 ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1

)
= 0.

Zřejmě existuje h1 > 0 tak, že pro h ≤ h1 plat́ı

‖θ(t)‖2
U
≤ φ(t) + Ch2, t ∈ (h,min(Th, T )) .

Okamžitě dostáváme nerovnost

T∫

2h

‖θ(t)‖2
U
≤ Ch2.

Pro t ∈ (2h, T ) také plat́ı
∥
∥
∥
∥
∥
∥

h∫

0

Zh
i (t− s)ψi(s) ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
U

≤
h∫

0

(t− s)−
1
2 ‖ψi(s)‖V ? ds ≤ Ch−

1
2

h∫

0

‖ψi(s)‖V ? ds ≤ Ch.
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Tedy

‖θ(t)‖2
U
≤ Ch2t−1, t ∈ (2h, Th).

Uvedené odhady také zaručuj́ı existenci diskrétńıho řešeńı na celém intervalu (0, T ).

Posledńı věta této kapitoly shrnuje dosažené výsledky o existenci diskrétńıho řešeńı
a odhad chyby.

Věta 5. Necht’ plat́ı předpoklady (4.22)-(4.25). Necht’ je diskrétńı počátečńı podmı́nka uh;0

volena tak, že
∥
∥uh;0 − P hu0

∥
∥

U
= O (h) , (4.52)

nebo tak, že
∥
∥uh;0 − u0

∥
∥

V
? = o (h) . (4.53)

Potom existuje h0 > 0 tak, že při každé volbě diskrétńıho prostoru Vh splňuj́ıćı h ≤ h0 má
diskrétńı úloha (4.2)-(4.4) právě jedno řešeńı. Plat́ı

∥
∥uh − u

∥
∥
L2(0,T ;U)

≤ Ch, (4.54)
∥
∥uh(t) − u(t)

∥
∥

U
≤ Cht−

1
2 , 0 < t ≤ T. (4.55)

Dokázaný odhad chyby řádu O (h) neńı optimálńı. Pro t odražené od nuly lze přesné
řešeńı v prostoru Vh a normě ‖ · ‖U aproximovat s chybou O (h2). Připomeňme, že základem
výše provedených d̊ukaz̊u je vlastnost

T∫

0

‖ρ(t)‖2
U

dt ≤ Ch2

T∫

0

‖u(t)‖2
V

dt

potřebná pro použit́ı nerovnosti Gronwallova typu s kvadratickým členem (A.4)-(A.5).
Z (4.17) plyne také

T∫

0

‖ρ(t)‖2
U

dt ≤ Ch4

T∫

0

‖u(t)‖2
H

2
x2

dt.

Tato nerovnost je ovšem bezcenná, pokud nepośıĺıme předpoklady o přesném řešeńı. Přij-
meme-li pouze (4.22)-(4.25), neńı konečnost posledńıho integrálu zaručena.

Poznamenejme ještě, že výše dokázaná věta zaručuje existenci diskrétńıho řešeńı pouze
pro dostatečně malá h. Při numerických experimentech ovšem nebyly žádné pot́ıže s řešeńım
soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic (4.6) pozorovány ani na relativně hrubých śıt́ıch.
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4.3.4 Volba počátečńı podmı́nky

Při semidiskretizaci se obvykle za diskrétńı počátečńı podmı́nku bere L2-ortogonálńı pro-
jekce skutečné počátečńı podmı́nky, v našem př́ıpadě

uh;0
i = P hu0

i , i = 1, . . . , L.

Tato volba vyhovuje předpoklad̊um (4.52) věty 5. Při vlastńıch výpočtech ovšem použ́ıváme
nespojité počátečńı podmı́nky tvaru

u0
i (x) =

{

c0i x ∈ [0, r0
i ],

0 jinak,
(4.56)

kde ci ≥ 0, r0
i ∈ (0, R). Ortogonálńı projekce nezáporné funkce u0

i již nemuśı být nezáporná,
v okoĺı bodu nespojitosti se objevuj́ı oscilace. Záporné hodnoty řešeńı jsou nefyzikálńı.

Daľśı možnost́ı je vźıt za diskrétńı podmı́nku lagrangeovskou projekci skutečne počáteč-
ńı podmı́nky. Lagrangeovskou projekci jsme definovali pouze pro funkce tř́ıdy H 2

x2 . Funkce
(4.56) je ovšem definována v každém bodě, takže můžeme definovat diskrétńı počátečńı
podmı́nky rovnostmi

uh;0
i (xµ) = u0

i (xµ), µ = 0, 1, . . . ,M − 1, i = 1, . . . , L. (4.57)

Oscilace ani záporné hodnoty se neobjevuj́ı. Obecně ovšem neplat́ı rovnost

R∫

0

x2uh;0
i (x) dx =

R∫

0

x2u0
i (x) dx. (4.58)

Výraz na pravé straně (4.58) má fyzikálńı význam celkového množstv́ı látky (viz odstavec
2.4.3, str. 19).

Použijeme proto diskrétńı počátečńı podmı́nku splňuj́ıćı (4.57), modifikovanou v jednom
uzlu tak, aby platila rovnost (4.58) (viz obr. 4.1). Nebudeme se snažit podat obecnou
definici třidy nespojitých funkćı, na něž lze tento postup uplatnit. Uvedeme jednoduchý
algoritmus výpočtu koeficient̊u y0 pro funkci tvaru (4.56).

Algoritmus. Necht’ jsou dána č́ısla c ≥ 0, r ∈ (0, R) a diskrétńı prostor Vh. Spočteme
vektor y ∈ IRM reprezentuj́ıćı funkci

uh;0 =

M−1∑

µ=0

yµϕµ. (4.59)

algoritmem

1 y = 0, µ = 0, J = r3/3
2 dokud µ < M − 1 a pµ < J ,
3 yµ = c
4 J = J − pµ
5 µ = µ+ 1
6 yµ = cJ/pµ
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Obrázek 4.1: Diskretizace nespojité počátečńı podmı́nky.
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u0

Phu0

modifikovaná lagrangeovská projekce

kde

pµ =

R∫

0

x2ϕµ dx, µ = 0, 1, . . . ,M − 1.

Lemma 33. Necht’ jsou funkce u0
i , i = 1, . . . , L tvaru (4.56) a uh;0

i je definována rovnićı
(4.59) s koeficienty yµ spočtenými podle uvedeného algoritmu se vstupńımi údaji ci a ri.
Potom

uh;0
i ≥ 0,

∥
∥
∥u

h;0
i

∥
∥
∥
L∞(0,R)

≤
∥
∥u0

i

∥
∥
L∞(0,R)

,

R∫

0

x2
(

uh;0
i − u0

i

)

dx = 0, (4.60)

dále
∥
∥
∥u

h;0
i − u0

i

∥
∥
∥
Lp

x2

≤ Ch
1
p , (4.61)

∥
∥
∥u

h;0
i − u0

i

∥
∥
∥
V ?

≤ Ch
3
2 . (4.62)

D̊ukaz. Platnost (4.60) je zřejmá. K tomu, abychom odvodili (4.61), stač́ı uvážit, že

uh;0
i (xν) = u0

i (xν)

pro všechna ν ∈ {0, . . . ,M − 1} \ {µ}, kde µ je hodnota indexu dosažená v 6. kroku
algoritmu. V d̊usledku toho

uh;0
i (x) = u0

i (x), x ∈ [0, R] \ [xµ−1, xµ+1].
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Tedy

R∫

0

x2
∣
∣
∣u
h;0
i − u0

i

∣
∣
∣

p

dx =

xµ+1∫

xµ−1

x2
∣
∣
∣u
h;0
i − u0

i

∣
∣
∣

p

dx ≤ Ch
(∥
∥
∥u

h;0
i

∥
∥
∥
L∞

+
∥
∥u0

i

∥
∥
L∞

)

.

Zbývá dokázat (4.62). Pro každé v ∈ V a α ∈ IR plat́ı

R∫

0

x2v
(

uh;0
i − u0

i

)

dx =

R∫

0

x2 (v − α)
(

uh;0
i − u0

i

)

dx =

=

xµ+1∫

xµ−1

x2 |v − α|
∣
∣
∣u
h;0
i − u0

i

∣
∣
∣ dx ≤






xµ+1∫

xµ−1

x2 |v − α|2 dx






1
2

∥
∥
∥u

h;0
i − u0

i

∥
∥
∥
U
.

Zvoĺıme-li vhodně α a použijeme-li Poincarého nerovnost (4.12), dostaneme

∣
∣
∣

(

v, uh;0
i − u0

i

)

U

∣
∣
∣ ≤ Ch ‖v‖V

∥
∥
∥u

h;0
i − u0

i

∥
∥
∥
U
≤ Ch

3
2 ‖v‖V .

Vid́ıme, že chyba aproximace Lp-normách je značně velká. Odhad (4.62) ovšem zaručuje
splněńı předpokladu (4.53) věty 5.

4.4 Daľśı vlastnosti diskretizace

V této části rozebereme několik daľśıch vlastnost́ı diskretizace, většinou bez přesného
zd̊uvodněńı. Domńıváme se, že je nutné tyto vlastnosti alespoň stručně zmı́nit. Některé
z nich lze považovat za argumenty proti využit́ı navrhované metody.

Spektrum matic tuhosti a hmoty

V části 4.1 jsme zavedli matici hmoty G0 a matici tuhosti G1. Při numerickém řešeńı
soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic (4.6) je třeba řešit soustavy lineárńıch rovnic
s matićı G0, v př́ıpadě implicitńıch metod s matićı bĺızkou G0. Má tedy význam zabývat
se jej́ım č́ıslem podmı́něnosti.

Matice G0 je symetrická pozitivně definitńı, G1 symetrická pozitivně semidefinitńı. Za
předpokladu rovnoměrné śıtě

hµ = h, µ = 0, 1, . . . ,M − 2,

lze dokázat

Ch3 ≤ λ0 (G0) < λ1 (G0) < · · · < λM−1 (G0) ≤ Ch,
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0 = λ0 (G1) < λ1 (G1) < · · · < λM−1 (G1) ≤ Ch−1,

kde λµ (G0) resp. λµ (G1), µ = 0, . . . ,M − 1 jsou vlastńı č́ısla matice G0 resp. G1 uspořá-
daná podle velikosti. Spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice G0 je řádově

κ (G0) = O
(
h−2
)
.

Matice je špatně podmı́něná v d̊usledku použit́ı váhy x 7→ x2. Připomeňme, že při dis-
kretizaci eliptických úloh metodou konečných prvk̊u v prostorech H 1 (Ω) bez váhy je č́ıslo
podmı́něnosti matice hmoty řádově O (1).

Otázka nezápornosti řešeńı

V části 4.3.4 jsme ukázali, jak k nezáporné počátečńı podmı́nce sestrojit nezápornou
diskrétńı aproximaci. Z nezápornosti diskrétńı počátečńı podmı́nky ovšem neplyne nezá-
pornost diskrétńıho řešeńı. Uvažujme, jaký význam maj́ı v této otázce nelineárńı reakčńı
členy. Z (4.3) plyne

u̇hi = DiPh∆hu
h
i +

L∑

j,k=1

aijkPh
(
uhju

h
k

)
+

L∑

j=1

biju
h
j , i = 1, . . . , L, t ∈ (0, T ),

kde ∆h : Vh → Vh je lineárńı operátor definovaný rovnićı
(
vh,−∆hw

h
)

U
=
[
vh, wh

]

V
, vh, wh ∈ Vh.

Obrázek 4.2: Př́ıklad projekce druhé mocniny bázové funkce.
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nemuśı být nezáporná ani v př́ıpadě, kdy jsou uhj a uhk

nezáporné, viz obr. 4.2. Pokud tedy plat́ı2 aijk > 0 pro nějakou trojici index̊u j 6= i 6=
2srov. předpoklady (3.1)-(3.4)
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k, můžeme snadno sestrojit nezáporné diskrétńı počátečńı podmı́nky tak, aby př́ıslušný
kvadratický člen převládl a

uhi (xµ, 0) = 0, u̇hi (xµ, 0) < 0

pro některé µ ∈ {0, . . . ,M − 1}. Diskrétńı řešeńı potom nabývá i záporných hodnot. Při
praktickém výpočtu se však výrazněǰśı záporné hodnoty neobjevuj́ı.

Volba śıtě

Použ́ıváme nerovnoměrnou śıt’. Rozložeńı uzl̊u je nastaveno ručně a zkusmo. Nemáme žádný
teoreticky podložený postup ale vycháźıme zejména ze dvou předpoklad̊u

1. Počátečńı podmı́nky tvaru (4.56) nejsou spojité. V okoĺı nespojitosti počátečńı pod-
mı́nky voĺıme menš́ı krok śıtě. Zavád́ıme-li do systému reakćı formálńı DNA (viz
odstavec 2.4.3), chyb́ı v jedné rovnici ze soustavy PDE difuzńı člen. Nespojitost
počátečńı podmı́nky formálńı DNA s časem nevymiźı, ale v prostoru se neposouvá.
Úprava śıtě v pr̊uběhu výpočtu neńı potřeba.

2. Vzhledem k očekávanému chováńı systému (viz odstavec 2.4.2) a výpočtu pDSB (viz
odstavec 2.4.3) má přesný výpočet koncentraćı radikál̊u v bĺızkosti počátku větš́ı
význam než přesnost v bodech vzdáleněǰśıch. Na druhé straně, umělým ukončeńım
výpočetńı oblasti a zavedeńım okrajové podmı́nky docháźı k nepřesnostem v bĺızkosti
bodu x = R. Voĺıme tedy poměrně velkou výpočetńı oblast, s hustou śıt́ı v bĺızkosti
bodu x = 0 a velmi hrubou śıt́ı v bĺızkosti bodu x = R.

Platnost inverzńıho předpokladu (4.10) se při implementaci neověřuje. Lze očekávat,
že použit́ı velkých element̊u v bĺızkosti bodu x = R zp̊usob́ı daľśı zhoršeńı č́ısla podmı́ně-
nosti matice G0.

Prvky vyšš́ıho řádu

Dosud jsme uvažovali diskrétńı prostor Vh tvořený po částech lineárńımi funkcemi. Lze
uvažovat též diskretizaci pomoćı funkćı po částech polynomiálńıch stupně p, p > 2. Kon-
strukce bázových funkćı a výpočet koeficient̊u g0

µν, g
1
µν fµνσ je problém pouze technický.

Zat́ım nejsme schopni ř́ıci, zda bychom s prvky vyšš́ıho řádu dosáhli skutečně větš́ı
přesnosti. Dokud nebude vyřešeno odvozeńı optimálńıho řádu chyby pro lineárńı prvky,
nelze uvažovat o teorii prvk̊u vyšš́ıho řádu. Daľśı obt́ıž je s volbou vhodné nezáporné
diskrétńı počátečńı podmı́nky. Z̊ustaneme proto u prvk̊u lineárńıch.
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Kapitola 5

Poč́ıtačová realizace

V předchoźı kapitole jsme odvodili semidiskrétńı úlohu (4.2)-(4.4). Při aplikaci semidis-
krétńıch metod často jako daľśı krok následuje diskretizace vzhledem k času a odvozeńı
výpočetńıho schematu specializovaného pro danou úlohu. My ovšem dále v teorii postu-
povat nebudeme. Využijeme již hotové sofwareové součásti a spolehneme na dostupné
knihovny podprogramů pro řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic.

V prvńı části této kapitoly ukážeme, jak připravit semidiskrétńı úlohu (4.2)-(4.4) k efek-
tivńımu řešeńı pomoćı podprogramů knihovny Odepack. Dále uvedeme př́ıklad aplikace
odvozených postup̊u na konkrétńı soustavu chemických reakćı.

5.1 Implementace

Semidiskrétńı problém (5) patř́ı do tř́ıdy tzv. stiff úloh. Explicitńı metody řešeńı obyčejných
diferenciálńıch rovnic typu Runge-Kutta nejsou vhodné. Využijeme implicitńı řešič knihov-
ny Odepack.

5.1.1 Knihovna ODEPACK

Odepack [17] je volně dostupná knihovna podprogramů v jazyce Fortran pro řešeńı
počátečńıch úloh pro soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic. Jeden z řešič̊u, pod-
program Lsodi, umožňuje zadat soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic v lineárně-
implicitńım tvaru

A(t, y)
dy

dt
= g(t, y), (5.1)

kde matice A(t, y) obecně záviśı na čase t i stavové proměnné y. Řešič je založen na impli-
citńı metodě typu BDF (backward differential formula) vhodné pro stiff úlohy a využ́ıvá
Jacobiovu matici pravé strany Dyg(t, y), pokud je známo jej́ı explicitńı vyjádřeńı. Mezi
daľśı výhody patř́ı úsporné využit́ı paměti při pásové struktuře matic A a Dyg(t, y).
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5.1.2 Soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic

Při práci s obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi je běžné rozlǐsovat jednotlivé neznámé
funkce pouze pomoćı jediného indexu. Uspořádáme všechny stupně volnosti yiν (viz (4.5),
str. 59) do jednoho vektoru

Y = (Y1, . . . , YN)T = (y1,0, y2,0, . . . , yL,0, y1,1, y1,2 . . . yL,2, . . . , yL,M−1)
T

neboli

YI = yi,µ

I = I(i, µ) = i + Lµ,

i = 1, . . . , L,

µ = 0, . . . ,M − 1,

I = 1, . . . , N = LM.

(5.2)

V tomto označeńı má soustava (4.6) tvar

N∑

J=1

GIJ ẎJ =

N∑

J,K=1

AIJKYJYK +

N∑

J=1

BIJYJ , t > 0,

YI(0) = Y 0
I , I = 1, . . . , N,

kde

GIJ = δijg
0
µν , I = I(i, µ), i, j, k = 1, . . . , L,

BIJ = −Diδijg
1
µν + bijg

0
µν J = I(j, ν), µ, ν, σ = 0, . . . ,M − 1,

AIJK = aijkfµνσ K = I(k, σ),

Y 0
I = y0

i,µ.

Připomeňme, že koeficienty g0
µν , g

1
µν a fµνσ záviśı na diskretizaci podle vzorc̊u (4.7), a č́ısla

aijk, bij, Di jsou koeficienty p̊uvodńı soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic (3.7).
Soustava je zřejmě typu (5.1). Jacobiho matici pravé strany lze snadno spoč́ıtat analy-

ticky

JIJ (Y ) = BIJ +

N∑

K=1

(AIJK + AIKJ)YK I, J = 1, . . . , N. (5.3)

Matice J, G, B i tenzor A maj́ı pásovou strukturu, která je d̊usledkem pásovosti koeficient̊u
g0, g1, f a př́ıpadně a, b. Plat́ı

β ≤ ω + Lγ

kde β, ω a γ jsou nejmenš́ı celá nezáporná č́ısla s vlastnostmi

|I − J | > β =⇒ AIJK = AIKJ = JIJ = BIJ = GIJ = 0,

|i− j| > ω =⇒ aijk = aikj = bij = 0,

|µ− ν| > γ =⇒ fµνσ = fµσν = g0
µν = g1

µν = 0,

I, J,K = 1, . . . , N, i, j, k = 1, . . . , L, µ, ν, σ = 0, . . . ,M − 1.

87



Zřejmě ω ≤ L. Z definice (4.9), str. 60, bázových funkćı diskrétńıho prostoru Vh plyne
γ = 1, takže

β ≤ 2L.

Matice J a G jsou tedy (4L + 1)-diagonálńı, š́ı̌rka pásu nezáviśı na dimenzi diskrétńıho
prostoru Vh.

5.2 Př́ıklady

Jednotky použ́ıvané při numerických výpočtech jsou vypsány v tabulce 5.1. Stejné jednotky
se použ́ıvaj́ı v [1].

Tabulka 5.1: Použ́ıvané fyzikálńı jednotky.

veličina jednotka
délka nm
čas ns

látkové množstv́ı N (počet částic1)
koncentrace N ·nm−3

difuzńı součinitel nm2 ·ns−1

rychlostńı konstanta reakce prvńıho řádu ns−1

rychlostńı konstanta reakce druhého řádu ns−1 ·N−1 ·nm3

1 N = N−1
A ·mol, NA = 6.022 × 1023

5.2.1 Radikálové reakce

Použijeme odvozenou metodu na soustavu radikálových reakćı podle článku [7] (str. 4,
tabulka I). Látky a reakce jsou vypsány v tabulkách 5.2, 5.3. Voda je ze všech reakćı
vynechána. Počátečńı podmı́nky významných radikál̊u H, OH, e−aq jsou zvoleny v sou-
ladu s [1]. Ostatńım látkám přǐrad́ıme pro jednoduchost nulové počátečńı podmı́nky. Pro
ilustraci je v tabulce 5.4 vypsána odpov́ıdaj́ıćı soustava parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

Výpočty byly provedeny pro R = 1000, s nerovnoměrnou śıt́ı s M = 1001 uzly vy-
tvořenou tak, aby v každém z interval̊u [0, 10], [10, 50], [50, 250], [250, 1000] byl přibližně
stejný počet uzl̊u.

Obrázky 5.1, 5.2, ukazuj́ı závislost celkového množstv́ı (viz (2.14)) nejd̊uležitěǰśıch ra-
dikál̊u na čase. Podle obrázku 5.2 se množstv́ı po jisté době ustáĺı, Radikály se difuźı
rozptýĺı do větš́ıho objemu a koncentrace poklesnou. Soustava reakćı obsahuje pouze jednu
reakci prvńıho řádu. Reakce druhého řádu, jejichž rychlost je dána součinem koncentraćı
reaktant̊u, se prakticky zastav́ı. Pro velká t jsou nelineárńı reakčńı členy zanedbatelné,
diferenciálńı rovnice jsou prakticky lineárńı. Použit́ı implicitńı metody řešeńı soustavy je
zde velmi vhodné.
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Tabulka 5.2: Počátečńı data pro radikálové reakce, parametry počátečńı podmı́nky (4.56).

index látka Di c0i r0
i

nm2 ·ns−1 N ·nm−3 nm
1 H 7 0.052 6.2
2 HO2 2.0 0 1000
3 H2 5.0 0 1000
4 H2O2 2.2 0 1000
5 H3O

+ 9 0 1000
6 OH 2.8 0.055 6.2
7 OH− 5 0 1000
8 O2 2.1 0 1000
9 O−

2 2.1 0 1000
10 e 4.5 0.12 6.2

Tabulka 5.3: Radikálové reakce.

č. reakce rychlostńı konstanta
1 H +H → H2 17 ns−1 ·N−1 ·nm3

2 e+H → H2 +OH− 42 ns−1 ·N−1 ·nm3

3 e+ e → H2 + 2OH− 10 ns−1 ·N−1 ·nm3

4 e +OH → OH− 50 ns−1 ·N−1 ·nm3

5 H +OH → 40 ns−1 ·N−1 ·nm3

6 OH +OH → H2O2 7 ns−1 ·N−1 ·nm3

7 H3O
+ + e → H 38 ns−1 ·N−1 ·nm3

8 H3O
+ +OH− → 50 ns−1 ·N−1 ·nm3

9 H +H2O2 → OH 0.2 ns−1 ·N−1 ·nm3

10 e+H2O2 → OH +OH− 20 ns−1 ·N−1 ·nm3

11 OH +H2O2 → HO2 0.08 ns−1 ·N−1 ·nm3

12 OH +H2 → H 0.10 ns−1 ·N−1 ·nm3

13 HO2 +H → H2O2 17 ns−1 ·N−1 ·nm3

14 e +O2 → O−
2 32 ns−1 ·N−1 ·nm3

15 HO2 +OH → O2 17 ns−1 ·N−1 ·nm3

16 HO2 +HO2 → H2O2 +O2 0.003 ns−1 ·N−1 ·nm3

17 H +O2 → HO2 17 ns−1 ·N−1 ·nm3

18 O−
2 +H3O

+ → HO2 50 ns−1 ·N−1 ·nm3

19 HO2 → H3O
+ +O−

2 10 ns−1
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Obrázek 5.1: Vývoj celkového množstv́ı významných radikál̊u.
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Tabulka 5.4: Soustava PDE pro reakce z tab. 5.3.

∂ [H]

∂t
= D1∆[H] − 2k1 [H] [H] − k13 [H] [HO2] − k9 [H] [H2O2] − k5 [H] [OH]−

− k17 [H] [O2] − k2 [H] [e] + k12 [H2] [OH] + k7

h

H3O
+

i

[e]

∂ [HO2]

∂t
= D2∆[HO2] − k19 [HO2] − k13 [H] [HO2] + k17 [H] [O2] − 2k16 [HO2] [HO2]−

− k15 [HO2] [OH] + k11 [H2O2] [OH] + k18

h

H3O
+

i h

O
−

2

i

∂ [H2]

∂t
= D3∆[H2] + k1 [H] [H] + k2 [H] [e] − k12 [H2] [OH] + k3 [e] [e]

∂ [H2O2]

∂t
= D4∆[H2O2] + k13 [H] [HO2] − k9 [H] [H2O2] + k16 [HO2] [HO2] − k11 [H2O2] [OH]−

− k10 [H2O2] [e] + k6 [OH] [OH]

∂
h

H3O+
i

∂t
= D5∆

h

H3O
+

i

+ k19 [HO2] − k8

h

H3O
+

i h

OH
−

i

− k18

h

H3O
+

i h

O
−

2

i

− k7

h

H3O
+

i

[e]

∂ [OH]

∂t
= D6∆[OH] + k9 [H] [H2O2] − k5 [H] [OH] − k15 [HO2] [OH] − k12 [H2] [OH]−

− k11 [H2O2] [OH] + k10 [H2O2] [e] − 2k6 [OH] [OH] − k4 [OH] [e]

∂
h

OH−

i

∂t
= D7∆

h

OH
−

i

+ k2 [H] [e] + k10 [H2O2] [e] − k8

h

H3O
+

i h

OH
−

i

+ k4 [OH] [e] +

+ 2k3 [e] [e]

∂ [O2]

∂t
= D8∆[O2] − k17 [H] [O2] + k16 [HO2] [HO2] + k15 [HO2] [OH] − k14 [O2] [e]

∂
h

O
−

2

i

∂t
= D9∆

h

O
−

2

i

+ k19 [HO2] − k18

h

H3O
+

i h

O
−

2

i

+ k14 [O2] [e]

∂ [e]

∂t
= D10∆ [e] − k2 [H] [e] − k10 [H2O2] [e] − k7

h

H3O
+

i

[e] − k4 [OH] [e]−

− k14 [O2] [e] − 2k3 [e] [e]

5.2.2 Závislost na koncentraci kysĺıku

Systém reakćı z tabulky 5.3 doplńıme zavedeńım formálńı DNA podle odstavce 2.4.3 (ta-
bulka 5.6, rychlostńı konstanty poskytnuty Ing. Barillou). V tabulce 5.5 jsou počátečńı
data, koncentrace kysĺıku O2 je nulová.

Soustavu můžeme vyřešit numericky na dostatečně dlouhém časovém intervalu (0, T )
a položit

pSSB = N1(0) −N1(T ), N1(t) = 4π

R∫

0

x2u1(x, t) dx,

pDSB = p2
SSB.

Počátečńı podmı́nka pro formálńı DNA stanov́ıme zkusmo, abychom při nulové koncentraci
kysĺıku źıskali hodnotu pDSB v souladu s [1].

Provedeme-li výpočet pro r̊uzné počátečńı hodnoty koncentrace kysĺıku, zjist́ıme závis-
lost počtu dvojných zlomů na koncentraci kysĺıku. Graf této závislosti je na obr. 5.3. Kon-
centrace kysĺıku rozpuštěného ve vodě za normálńıch podmı́nek je přibližně 2.7 · 10−4mol/l.
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Obrázek 5.2: Vývoj celkového množstv́ı významných radikál̊u na deľśım časovém intervalu.
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Tabulka 5.5: Počátečńı data pro výpočet pDSB.

index látka Di c0i r0
i

nm2 ·ns−1 N ·nm−3 nm
1 DNA 0 7.5 × 10−6 100
2 H 7 0.052 6.2
3 HO2 2.0 0 10000
4 H2 5.0 0 10000
5 H2O2 2.2 0 10000
6 H3O

+ 9 6 × 10−8 10000
7 OH 2.8 0.055 6.2
8 OH− 5 6 × 10−8 10000
9 O2 2.1 0.0 10000
10 O−

2 2.1 0 10000
11 e 4.5 0.12 6.2
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Tabulka 5.6: Reakce formálńı DNA.

č. reakce rychlostńı konstanta
20 DNA+H → 0.193536 ns−1 ·N−1 ·nm3

21 DNA +OH → 3.87072 ns−1 ·N−1 ·nm3

22 DNA+ e → 1.145152 ns−1 ·N−1 ·nm3

23 DNA+HO2 → 0.96768 ns−1 ·N−1 ·nm3

Obrázek 5.3: Závislost pravděpodobnosti vzniku dvojných zlomů na koncentraci kysĺıku.
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Je známo (viz [1]), že kysĺık ovlivňuje poškozeńı DNA γ-zářeńım dvoj́ım zp̊usobem.
Při malých koncentraćıch má radioprotektivńı účinky, při větš́ıch koncentraćıch naopak
vznik poškozeńı DNA podporuje. Podle obr. 5.3 model toto chováńı, alespoň kvalitativně,
zachycuje.

5.3 Zhodnoceńı modelu

Numerické experimenty ukazuj́ı, že model i numerická metoda jsou vhodné pro simulaci
radikálových reakćı. Slabinou modelu je začleněńı poškozeńı DNA. V př́ıpadě prvńıho mo-
delu (2.13) využ́ıvaj́ıćıho pojmu formálńı DNA, se výsledky výpočt̊u alespoň kvalitativně
shoduj́ı s fyzikálńı skutečnost́ı. Numerická metoda, jej́ıž vlastnosti byly studovány v kapi-
tole 4 pouze pro př́ıpad kladných difuzńıch koeficient̊u, dává dobré výsledky i pro formálńı
DNA s nulovým difuzńım koeficientem.

Model však neńı schopen poskytnout spolehlivé č́ıselné hodnoty. Vyžaduje také zkusmo
nastavit počátečńı podmı́nku formálńı DNA, což d̊uvěryhodnost modelu jistě nezvyšuje.
Výsledky jsou poměrně citlivé na změny parametr̊u výpočetńı oblasti R a T . Jak již
bylo uvedeno v části 5.2.1, soustava parciálńıch diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćı radikálové
reakce pro velká t degeneruje. Pro velká t jsou prakticky nulové všechny reakčńı členy
kromě těch, které maj́ı p̊uvod v reakćıch radikál̊u s formálńı DNA. Je možné, že formálńı
DNA ovlivňuje soustavu radikálových reakćı v́ıce, než je fyzikálně př́ıpustné. Volba délky
časového intervalu zde hraje velkou roli.

Horš́ı je situace v př́ıpadě druhého modelu (2.14)-(2.17), využ́ıvaj́ıćıho integrálńı pr̊uměr
přes r̊uzné časy setkáńı clusteru radikál̊u s DNA. V tomto př́ıpadě nejsme dosud schopni
źıskat rozumné výsledky. Je nutné vhodně nastavit parametry αi v (2.16). Při chybné volbě
vyjde tm = +∞ ve výrazu (2.15) a výpočet neńı možné provést. Neńı jasné, zda je integrál
(2.16) s meźı tm = +∞ konečný. Volba parametr̊u je zde obt́ıžněǰśı než v př́ıpadě modelu
s formálńı DNA.
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Kapitola 6

Závěr

V předchoźıch kapitolách byl popsán matematický model chemické fáze radiobiologického
procesu. Základem modelu je soustava semilineárńıch evolučńıch parciálńıch diferenciálńıch
rovnic (3.7) pro koncentrace radikál̊u a daľśıch chemických látek, vystupuj́ıćıch v reakćıch
ovlivňuj́ıćıch poškozeńı DNA. Byly odvozeny některé teoretické výsledky týkaj́ıćı se této
soustavy a numerická metoda pro řešeńı př́ıslušné počátečńı úlohy. V rámci diplomové práce
byl model také realizován na poč́ıtači a źıskány numerické výsledky, které jsou kvalitativně
srovnatelné s fyzikálńı skutečnost́ı. Věř́ıme, že model je použitelný nejen pro studium vlivu
koncentrace kysĺıku na poškozeńı DNA, ale i pro zkoumáńı vývoje radikálového clusteru
za př́ıtomnosti jiných radioprotektivńıch nebo radiosenzitivńıch látek.

Na tomto mı́stě je vhodné upozornit na otázky souvisej́ıćı s modelem, které v diplomové
práci nebyly vyřešeny. Předevš́ım je zde problém počátečńıch a okrajových podmı́nek pro
soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic (3.7). Dostatečně detailńı experimentálńı údaje
pro volbu pr̊uběhu počátečńı podmı́nky nejsou k dispozici. Ćılem každého daľśıho modelu
vycházej́ıćıho z rovnic (3.7) by proto mělo být dosažeńı co nejvyšš́ı obecnosti počátečńıch
podmı́nek. Měla by být ověřena vhodnost volby Neumannových okrajových podmı́nek.
Pokud to bude možné, měly by být navrženy lepš́ı okrajové podmı́nky, které by umožnily
simulovat rozplynut́ı clusteru difuźı, aniž by bylo nutné volit velkou výpočetńı oblast.

Daľśı zlepšeńı jsou potřeba pro modelováńı interakce radikál̊u s DNA. Z fyzikálńıho
hlediska jsou modely popsané v této práci př́ılǐs zjednodušuj́ıćı.

Význam d̊ukazu existence přesného řešeńı úlohy (3.27)-(3.30) Galerkinovou metodou je
diskutabilńı. Pokud by bylo možné odvodit apriorńı odhad norem galerkinovských aproxi-
maćı i v obecném př́ıpadě (tj. pouze za předpoklad̊u (3.1)-(3.4)), značně by se zjednodušila
také teorie numerické metody. Galerkinovské aproximace obecně mohou nabývat záporných
hodnot, a nejsou tedy fyzikálńı. Důkazové techniky použ́ıvaj́ıćı prostory spojitých funkćı
(viz [19]) mohou být úspěšněǰśı, nelze z nich však vycházet při návrhu numerické metody.

Co se týče numerického řešeńı, lze pokračovat ke konečným prvk̊um vyšš́ıho řádu.
Alternativně lze uvažovat o technice tzv. mass lumping (srov. [25]), která by mohla za-
jistit nezápornost diskrétńıho řešeńı. Numerické metody pro řešeńı rovnic (3.7) ve třech
dimenźıch patrně nejsou potřeba. Metody pro válcově symetrická řešeńı by mohly naj́ıt
aplikace při simulaci účink̊u jiných typ̊u ionizuj́ıćıho zářeńı (protony, lehké ionty).
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Dodatek A

Nerovnost Gronwallova typu

V literatuře lze nalézt r̊uzná zobecněńı Gronwallovy nerovnosti, obvykle ve tvaru implikace

(

ξ ∈ C ([a, b]) , 0 ≤ ξ(t) ≤ φ(t) +

t∫

a

K(ξ; s) ds, t ∈ [a, b]

)

=⇒
(

ξ(t) ≤ ψ(t), t ∈ [a, b]

)

,

s r̊uznými funkcemi φ, ψ a r̊uznou závislost́ı na neznámé funkci K(ξ, · ). Např. v [18] je
uvedena nerovnost obsahuj́ıćı na pravé straně obecně p-tou mocninu neznámé funkce ξ
a s φ(t) = konst., v [6] se připoušt́ı lineárńı závislost K(ξ, · ) a singulárńı φ(t) = At−α,
0 < α < 1, apod.

Ćılem této kapitoly je dokázat nerovnost Gronwallova typu, použitelnou při odhadu
chyby diskrétńıho řešeńı. Uvažujeme tedy prvńı i druhou mocninou neznámé funkce na pra-
vé straně a dostatečně obecnou funkci φ. Nejprve provedeme d̊ukaz pro jednodušš́ı př́ıpad
φ = konst.

Lemma 34. Necht’ φ ∈ IR, φ ≥ 0 a ξ ∈ C ([a, b]), γ1, γ2 ∈ L1 (a, b) jsou nezáporné funkce
splňuj́ıćı nerovnosti

φ ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1 < 1,

ξ(t) ≤ φ+

t∫

a

γ2(s)ξ
2(s) ds+

t∫

a

γ1(s)ξ(s) ds, t ∈ (a, b).
(A.1)

Potom

ξ(t) ≤ φe‖γ1‖L1

1 − φ ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1
, t ∈ [a, b]. (A.2)

D̊ukaz. Vyšetř́ıme pouze př́ıpad φ > 0. Tvrzeńı pro φ = 0 dostaneme limitńım přechodem.
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Kladná absolutně spojitá funkce

η(t) = φ+

t∫

a

γ2(s)ξ
2(s) ds+

t∫

a

γ1(s)ξ(s) ds

splňuje nerovnost

η̇(t) = γ2(t)ξ
2(t) + γ1(t)ξ(t) ≤ γ2(t)η

2(t) + γ1(t)η(t).

Odstrańıme lineárńı člen substitućı

ζ(t) = e
−

t
R

a

γ1(s) ds
η(t), ζ̇(t) ≤ γ2(t)e

t
R

a

γ1(s) ds
ζ2(t) ≤ γ2(t)e

‖γ1‖L1 ζ2(t)

a integrujeme

ζ̇(t)

ζ2(t)
≤ γ2(t)e

‖γ1‖L1 ,

1

ζ(a)
− 1

ζ(t)
≤ ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1 ,

ζ(t) ≤ ζ(a)

1 − ζ(a) ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1
≤ φ

1 − φ ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1
,

η(t) ≤ φe‖γ1‖L1

1 − φ ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1
.

Lemma 35. Necht’ ξ ∈ C ([a, b]) je nezáporná, γ1, γ2 ∈ L1 (a, b) jsou nezáporné, a φ je
nezáporná měřitelná funkce. Necht’

Φ(t) = 2γ2(t)φ
2(t) + γ1(t)φ(t), t ∈ (a, b). (A.3)

Necht’ Φ ∈ L1 (a, b) a plat́ı

2 ‖Φ‖L1 ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1 < 1,

ξ(t) ≤ φ(t) +

t∫

a

γ2(s)ξ
2(s) ds+

t∫

a

γ1(s)ξ(s) ds, t ∈ (a, b).
(A.4)

Potom

ξ(t) ≤ φ(t) +
‖Φ‖L1 e‖γ1‖L1

1 − 2 ‖Φ‖L1 ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1
, t ∈ (a, b). (A.5)

D̊ukaz. Funkce

η(t) =

t∫

a

γ2(s)ξ
2(s) ds+

t∫

a

γ1(s, t)ξ(s) ds

97



je spojitá a nezáporná, plat́ı
ξ(t) ≤ φ(t) + η(t).

Obě strany posledńı nerovnosti jsou nezáporné, lze umocnit

ξ2(t) ≤ (φ(t) + η(t))2 ≤ 2φ2(t) + 2ξ2(t),

η(t) ≤
t∫

a

γ2(s) (η(s) + φ(s))2 ds+

t∫

a

γ1(s) (η(s) + φ(s)) ds

≤
t∫

a

Φ(s) ds+

t∫

a

2γ2(s)η
2(s) ds+

t∫

a

γ1(s)η(s) ds.

Podle předchoźıho lemmatu tedy

η(t) ≤ ‖Φ‖L1 e‖γ1‖L1

1 − ‖Φ‖L1 ‖2γ2‖L1 e‖γ1‖L1
,

ξ(t) ≤ φ(t) +
‖Φ‖L1 e‖γ1‖L1

1 − 2 ‖Φ‖L1 ‖γ2‖L1 e‖γ1‖L1
.
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