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Abstrakt: Tato prace se zabyva nespojitou casoprostorovou Galerkinovou
diskretizaci linearniho nestacionarniho konvektivné-difuzniho problému. Ne-
spojitd Galerkinova metoda je aplikovana zvlast v prostoru a zvlast v case
na ruznych sitich s ruznymi casovymi kroky za pouziti po ¢astech linearnich
funkci jak v prostoru tak i v case. Tato prace se zaméfuje na numerickou
realizaci této metody a pak nasledné na experimentalni ovéreni teoretického
odhadu chyb v L?(L?)-normé. Za pouziti po ¢dstech linedrnich funkei jak v
prostoru tak i v case a za predpokladu, ze sité jsou regularni, je teoreticka
chyba fadu O(h + 7). Tento dd porovname s experimentdlnim fadem kon-
vergence dosazenym v numerickych experimentech.
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Abstract: The paper presents the discontinuous space-time Galerkin finite
element discretization of a linear convection-diffusion problem. The discon-
tinuous Galerkin method is applied separately in space and in time using
different grids and time steps. The focus of this paper is realizing this method
and then verifing by experiments theoretical error estimate in L?*(L?)-norm.
Using piecewise linear function for the space and on the assumption that
grids are regular, we obtain that the error is of order O(h + 7). This order
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Kapitola 1

Uvod

Mnoho problému z védy a techniky (napf. meteorologie, ochrana prostiedi
atd.) vyzaduje aplikaci vykonné, robustni, spolehlivé a dostatecné presné
numerické metody. Klasické metody, jako je metoda koneénych diferenci,
metoda konecnych objemu nebo standartni metoda koneénych prvku, neposky-
tuji vzdy dostatecné presnou numerickou realizaci nelinearniho singularné
perturbovaného systému. Ukazuje se, ze vhodna numerickd metoda pro zmi-
nény problém je nespojita Galerkinova metoda (discontinuous Galerkin finite
element method (DGFEM)), kterd se velmi cCasto pouzivd jako numericky
fesi¢ pro fadu takovychto tloh.

DGFEM pouziva po castech polynomidlni aproximaci hledaného teseni
na konecnéprvkové siti bez pozadavku na spojitost feseni mezi sousednimi
elementy. Dovoluje nam konstruovat schémata vyssich radua ptresnosti, které
jsou vhodné pro aproximaci nespojitych feseni rovnic zakonu zachovani nebo
pro feSeni singularné perturbovanych konvektivneé-difuznich problémau, jejichz
feSeni maji velké gradienty.

Poprvé byla nespojita Galerkinova metoda uvedena [7] v roce 1973 jako
numerickd metoda pro neutronovou transportni rovnici. Prvni analyza této
metody byla porovedena Le Saintem a Raviartem [6], pozdéji byla vylepsena
Johnsonem a Pitkirantou [5].

V diskretizaci nestaciondrnich problému se casto pouziva tzv. prostorova
semidiskretizace. Tzn., ze nejprve aplikujeme diskretizaci na prostorové pro-
meénné a cas se zatim nechava spojity. Tento postup vede na velky systém
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic, ktery muze byt numericky feSen pomoci
vhodného numerického tesice (jakym je tfeba Runge-Kuttova metoda). U-
kazuje se, ze pro feSeni rovnic mechaniky tekutin je vhodnéjsi aplikovat im-
plicitni nebo semi-implicitni metodu. Bohuzel tyto metody maji nizky tad
presnosti v case.

Casto v numerickych simulacich problému, které jsou nestaciondrni, se



vyzaduje vyssi fad presnosti nejen v prostoru, ale i v ¢ase. Z tohoto hlediska
se zdd byt vhodné pouzit DG (discontinuous Galerkin) diskretizaci jak v
prostoru, tak i v ¢ase.

Tato diplomova prace je vénovana casoprostorové DG diskretizaci, ktera
je aplikovand zvlast v prostoru a ¢ase pro numerické feseni nestacionarniho
konvektivné-difuzniho problému. Nejprve se v odstavci 2.1 budeme kratce
zabyvat obecné nelinedrnim konvektivné-difuznim problémem (definici pro-
blému a postupem pii semidiskretizaci v prostoru). V odstavci 2.2 se omezime
na linedarni konvektivné-difuzni problém. Diskretizaci je vénovéana 3.kapitola.
Nasim cilem je numericka realizace DG metody v case a prostoru a jeji
ovéteni. Tzn., ze popisujeme diskretizaci problému, kterd je zakladem pro
sestaveni programu. Ovéreni metody spoc¢iva v feseni testovaciho problému,
vypoctu experimentalnitho fadu konvergence a porovnani s teorii. V kapi-
tole 4 se krétce zminime o teoretickych vysledcich odhadu chyb. V kapitole 5
popiseme algoritmizaci metody a v kapitole 6 se zminime o experimentalnich
vysledcich.



Kapitola 2

Formulace spojitého problému

V této kapitole se budeme nejprve v prvni ¢asti zabyvat formulaci obecného
nelinearniho konvektivné-difuzniho problému. V druhé césti zformulujeme
jako specialni pripad linearni problém.

2.1 Nelinearni problém

Uvazujme nésledujici nestacionarni nelinearni konvektivné-difuzni problém:
Najdéte u: Qr = Q x (0,T) — IR takové , ze:

ou L of(u)
— =ceA 2.1
ot +Sz::1 8:175 EAU+ ¢ v QT, ( )

a

=y

ou

Sa—n|rNx(o,T)= gn,s

9}

)
) u|FD><(O,T): Up,
)

d)  u(z,0)=u"), ze€q.

Piedpoklddejme, Ze oblast Q C IR, d = 2,3, je omezend polygonélni (pro
d = 2) resp. omezend polyhedralni (pro d = 3) oblast s lipschitzovsky spojitou
hranici 092 = Tp UTN,IpNTy =@ aT > 0. Difuzni koeficient ¢ > 0 je
dand konstanta, g : Qr — IR,up : T'p x (0,T) — IR,gn : T'y x (0,T) — IR
au’:Q — IR jsou dané funkce a f, € C*(IR),s = 1, ..., d, jsou dané nevazké
toky. Bez jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze f5(0) =0,s = 1,...,d,
protore 22 f(u) = 22 (fu(u) — £,(0)).

V této souvislosti zavadime standardni znaceni prostort funkef: L*(w) -
Lebesguetv prostor, W*P(w) - Soboleviiv prostor, LP(0,T; X) - Bochnertiv
prostor s funkcemi definovanymi na intervalu (0,7") s hodnotami v Bana-
chové prostoru X, C*([0,T7]; X) - prostor k-krdt spojité diferencovatelnych
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zobrazeni na intervalu [0, 7] s hodnotami v X (Zde w je oblast, k > 0 je celé
cislo, p € [1, 00]). Skaldrn{ soucin v L*(©) znacime (-,-). Symboly |-z,
resp. ||y, 7naél L?(w)-normu resp. H *(w)-seminormu definované vztahy

el e = (/w ? dx) (2.2)

(S

resp.

N

ful gy = (Z /(Dau)z dg:) , (2.3)

o=k V¥
kde a = (o, ..., ), a; € No, |la| =+ ...+ a4 a

ollu(z)

D% = —F—4
or{ ... Oxy?

(2.4)

Slaba formulace tohoto problému muze byt zavedena standardnim pos-
tupem. Rovnici (2.1) a) vyndsobime funkci

peV={peH(Qplr,=0}, (2.5)

aplikujeme Greenovu vétu a pouzijeme podminku (2.1) ¢). Necht
u* € C([0,T); HY(2)) N L=(Qr)
je funkee, jejiz stopa na dI'p x (0,7T) je rovna up. Pak muzeme definovat
slabé Feseni problému (2.1) a)-d) jako funkei spliujici podminky
a) u—u* € L*0,T;V), ue L®(Qr),
d d
b) %/ﬂugo da:—i—e/QVu-Vgo dx+/m§::1fs(u)nsgo ds (2.6)

d 6(,0
_ /lefs(u)a% dx

= /ggpdx+/ gnp dS Vo eV,
Q 'y
c) u(0) =u’ v Q.

Identitu b) chdpeme ve smyslu distribuci na (0,7).
Budeme predpoklddat, ze existuje teSeni problému (2.1) a)-d) spliujici
nasledujici podminky reqularity:



u € L*(0,T; HPT(Q)), % € L*(0,T; HP(Q)) (2.7)
pro néjaké celé ¢islo p > 1. Pak u € C([0,T]; HP(Q2)) spliuje (2.1) a)-d)

bodové skoro vsude.

2.2 Linearni problém

Piedpoklddejme opét, Ze oblast 0 C IR? je omezena polygondlni (prod = 2)
resp. omezend polyhedralni (pro d = 3) oblast, kterd mé lipschitzovsky
spojitou hranici 9Q a T" > 0 nebo T" = oo. Polozme Qr = Q x (0,7).
Uvazujme nasledujici problém s pocateéni a okrajovou podminkou: Najdéte
u : Qr — IR splnujici

%—FV-VU—eAu%—cu = g v Qr, 2.8
u = up na 0~ x (0,7, 2.9
ou

(2.8)
(2.9)
Son = IV na 9Q" x (0,7), (2.10)

u(z,0) = u’(x) x€Q. (2.11)
Dale budeme piedpokladat, ze 9 = 90Q~ U 9N a

v(z,t)-n(z) < 0 na 007, (2.12)
v(z,t)-n(z) > 0 na QY Vte (0,T). (2.13)
Symbolem n(z) oznac¢ujeme jednotkovou vnéjsi normalu k 0f.
V pripadé, ze ¢ = 0 pokladame gy = 0 a ignorujeme Neumannovu
podminku.

Dale uvazujeme nésledujici podminky (A):

a) g €C(0,T);L*(),

b) Ug € LQ(Q),
¢) up jestopau* € C0,T); H ()N L®(Qr) mna o~ x (0,7),
d)  veC(o,T);W"=(Q)), v, Vv jsou omezeny konstantou C,,
e) ceC(0,T);L=(Q), [e(z, )] <Cc v Qr,
1
f)  c— édz’v v>7>0 v Qr, kde vy je konstanta,
9)  gn €C([0,T); L*(0Q)),
h) e>0.



Obdobné jako v nelinearnim problému zavedeme slabou formulaci pro
linedrn{ problém. Rovnici (2.8) vyndsobime funkei

p eV ={peH(Q);plon-=0}, (2.14)

aplikujeme Greenovu vétu a pouzijeme podminku (2.10). Pak muzeme defi-
novat slabé feseni problému (2.8)-(2.11) jako funkci spliujici podminky

a) u—u* € L*0,T;V), uc L™(Qr),
b) %/QUSO dI—i-é/QVU'VSO dx_}_/am_(v-n)ucp ds (2.15)
—/ u div(pv) dx—i—/ cup dx
QO Q

= /gwdﬂch/ gnp dS Ve eV,
Q ont
c) u(0) =u’ v Q.

Identitu b) chapeme ve smyslu distribuci na (0,7"). Jestlize € > 0, 1ze ukézat
[8], ze takovéto TeSeni u existuje a je jednoznacné. Dokonce plati, ze % €
L*(Q7), pokud T < +o0o. Budeme predpoklddat, Ze slabé fegeni u existuje a

je dostatecné regularni:

0

a_?: e L'(0,T; HP*Y(Q)) N L2(0, T; H*(Q)), (2.16)
kde p > 1 je prirozené &islo. Lze ukdzat, ze toto feseni u € C([0,T); HPT1(Q))
spliuje rovnici bodové (skoro vsude).



Kapitola 3

Diskretizace

V této kapitole se budeme nejprve v prvni casti zabyvat semidiskretizaci
v prostoru obecného nelinedrniho problému, v druhé casti semidiskretizaci
v prostoru linearniho problému a na zavér navazeme na semidiskretizaci z
druhé casti a provedeme diskretizaci i v Case.

3.1 Nespojita Galerkinova metoda pro
nelinearni problém

Definujme 7, (h > 0) jako déleni uzaviené oblasti 0 na koneény pocet
uzavienych trojuhelniku (pro d = 2) resp. ¢tyfsténu (pro d = 3) K s
navzajem disjunktnimi vnitiky. Pak 7, nazyvame triangulaci oblasti 2 a K
elementy (prvky) triangulace 7p,.

Oznatme hx = diam(K) jako prumér mnoziny K, h = maxger, hx,
|K| jako Lebesgueovu miru elementu K a pg jako polomér nejvétsiho
kruhu (koule) vepsaného do K. Elementy triangulace 7, = { K, };es o¢islujeme
tak, ze I C Z* = {0,1,2,3,...} je vhodnd indexovd mnozina. Jestlize dva
elementy maji spole¢nou hranu (resp. sténu), nazyvame tyto dva elementy
sousedy. Pak v tomto piipadé znacime I';; = I';; = 0K; N 0K;.

Pro kazdé i € I definujeme mnozinu s(i) = {j € I; K; je soused K;}.
Hranice 092 je tvofena konetnym pocCtem hran (resp. stén) elementu K;
prilehlych k 0€. Tyto hrany (resp. stény) oznacime S;, kde j € I, C Z~ =
{—1,-2,-3, ...} a definujeme mnozinu (i) = {j € I,;S; je hrana (resp.
sténa) K;}, I';; = S pro K; € T), takové, pro které je S; C 0K;, j € I,,. Pro
element K;, ktery neni hraniénim elementem, poklddame ~(i) = (. Ziejmeé
plati, ze s(i)Nv(i) = P pro libovolné i € I. Pokud oznacime S(i) = s(i)U~(i),
pak muzeme psat
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JES(D) FE(D)
Déle definujme mnoziny vp (i) a yn (i) jako podmnoziny mnoziny (7) tvofené
takovymi indexy j, pro které je hrana (resp. sténa) I';; ¢ésti bud I'p nebo
I'y hranice 0f2. Z toho jiz muzeme predpokladat, ze plati:

v(1) = vp(i)) Uyn (i), p(i) Nyn(i) = 0. (3.2)

Déle pouzivdme ndasledujici znaceni: n;; = ((ni)1, ..., (ni;)a) = vnéjsi jed-
notkova normala k 0K; na hrané I';; (n;; je konstantni vektor na I';;),
d(I';;) =diam(L;;), |T';;| = (d — 1)-dimenzionélni Lebesgueova mira I';;.

Na triangulaci 7}, definujeme prostor tzv. broken Sobolev space:

H*(Q,Tp) = {v;v| g€ H*(K) VK € T,}. (3.3)

Seminormu na tomto prostoru definujeme vztahem

KeT,

[Vl = (Z \vlifk(m) . ve HNQT). (3.4)

Pro v € H'(Q,7;,) zavddime oznacent:

v|p, = stopav|g, naly; (3.5)
vlr,, = stopav|g, naly;
1
<U>Fij = 5(’0 Ly + ’U’Fji)
[/U]Fij = Ulry — /U‘Fji

definujici stopu, primer a skok stop funkce vna I';; = I'j;. Je zfejmé z téchto
definic, ze

</U>Fij = <U>Fji ’ (36)
[U]Fij = _[U]Fji7
[vlr,ni; = [v]r,my.

Ptiblizné feseni problému (2.1) a)-d) budeme hledat v prostoru Sy, nespo-
jitych po ¢astech polynomidlnich funkci, ktery je definovan takto:

Sy = SPHO, T,) = {v;v|x€ PP(K) VK € T}, (3.7)

kde p je kladné celé ¢islo a PP(K) je prostor polynomu na elementu K stupné
< P
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Nyni budeme diskretizovat problém (2.1). Pro tuto diskretizaci budeme
predpokladat, Ze u je Feseni problému (2.1) a)-d) splaujici (2.7). Z toho plyne,
ze jsou splnény nasledujici rovnosti:

(Wi 0))r, = w0, (3.8)
[u('7t)]rij =0
(Vu(, 1)), = Vul(,t)[r,=Vu(,t)[r, prosv.te(0,T).

Rovnici (2.1) a) vyndsobime funkei ¢ € H%(,7},), provedeme integraci levé
a pravé ¢asti rovnice pres elementy K; € 7, aplikujeme Greenovu vétu
a seCteme pres vSechny elementy z triangulace 7;,. Po upravach obdrzime
nasledujici rovnost:

n,dS (3.9)

[eurs s | Sawi.o

1€l jeS(4) Lij s=1

- Z/ Zfs @d +Z/ (Vu- V) do

i€l Kis3
- X% [ evu) ny)lelds
i€l jes(i)

Jj<i

— Z Z / (Vu-ny;) ¢ dS

i€l jeyp (i) i

- /gcpdx+z Z/ (Vu - ny) ¢ dS.

1€l jeyn (i)

K levé strané rovnice (3.9) pridame vyraz

Y / )-ny;) [u] dS, (3.10)

1€l jes(i)
1<t

ktery je roven nule pro ptesné feseni u (viz (3.8)). Déle budeme uvazovat
nasledujici dva vyrazy

Y / (V- ny) udS (3.11)

1€l jeyp(i)
resp.

Y / (Ve - ny;) up dS, (3.12)

i€l jevp(i i

12



které jsou identické v dusledku Dirichletovy podminky (2.1) b). Tyto dva
vyrazy pricteme k levé resp. pravé strané rovnice (3.9) a to bud’ se znaménkem
+ (tim ziskdme tzv. nesymetrickou DG diskretizaci) nebo se znaménkem —
(pak ziskame tzv. symetrickou DG diskretizaci).

Diky Neumannové podmince (2.1) ¢) muzeme druhy ¢len pravé strany
(3.9) nahradit vyrazem

> /i'gzvso ds. (3.13)

i€l jeyn (i)

Pro stabilitu této diskretizace zavadime tzv. vnitini penaltu (interior penalty)

e Y / (3.14)

1€l jes(i)
<1t

kterd je rovna nule pro presné feSeni u a tzv. hraniéni penaltu (boundary
penalty)

ey Z / ocup dS =¢e)_ Z / oup ¢ dS, (3.15)

i€l jevyp i€l jevp

kde o je vdha deﬁnovana obvykle vztahem

Cw
olr,= . 3.16
d(T';;) (3.16)
Jind moznost je:
Cw
T ' ) 3.17
Tl ey pro j € s(i) (3.17)
¢ C
olr,= h—W pro j € yp(1). (3.18)
K;

Zde Cyy > 0 je vhodna konstanta. Pro nesymetrickou DG diskretizaci muzeme
polozit Cy, = 1. Ale pro symetrickou diskretizaci musi byt volba Cy, mnohem
promyslenéjsi.

Na zakladé téchto tvah muzeme zformulovat nasledujici vyrazy:

an (u, @) = Z/Kis(Vu-ch) dx (3.19)

= T ¥ [ evu)mg) o] ds

1€l jes(3)
Jj<i

XY [ Vo) mg) [ulds

1€l jeEs(3)
Jj<i

13



- > > / (Vu-ny;) ¢ dS

i€l jeyp(i) "W

+ZZ/ Ve n;) udS

i€l jeyp(i)

pro nesymetrickou diskretizaci,

ay(u, ) = Z/ (Vu - Vo) dx
— -1y as
DI RE( ) [¢]

j<i

_> Z/ ) ny) [u] dS

1€l jes(q)
Jj<t

— Z Z / (Vu-ny;) ¢ dS

i€l jeyp(i)
- > > / (Ve -ny) udS
i€l jeyp(i) " Y

pro symetrickou diskretizaci,

Rwe) = L3 | olullel ds

1€l jes(i) i
1<t

—i—ZZ/augpdS

i€l jeyp(i) 'L

vnitini a hrani¢ni penalty,

R = [owedety S [ gn(tgds

i€l jeyn(i)

+ Yy / (Vep - nij)up(t) dS

i€l jeyp(i)

—l—aZZ/auD Yo dS

i€l jeyp(i) "1

prava strana pro nesymetrickou diskretizaci,

B0 = [o0edey 5[ o

i€l jeyn

14
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- Y Y [ (Ve ngun(t) ds

i€l jeyp(i) L

+€ZZ/JUD ) dS

i€l jevp(i

prava strana pro symetrickou diskretizaci.
Nakonec budeme aproximovat konvektivni ¢len pomoci tzv. numerického
toku H(u,v, n)

bn(u, ) = —Z/ Zfs 8@ dx (3.24)

el K s=1
+ Z Z / zg’u‘rjz7 nl]) 90 Fz] dS?
el jeS(4)

kde u,p € H'(Q,T,), u € L>®(Q).

Déle budeme predpokladat, ze numericky tok H (u, v, n) spliuje nasledujici
podminky (H):

1. H(u,v,n) je definovdn v IR? x By, kde B; = {n € IR% |n| = 1}, a je
lipschitzovsky spojity v proménnych u, v:

|H(u,v,n) — H(u",v*,n)| < Cr(Ju—u"|+|v—2v") (3.25)

u,v,u",v* € IR, n € By.

2. H(u,v,n) je konzistentni:
d
H(u,u,mn) => fo(u) ns, uw€ IR, n=(ny,..,ng € B. (3.26)

s=1

3. H(u,v,n) je konzervativni:

H(u,v,n) =—H(v,u,—n) u,v€ IR, n€ By. (3.27)

Z predpokladu (3.25) a (3.26) plyne, ze funkce fs, s =1,...,d, jsou lipschit-
zovsky spojité s konstantou Ly = 2C7.
Za predpokladu, ze f,(0) =0 pro s = 1,...,d, plati:

H(0,0,n)=0 V¥nec B,. (3.28)

Nyni jiz muzeme definovat diskrétni problém pro nelinedrni konvektivne-
difuzni rovnici.
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Definice: Rekneme, Ze uy, je DGFE feSeni nelinedrniho konvektivné-
difuzniho problému (2.1), jestlize splniuje podminky

a) u, € C'([0,T]; Sp), (3.29)
b) <au$t(t) : gph) + an(un(t), on) + by (un(t), on) + J7 (un(t), ¢n)

= lh(@h)(t) Vgph c Sh, Vt € (O,T),

¢) un(0) = uj,

kde aj, = alY, l;, = I (pro nmesymetrickou diskretizaci) ap = a3, l, = 13
(pro symetrickou diskretizaci). uj) je definovdno jako Sy-aprozimace poédtecni
podminky u® : u) € Sy, je L*-projekce, tedy:

(up —u®,0n) =0 Vop € Sp. (3.30)

3.2 Nespojita Galerkinova metoda pro
linearni problém

Necht 7, = Ujer K (I € {0,1,2,,...} je indexovd mnozina) je klasickd
triangulace uzaviené oblasti €2 s konetnym poctem elementu (pro d = 2
trojtihelniku nebo pro d = 3 étyisténu). Predpoklddame, ze pro libovolné
K, K; € Tp, je bud K; N K nadrovina, kterou znac¢ime jako I';; (= I';;) nebo
je to bod (pro d=3 to muze také byt hrana) anebo K; N K; = . V piipadé,
kdy K; N K; =T';;, nazyvame K; a K; sousedy. Dale pro ¢ € I definujeme

s(i) ={j € I; K je soused K;}. (3.31)

Pro kazdy element K € 7, definujeme hy jako prumér K a pg jako polomér
nejvetsiho kruhu (koule) vepsané do K. Ozna¢me h = maxger, hi. Predpo-
klddame, ze triangulace je requldrni (shape regular): Existuje konstanta Cr
nezavisla na K € 75, a h takova, ze

h
X <0r VKeT, (3.32)
PK

Déle zavadime prostor tzv. broken Sobolev space

HYQ,T;) = {p;0lx € HY(K) VK € T,} (3.33)

a na tomto prostoru definujeme seminormu
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%
el prz,) = (Z “P‘?{k(m) ; (3.34)

KeT,

kde || Je seminorma v Sobolevové prostoru H *(K). Déle budeme pro
o€ HY(O,T,),i €1, j € s(i), pouzivat shodné znaceni s (3.5):

¢lr, = stopa ¢|g, na 'y, (3.35)

¢lr,, = stopa p|k; na L'y, (3.36)
1

(@i, =5l + el (3.37)

[l = elry — @l - (3.38)

n,; znaci jednotkovou vnéjsi normalu k K; na hrané I';;. Hranici elementu
K; € 7T, rozdélime na dvé disjunktni podmnoziny 0K; = 0K; U 0K;
nasledujicim zpusobem:

OK; (t) ={zx € 0K;; v(x,t) -n(x) <0}, (3.39)
OKf(t) ={z € 0K;; v(z,t) n(z) > 0}, (3.40)

kde n je vnéjsi normaéla k 0K;. Pro jednoduchost nebudeme znacit zavislost
OK; a OK; na case.

Pti diskretizaci linearniho problému budeme postupovat obdobné jako pii
diskretizaci nelinearniho problému. Budeme opét predpokladat, ze u je presné
feseni problému (2.8)-(2.11) splaujici (2.16). Takovéto u ziejme spliuje (3.8).
Rovnici (2.8) vyndsobime funkef ¢ € H?*(Q,7,), provedeme integraci pres
kazdy element K;, vSe secteme a dostaneme

ou
+ E .V 41

— 6Z/I(iAu<p+Z/Kicug0

i€l el
- [
Q

Prvni ¢len levé strany upravovat nebudeme, upravime druhy clen levé
strany (tzv. konvektivni ¢len), kde vyuzijeme myslenky upwindingu. To zna-
mend, ze na hranici typu 0K; \0€2 resp. 0K; NS, kde Feseni jakoby " vtéka”
do elementu K;, vyuzijeme hodnot z hranice sousedniho elementu resp. Dirich-
letovy podminky. Proto zavedeme zjednodusené znaceni u~ pro hodnoty na
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hranici OK; ze sousedniho elementu resp. z Dirichletovy podminky. Budeme
psat

Vujpds = [ (veomugdS+ [ (v-mugpdS 3.42

Jo v vapde = [ (vomupds [ (vonjue (3.42)

- /u div(pv) dx

k3

= —/Kiu div(ev) dx + /6Ki(v -n)up dS (3.43)
_ aK{\BQ(V ‘m)up dS — 6K;man(v - n)up dS
+/8Ki\m(v ‘n)up dS + BK;mm(v n)u—y dS
+/8Ki+(v ‘n)up dS — /(91(;“(‘/ -n)up dS

- /K (v~ Vu)g dx (3.44)
ol W =) dS
a aK;maQ(V ‘njue dS
* /aK;naQ(V Jutp dS

- / (v-Vu)p dz (3.45)
a aK{\aQ(V ~n)[ulp dS
a aK{naQ(V ‘njue dS

+/6K;man(v -n)up(t)p dS.

V (3.42) jsme pouzili Greenovu vétu. V (3.43) jsme piidali vyraz:

0 = /6Ki(v~n)ug0d5—/aKi(v-n)ugp as
= /6Ki(v~n)ugpdS—/aKj(v~n)ugpdS

- (v-n)up dS — (v-n)up dS.
DK \0Q OK; NI
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V (3.44) jsme pouzili opét Greenovu vétu na prvni dva éleny v (3.43). V

(3.4
(3.41):

Z/ Auyp dx

el

+

5) jsme pouzili (3.38) a (2.9). Upravme tieti clen levé strany rovnosti

Z/ (Vu-n) p dS — Z/ Vu -V dx (3.46)

i€l el
>y / (Vu-ny;) ¢ dS (3.47)
i€l jes(i

(v s / (Vu-n) ¢ dS
g/ﬁK NoQ b n v +§ 6K+masz ¢ n)go
Z/ Vu- Ve dx
iel
—Z/ Vu -V dr (3.48)

i€l

Z Z / ( ’L] nl]) (70 Fz] + (Vu‘rji n]l) @‘Fji) dS
i€l J']EZZ

(v s / (Vu-n) ¢ dS.
g/ﬁK NoQ b n v +Z 6K+masz ¢ n)go

Déle proi € I a j € s(i) plati:

/F~ ((vu Ly 'nij) PITy; + (Vu‘rji 'nji) @‘Fji) ds (349)
1
= /F 5 ( ( Ty 'nij) Plr,; + ( Ty 'nij) 2 Fij) ds (350)
1
+ /r 2 ( (Vulry, ‘mp) olr, + (Vulr, ny) Sp\rji) ds
1
= [ 5((Vulr, +Vulr,) - ) ¢lr,, ds (351)
1
= [ 5((Vulr, +Vulr,) - ng) ¢lr,, ds
Ty, 2
= [, ((Vude, - ng) elr, = (Fudr,, my) ele,) 45 (3.52)
= | ((Vu)p,  ny) [elr, = | ((Vu)-ny) [p]dS,  (3.53)
Ty J Ty
kde jsme vyuzili (3.8) platné pro presné feSeni u a n;; = —nj . Navic

pouzijeme nasledujici tii identity
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/ (V) - ny) [u] dS =0, (3.54)

ij

/BKimaﬂ(vSO ‘n) udS = (V- n) up(t) dS

resp.

OK; NoQ

c AijaQ(vu . n) 14 d5 = /6ij69 gN(t) 14 ds,

které plati diky tomu, ze [u] = 0 a diky (2.9) resp. (2.10). Pak celkové

dostaneme:

62/ Au @pdx

el

+

+

—62/ Vu- -V dx (3.55)

el

=SS [ (Vu) mgle] - (V) nglu]) dS

iel jes(iy Y Lis
Jj<i

82/ (Vu-n)p — (Vo -n)u) dS

o1 JOK; non

Z /8K+r189 pdS e Z / n)up(t) ds.

= Jox; maﬂ

Nyni definujme nasledujici formy:

(u, )

ah(“? (10)

/ up dx (3.56)

62/ Vu- -V dx (3.57)

el

X 3 [ (V) myle] ~ (Ve) - mylu)) dS

1€l jes(i)
j<i

52/ (Vu-n)p — (V- n)u) dS

= Jor; noo

> / (v - V) (3.58)
Z/az( - (v-m)up dS

el

Z/a [ulp dS

el K; \69
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cn(u, ) = /chgo dx (3.59)

Ji(u,0) = Yo Y / dS+Z/ oup dS  (3.60)

i€l jes(i) iel Y OK; noQ
hie)t) = [ o ¢m+2/+m t)p dS (3.61)
el
ds
+ 62;/8]( 6QUUD SO
) ds

A
- s,

%m0l

y _ 1
kde volime o|r,,= Tram(T)"

Z rovnice (3.41) s ohledem na (3.14), (3.15), (3.45), (3.55) dostaneme
rovnost

Nyni obdobné jako v nelinearnim problému definujme prostor

(t)

20 0) - an(u(th9) + (ul0) ) + (a0, ) + Tl
In(

©)(t) Vte (0,T), Vo € H*(Q,Ty). (3.62)

Sy =SP"HQ,T,) = {p € L*(Q); p| k€ PP(K) VK € T} (3.63)

kde p > 1 je celé ¢islo a PP(K) je prostor polynomu stupné nejvyse p.
Diskrétni problém formulujeme nasledujicim zptusobem: Hleddme priblizné
resent problému (2.1)-(2.2) jako funkci wy, spliiujict podminky

a) up € CH[0,T]; Sp), (3.64)
b) <auaht(t) : gph) + ap(un(t), pn) + by (un(t), on) + eJy (un(t), on)

=In(pn)(t) Vin € S, Vt € (0,T),
¢) (un(0),n) = (u°,0n) Ve € Sh.

Poznamenejme, ze ve formulaci diskrétniho problému (3.64) jsme pouzili
nesymetrickou formulaci difuznich ¢lent. Snadno muzeme odvodit symetri-
ckou formulaci.
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3.3 Nespojita Galerkinova ¢asoprostorova
diskretizace

Vyjdeme ze semidiskretizace v prostoru problému (2.8)-(2.11) provedené v
odstavci 3.2. Abychom mohli provést DG diskretizaci v ¢ase, uvazujme déleni
0 =1t <t < ..<ty =T tasového intervalu [0,7]. Oznacme T,, =
(tm—1,tm); Tm = [tm—1,tm], Tm = tm — tm_1, pPro m = 1,.. M, Qr =

Q x (0,7). Oblast Q x T,,, bude tzv. m-td ¢asovd vrstva. Z toho jiz plyne, ze
M p—
0, 7] = | T, TmNT,=0 prom#n. (3.65)
m=1
Déle zavadime nésledujici znacent:
om = pltn) = lim o(t) (3.66)
{etm =vlh — om (3.67)

Obecné na kazdé casové vrstvé uvazujeme ruzné triangulace 7y, ., = {K; }ier, .
oblasti Q. Proto také misto S}, an, by, cn, J7, I zavadime prostory Sy, a
formy ah,ma bh,m; Ch,ma ']}Clr,ma lh,m:

Shm =19 € L*();¢|x€ PP(K) VK € T} (3.68)

a formy anm; bnms Chims JF s Inm definujeme obdobné jako v (3.57)-(3.61),
pouze misto I piseme I}, ,,. Déle definujeme formu

Apm(u, ) = apm(u, ©) + bpm(u, @) + chm(u, 0) + Jy . (u, ). (3.69)

Ptiblizné feseni problému (2.8)-(2.11) budeme nynf uvazovat jako funkeci

q
up(z,t) € Spl = {w € LX(Qr); ¢lz,= D t'wi, kde ¢; € Sﬁ,m} - (3.70)
i=0
Funkce w;, muze byt obecné nespojitda v bodech t,,. Proto do diskretizace
musime zahrnout poc¢ateéni podminku a navaznost priblizného reseni mezi
jednotlivymi ¢asovymi vrstvami. Poc¢atecni podminku ug zahrneme pomoci
L?-projekee do prostoru Sy | jako funkci uy,(04) € S} ;. Tedy:

(un(0+), ) = (ug, ) Vo €S}, (3.711)

Obdobné se vyporadame s navaznosti priblizného feseni mezi jednotlivymi
casovymi vrstvami, kde misto poc¢atecni podminky uy budeme uvazovat pfi-
blizné teseni z predchozi casové vrstvy. Tzn., ze mame
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(n(tmer), @) = (wnlthor) @) Vo € Sp s
coz je ekvivalentni s
0= (un(th 1) = unlt 1), 9) = ({tn},1.9) Ve €SE,
Vidime, ze up(t;,_,) € S}, je funkce vznikla L*-projekei pfiblizného feseni
up(ty—1) € Sh,n_1 (2 (m-1)-té casové vrstvy) do prostoru Sy

Nyni muzeme definovat pfiblizné feseni problému (2.8)-(2.11) jako funkci
uy, splnujici identitu

Z/ (%wp) + Anm(un, @) dt+ Y- ({undy 15 9m1)

m=2

+ (un(0+), Z / bm()(t) dt + (uo,00) Vi € SPL. (3.72)

Pokud oznaéime

l/Tm <8u >_|_ Ap o (u,v) dt + Z ({U}m 13 Um— 1)
)
Lv) = Z/ (V) () dt + (w007 ) |

m=1

B(u,v) = Y,

pak (3.72) muzeme zkracené psat ve tvaru

B(un, ) = L(p) V€ S;7. (3.73)
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Kapitola 4

Odhad chyby

V této kapitole pouze shrneme hlavni vysledky tykajici se odhadu chyb jed-
notlivych diskretizaci.

4.1 Odhad chyby semidiskretizace obecného
nelinearniho problému

Piedpoklddejme, ze triangulace {7} }re(o,ny) spliiuje nasledujici predpoklady:
(A1) Systém {7 }re(o,no) je regularni: Existuje konstanta Cr > 0 takova,
ze:
hr

£ <Crp VK €T, Yhe(0,h). (4.1)
PK

(A2) Existuje konstanta Cp > 0 takova, ze:
hg, < Cpd(l;;) iel,j€5(i),h e (0,h). (4.2)

Podminka (A2) ndm zarucuje, ze I';; nedegeneruje vzhledem k hg, pro h —
0+. Nyni muzeme zformulovat vétu o odhadu chyby.

Véta: Predpokladejme, Ze jsou splnény predpoklady (H),(Al) a (A2).
Necht u je presné reseni problému (2.1) splriujici (2.7) a necht wy, je priblizné
resent definované v (3.29). Pak chyba e, = u, — u spliuje odhad

8 T
mass len(t)) + 5 [ (e + R (en(®), en(v) do

te[0,7]

< C1h*, (4.3)

kde C'; > 0 je konstanta nezavisla na h.
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Obrazek 1

Ptedpoklad (A2) je ale omezujici. V praxi muze nastat situace, kdy I';;
bude degenerovat, tedy d(I';;) — 0 aniz by hg, — 0+ (viz obr.1). Z tohoto
duvodu definujeme vahu o vztahy (3.17) a (3.18). Nyni se zaméiime na ¢dst
(3.28) v dukazu véty o odhadu chyby (4.3) provedeny v ¢lanku [2], kde je
dokazéno za predpokladu (A2), ze

J}f(ﬁa 7]) S Oth |u|§{1’+1(ﬂ) 9 (44)
kde
n = Iu—uec H(Q,T,) (4.5)

a I,u je Sp-interpolace u € HP(Q)). Podle ¢ldnku [2] plati
S < ChE™ ulfpi g, i€ 1,0 € (0, ho) (4.6)
oK, i

s konstantou C' nezavislou na ¢ a h.

My nyni provedeme ndsledujici odhad (4.4) za predpokladu, ze vaha
spliiuje (3.17) a (3.18) . Bez tjmy na obecnosti muzeme piredpokladat, ze
existuje C'y > 0 spliiujici:

th > CHhKl Vi € ],] c S(Z) (47)

Pak s vyuzitim (3.21) dostaneme

Kon) = X3 [ ol dS+ZZ/on as.  (48)
iel in(z) i€l jevyp (i)

Ziejmé

nlrﬂ)
D2 =2nlr, nlr,, + (nlr,)”

D2+ (nle)?).
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Diky (4.7) mame

hi, +hx, > (1+Cpg)hg,,

takze
1 1 1 1
— < —_— < — Viecl. g ).
hKi_}‘th - 1+CHhKi - hKZ L e ,jES(Z)
Pak dostaneme:
R < X% [ 20 (6l + 0l ) ds (09)
i€l J€5 i) j
+ Z Z / on® dS
i€l jeyp(i) 1
2CW
DY / nle,,)? ds (4.10)
icl jes(i hK +h
+ Z Z h 772 ds
i€l jevy(i) Fij VK
< 20 dS 4.11
< w% ke n? (4.11)

< Ch¥ |U|Hp+1(sz)-
kde C' > 0. Posledni nerovnost plyne z (4.6). Pak jiz z ¢lanku [2] obdrzime
odhad chyby (4.3) i pro volbu véhy (3.17) a (3.18).

4.2 Odhah chyby semidiskretizace linearniho
problému

Pro jednoduchost zavedme nésledujici znaceni:

el s = ||yiv-le

Q(B

Pak plati nasledujici véta.

Véta: Predpokladejme, Ze {Th}neony) Je systém triangulaci oblasti
spliiugici (A1) a Ze jsou splnény podminky (A) a)-h). Necht presné resent
u problému (2.8)-(2.11) je requldrni ve smyslu (2.16). Necht wy, je priblizné
resent definované v (3.64) a)- c). Pak chyba ey, = u, — u spliuje odhad

tgl()a% Heh HLQ(Q + \/ 270 ”ehHL2 QT
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+ \@\//OT|6h(19)|?11(Q,7h) d19+/OT Ji(en(9), en(V)) dv

1 T 2 2
+ 32 ] (len@ I om00m + Men@ 0y 00100) 9
el

< C(T)h*(\e + Vh), (4.12)

kde konstanta C'(T) nezéavisi na ¢ a h. Tento odhad plati i pro ¢ = 0.

4.3 Odhad chyby uplné diskretizace linearniho
problému

Zaved me néasledujici znaceni:

Hpq = HTH0,T; HA(Q) N C([0,T); HH(Q)), (4.13)
2 2 2
lollz,m = €lvlmoz,,) T Wlvlag + lpm(v,v) (4.14)
1
+ 5 > (||U’|3,8Kmaﬂ + H[U]Hi,aki—\aﬂ)a ve HY(Q, Tnm)-
i€inm

Necht triangulace {75 }rhe(o,n0) SPluje predpoklady:
(B1) {7n}he(o,no) je regularni: Existuje konstanta Cr > 0 takova, ze

h
p—K <Cr VK €Thm m=1,...,M, he/(0,h). (4.15)
K

(B2) Existuji konstanty Cp, Cr > 0 takové, ze

1
D

Pak plati nasledujici véta.

Véta: Predpoklddejme, Ze jsou spliieny podminky (A) a)-h), (B1) a (B2).
Necht u € H,,, je presné feseni problému (2.8)-(2.11) a necht U je priblizné
resent spliiugict (8.73). Pak existuje konstanta C' nezdvisld na h,T a € takovd,
Ze chyba e = U — u splnuje odhad

M

2 2 2
Z/I HeHEm dt SCh’Qp{‘u‘LQ(O,T;HP+1(Q))+‘U‘C([O,T];HP+1(Q))}
m=1""m

2 2
+ CT2q{|u‘H‘I+1(O,T;L2(Q))+|“‘H¢“(O,T;H1(Q))}' (4.17)

Tento odhad plati i pro e = 0.
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Kapitola 5

Algoritmizace metody pro
linearni problém

V této kapitole popiseme algoritmizaci naseho problému, tj. numerickou pii-
pravu pro realizaci a sestaveni programu pro feSeni. Vyjdeme z ivah prove-
denych v odstavcich 3.2 a 3.3. Vysledkem bude soustava linedrnich rovnic
vytvorena na kazdé casové vrstve.

5.1 Odvozeni soustav rovnic

Obdobné jako v odstavci 3.3 zavedeme déleni 0 = tg < t; < ... < tpy =T
casového intervalu [0,T], T = (tm-1,tm), Tm = [tm—1:tm) @ T = tm — tm_1
prom = 1,..., M. N&s problém diskretizovany v odstavci 3.3 rozdélime opét
na jednotlivé casové vrstvy €2 x T, pro m = 1,..., M. Pro jednoduchost
budeme na kazdé casové vrstvé uvazovat stejnou triangulaci 7. Oznacéme
Sy = SP~1(Q,7;,). Pak rovnici (3.72) prepiSeme ve tvaru:

S [ (20 p0) + A e 6)
+ Z {un @} 1 0hs) + (), 20)
mf: [ Up)@) dt+ (w0 0f)  Veolt) € ST,
kde

up € Sﬁ {(,0 c L (QT ‘Tm Zt ¢27 ¢z € Sp} (52)
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je hledané ptiblizné Teseni a

A(u,v) = ap(u, v) + bp(u, v) + cp(u,v) + eJy (u,v). (5.3)
Formy ap, by, cn, Jg, ln jsou definované stejné jako v (3.57)-(3.61). Pro
jednoduchost budeme aproximovat pfesné feseni linearné jak v prostoru tak
i v case. Tzn., ze uvazujeme p=q=1 a ptiblizné feseni budeme hledat v pros-
toru S}lli Déle budeme uvazovat funkce ¢ a v nezavislé na case (o tomto vice
v kapitole 6). Ozna¢me

Sm = {¢|n.; ¢ € Sir} (5.4)
a polozme n :=dim(S}). Je ziejmé, ze n je nezdvislé na m, protoze na kazdé
. . . e g e e Ll o
vrstvé mame stejnou triangulaci. Pfiblizné feseni uy,(t) € S, ; muzeme rozep-
sat nasledujicim zpusobem
uh(t) = uh(t) ’ [to,t1) +uh(t) ’ [t1,t2) +..+ uh(t) ’ [tar—1,tm) * (55)

Oznacme uj'(t) = un(l) |[t_y,tm)E Sm jako pifiblizné feSeni na m-té casové
vrstvé. Pak muzeme psat

n n
j=1 j=1
kde ;, 7 = 1,..,n, jsou bdzové funkce prostoru S}. Tato Feseni u}'(t)

budeme hledat postupné v case na kazdé casové vrstve.

Nyni zacneme sestavovat soustavy rovnic na jednotlivych ¢asovych vrstvach.
Zacneme prvni casovou vrstvou, ktera se lis{ od ostanich vrstev diky pocatecni
podmince ug. Vyjdeme z rovnice (5.1) pro t € [to, t1). To tedy znamend najit
funkei uj (¢) splitujict

[ (248 1) + atudon o0 dn + (o)

t1
— /t U)(t) dt + (uo,0y)  Veolt) € Si. (5.7)
0
Protoze oul )
uy (t "
T IR (58)
7j=1
a formy (-,-), A(-,-), I(-)(¢) jsou linedrni v argumentech oznacenych ”-” pak
dostaneme:
t1 1 n n
|3 al, (o) + 3 ab, AW @) + X at; AWy (1) ¢ at
0 j=1 j=1 j=1
Sl (ot) = [ d ), v S 5.9
+ Dags (ied) = | U@ i+ (un,05), Vo) €S (59)
i=1 0
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Nynif pokud polozime ¢(t) := 1),, kde ¥, € S}, pak dostaneme:

/tl Z O&,j (¢j7 ¢r) + Z a(l),j A (¢j7 ¢r) + Z O&,j A (¢j7 ¢r) tdt
j j=1 j=1

Z ¢j7¢7‘ - /t:l l(#%)@) dt + (UO,¢T), r= 1, N (510)

a po integraci s vyuzitim faktu, ze (-,-) a A(-,-) jsou nezdvislé na case,
dostaneme:

M:

a j(¢]7¢7’ t1+ZaOJ ¢J7¢7‘ t1+za1j 77Z)]777Z)7’)_

<.
I
—

M:

+ Ya ](wj,wr)_/to ,)(8) dt + (uoy ),  r=1,.0n. (5.11)

.
Il
-

Pokud polozime ¢(t) := t1,, kde 1, € S}, dostaneme:
/ Zalj 77Z)]777Z)7’ t+ZOé0] ¢J7¢7‘ t+za1] ¢J7¢7‘)t2 dt
+ Y ab, (15,0) :/ I(t,) dt + (up,0), 7 =1,...n (5.12)
i=1 fo
a po integraci mame:
! TR ti ] t
> on; (W,9r) 5T > gy Ay, ) 2t > ar; AWy, vr) 3
P =1
t1
_ / Li) dt, r=1,..,n. (5.13)

Obdobné postupujeme na m-té casové vrstvé (pro m > 1). Hleddme uj’(t) €
S splnujici

/t:nl (augt(t),cp(t)> + A(up'(t), @(t)) dt + ({u?(t)}m—h@:qfl)
- " Q) (t) dt, Yelt) € S (5.14)

Jelikoz plati

o’y ¥y,

n
3uh
-1

J
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M-

{up ) ym = agy ¥y + tmo1 Yl b
=1

7j=1
n n
—1 -1
= D00y Wy = tmea ) ol
j=1 =1

(ag?j - Oég?jil)wj + tm Z(Qlj - al] )ww (5'15)

I

j=1 j=1
potom muzeme po dosazeni psat:
n
/t ZO/{ZJ %, Za()] % (t)) + ZQTj A(¢J’90( ) tdt
m— 1 ]Zl

+ Z L ag (wj,gom 1)+tm 12 y—ary )(%ﬂ@m 1)

— /tm 1()(t) dt+(uo,<p3'), Vo (t) € Spn. (5.16)

tm—1

Pokud polozime ¢(t) := .., kde 1, € S}, dostaneme

[ szwww&;&AwNm+zﬁmﬂwwww
m—1 j j=1 7j=1
+ Z(ag?j _048,1;1) (whwr)_‘_Z(O‘Tj _alj )(%,%) m—
j=1 Jj=1
_ /ttm () dt, r=1,.m (5.17)

a po integraci mame:

Za?%] %, % m - tmfl) + Z Oég?j A (wja wr) (tm - tmfl)
7j=1

j=1
n 2 n
b ar AW S g — o) ()
Jj=1 j=1
+ Z(O/f,lj_alg )(¢J?¢r> m—1
=1
_ /tt’" W) dt, T =1, (5.18)

Pokud polozime ¢(t) := t1,, kde 1, € S}, dostaneme:

n

tm
L 2ot w],wrwzaw w],wrwzau (b0 £ dt
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- 040] (77Z)J7 ¢r m—1 T Z - O‘Tj_l) (¢j7 ¢T) t72n—1

HM:

_ /t’” () () dt, 7 =1,.n (5.19)

tm—1

a po integraci mame:

>, (.5 ™ e 1+Za0] (5, ) ;5“
¥ jilam(wj,wil b 1+Z o) (6 60)
" g(a’% ) () £y
_ /;"thzw)(t) i, r=1,..n (5.20)

Tedy méme na kazdé vrstvé 2n rovnic pro 2n neznamych. Tyto soustavy
rovnic prepiSeme do maticového tvaru

Am Bm Am,O _ Em _
(Cm Dm><Am71>_<Fm>7 m—]-y...,M,
kde A, By, Cp, Dy, € IR™™™ & Eyy, iy Ao, A € IR™. Oznacme

fm,l =tn 5 fm,Z =tm-1, (5'21)

t2 _ t2 )
fm,B = tm - tmfl 5 fm,4 - %, (522)

2+ =3
fm,S = #1 5 fm,6 = #1 (523)

Pak z rovnic (5.11), (5.13), (5.18) a (5.20) plyne:
AW, 1) qms + (U1, 01), A2, ¥1) &z + (2, 91)
A(¢1>¢2) fm,3 + (¢1>¢2) ) A(wQan) fm,3 + (wQan) )

A (77Z)17 ¢n) fm,?) + (7,/)1, ¢n) ’ A (¢27 77Z)n) 5m,3 + (¢27 77Z)n) )
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A (¢1> wl) fm,él + (¢1> wl) fm,la A (¢2, wl) fm,4 + (¢2, ¢1) fm,b
A (1, 09) Ema + (V1,02) Emn, A (Y2, 02) Ema + (P2, 02) Emt,

B,, =
A1, ¥n) Ema + (V1, V) Emts A (2, %n) Ema + (W2, Vn) Em, -
A, 1) Ema + (1, 001) &z, A (W2, 01) Ema + (Y2, 91) &2,
A1, 02) Ema + (U1, 02) &z, A (Y2, 02) Ema + (Y2, 102) Em 2,

C, =
A (¢17 ¢n) gm,4 + (¢17 77Z)n) gm,% A (¢27 77Z)n) fm,ll + (¢27 ¢n) fm,2a s
A (W1, 01) Eme + (U1, V1) Ems, A (W2, 1) Eme + (Y2, Y1) Ems,
A(P1,02) Eme + (U1, 02) Ems, A (W2,12) Ems + (Y2, V2) Ems,s

D,, =

A (W1, 0n) Eme + (U1, 00) Emp, A (W2, ) Eme + (V2 Vn) Ems, -

m
Q1 Qi
m
Qo a5
Am,O = Am 1=
m m
Qpp a1 n

prom =1,...., M. Pro pravou stranu dostaneme:
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S Wwa)(t) dt + (uo, 1)
S Ww2)(t) dt + (ug, ¥n)

£y

i L) (t) dt+ (uo, )

()(t) dt + 35 (g + o5 Ema) (¥, ¥1)

tml

oy W) () dt + 305 (agly ' + a7 6 2) (45, ¥2)

tm  L(Wn)(t) dt +E?=1(040] +af’ 5m2)(¢j7¢n)
prom=2,... M a
t 1(y1)(1) dt"‘zg 1(“0; §m2 +a1g (5m2) )Wy, 1)

tm 1

tm 1 t l(vo)(t) dt + Z?:l(OCoJ §m2 +af’ (5m 2) )(%71/)2)
F, =

tm 1 (wn)( ) dt + Z;}:l(ag?flfm,Z + 04717?;1(6171,2)2)(wja wn)

prom=1,.... M.

5.2 Numericky vypocet integralu

Integraly v (3.56) - (3.61) budeme pocitat numericky pomoci kvadraturnich
vzorcu. Pro integraci pres kazdou stranu hranice 0K; a pres ¢asovy inter-
val budeme pouzivat dvoubodovy Gaussuv kvadraturni vzorec, ktery je defi-
novan pro interval [—1, 1] takto:

[ 90 dt = (=) + 9l (5.24)



Tento vzorec je presny pro polynomy az do tietiho stupné.
Pro integraci pies trojihelnikovou oblast K € IR? budeme pouzivat tii-
bodovy kvadraturni vzorec:

fot) de 1K1Y 0(@) (5.25)

kde Q1,02 a Q3 jsou stiedy stran trojtihelnika K a | K| je jeho plocha. Tento
vzorec je presny pro polynomy az do druhého stupné. Pomoci téchto vzorcu
nyni odvodime vzorce pro nasledujici dva typy integralu.

tm tm
/ /g(a:,t) de dt a / / h(z,t) dx dt,
tm—1 T tm—1 K

kde T je tsecka spojujici body P = [ x1,11] a Q = [ x2, y2]. Polozme:

~(t) :/Fg(x,t) dr a n(t) :/Kh(x,t) dx.

Daéle ozna¢me:

t [ t — i
o= mEtmo ! (5.26)

2 24/3

tm + tm—l tm - tm—l

ty = + 5.27
To+T1 Ta—T1 Yaot+Y1  Y2— U1
rT_ = — , — 5.28
[ N IR Y 1 (5.28)
Ta+T1  T2—T1 Y2+Y1 Y2~
T, = + , + . 5.29
+ [ 2 2\/3 2 2\/5 ] ( )
Potom pii pouziti substituce ¢t = t"”L;"H + Ttm_;m” pro 7 € [—1,1] a

nasledné uzitim (5.24) dostaneme:

/t:: /rg@vt) o I I ) oy (t)), (5.30)

2
tm b — tm—1
[ net ~ e () + (). (5.31)
tm—1 JK 2
Integral reprezentujici funkei «(¢) pomoci linedrni parametrizace
Tot@Ty T —T1 YotYi Y24
B(Qy©) =[BT ¢BE BIN L (B e )
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transformujeme na interval [—1, 1] a opét pouzijeme (5.24). Na vypocet fukce
n(t) primo pouzijeme (5.25). Dostaneme tedy aproximace:

Q

/:1 /pg(‘”’t) % T (g(z—,t-) + g(zy, 1) (5.32)

+ glz_,ty) +g(zy,t4)),

[0 [ het) m LR (S BQit) + h@p ) (5:33)

6 et

L

36



Kapitola 6

Numerické experimenty

V této kapitole se vénujeme nejprve kratce popisu programu, kterym byly
provedeny numerické experimenty, a pak shrneme vysledky, které byly timto
programem dosazeny.

6.1 Popis programu

Jak jsme se jiz zminili v odstavci 5.1, budeme pro jednoduchost na kazdé
casové vrstvé uvazovat stejnou triangulaci oblasti §2. Dale v rovnici (2.8)
budeme uvazovat vektor v konstantni a funkci ¢ nezavislou na c¢ase. Pokud
bychom v neuvazovali konstantni, ale zavislé na prostorovych proménnych,
ztizilo by to pouze vypocet kiivkovych integrélu pfes usecky I';;, kde by se
muselo zjistovat déleni I';; na F;; a I';;. Pokud by funkce v a c¢ zdvisely na
case, musela by se na kazdé casové vrstvé pocitat matice soustavy mnohem
pracnéji. Tato zjednoduseni ndm umozni vypocitat formy A(w;, ¥;) a (¥, ¢;)
predem a to pouze jednou. Pak jiz soustavy linedrnich rovnic se vytvari kom-
binaci prvka A(v;, ;) a (¢4,1;), které se nasobi koeficienty &,,; (viz odst.
5.1). Objemové resp. kiivkové integrély byly pocitany pomoci kvadratickych
vzorcu (5.32) resp. (5.33). Ponévadz matice jednotlivych soustav jsou ziejmeé
nesymetrické a tidké, byly proto feseny iteracni metodou GMRES (Gener-
alized Minimal Residual). Iteracni proces byl zastaven, kdyz residuum bylo
mensi nez 10712, Cely program je naprogramovan v jazyce C.

6.2 Numerické vysledky
Abychom mohli otestovat numerickou metodu, zvolime opacény postup nez je

v praxi. Tedy nejprve si zvolime presné feseni. Toto feseni dosadime do rovnic
(2.8) - (2.11) a z nich dopocitame pravou stranu g, okrajové podminky up, gn
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a pocdtecni podminku u°(x). Toto dosadime jako parametry do programu,
ktery vypocita priblizné feseni a to budeme srovnavat s presnym feSenim.

Nyni se kratce zminime o fadu konvergence metody a o zpusobu, jak
budeme pocitat experimentélni fad konvergence. Rekneme, ze p je 7dd kon-
vergence v prostoru, jestlize pro chybu metody

en = |lun — UHL2([0,T],Q)
existuje konstanta C' > 0 nezavisla na h tak, ze
€h S Chp)

kde h je parametr metody, vzhledem ke kterému fad metody zkoumame. Pro
vypocet experimentdlniho rddu konvergence budeme predpokladat, ze chyba
metody se bude chovat dle vzorce

en ~ Ch?.

Méme-li e, a ep, pro hy # hy, potom p vypocteme nésledujicim postupem.
Mame

en, ~ ChY a  ep, ~ChHE.

em ()"
ehQN hg

__ log(en,) —log(en,)
log(hl) - log(hg) ’

kde p bude hledany experimentalni rad konvergce. Z téchto ivah muzeme
definovat lokalni experimentalni fad konvergence

Pak

a tedy

(6.1)

- oBlen) ~ log(en)
log(h;—1) — log(hy) ’

kde k je pocet numerickych experimentu. Tzv. globalni experimentalni Fad
konvergence p vypocteme jako aritmeticky prumeér p; ,l = 2, ..., k. To bude
hledany odhad experimentalniho fadu konvergence. Obdobné budeme pocitat
experimentalni fad konvergence ¢ v ¢ase.

Numerické experimenty byly provedeny pro vektor v = (1, 1), pro funkci
¢ = (zy+0.1),proe = 1.0 ae = 0.1 na oblasti Q2 = (0,1) x (0,1) a v casovém

1=2, ..k, (6.2)
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intervalu (0,1). Déle bylo pomoci programu ANGENER [1] vygenerovano
nasledujicich sedm nestrukturovanych triangulaci 7,1 = 1, ..., 7, na kterych
byly experimenty provedeny.

1 T T T 1 T T
0.8 | — 0.8 E 4
0.6 0.6 4
0.4 E 0.4
0.2 | 0.2
0 1 1 1 0 1 1 q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T, Th,
1 T 1 T
0.8 < 0.8 S
0.6 0.6
0.4 > 0.4
0.2 4 02 p S
0 1 1 1 0 h 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ths Th,
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504

1009
2043
4014
8997

0,1823
0,1325
0,0907
0,0680
0,0464
0,0347
0,0220

Tabulka 1
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Pro vypocet experimentalniho fadu presnosti p v prostoru bylo zvoleno
piresné fesenf u = 1622 (1—2%)y?(1—y?)t (komplikované v prostoru, jednoduché
v Case) a krok v ¢ase 7 = 0.001. Vysledky ukazuje tabulka 2. Graf presného
resp. vypocteného priblizného feseni v ¢ase ¢ = 1.0 na triangulaci 7, pro
¢ = 1.0 ukazuje obrazek 2. resp. obrazek 3.

e=1.0 e=0.1

1 Iy €n, U €n, U
10,1823 | 7.886E-03 - 6.300E-03 -
20,1325 | 3.305E-03 2.726 | 3.026E-03 2.298
30,0907 | 1.879E-03 1.490 | 1.674E-03 1.562
40,0680 | 1.099E-03 1.862 | 9.402E-04 2.003
5 0,0464 | 4.647E-04 2.252 | 4.390E-04 1.993
6 0,0347 | 2.767E-04 1.784 | 2.489E-04 1.953
70,0220 | 1.121E-04 1.983 | 1.062E-04 1.869

tad p 2.016 1.946

Tabulka 2

1 —_

0.9

0.8 |

0.7

0.6

05

04

03

0.2

0.1

0

Obrézek 2
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Obrazek 3

Pro vypocet experimentalniho tadu konvergence g v case bylo zvoleno

L ot : PR . )
presné feseni u = =55 (x+y) (komplikované v ¢ase, jednoduché v prostoru),

které bylo pocitano na triangulaci 7,,. Vysledky ukazuje tabulka 3.

e=1.0 e=0.1

T 7l q 7l q
0.100 | 3.753E-03 - 4.134E-03 -
0.050 | 9.815E-04 1.935 | 1.037E-03 1.995
0.020 | 1.611E-04 1.972 | 1.658E-04 2.001
0.010 | 4.070E-05 1.985 | 4.141E-05 2.001
0.005 | 1.024E-05 1.991 | 1.035E-05 2.000
0.002 | 1.646E-06 1.995 | 1.656E-06 2.000
0.001 | 4.124E-07 1.997 | 4.133E-07 2.002
rad q 1.979 2.000

Tabulka 3
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Jak vidime, experimentdlni fdd konvergence v ¢ase i v prostoru v L*-
normé je roven dvéma pro linedrni elementy. Odtud vidime, ze odhad (4.17),
zahrnujici i chovani chyby v L?-normé, je v této normé suboptimalni. Ziskan{
optimdlnich odhadt chyby v L?-normé je obt{Zny problém. Pro tlohy a
metody uvazované v této praci se jedna o otevieny problém.
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Kapitola 7
Zaveér

V této diplomové préaci jsme se zabyvali pouzitim nespojité Galerkinovy
metody na feseni konvektivné-difuznich problému. Uvazovali jsme nékolik
piipadu: prostorové semidiskretizace pro feseni linedrnich a nelinearnich pro-
blému a kompletni ¢asoprostorova nespojita Galerkinova diskretizace pro
feSeni linearniho problému. V prvnim piipadé jsme provedli dukaz odhadu
chyby v ptripadé modifikace vahy v penalizacnich ¢lenech, kterd umoznuje
odstranit prilis silny predpoklad na nekonformitu sité. Pro ¢asoprostorovou
nespojitou Galerkinovu metodu byly vypracovany jeji algoritmizace a pro-
gram v jazyce C. Pomoci tohoto programu bylo provedeno testovani vypra-
cované metody.
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