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e-mail vedoućıho: Miloslav.Feistauer@mff.cuni.cz
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storová Galerkinova diskretizace, experimentálńı řád přesnosti konvergence
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Kapitola 1

Úvod

Mnoho problémů z vědy a techniky (např. meteorologie, ochrana prostřed́ı
atd.) vyžaduje aplikaci výkonné, robustńı, spolehlivé a dostatečně přesné
numerické metody. Klasické metody, jako je metoda konečných diferenćı,
metoda konečných objemů nebo standartńı metoda konečných prvk̊u, neposky-
tuj́ı vždy dostatečně přesnou numerickou realizaci nelineárńıho singulárně
perturbovaného systému. Ukazuje se, že vhodná numerická metoda pro zmı́-
něný problém je nespojitá Galerkinova metoda (discontinuous Galerkin finite
element method (DGFEM)), která se velmi často použ́ıvá jako numerický
řešič pro řadu takovýchto úloh.

DGFEM použ́ıvá po částech polynomiálńı aproximaci hledaného řešeńı
na konečněprvkové śıti bez požadavk̊u na spojitost řešeńı mezi sousedńımi
elementy. Dovoluje nám konstruovat schémata vyšš́ıch řád̊u přesnosti, které
jsou vhodné pro aproximaci nespojitých řešeńı rovnic zákon̊u zachováńı nebo
pro řešeńı singulárně perturbovaných konvektivně-difuzńıch problémů, jejichž
řešeńı maj́ı velké gradienty.

Poprvé byla nespojitá Galerkinova metoda uvedena [7] v roce 1973 jako
numerická metoda pro neutronovou transportńı rovnici. Prvńı analýza této
metody byla porovedena Le Saintem a Raviartem [6], později byla vylepšena
Johnsonem a Pitkärantou [5].

V diskretizaci nestacionárńıch problémů se často použ́ıvá tzv. prostorová
semidiskretizace. Tzn., že nejprve aplikujeme diskretizaci na prostorové pro-
měnné a čas se zat́ım nechává spojitý. Tento postup vede na velký systém
obyčejných diferenciálńıch rovnic, který může být numericky řešen pomoćı
vhodného numerického řešiče (jakým je třeba Runge-Kuttova metoda). U-
kazuje se, že pro řešeńı rovnic mechaniky tekutin je vhodněǰśı aplikovat im-
plicitńı nebo semi-implicitńı metodu. Bohužel tyto metody maj́ı ńızký řád
přesnosti v čase.

Často v numerických simulaćıch problémů, které jsou nestacionárńı, se
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vyžaduje vyšš́ı řád přesnosti nejen v prostoru, ale i v čase. Z tohoto hlediska
se zdá být vhodné použ́ıt DG (discontinuous Galerkin) diskretizaci jak v
prostoru, tak i v čase.

Tato diplomová práce je věnována časoprostorové DG diskretizaci, která
je aplikovaná zvlášt v prostoru a čase pro numerické řešeńı nestacionárńıho
konvektivně-difuzńıho problému. Nejprve se v odstavci 2.1 budeme krátce
zabývat obecně nelineárńım konvektivně-difuzńım problémem (definićı pro-
blému a postupem při semidiskretizaci v prostoru). V odstavci 2.2 se omeźıme
na lineárńı konvektivně-difuzńı problém. Diskretizaci je věnována 3.kapitola.
Naš́ım ćılem je numerická realizace DG metody v čase a prostoru a jej́ı
ověřeńı. Tzn., že popisujeme diskretizaci problému, která je základem pro
sestaveńı programu. Ověřeńı metody spoč́ıvá v řešeńı testovaćıho problému,
výpočtu experimentálńıho řádu konvergence a porovnáńı s teoríı. V kapi-
tole 4 se krátce zmı́ńıme o teoretických výsledćıch odhad̊u chyb. V kapitole 5
poṕı̌seme algoritmizaci metody a v kapitole 6 se zmı́ńıme o experimentálńıch
výsledćıch.
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Kapitola 2

Formulace spojitého problému

V této kapitole se budeme nejprve v prvńı části zabývat formulaćı obecného
nelineárńıho konvektivně-difuzńıho problému. V druhé části zformulujeme
jako speciálńı př́ıpad lineárńı problém.

2.1 Nelineárńı problém

Uvažujme následuj́ıćı nestacionárńı nelineárńı konvektivně-difuzńı problém:
Najděte u : QT = Ω × (0, T ) → IR takové , že:

a)
∂u

∂t
+

d
∑

s=1

∂fs(u)

∂xs

= ε∆u+ g v QT , (2.1)

b) u|ΓD×(0,T )= uD,

c) ε
∂u

∂n
|ΓN×(0,T )= gN ,

d) u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

Předpokládejme, že oblast Ω ⊂ IRd, d = 2, 3, je omezená polygonálńı (pro
d = 2) resp. omezená polyhedrálńı (pro d = 3) oblast s lipschitzovsky spojitou
hranićı ∂Ω = ΓD ∪ ΓN ,ΓD ∩ ΓN = 0/ a T > 0. Difuzńı koeficient ε > 0 je
daná konstanta, g : QT → IR, uD : ΓD × (0, T ) → IR, gN : ΓN × (0, T ) → IR

a u0 : Ω → IR jsou dané funkce a fs ∈ C1(IR), s = 1, ..., d, jsou dané nevazké
toky. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že fs(0) = 0, s = 1, ..., d,
protože ∂

∂xs
fs(u) = ∂

∂xs
(fs(u) − fs(0)).

V této souvislosti zavád́ıme standardńı značeńı prostor̊u funkćı: L2(ω) -
Lebesgue̊uv prostor, W k,p(ω) - Sobolev̊uv prostor, Lp(0, T ;X) - Bochner̊uv
prostor s funkcemi definovanými na intervalu (0, T ) s hodnotami v Bana-
chově prostoru X, Ck([0, T ];X) - prostor k-krát spojitě diferencovatelných
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zobrazeńı na intervalu [0, T ] s hodnotami v X (Zde ω je oblast, k ≥ 0 je celé
č́ıslo, p ∈ [1,∞]). Skalárńı součin v L2(Ω) znač́ıme (·, ·). Symboly ‖·‖L2(ω)

resp. |·|Hk(ω) znač́ı L2(ω)-normu resp. Hk(ω)-seminormu definované vztahy

‖u‖L2(ω) =
(∫

ω
u2 dx

) 1
2

(2.2)

resp.

|u|Hk(ω) =





∑

|α|=k

∫

ω
(Dαu)2 dx





1
2

, (2.3)

kde α = (α1, ..., αd), αi ∈ N0, |α| = α1 + ...+ αd a

Dαu =
∂|α|u(x)

∂xα1
1 ... ∂xαd

d

(2.4)

Slabá formulace tohoto problému může být zavedena standardńım pos-
tupem. Rovnici (2.1) a) vynásob́ıme funkćı

ϕ ∈ V =
{

ϕ ∈ H1(Ω);ϕ|ΓD
= 0

}

, (2.5)

aplikujeme Greenovu větu a použijeme podmı́nku (2.1) c). Necht’

u∗ ∈ C([0, T ];H1(Ω)) ∩ L∞(QT )

je funkce, jej́ıž stopa na ∂ΓD × (0, T ) je rovna uD. Pak můžeme definovat
slabé řešeńı problému (2.1) a)-d) jako funkci splňuj́ıćı podmı́nky

a) u− u∗ ∈ L2(0, T ;V ), u ∈ L∞(QT ),

b)
d

dt

∫

Ω
uϕ dx+ ε

∫

Ω
∇u · ∇ϕ dx+

∫

∂Ω

d
∑

s=1

fs(u)nsϕ dS (2.6)

−
∫

Ω

d
∑

s=1

fs(u)
∂ϕ

∂xs

dx

=
∫

Ω
gϕ dx+

∫

ΓN

gNϕ dS ∀ϕ ∈ V,

c) u(0) = u0 v Ω.

Identitu b) chápeme ve smyslu distribućı na (0, T ).
Budeme předpokládat, že existuje řešeńı problému (2.1) a)-d) splňuj́ıćı

následuj́ıćı podmı́nky regularity:
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u ∈ L2(0, T ;Hp+1(Ω)),
∂u

∂t
∈ L2(0, T ;Hp(Ω)) (2.7)

pro nějaké celé č́ıslo p ≥ 1. Pak u ∈ C([0, T ];Hp(Ω)) splňuje (2.1) a)-d)
bodově skoro všude.

2.2 Lineárńı problém

Předpokládejme opět, že oblast Ω ⊂ IRd je omezená polygonálńı (pro d = 2)
resp. omezená polyhedrálńı (pro d = 3) oblast, která má lipschitzovsky
spojitou hranici ∂Ω a T > 0 nebo T = ∞. Položme QT = Ω × (0, T ).
Uvažujme následuj́ıćı problém s počátečńı a okrajovou podmı́nkou: Najděte
u : QT → IR splňuj́ıćı

∂u

∂t
+ v · ∇u− ε4u+ cu = g v QT , (2.8)

u = uD na ∂Ω− × (0, T ), (2.9)

ε
∂u

∂n
= gN na ∂Ω+ × (0, T ), (2.10)

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω. (2.11)

Dále budeme předpokládat, že ∂Ω = ∂Ω− ∪ ∂Ω+ a

v(x, t) · n(x) < 0 na ∂Ω−, (2.12)

v(x, t) · n(x) ≥ 0 na ∂Ω+ ∀t ∈ (0, T ). (2.13)

Symbolem n(x) označujeme jednotkovou vněǰśı normálu k ∂Ω.
V př́ıpadě, že ε = 0 pokládáme gN = 0 a ignorujeme Neumannovu

podmı́nku.
Dále uvažujeme následuj́ıćı podmı́nky (A):

a) g ∈ C([0, T );L2(Ω)),

b) u0 ∈ L2(Ω),

c) uD je stopa u∗ ∈ C([0, T );H1(Ω)) ∩ L∞(QT ) na ∂Ω− × (0, T ),

d) v ∈ C([0, T );W 1,∞(Ω)), v,∇v jsou omezeny konstantou C
v
,

e) c ∈ C([0, T );L∞(Ω)) , |c(x, t)| ≤ Cc v QT ,

f) c− 1

2
div v ≥ γ0 ≥ 0 v QT , kde γ0 je konstanta,

g) gN ∈ C([0, T );L2(∂Ω+)),

h) ε ≥ 0.
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Obdobně jako v nelineárńım problému zavedeme slabou formulaci pro
lineárńı problém. Rovnici (2.8) vynásob́ıme funkćı

ϕ ∈ V =
{

ϕ ∈ H1(Ω);ϕ|∂Ω−= 0
}

, (2.14)

aplikujeme Greenovu větu a použijeme podmı́nku (2.10). Pak můžeme defi-
novat slabé řešeńı problému (2.8)-(2.11) jako funkci splňuj́ıćı podmı́nky

a) u− u∗ ∈ L2(0, T ;V ), u ∈ L∞(QT ),

b)
d

dt

∫

Ω
uϕ dx+ ε

∫

Ω
∇u · ∇ϕ dx+

∫

∂Ω+
(v · n)uϕ dS (2.15)

−
∫

Ω
u div(ϕv) dx+

∫

Ω
cuϕ dx

=
∫

Ω
gϕ dx+

∫

∂Ω+
gNϕ dS ∀ϕ ∈ V,

c) u(0) = u0 v Ω.

Identitu b) chápeme ve smyslu distribućı na (0, T ). Jestliže ε > 0, lze ukázat
[8], že takovéto řešeńı u existuje a je jednoznačné. Dokonce plat́ı, že ∂u

∂t
∈

L2(QT ), pokud T < +∞. Budeme předpokládat, že slabé řešeńı u existuje a
je dostatečně regulárńı:

∂u

∂t
∈ L1(0, T ;Hp+1(Ω)) ∩ L2(0, T ;Hp+1(Ω)), (2.16)

kde p ≥ 1 je přirozené č́ıslo. Lze ukázat, že toto řešeńı u ∈ C([0, T );Hp+1(Ω))
splňuje rovnici bodově (skoro všude).
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Kapitola 3

Diskretizace

V této kapitole se budeme nejprve v prvńı části zabývat semidiskretizaćı
v prostoru obecného nelineárńıho problému, v druhé části semidiskretizaćı
v prostoru lineárńıho problému a na závěr navážeme na semidiskretizaci z
druhé části a provedeme diskretizaci i v čase.

3.1 Nespojitá Galerkinova metoda pro

nelineárńı problém

Definujme Th (h > 0) jako děleńı uzavřené oblasti Ω na konečný počet
uzavřených trojúhelńık̊u (pro d = 2) resp. čtyřstěn̊u (pro d = 3) K s
navzájem disjunktńımi vnitřky. Pak Th nazýváme triangulaćı oblasti Ω a K
elementy (prvky) triangulace Th.

Označme hK = diam(K) jako pr̊uměr množiny K, h = maxK∈Th
hK ,

|K| jako Lebesgueovu mı́ru elementu K a ρK jako poloměr největš́ıho
kruhu (koule) vepsaného doK. Elementy triangulace Th = {Ki}i∈I oč́ıslujeme
tak, že I ⊂ Z+ = {0, 1, 2, 3, ...} je vhodná indexová množina. Jestliže dva
elementy maj́ı společnou hranu (resp. stěnu), nazýváme tyto dva elementy
sousedy. Pak v tomto př́ıpadě znač́ıme Γij = Γji = ∂Ki ∩ ∂Kj .

Pro každé i ∈ I definujeme množinu s(i) = {j ∈ I;Kj je soused Ki}.
Hranice ∂Ω je tvořena konečným počtem hran (resp. stěn) element̊u Ki

přilehlých k ∂Ω. Tyto hrany (resp. stěny) označ́ıme Sj, kde j ∈ Ib ⊂ Z− =
{−1,−2,−3, ...} a definujeme množinu γ(i) = {j ∈ Ib;Sj je hrana (resp.
stěna) Ki}, Γij = Sj pro Ki ∈ Th takové, pro které je Sj ⊂ ∂Ki, j ∈ Ib. Pro
element Ki, který neńı hraničńım elementem, pokládáme γ(i) = 0/. Zřejmě
plat́ı, že s(i)∩γ(i) = 0/ pro libovolné i ∈ I. Pokud označ́ıme S(i) = s(i)∪γ(i),
pak můžeme psát
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∂Ki =
⋃

j∈S(i)

Γij, ∂Ki ∩ ∂Ω =
⋃

j∈γ(i)

Γij . (3.1)

Dále definujme množiny γD(i) a γN(i) jako podmnožiny množiny γ(i) tvořené
takovými indexy j, pro které je hrana (resp. stěna) Γij část́ı bud’ ΓD nebo
ΓN hranice ∂Ω. Z toho již můžeme předpokládat, že plat́ı:

γ(i) = γD(i) ∪ γN(i), γD(i) ∩ γN(i) = 0/. (3.2)

Dále použ́ıváme následuj́ıćı značeńı: nij = ((nij)1, ..., (nij)d) = vněǰśı jed-
notková normála k ∂Ki na hraně Γij (nij je konstantńı vektor na Γij),
d(Γij) =diam(Γij), |Γij| = (d− 1)-dimenzionálńı Lebesgueova mı́ra Γij.

Na triangulaci Th definujeme prostor tzv. broken Sobolev space:

Hk(Ω, Th) = {v; v|K∈ Hk(K) ∀K ∈ Th}. (3.3)

Seminormu na tomto prostoru definujeme vztahem

|v|Hk(Ω,Th) =





∑

K∈Th

|v|2Hk(K)





1
2

, v ∈ Hk(Ω, Th). (3.4)

Pro v ∈ H1(Ω, Th) zavád́ıme označeńı:

v|Γij
= stopa v|Ki

na Γij (3.5)

v|Γji
= stopa v|Kj

na Γji

〈v 〉Γij
=

1

2
(v|Γij

+ v|Γji
)

[v ]Γij
= v|Γij

− v|Γji

definuj́ıćı stopu, pr̊uměr a skok stop funkce v na Γij = Γji. Je zřejmé z těchto
definic, že

〈v 〉Γij
= 〈v 〉Γji

, (3.6)

[v ]Γij
= −[v ]Γji

,

[v ]Γij
nij = [v ]Γji

nji.

Přibližné řešeńı problému (2.1) a)-d) budeme hledat v prostoru Sh nespo-
jitých po částech polynomiálńıch funkćı, který je definován takto:

Sh = Sp,−1(Ω, Th) = {v; v|K∈ P p(K) ∀K ∈ Th}, (3.7)

kde p je kladné celé č́ıslo a P p(K) je prostor polynomů na elementu K stupně
≤ p.
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Nyńı budeme diskretizovat problém (2.1). Pro tuto diskretizaci budeme
předpokládat, že u je řešeńı problému (2.1) a)-d) splňuj́ıćı (2.7). Z toho plyne,
že jsou splněny následuj́ıćı rovnosti:

〈u(·, t) 〉Γij
= u(·, t)|Γij

(3.8)

[u(·, t) ]Γij
= 0

〈∇u(·, t) 〉Γij
= ∇u(·, t)|Γij

= ∇u(·, t)|Γji
pro s.v. t ∈ (0, T ).

Rovnici (2.1) a) vynásob́ıme funkćı ϕ ∈ H2(Ω, Th), provedeme integraci levé
a pravé části rovnice přes elementy Ki ∈ Th, aplikujeme Greenovu větu
a sečteme přes všechny elementy z triangulace Th. Po úpravách obdrž́ıme
následuj́ıćı rovnost:

∫

Ω

∂u

∂t
ϕ dx+

∑

i∈I

∑

j∈S(i)

∫

Γij

d
∑

s=1

fs(u)(nij)s ϕ|Γij
dS (3.9)

−
∑

i∈I

∫

Ki

d
∑

s=1

fs(u)
∂ϕ

∂xs

dx+
∑

i∈I

∫

Ki

ε(∇u · ∇ϕ) dx

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

ε(〈∇u 〉 · nij)[ϕ ] dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

ε(∇u · nij) ϕ dS

=
∫

Ω
g ϕ dx+

∑

i∈I

∑

j∈γN (i)

∫

Γij

ε(∇u · nij) ϕ dS.

K levé straně rovnice (3.9) přidáme výraz

±
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

ε(〈∇ϕ 〉 · nij) [u ] dS, (3.10)

který je roven nule pro přesné řešeńı u (viz (3.8)). Dále budeme uvažovat
následuj́ıćı dva výrazy

±
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

ε(∇ϕ · nij) u dS (3.11)

resp.

±
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

ε(∇ϕ · nij) uD dS, (3.12)
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které jsou identické v d̊usledku Dirichletovy podmı́nky (2.1) b). Tyto dva
výrazy přičteme k levé resp. pravé straně rovnice (3.9) a to bud’ se znaménkem
+ (t́ım źıskáme tzv. nesymetrickou DG diskretizaci) nebo se znaménkem −
(pak źıskáme tzv. symetrickou DG diskretizaci).

Dı́ky Neumannově podmı́nce (2.1) c) můžeme druhý člen pravé strany
(3.9) nahradit výrazem

∑

i∈I

∑

j∈γN (i)

∫

Γij

gNϕ dS. (3.13)

Pro stabilitu této diskretizace zavád́ıme tzv. vnitřńı penaltu (interior penalty)

ε
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

σ[u ][ϕ ] dS, (3.14)

která je rovna nule pro přesné řešeńı u a tzv. hraničńı penaltu (boundary
penalty)

ε
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

σuϕ dS = ε
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

σuD ϕ dS, (3.15)

kde σ je váha definovaná obvykle vztahem

σ|Γij
=

CW

d(Γij)
. (3.16)

Jiná možnost je:

σ|Γij
=

CW

hKi
+ hKj

pro j ∈ s(i) (3.17)

a

σ|Γij
=
CW

hKi

pro j ∈ γD(i). (3.18)

Zde CW > 0 je vhodná konstanta. Pro nesymetrickou DG diskretizaci můžeme
položit CW = 1. Ale pro symetrickou diskretizaci muśı být volba CW mnohem
promyšleněǰśı.

Na základě těchto úvah můžeme zformulovat následuj́ıćı výrazy:

aN
h (u, ϕ) =

∑

i∈I

∫

Ki

ε(∇u · ∇ϕ) dx (3.19)

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

ε(〈∇u 〉 · nij) [ϕ ] dS

+
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

ε(〈∇ϕ 〉 · nij) [u ] dS
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−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

ij
ε(∇u · nij) ϕ dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

ε(∇ϕ · nij) u dS

pro nesymetrickou diskretizaci,

aS
h(u, ϕ) =

∑

i∈I

∫

Ki

ε(∇u · ∇ϕ) dx (3.20)

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

ε(〈∇u 〉 · nij) [ϕ ] dS

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

ε(〈∇ϕ 〉 · nij) [u ] dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

ij
ε(∇u · nij) ϕ dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

ε(∇ϕ · nij) u dS

pro symetrickou diskretizaci,

Jσ
h (u, ϕ) =

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

σ[u ][ϕ ] dS (3.21)

+
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

σuϕ dS

vnitřńı a hraničńı penalty,

lNh (ϕ)(t) =
∫

Ω
g(t)ϕ dx+

∑

i∈I

∑

j∈γN (i)

∫

Γij

gN(t)ϕ dS (3.22)

+
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

ε(∇ϕ · nij)uD(t) dS

+ ε
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

σuD(t)ϕ dS

pravá strana pro nesymetrickou diskretizaci,

lSh (ϕ)(t) =
∫

Ω
g(t)ϕ dx+

∑

i∈I

∑

j∈γN (i)

∫

Γij

gN(t)ϕ dS (3.23)
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−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

ε(∇ϕ · nij)uD(t) dS

+ ε
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

σuD(t)ϕ dS

pravá strana pro symetrickou diskretizaci.
Nakonec budeme aproximovat konvektivńı člen pomoćı tzv. numerického

toku H(u, v, n)

bh(u, ϕ) = −
∑

i∈I

∫

Ki

d
∑

s=1

fs(u)
∂ϕ

∂xs

dx (3.24)

+
∑

i∈I

∑

j∈S(i)

∫

Γij

H(u|Γij
, u|Γji

, nij) ϕ|Γij
dS,

kde u, ϕ ∈ H1(Ω, Th), u ∈ L∞(Ω).

Dále budeme předpokládat, že numerický tok H(u, v, n) splňuje následuj́ıćı
podmı́nky (H):

1. H(u, v, n) je definován v IR2 × B1, kde B1 = {n ∈ IRd; |n| = 1}, a je
lipschitzovsky spojitý v proměnných u, v:

|H(u, v, n) −H(u∗, v∗, n)| ≤ CL(|u− u∗| + |v − v∗|) (3.25)

u, v, u∗, v∗ ∈ IR, n ∈ B1.

2. H(u, v, n) je konzistentńı:

H(u, u, n) =
d
∑

s=1

fs(u) ns, u ∈ IR, n = (n1, ..., nd) ∈ B1. (3.26)

3. H(u, v, n) je konzervativńı:

H(u, v, n) = −H(v, u,−n) u, v ∈ IR, n ∈ B1. (3.27)

Z předpoklad̊u (3.25) a (3.26) plyne, že funkce fs, s = 1, ..., d, jsou lipschit-
zovsky spojité s konstantou Lf = 2CL.

Za předpokladu, že fs(0) = 0 pro s = 1, ..., d, plat́ı:

H(0, 0, n) = 0 ∀n ∈ B1. (3.28)

Nyńı již můžeme definovat diskrétńı problém pro nelineárńı konvektivně-
difuzńı rovnici.
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Definice: Řekneme, že uh je DGFE řešeńı nelineárńıho konvektivně-
difuzńıho problému (2.1), jestlǐze splňuje podmı́nky

a) uh ∈ C1([0, T ];Sh), (3.29)

b)

(

∂uh(t)

∂t
, ϕh

)

+ ah(uh(t), ϕh) + bh(uh(t), ϕh) + εJσ
h (uh(t), ϕh)

= lh(ϕh)(t) ∀ϕh ∈ Sh, ∀t ∈ (0, T ),

c) uh(0) = u0
h,

kde ah = aN
h , lh = lNh (pro nesymetrickou diskretizaci) ah = aS

h , lh = lSh
(pro symetrickou diskretizaci). u0

h je definováno jako Sh-aproximace počátečńı
podmı́nky u0 : u0

h ∈ Sh je L2-projekce, tedy:

(u0
h − u0, ϕh) = 0 ∀ϕh ∈ Sh. (3.30)

3.2 Nespojitá Galerkinova metoda pro

lineárńı problém

Necht’ Th =
⋃

i∈I Ki (I ⊂ {0, 1, 2, , ...} je indexová množina) je klasická
triangulace uzavřené oblasti Ω s konečným počtem element̊u (pro d = 2
trojúhelńık̊u nebo pro d = 3 čtyřstěn̊u). Předpokládáme, že pro libovolné
Ki, Kj ∈ Th je bud’ Ki ∩Kj nadrovina, kterou znač́ıme jako Γij (= Γji) nebo
je to bod (pro d=3 to může také být hrana) anebo Ki ∩Kj = 0/. V př́ıpadě,
kdy Ki ∩Kj = Γij, nazýváme Ki a Kj sousedy. Dále pro i ∈ I definujeme

s(i) = {j ∈ I;Kj je soused Ki}. (3.31)

Pro každý element K ∈ Th definujeme hK jako pr̊uměr K a ρK jako poloměr
největš́ıho kruhu (koule) vepsané do K. Označme h = maxK∈Th

hK . Předpo-
kládáme, že triangulace je regulárńı (shape regular): Existuje konstanta CT

nezávislá na K ∈ Th a h taková, že

hK

ρK

≤ CT ∀K ∈ Th. (3.32)

Dále zavád́ıme prostor tzv. broken Sobolev space

Hk(Ω, Th) = {ϕ;ϕ|K ∈ Hk(K) ∀K ∈ Th} (3.33)

a na tomto prostoru definujeme seminormu
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|ϕ|Hk(Ω,Th) =





∑

K∈Th

|ϕ|2Hk(K)





1
2

, (3.34)

kde |·|Hk(K) je seminorma v Sobolevově prostoru Hk(K). Dále budeme pro

ϕ ∈ H1(Ω, Th), i ∈ I, j ∈ s(i), použ́ıvat shodné značeńı s (3.5):

ϕ|Γij
= stopa ϕ|Ki

na Γij, (3.35)

ϕ|Γji
= stopa ϕ|Kj

na Γji, (3.36)

〈ϕ 〉Γij
=

1

2
(ϕ|Γij

+ ϕ|Γji
), (3.37)

[ϕ ]Γij
= ϕ|Γij

− ϕ|Γji
. (3.38)

nij znač́ı jednotkovou vněǰśı normálu k ∂Ki na hraně Γij . Hranici elementu
Ki ∈ Th rozděĺıme na dvě disjunktńı podmnožiny ∂Ki = ∂K−

i ∪ ∂K+
i

následuj́ıćım zp̊usobem:

∂K−
i (t) = {x ∈ ∂Ki; v(x, t) · n(x) < 0}, (3.39)

∂K+
i (t) = {x ∈ ∂Ki; v(x, t) · n(x) ≥ 0}, (3.40)

kde n je vněǰśı normála k ∂Ki. Pro jednoduchost nebudeme značit závislost
∂K−

i a ∂K+
i na čase.

Při diskretizaci lineárńıho problému budeme postupovat obdobně jako při
diskretizaci nelineárńıho problému. Budeme opět předpokládat, že u je přesné
řešeńı problému (2.8)-(2.11) splňuj́ıćı (2.16). Takovéto u zřejmě splňuje (3.8).
Rovnici (2.8) vynásob́ıme funkćı ϕ ∈ H2(Ω, Th), provedeme integraci přes
každý element Ki, vše sečteme a dostaneme

∫

Ω

∂u

∂t
ϕ+

∑

i∈I

∫

Ki

(v · ∇u)ϕ (3.41)

− ε
∑

i∈I

∫

Ki

4uϕ+
∑

i∈I

∫

Ki

cuϕ

=
∫

Ω
gϕ.

Prvńı člen levé strany upravovat nebudeme, uprav́ıme druhý člen levé
strany (tzv. konvektivńı člen), kde využijeme myšlenky upwindingu. To zna-
mená, že na hranici typu ∂K−

i \∂Ω resp. ∂K−
i ∩∂Ω, kde řešeńı jakoby ”vtéká”

do elementuKi, využijeme hodnot z hranice sousedńıho elementu resp. Dirich-
letovy podmı́nky. Proto zavedeme zjednodušené značeńı u− pro hodnoty na
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hranici ∂Ki ze sousedńıho elementu resp. z Dirichletovy podmı́nky. Budeme
psát

∫

Ki

(v · ∇u)ϕ dx =
∫

∂K−

i

(v · n)u−ϕ dS +
∫

∂K+
i

(v · n)uϕ dS (3.42)

−
∫

Ki

u div(ϕv) dx

= −
∫

Ki

u div(ϕv) dx+
∫

∂Ki

(v · n)uϕ dS (3.43)

−
∫

∂K−

i
\∂Ω

(v · n)uϕ dS −
∫

∂K−

i
∩∂Ω

(v · n)uϕ dS

+
∫

∂K−

i
\∂Ω

(v · n)u−ϕ dS +
∫

∂K−

i
∩∂Ω

(v · n)u−ϕ dS

+
∫

∂K+
i

(v · n)uϕ dS −
∫

∂K+
i

(v · n)uϕ dS

=
∫

Ki

(v · ∇u)ϕ dx (3.44)

+
∫

∂K−

i
\∂Ω

(v · n)(u− − u)ϕ dS

−
∫

∂K−

i
∩∂Ω

(v · n)uϕ dS

+
∫

∂K−

i
∩∂Ω

(v · n)u−ϕ dS

=
∫

Ki

(v · ∇u)ϕ dx (3.45)

−
∫

∂K−

i
\∂Ω

(v · n)[u ]ϕ dS

−
∫

∂K−

i
∩∂Ω

(v · n)uϕ dS

+
∫

∂K−

i
∩∂Ω

(v · n)uD(t)ϕ dS.

V (3.42) jsme použili Greenovu větu. V (3.43) jsme přidali výraz:

0 =
∫

∂Ki

(v · n)uϕ dS −
∫

∂Ki

(v · n)uϕ dS

=
∫

∂Ki

(v · n)uϕ dS −
∫

∂K+
i

(v · n)uϕ dS

−
∫

∂K−

i
\∂Ω

(v · n)uϕ dS −
∫

∂K−

i
∩∂Ω

(v · n)uϕ dS.

18



V (3.44) jsme použili opět Greenovu větu na prvńı dva členy v (3.43). V
(3.45) jsme použili (3.38) a (2.9). Upravme třet́ı člen levé strany rovnosti
(3.41):

∑

i∈I

∫

Ki

∆uϕ dx =
∑

i∈I

∫

∂Ki

(∇u · n) ϕ dS −
∑

i∈I

∫

Ki

∇u · ∇ϕ dx (3.46)

=
∑

i∈I

∑

j∈s(i)

∫

Γij

(∇u · nij) ϕ dS (3.47)

+
∑

i∈I

∫

∂K−

i
∩∂Ω

(∇u · n) ϕ dS +
∑

i∈I

∫

∂K+
i
∩∂Ω

(∇u · n) ϕ dS

−
∑

i∈I

∫

Ki

∇u · ∇ϕ dx

= −
∑

i∈I

∫

Ki

∇u · ∇ϕ dx (3.48)

+
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

(∇u|Γij
·nij) ϕ|Γij

+ (∇u|Γji
·nji) ϕ|Γji

)

dS

+
∑

i∈I

∫

∂K−

i
∩∂Ω

(∇u · n) ϕ dS +
∑

i∈I

∫

∂K+
i
∩∂Ω

(∇u · n) ϕ dS.

Dále pro i ∈ I a j ∈ s(i) plat́ı:

∫

Γij

(

(∇u|Γij
·nij) ϕ|Γij

+ (∇u|Γji
·nji) ϕ|Γji

)

dS (3.49)

=
∫

Γij

1

2

(

(∇u|Γij
·nij) ϕ|Γij

+ (∇u|Γij
·nij) ϕ|Γij

)

dS (3.50)

+
∫

Γij

1

2

(

(∇u|Γji
·nji) ϕ|Γji

+ (∇u|Γji
·nji) ϕ|Γji

)

dS

=
∫

Γij

1

2
((∇u|Γij

+∇u|Γji
) · nij) ϕ|Γij

dS (3.51)

−
∫

Γij

1

2
((∇u|Γij

+∇u|Γji
) · nij) ϕ|Γji

dS

=
∫

Γij

(

(〈∇u 〉Γij
· nij) ϕ|Γij

− (〈∇u 〉Γij
· nij) ϕ|Γji

)

dS (3.52)

=
∫

Γij

(〈∇u 〉Γij
· nij) [ϕ ]Γij

=
∫

Γij

(〈∇u 〉 · nij) [ϕ ] dS, (3.53)

kde jsme využili (3.8) platné pro přesné řešeńı u a nij = −nji . Nav́ıc
použijeme následuj́ıćı tři identity
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∫

Γij

(〈∇ϕ 〉 · nij) [u ] dS = 0, (3.54)

∫

∂K−

i
∩∂Ω

(∇ϕ · n) u dS =
∫

∂K−

i
∩∂Ω

(∇ϕ · n) uD(t) dS

resp.

ε

∫

∂K+
i
∩∂Ω

(∇u · n) ϕ dS =
∫

∂K+
i
∩∂Ω

gN(t) ϕ dS,

které plat́ı d́ıky tomu, že [u ] = 0 a d́ıky (2.9) resp. (2.10). Pak celkově
dostaneme:

ε
∑

i∈I

∫

Ki

∆u ϕdx = −ε
∑

i∈I

∫

Ki

∇u · ∇ϕ dx (3.55)

+ ε
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(〈∇u 〉 · nij [ϕ ] − 〈∇ϕ 〉 · nij [u ]) dS

+ ε
∑

i∈I

∫

∂K−

i
∩∂Ω

((∇u · n)ϕ− (∇ϕ · n)u) dS

+
∑

i∈I

∫

∂K+
i
∩∂Ω

gN(t)ϕ dS + ε
∑

i∈I

∫

∂K−

i
∩∂Ω

(∇ϕ · n)uD(t) dS.

Nyńı definujme nasleduj́ıćı formy:

(u, ϕ) =
∫

Ω
uϕ dx (3.56)

ah(u, ϕ) = ε
∑

i∈I

∫

Ki

∇u · ∇ϕ dx (3.57)

− ε
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(〈∇u 〉 · nij[ϕ ] − 〈∇ϕ 〉 · nij[u ]) dS

− ε
∑

i∈I

∫

∂K−

i
∩∂Ω

((∇u · n)ϕ− (∇ϕ · n)u) dS

bh(u, ϕ) =
∑

i∈I

∫

Ki

(v · ∇u)ϕ dx (3.58)

−
∑

i∈I

∫

∂K−

i
∩∂Ω

(v · n)uϕ dS

−
∑

i∈I

∫

∂K−

i
\∂Ω

(v · n)[u ]ϕ dS
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ch(u, ϕ) =
∫

Ω
cuϕ dx (3.59)

Jσ
h (u, ϕ) =

∑

i∈I

∑

j∈s(i)

∫

Γij

σ[u ][ϕ ] dS +
∑

i∈I

∫

∂K−

i
∩∂Ω

σuϕ dS (3.60)

lh(ϕ)(t) =
∫

Ω
g(t)ϕ dx+

∑

i∈I

∫

∂K+
i
∩∂Ω

gN(t)ϕ dS (3.61)

+ ε
∑

i∈I

∫

∂K−

i
∩∂Ω

σuD(t)ϕ dS

+ ε
∑

i∈I

∫

∂K−

i
∩∂Ω

(∇ϕ · n)uD(t) dS

−
∑

i∈I

∫

∂K−

i
∩∂Ω

(v · n)uD(t)ϕ dS,

kde voĺıme σ|Γij
= 1

diam(Γij )
.

Z rovnice (3.41) s ohledem na (3.14), (3.15), (3.45), (3.55) dostaneme
rovnost

(

∂u(t)

∂t
, ϕ

)

+ ah(u(t), ϕ) + bh(u(t), ϕ) + ch(u(t), ϕ) + εJσ
h (u(t), ϕ)

= lh(ϕ)(t) ∀t ∈ (0, T ), ∀ϕ ∈ H2(Ω, Th). (3.62)

Nyńı obdobně jako v nelineárńım problému definujme prostor

Sh = Sp,−1(Ω, Th) = {ϕ ∈ L2(Ω);ϕ|K∈ P p(K) ∀K ∈ Th} (3.63)

kde p ≥ 1 je celé č́ıslo a P p(K) je prostor polynomů stupně nejvýše p.
Diskrétńı problém formulujeme následuj́ıćım zp̊usobem: Hledáme přiblǐzné
řešeńı problému (2.1)-(2.2) jako funkci uh splňuj́ıćı podmı́nky

a) uh ∈ C1([0, T ];Sh), (3.64)

b)

(

∂uh(t)

∂t
, ϕh

)

+ ah(uh(t), ϕh) + bh(uh(t), ϕh) + εJσ
h (uh(t), ϕh)

= lh(ϕh)(t) ∀ϕh ∈ Sh, ∀t ∈ (0, T ),

c) (uh(0), ϕh) = (u0, ϕh) ∀ϕh ∈ Sh.

Poznamenejme, že ve formulaci diskrétńıho problému (3.64) jsme použili
nesymetrickou formulaci difuzńıch člen̊u. Snadno můžeme odvodit symetri-
ckou formulaci.
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3.3 Nespojitá Galerkinova časoprostorová

diskretizace

Vyjdeme ze semidiskretizace v prostoru problému (2.8)-(2.11) provedené v
odstavci 3.2. Abychom mohli provést DG diskretizaci v čase, uvažujme děleńı
0 = t0 < t1 < ... < tM = T časového intervalu [0, T ]. Označme Tm =
(tm−1, tm), Tm = [tm−1, tm], τm = tm − tm−1, pro m = 1, ...,M, QT =
Ω× (0, T ). Oblast Ω× Tm bude tzv. m-tá časová vrstva. Z toho již plyne, že

[0, T ] =
M
⋃

m=1

Tm, Tm ∩ Tn = 0/ pro m 6= n. (3.65)

Dále zavád́ıme následuj́ıćı značeńı:

ϕ±
m = ϕ(t±m) = lim

t→tm±

ϕ(t) (3.66)

{ϕ}m = ϕ+
m − ϕ−

m. (3.67)

Obecně na každé časové vrstvě uvažujeme r̊uzné triangulace Th,m = {Ki}i∈Ih,m

oblasti Ω. Proto také mı́sto S
p
h, ah, bh, ch, J

σ
h , lh zavád́ıme prostory S

p
h,m a

formy ah,m, bh,m, ch,m, Jσ
h,m, lh,m:

S
p
h,m = {ϕ ∈ L2(Ω);ϕ|K∈ P p(K) ∀K ∈ Th,m} (3.68)

a formy ah,m, bh,m, ch,m, J
σ
h,m, lh,m definujeme obdobně jako v (3.57)-(3.61),

pouze mı́sto I ṕı̌seme Ih,m. Dále definujeme formu

Ah,m(u, ϕ) = ah,m(u, ϕ) + bh,m(u, ϕ) + ch,m(u, ϕ) + εJσ
h,m(u, ϕ).(3.69)

Přibližné řešeńı problému (2.8)-(2.11) budeme nyńı uvažovat jako funkci

uh(x, t) ∈ S
p,q
h,τ =

{

ϕ ∈ L2(QT );ϕ|Tm
=

q
∑

i=0

tiϕi, kde ϕi ∈ S
p
h,m

}

. (3.70)

Funkce uh může být obecně nespojitá v bodech tm. Proto do diskretizace
muśıme zahrnout počátečńı podmı́nku a návaznost přibližného řešeńı mezi
jednotlivými časovými vrstvami. Počátečńı podmı́nku u0 zahrneme pomoćı
L2-projekce do prostoru Sp

h,1 jako funkci uh(0+) ∈ S
p
h,1. Tedy:

(uh(0+), ϕ) = (u0, ϕ) ∀ϕ ∈ S
p
h,1. (3.71)

Obdobně se vypořádáme s návaznost́ı přibližného řešeńı mezi jednotlivými
časovými vrstvami, kde mı́sto počátečńı podmı́nky u0 budeme uvažovat při-
bližné řešeńı z předchoźı časové vrstvy. Tzn., že máme

22



(

uh(t
−
m−1), ϕ

)

=
(

uh(t
+
m−1), ϕ

)

∀ϕ ∈ S
p
h,m,

což je ekvivalentńı s

0 =
(

uh(t
+
m−1) − uh(t

−
m−1), ϕ

)

=
(

{uh}m−1 , ϕ
)

∀ϕ ∈ S
p
h,m.

Vid́ıme, že uh(t
+
m−1) ∈ S

p
h,m je funkce vzniklá L2-projekćı přibližného řešeńı

uh(t
−
m−1) ∈ S

p
h,m−1 (z (m-1)-té časové vrstvy) do prostoru Sp

h,m.
Nyńı můžeme definovat přibližné řešeńı problému (2.8)-(2.11) jako funkci

uh splňuj́ıćı identitu

M
∑

m=1

∫

Tm

(

∂uh

∂t
, ϕ

)

+ Ah,m(uh, ϕ) dt+
M
∑

m=2

(

{uh}m−1 , ϕ
+
m−1

)

+
(

uh(0+), ϕ+
0

)

=
M
∑

m=1

∫

Tm

lh,m(ϕ)(t) dt+
(

u0, ϕ
+
0

)

∀ϕ ∈ S
p,q
h,τ . (3.72)

Pokud označ́ıme

B(u, v) =
M
∑

m=1

∫

Tm

(

∂u

∂t
, v

)

+ Ah,m(u, v) dt+
M
∑

m=2

(

{u}m−1 , v
+
m−1

)

+
(

u+
0 , v

+
0

)

,

L(v) =
M
∑

m=1

∫

Tm

lh,m(v)(t) dt+
(

u0, v
+
0

)

,

pak (3.72) můžeme zkráceně psát ve tvaru

B(uh, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ S
p,q
h,τ . (3.73)
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Kapitola 4

Odhad chyby

V této kapitole pouze shrneme hlavńı výsledky týkaj́ıćı se odhad̊u chyb jed-
notlivých diskretizaćı.

4.1 Odhad chyby semidiskretizace obecného

nelineárńıho problému

Předpokládejme, že triangulace {Th}h∈(0,h0) splňuje nasleduj́ıćı předpoklady:
(A1) Systém {Th}h∈(0,h0) je regulárńı: Existuje konstanta CR > 0 taková,

že:

hK

ρK

≤ CR ∀K ∈ Th, ∀h ∈ (0, h0). (4.1)

(A2) Existuje konstanta CD > 0 taková, že:

hKi
≤ CDd(Γij) i ∈ I, j ∈ S(i), h ∈ (0, h0). (4.2)

Podmı́nka (A2) nám zaručuje, že Γij nedegeneruje vzhledem k hKi
pro h →

0+. Nyńı můžeme zformulovat větu o odhadu chyby.
Věta: Předpokládejme, že jsou splněny předpoklady (H), (A1) a (A2).

Necht’ u je přesné řešeńı problému (2.1) splňuj́ıćı (2.7) a necht’ uh je přiblǐzné
řešeńı definované v (3.29). Pak chyba eh = uh − u splňuje odhad

max
t∈[0,T ]

‖eh(t)‖2
L2(Ω) +

ε

2

∫ T

0

(

|eh(ϑ)|2H1(Ω,Th) + Jσ
h (eh(ϑ), eh(ϑ))

)

dϑ

≤ C1h
2p, (4.3)

kde C1 > 0 je konstanta nezávislá na h.

24



�
�

�
�

��

A
A

A
A

AA

�
�

�
�

��

A
A
A
A
AA
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Předpoklad (A2) je ale omezuj́ıćı. V praxi může nastat situace, kdy Γij

bude degenerovat, tedy d(Γij) → 0 aniž by hKi
→ 0+ (viz obr.1). Z tohoto

d̊uvodu definujeme váhu σ vztahy (3.17) a (3.18). Nyńı se zaměř́ıme na část
(3.28) v d̊ukazu věty o odhadu chyby (4.3) provedený v článku [2], kde je
dokázáno za předpokladu (A2), že

Jσ
h (η, η) ≤ Ch2p |u|2Hp+1(Ω) , (4.4)

kde

η = Πhu− u ∈ Hp+1(Ω, Th) (4.5)

a Πhu je Sh-interpolace u ∈ Hp+1(Ω). Podle článku [2] plat́ı
∫

∂Ki

η2dS ≤ Ch
2p+1
Ki

|u|2Hp+1(Ki)
i ∈ I, h ∈ (0, h0) (4.6)

s konstantou C nezávislou na i a h.
My nyńı provedeme následuj́ıćı odhad (4.4) za předpokladu, že váha

splňuje (3.17) a (3.18) . Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že
existuje CH > 0 splňuj́ıćı:

hKj
≥ CHhKi

∀i ∈ I, j ∈ s(i). (4.7)

Pak s využit́ım (3.21) dostaneme

Jσ
h (η, η) =

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

σ[η ]2 dS +
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

ση2 dS. (4.8)

Zřejmě

[η ]2Γij
=

(

η|Γij
− η|Γji

)2

= (η|Γij
)2 − 2η|Γij

η|Γji
+ (η|Γji

)2

≤ 2
(

(η|Γij
)2 + (η|Γji

)2
)

.
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Dı́ky (4.7) máme

hKi
+ hKj

≥ (1 + CH)hKi
,

takže

1

hKi
+ hKj

≤ 1

1 + CH

1

hKi

≤ 1

hKi

∀i ∈ I, j ∈ s(i).

Pak dostaneme:

Jσ
h (η, η) ≤

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

2σ
(

(η|Γij
)2 + (η|Γji

)2
)

dS (4.9)

+
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

ση2 dS

≤
∑

i∈I

∑

j∈s(i)

∫

Γij

2CW

hKi
+ hKj

(η|Γij
)2 dS (4.10)

+
∑

i∈I

∑

j∈γ(i)

∫

Γij

CW

hKi

η2 dS

≤ 2CW

∑

i∈I

1

hKi

∫

∂Ki

η2 dS (4.11)

≤ Ch2p |u|2Hp+1(Ω) .

kde C > 0. Posledńı nerovnost plyne z (4.6). Pak již z článku [2] obdrž́ıme
odhad chyby (4.3) i pro volbu váhy (3.17) a (3.18).

4.2 Odhah chyby semidiskretizace lineárńıho

problému

Pro jednoduchost zaved’me následuj́ıćı značeńı:

‖ϕ‖
v,B =

∥

∥

∥

∥

√

|v · n|ϕ
∥

∥

∥

∥

L2(B)

Pak plat́ı následuj́ıćı věta.
Věta: Předpokládejme, že {Th}h∈(0,h0) je systém triangulaćı oblasti Ω

splňuj́ıćı (A1) a že jsou splněny podmı́nky (A) a)-h). Necht’ přesné řešeńı
u problému (2.8)-(2.11) je regulárńı ve smyslu (2.16). Necht’ uh je přiblǐzné
řešeńı definované v (3.64) a)- c). Pak chyba eh = uh − u splňuje odhad

max
t∈(0,T )

‖eh(t)‖L2(Ω) +
√

2γ0 ‖eh‖L2(QT )
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+
√
ε

√

∫ T

0
|eh(ϑ)|2H1(Ω,Th) dϑ+

∫ T

0
Jσ

h (eh(ϑ), eh(ϑ)) dϑ

+

√

√

√

√

1

2

∑

i∈I

∫ T

0

(

‖eh(ϑ)‖2
v(ϑ),∂Ki∩∂Ω + ‖[eh(ϑ) ]‖2

v(ϑ),∂K−

i
\∂Ω

)

dϑ

≤ C(T )hp(
√
ε+

√
h), (4.12)

kde konstanta C(T ) nezáviśı na ε a h. Tento odhad plat́ı i pro ε = 0.

4.3 Odhad chyby úplné diskretizace lineárńıho

problému

Zaved’me následuj́ıćı značeńı:

Hp,q = Hq+1(0, T ;H2(Ω)) ∩ C([0, T ];Hp+1(Ω)), (4.13)

‖v‖2
E,m = ε |v|2H1(Ω,Th,m) + γ0 ‖v‖2

L2(Ω) + εJh,m(v, v) (4.14)

+
1

2

∑

i∈ih,m

(‖v‖2
v,∂Ki∩∂Ω + ‖[v ]‖2

v,∂K−

i
\∂Ω), v ∈ H1(Ω, Th,m).

Necht’ triangulace {Th}h∈(0,h0) splňuje předpoklady:
(B1) {Th}h∈(0,h0) je regulárńı: Existuje konstanta CR > 0 taková, že

hK

ρK

≤ CR ∀K ∈ Th,m, m = 1, ...,M, h ∈ (0, h0). (4.15)

(B2) Existuj́ı konstanty CD, CE > 0 takové, že

1

CD

hK ≤ τm ≤ CEhK , K ∈ Th, m = 1, ...,M. (4.16)

Pak plat́ı následuj́ıćı věta.
Věta: Předpokládejme, že jsou splňeny podmı́nky (A) a)-h), (B1) a (B2).

Necht’ u ∈ Hp,q je přesné řešeńı problému (2.8)-(2.11) a necht’ U je přiblǐzné
řešeńı splňuj́ıćı (3.73). Pak existuje konstanta C nezávislá na h,τ a ε taková,
že chyba e = U − u splňuje odhad

M
∑

m=1

∫

Im

‖e‖2
E,m dt ≤ Ch2p{|u|2L2(0,T ;Hp+1(Ω)) + |u|2C([0,T ];Hp+1(Ω))}

+ Cτ 2q{|u|2Hq+1(0,T ;L2(Ω)) + |u|2Hq+1(0,T ;H1(Ω))}. (4.17)

Tento odhad plat́ı i pro ε = 0.
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Kapitola 5

Algoritmizace metody pro

lineárńı problém

V této kapitole poṕı̌seme algoritmizaci našeho problému, tj. numerickou př́ı-
pravu pro realizaci a sestaveńı programu pro řešeńı. Vyjdeme z úvah prove-
dených v odstavćıch 3.2 a 3.3. Výsledkem bude soustava lineárńıch rovnic
vytvořená na každé časové vrstvě.

5.1 Odvozeńı soustav rovnic

Obdobně jako v odstavci 3.3 zavedeme děleńı 0 = t0 < t1 < ... < tM = T

časového intervalu [0,T], Tm = (tm−1, tm), Tm = [tm−1, tm] a τm = tm − tm−1

pro m = 1, ...,M . Náš problém diskretizovaný v odstavci 3.3 rozděĺıme opět
na jednotlivé časové vrstvy Ω × Tm pro m = 1, ...,M . Pro jednoduchost
budeme na každé časové vrstvě uvažovat stejnou triangulaci Th. Označme
S

p
h = Sp,−1(Ω, Th). Pak rovnici (3.72) přeṕı̌seme ve tvaru:

M
∑

m=1

∫

Tm

(

∂uh(t)

∂t
, ϕ(t)

)

+ A(uh(t), ϕ(t)) dt (5.1)

+
M
∑

m=2

(

{uh(t)}m−1 , ϕ
+
m−1

)

+
(

uh(t)
+
0 , ϕ

+
0

)

=
M
∑

m=1

∫

Tm

l(ϕ)(t) dt+
(

u0, ϕ
+
0

)

∀ϕ(t) ∈ S
p,q
h,τ ,

kde

uh ∈ S
p,q
h,τ =

{

ϕ ∈ L2(QT );ϕ|Tm
=

q
∑

i=0

tiψi, ψi ∈ S
p
h

}

(5.2)
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je hledané přibližné řešeńı a

A(u, v) = ah(u, v) + bh(u, v) + ch(u, v) + εJσ
h (u, v). (5.3)

Formy ah, bh, ch, J
σ
h , lh jsou definované stejně jako v (3.57)-(3.61). Pro

jednoduchost budeme aproximovat přesné řešeńı lineárně jak v prostoru tak
i v čase. Tzn., že uvažujeme p=q=1 a přibližné řešeńı budeme hledat v pros-
toru S1,1

h,τ . Dále budeme uvažovat funkce c a v nezávislé na čase (o tomto v́ıce
v kapitole 6). Označme

Sm =
{

ϕ|Tm
; ϕ ∈ S

1,1
h,τ

}

(5.4)

a položme n :=dim(S1
h). Je zřejmé, že n je nezávislé na m, protože na každé

vrstvě máme stejnou triangulaci. Přibližné řešeńı uh(t) ∈ S
1,1
h,τ můžeme rozep-

sat následuj́ıćım zp̊usobem

uh(t) = uh(t)|[t0,t1) +uh(t)|[t1,t2) +...+ uh(t)|[tM−1,tM ) . (5.5)

Označme um
h (t) = uh(t) |[tm−1,tm)∈ Sm jako přibližné řešeńı na m-té časové

vrstvě. Pak můžeme psát

um
h (t) =

n
∑

j=1

αm
0,j ψj + t

n
∑

j=1

αm
1,j ψj, (5.6)

kde ψj , j = 1, ..., n, jsou bázové funkce prostoru S1
h. Tato řešeńı um

h (t)
budeme hledat postupně v čase na každé časové vrstvě.

Nyńı začneme sestavovat soustavy rovnic na jednotlivých časových vrstvách.
Začneme prvńı časovou vrstvou, která se lǐśı od ostańıch vrstev d́ıky počátečńı
podmı́nce u0. Vyjdeme z rovnice (5.1) pro t ∈ [t0, t1). To tedy znamená naj́ıt
funkci u1

h(t) splňuj́ıćı
∫ t1

t0

(

∂u1
h(t)

∂t
, ϕ(t)

)

+ A(u1
h(t), ϕ(t)) dt+

(

u1
h(t)

+
0 , ϕ

+
0

)

=
∫ t1

t0

l(ϕ)(t) dt+
(

u0, ϕ
+
0

)

∀ϕ(t) ∈ S1. (5.7)

Protože
∂u1

h(t)

∂t
=

n
∑

j=1

α1
1,jψj (5.8)

a formy (·, ·), A(·, ·), l(·)(t) jsou lineárńı v argumentech označených ”·”, pak
dostaneme:

∫ t1

t0

n
∑

j=1

α1
1,j (ψj , ϕ(t)) +

n
∑

j=1

α1
0,j A(ψj , ϕ(t)) +

n
∑

j=1

α1
1,j A(ψj , ϕ(t)) t dt

+
n
∑

j=1

α1
0,j

(

ψj , ϕ
+
0

)

=
∫ t1

t0

l(ϕ)(t) dt+
(

u0, ϕ
+
0

)

, ∀ϕ(t) ∈ S1. (5.9)
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Nyńı pokud polož́ıme ϕ(t) := ψr, kde ψr ∈ S1
h, pak dostaneme:

∫ t1

t0

n
∑

j=1

α1
1,j (ψj , ψr) +

n
∑

j=1

α1
0,j A (ψj , ψr) +

n
∑

j=1

α1
1,j A (ψj , ψr) t dt

+
n
∑

j=1

α1
0,j (ψj , ψr) =

∫ t1

t0

l(ψr)(t) dt+ (u0, ψr) , r = 1, ..., n (5.10)

a po integraci s využit́ım faktu, že (·, ·) a A(·, ·) jsou nezávislé na čase,
dostaneme:

n
∑

j=1

α1
1,j (ψj , ψr) t1 +

n
∑

j=1

α1
0,j A (ψj , ψr) t1 +

n
∑

j=1

α1
1,j A (ψj , ψr)

t21
2

+
n
∑

j=1

α1
0,j (ψj , ψr) =

∫ t1

t0

l(ψr)(t) dt+ (u0, ψr) , r = 1, ..., n. (5.11)

Pokud polož́ıme ϕ(t) := tψr, kde ψr ∈ S1
h, dostaneme:

∫ t1

t0

n
∑

j=1

α1
1,j (ψj , ψr) t+

n
∑

j=1

α1
0,j A (ψj , ψr) t+

n
∑

j=1

α1
1,j A (ψj , ψr) t

2 dt

+
n
∑

j=1

α1
0,j (ψj , 0) =

∫ t1

t0

l(tψr) dt+ (u0, 0) , r = 1, ..., n (5.12)

a po integraci máme:

n
∑

j=1

α1
1,j (ψj , ψr)

t21
2

+
n
∑

j=1

α1
0,j A (ψj , ψr)

t21
2

+
n
∑

j=1

α1
1,j A (ψj , ψr)

t31
3

=
∫ t1

t0

t l(ψr) dt, r = 1, ..., n. (5.13)

Obdobně postupujeme na m-té časové vrstvě (pro m > 1). Hledáme um
h (t) ∈

Sm splňuj́ıćı

∫ tm

tm−1

(

∂um
h (t)

∂t
, ϕ(t)

)

+ A(um
h (t), ϕ(t)) dt+

(

{um
h (t)}m−1, ϕ

+
m−1

)

=
∫ tm

tm−1

l(ϕ)(t) dt, ∀ϕ(t) ∈ Sm. (5.14)

Jelikož plat́ı

∂um
h

∂t
=

n
∑

j=1

αm
1,j ψj ,

30



{um
h (t)}m−1 =

n
∑

j=1

αm
0,j ψj + tm−1

n
∑

j=1

αm
1,j ψj

−
n
∑

j=1

αm−1
0,j ψj − tm−1

n
∑

j=1

αm−1
1,j ψj

=
n
∑

j=1

(αm
0,j − αm−1

0,j )ψj + tm−1

n
∑

j=1

(αm
1,j − αm−1

1,j )ψj , (5.15)

potom můžeme po dosazeńı psát:

∫ tm

tm−1

n
∑

j=1

αm
1,j (ψj , ϕ(t)) +

n
∑

j=1

αm
0,j A(ψj , ϕ(t)) +

n
∑

j=1

αm
1,j A(ψj , ϕ(t)) t dt

+
n
∑

j=1

(αm
0,j − αm−1

0,j )
(

ψj , ϕ
+
m−1

)

+ tm−1

n
∑

j=1

(αm
1,j − αm−1

1,j )
(

ψj , ϕ
+
m−1

)

=
∫ tm

tm−1

l(ϕ)(t) dt+
(

u0, ϕ
+
0

)

, ∀ϕ(t) ∈ Sm. (5.16)

Pokud polož́ıme ϕ(t) := ψr, kde ψr ∈ S1
h, dostaneme

∫ tm

tm−1

n
∑

j=1

αm
1,j (ψj , ψr) +

n
∑

j=1

αm
0,j A (ψj , ψr) +

n
∑

j=1

αm
1,j A (ψj , ψr) t dt

+
n
∑

j=1

(αm
0,j − αm−1

0,j ) (ψj , ψr) +
n
∑

j=1

(αm
1,j − αm−1

1,j ) (ψj , ψr) tm−1

=
∫ tm

tm−1

l(ψr)(t) dt, r = 1, ..., n (5.17)

a po integraci máme:

n
∑

j=1

αm
1,j (ψj , ψr) (tm − tm−1) +

n
∑

j=1

αm
0,j A (ψj , ψr) (tm − tm−1)

+
n
∑

j=1

αm
1,j A (ψj , ψr)

t2m − t2m−1

2
+

n
∑

j=1

(αm
0,j − αm−1

0,j ) (ψj , ψr)

+
n
∑

j=1

(αm
1,j − αm−1

1,j ) (ψj , ψr) tm−1

=
∫ tm

tm−1

l(ψr)(t) dt, r = 1, ..., n. (5.18)

Pokud polož́ıme ϕ(t) := tψr, kde ψr ∈ S1
h, dostaneme:

∫ tm

tm−1

n
∑

j=1

αm
1,j (ψj , ψr) t+

n
∑

j=1

αm
0,j A (ψj , ψr) t+

n
∑

j=1

αm
1,j A (ψj , ψr) t

2 dt
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+
n
∑

j=1

(αm
0,j − αm−1

0,j ) (ψj, ψr) tm−1 +
n
∑

j=1

(αm
1,j − αm−1

1,j ) (ψj , ψr) t
2
m−1

=
∫ tm

tm−1

l(tψr)(t) dt, r = 1, ..., n (5.19)

a po integraci máme:

n
∑

j=1

αm
1,j (ψj , ψr)

t2m − t2m−1

2
+

n
∑

j=1

αm
0,j A (ψj , ψr)

t2m − t2m−1

2

+
n
∑

j=1

αm
1,j A (ψj, ψr)

t3m − t3m−1

3
+

n
∑

j=1

(αm
0,j − αm−1

0,j ) (ψj , ψr) tm−1

+
n
∑

j=1

(αm
1,j − αm−1

1,j ) (ψj , ψr) t
2
m−1

=
∫ tm

tm−1

t l(ψr)(t) dt, r = 1, ..., n. (5.20)

Tedy máme na každé vrstvě 2n rovnic pro 2n neznámých. Tyto soustavy
rovnic přeṕı̌seme do maticového tvaru

(

Am Bm

Cm Dm

)(

Λm,0

Λm,1

)

=

(

Em

Fm

)

, m = 1, ...,M,

kde Am, Bm, Cm, Dm ∈ IRn×n a Em, Fm,Λm,0,Λm,1 ∈ IRn. Označme

ξm,1 = tm , ξm,2 = tm−1, (5.21)

ξm,3 = tm − tm−1 , ξm,4 =
t2m − t2m−1

2
, (5.22)

ξm,5 =
t2m + t2m−1

2
, ξm,6 =

t3m − t3m−1

3
. (5.23)

Pak z rovnic (5.11), (5.13), (5.18) a (5.20) plyne:

Am =



























A (ψ1, ψ1) ξm,3 + (ψ1, ψ1) , A (ψ2, ψ1) ξm,3 + (ψ2, ψ1) , . . .

A (ψ1, ψ2) ξm,3 + (ψ1, ψ2) , A (ψ2, ψ2) ξm,3 + (ψ2, ψ2) , . . .

...
...

. . .

A (ψ1, ψn) ξm,3 + (ψ1, ψn) , A (ψ2, ψn) ξm,3 + (ψ2, ψn) , . . .
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Bm =



























A (ψ1, ψ1) ξm,4 + (ψ1, ψ1) ξm,1, A (ψ2, ψ1) ξm,4 + (ψ2, ψ1) ξm,1, . . .

A (ψ1, ψ2) ξm,4 + (ψ1, ψ2) ξm,1, A (ψ2, ψ2) ξm,4 + (ψ2, ψ2) ξm,1, . . .

...
...

. . .

A (ψ1, ψn) ξm,4 + (ψ1, ψn) ξm,1, A (ψ2, ψn) ξm,4 + (ψ2, ψn) ξm,1, . . .



























Cm =



























A (ψ1, ψ1) ξm,4 + (ψ1, ψ1) ξm,2, A (ψ2, ψ1) ξm,4 + (ψ2, ψ1) ξm,2, . . .

A (ψ1, ψ2) ξm,4 + (ψ1, ψ2) ξm,2, A (ψ2, ψ2) ξm,4 + (ψ2, ψ2) ξm,2, . . .

...
...

. . .

A (ψ1, ψn) ξm,4 + (ψ1, ψn) ξm,2, A (ψ2, ψn) ξm,4 + (ψ2, ψn) ξm,2, . . .



























Dm =



























A (ψ1, ψ1) ξm,6 + (ψ1, ψ1) ξm,5, A (ψ2, ψ1) ξm,6 + (ψ2, ψ1) ξm,5, . . .

A (ψ1, ψ2) ξm,6 + (ψ1, ψ2) ξm,5, A (ψ2, ψ2) ξm,6 + (ψ2, ψ2) ξm,5, . . .

...
...

. . .

A (ψ1, ψn) ξm,6 + (ψ1, ψn) ξm,5, A (ψ2, ψn) ξm,6 + (ψ2, ψn) ξm,5, . . .



























Λm,0 =





























αm
0,1

αm
0,2

...

αm
0,n





























Λm,1 =





























αm
1,1

αm
1,2

...

αm
1,n





























pro m = 1, ...,M . Pro pravou stranu dostaneme:
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E1 =



























∫ t1
t0

l(ψ1)(t) dt+ (u0, ψ1)

∫ t1
t0

l(ψ2)(t) dt+ (u0, ψ2)

...

∫ t1
t0

l(ψn)(t) dt+ (u0, ψn)



























Em =





























∫ tm
tm−1

l(ψ1)(t) dt +
∑n

j=1(α
m−1
0,j + αm−1

1,j ξm,2)(ψj , ψ1)

∫ tm
tm−1

l(ψ2)(t) dt +
∑n

j=1(α
m−1
0,j + αm−1

1,j ξm,2)(ψj , ψ2)

...

∫ tm
tm−1

l(ψn)(t) dt +
∑n

j=1(α
m−1
0,j + αm−1

1,j ξm,2)(ψj , ψn)





























pro m = 2, ...,M a

Fm =





























∫ tm
tm−1

t l(ψ1)(t) dt+
∑n

j=1(α
m−1
0,j ξm,2 + αm−1

1,j (ξm,2)
2)(ψj , ψ1)

∫ tm
tm−1

t l(ψ2)(t) dt+
∑n

j=1(α
m−1
0,j ξm,2 + αm−1

1,j (ξm,2)
2)(ψj , ψ2)

...

∫ tm
tm−1

t l(ψn)(t) dt+
∑n

j=1(α
m−1
0,j ξm,2 + αm−1

1,j (ξm,2)
2)(ψj , ψn)





























pro m = 1, ...,M .

5.2 Numerický výpočet integrál̊u

Integrály v (3.56) - (3.61) budeme poč́ıtat numericky pomoćı kvadraturńıch
vzorc̊u. Pro integraci přes každou stranu hranice ∂Ki a přes časový inter-
val budeme použ́ıvat dvoubodový Gauss̊uv kvadraturńı vzorec, který je defi-
nován pro interval [−1, 1] takto:

∫ 1

−1
g(t) dt ≈ g(− 1√

3
) + g(

1√
3
). (5.24)
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Tento vzorec je přesný pro polynomy až do třet́ıho stupně.
Pro integraci přes trojúhelńıkovou oblast K ∈ IR2 budeme použ́ıvat tř́ı-

bodový kvadraturńı vzorec:

∫

K
g(x) dx ≈ 1

3
|K|

3
∑

j=1

g(Qj), (5.25)

kde Q1,Q2 a Q3 jsou středy stran trojúhelńıka K a |K| je jeho plocha. Tento
vzorec je přesný pro polynomy až do druhého stupně. Pomoćı těchto vzorc̊u
nyńı odvod́ıme vzorce pro nasleduj́ıćı dva typy integrál̊u.

∫ tm

tm−1

∫

Γ
g(x, t) dx dt a

∫ tm

tm−1

∫

K
h(x, t) dx dt,

kde Γ je úsečka spojuj́ıćı body P = [ x1, y1] a Q = [ x2, y2]. Položme:

γ(t) =
∫

Γ
g(x, t) dx a η(t) =

∫

K
h(x, t) dx.

Dále označme:

t− =
tm + tm−1

2
− tm − tm−1

2
√

3
(5.26)

t+ =
tm + tm−1

2
+
tm − tm−1

2
√

3
(5.27)

x− =

[

x2 + x1

2
− x2 − x1

2
√

3
,
y2 + y1

2
− y2 − y1

2
√

3

]

(5.28)

x+ =

[

x2 + x1

2
+
x2 − x1

2
√

3
,
y2 + y1

2
+
y2 − y1

2
√

3

]

. (5.29)

Potom při použit́ı substituce t = tm+tm−1

2
+ τ tm−tm−1

2
pro τ ∈ [−1, 1] a

následně užit́ım (5.24) dostaneme:

∫ tm

tm−1

∫

Γ
g(x, t) ≈ tm − tm−1

2
(γ(t−) + γ(t+)), (5.30)

∫ tm

tm−1

∫

K
h(x, t) ≈ tm − tm−1

2
(η(t−) + η(t+)). (5.31)

Integrál reprezentuj́ıćı funkci γ(t) pomoćı lineárńı parametrizace

[x(ζ), y(ζ)] =
[

x2 + x1

2
+ ζ

x2 − x1

2
,
y2 + y1

2
+ ζ

y2 − y1

2

]

, ζ ∈ [−1, 1],
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transformujeme na interval [−1, 1] a opět použijeme (5.24). Na výpočet fukce
η(t) př́ımo použijeme (5.25). Dostaneme tedy aproximace:

∫ tm

tm−1

∫

Γ
g(x, t) ≈ tm − tm−1

4
|Γ| (g(x−, t−) + g(x+, t−) (5.32)

+ g(x−, t+) + g(x+, t+)),
∫ tm

tm−1

∫

K
h(x, t) ≈ tm − tm−1

6
|K| (

3
∑

j=1

h(Qj , t−) + h(Qj , t+)). (5.33)
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Kapitola 6

Numerické experimenty

V této kapitole se věnujeme nejprve krátce popisu programu, kterým byly
provedeny numerické experimenty, a pak shrneme výsledky, které byly t́ımto
programem dosaženy.

6.1 Popis programu

Jak jsme se již zmı́nili v odstavci 5.1, budeme pro jednoduchost na každé
časové vrstvě uvažovat stejnou triangulaci oblasti Ω. Dále v rovnici (2.8)
budeme uvažovat vektor v konstantńı a funkci c nezávislou na čase. Pokud
bychom v neuvažovali konstantńı, ale závislé na prostorových proměnných,
zt́ıžilo by to pouze výpočet křivkových integrál̊u přes úsečky Γij , kde by se
muselo zjǐst’ovat děleńı Γij na Γ+

ij a Γ−
ij . Pokud by funkce v a c závisely na

čase, musela by se na každé časové vrstvě poč́ıtat matice soustavy mnohem
pracněji. Tato zjednodušeńı nám umožńı vypoč́ıtat formy A(ψi, ψj) a (ψi, ψj)
předem a to pouze jednou. Pak již soustavy lineárńıch rovnic se vytvář́ı kom-
binaćı prvk̊u A(ψi, ψj) a (ψi, ψj), které se násob́ı koeficienty ξm,l (viz odst.
5.1). Objemové resp. křivkové integrály byly poč́ıtány pomoćı kvadratických
vzorc̊u (5.32) resp. (5.33). Poněvadž matice jednotlivých soustav jsou zřejmě
nesymetrické a ř́ıdké, byly proto řešeny iteračńı metodou GMRES (Gener-
alized Minimal Residual). Iteračńı proces byl zastaven, když residuum bylo
menš́ı než 10−12. Celý program je naprogramován v jazyce C.

6.2 Numerické výsledky

Abychom mohli otestovat numerickou metodu, zvoĺıme opačný postup než je
v praxi. Tedy nejprve si zvoĺıme přesné řešeńı. Toto řešeńı dosad́ıme do rovnic
(2.8) - (2.11) a z nich dopoč́ıtáme pravou stranu g, okrajové podmı́nky uD, gN
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a počátečńı podmı́nku u0(x). Toto dosad́ıme jako parametry do programu,
který vypoč́ıtá přibližné řešeńı a to budeme srovnávat s přesným řešeńım.

Nyńı se krátce zmı́ńıme o řádu konvergence metody a o zp̊usobu, jak
budeme poč́ıtat experimentálńı řád konvergence. Řekneme, že p je řád kon-
vergence v prostoru, jestliže pro chybu metody

eh = ‖uh − u‖L2([0,T ],Ω)

existuje konstanta C > 0 nezávislá na h tak, že

eh ≤ Chp,

kde h je parametr metody, vzhledem ke kterému řád metody zkoumáme. Pro
výpočet experimentálńıho řádu konvergence budeme předpokládat, že chyba
metody se bude chovat dle vzorce

eh ≈ Chp.

Máme-li eh1 a eh2 pro h1 6= h2, potom p vypočteme následuj́ıćım postupem.
Máme

eh1 ≈ Ch
p
1 a eh2 ≈ Ch

p
2.

Pak

eh1

eh2

≈
(

h1

h2

)p

a tedy

p ≈ log(eh1) − log(eh2)

log(h1) − log(h2)
, (6.1)

kde p bude hledaný experimentálńı řád konvergce. Z těchto úvah můžeme
definovat lokalńı experimentálńı řád konvergence

pl ≈
log(ehl−1

) − log(ehl
)

log(hl−1) − log(hl)
, l = 2, ..., k, (6.2)

kde k je počet numerických experiment̊u. Tzv. globálńı experimentálńı řád
konvergence p vypočteme jako aritmetický pr̊uměr pl , l = 2, ..., k. To bude
hledaný odhad experimentálńıho řádu konvergence. Obdobně budeme poč́ıtat
experimentálńı řád konvergence q v čase.

Numerické experimenty byly provedeny pro vektor v = (1, 1), pro funkci
c = (xy+0.1), pro ε = 1.0 a ε = 0.1 na oblasti Ω = (0, 1)×(0, 1) a v časovém
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intervalu (0,1). Dále bylo pomoćı programu ANGENER [1] vygenerováno
následuj́ıćıch sedm nestrukturovaných triangulaćı Thl

, l = 1, ..., 7, na kterých
byly experimenty provedeny.
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Parametry těchto triangulaćı jsou uvedeny v tabulce 1. #Thl
znač́ı počet

element̊u a hl je parametr Thl
.

l #Thl
hl

1 127 0,1823
2 254 0,1325
3 504 0,0907
4 1009 0,0680
5 2043 0,0464
6 4014 0,0347
7 8997 0,0220

Tabulka 1
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Pro výpočet experimentálńıho řádu přesnosti p v prostoru bylo zvoleno
přesné řešeńı u = 16x2(1−x2)y2(1−y2)t (komplikované v prostoru, jednoduché
v čase) a krok v čase τ = 0.001. Výsledky ukazuje tabulka 2. Graf přesného
resp. vypočteného přibližného řešeńı v čase t = 1.0 na triangulaci Th3 pro
ε = 1.0 ukazuje obrázek 2. resp. obrázek 3.

ε = 1.0 ε = 0.1
l hl ehl

pl ehl
pl

1 0,1823 7.886E-03 - 6.300E-03 -
2 0,1325 3.305E-03 2.726 3.026E-03 2.298
3 0,0907 1.879E-03 1.490 1.674E-03 1.562
4 0,0680 1.099E-03 1.862 9.402E-04 2.003
5 0,0464 4.647E-04 2.252 4.390E-04 1.993
6 0,0347 2.767E-04 1.784 2.489E-04 1.953
7 0,0220 1.121E-04 1.983 1.062E-04 1.869

řád p 2.016 1.946

Tabulka 2
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Obrázek 2
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Obrázek 3

Pro výpočet experimentalńıho řádu konvergence q v čase bylo zvoleno
přesné řešeńı u = 1−e5t

1−e5 (x+y) (komplikované v čase, jednoduché v prostoru),
které bylo poč́ıtano na triangulaci Th3 . Výsledky ukazuje tabulka 3.

ε = 1.0 ε = 0.1
τ τl ql τl ql

0.100 3.753E-03 - 4.134E-03 -
0.050 9.815E-04 1.935 1.037E-03 1.995
0.020 1.611E-04 1.972 1.658E-04 2.001
0.010 4.070E-05 1.985 4.141E-05 2.001
0.005 1.024E-05 1.991 1.035E-05 2.000
0.002 1.646E-06 1.995 1.656E-06 2.000
0.001 4.124E-07 1.997 4.133E-07 2.002
řád q 1.979 2.000

Tabulka 3
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Jak vid́ıme, experimentálńı řád konvergence v čase i v prostoru v L2-
normě je roven dvěma pro lineárńı elementy. Odtud vid́ıme, že odhad (4.17),
zahrnuj́ıćı i chováńı chyby v L2-normě, je v této normě suboptimálńı. Źıskáńı
optimálńıch odhad̊u chyby v L2-normě je obt́ıžný problém. Pro úlohy a
metody uvažované v této práci se jedná o otevřený problém.
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Kapitola 7

Závěr

V této diplomové práci jsme se zabývali použit́ım nespojité Galerkinovy
metody na řešeńı konvektivně-difuzńıch problémů. Uvažovali jsme několik
př́ıpad̊u: prostorová semidiskretizace pro řešeńı lineárńıch a nelineárńıch pro-
blémů a kompletńı časoprostorová nespojitá Galerkinova diskretizace pro
řešeńı lineárńıho problému. V prvńım př́ıpadě jsme provedli d̊ukaz odhadu
chyby v př́ıpadě modifikace váhy v penalizačńıch členech, která umožňuje
odstranit př́ılǐs silný předpoklad na nekonformitu śıtě. Pro časoprostorovou
nespojitou Galerkinovu metodu byly vypracovány jej́ı algoritmizace a pro-
gram v jazyce C. Pomoćı tohoto programu bylo provedeno testováńı vypra-
cované metody.
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