Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Jindrich Lechner

Jamesova véta a problém hranice

Katedra matematické analyzy

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Jifi Spurny, Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Matematicka analyza

Praha 2012



Dékuji vedoucimu prace doc. RNDr. Jifimu Spurnému, Ph.D. za odborné vedeni
a za poskytnuti a zaptjceni potiebné literatury.



Prohlasuji, ze jsem tuto diplomovou praci vypracoval samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji.

Beru na védomi, zZe se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova v Praze ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této
prace jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V Praze dne 28. 11. 2012 Podpis autora



Nézev prace: Jamesova véta a problém hranice
Autor: Jindfich Lechner
Katedra: Katedra matematické analyzy

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Jifi Spurny, Ph.D., Katedra matematické
analyzy

Abstrakt: Necht G je podmnozinou duédlu redlného Banachova prostoru X a
F C G. Pak F je Jamesovou hranici G, jestlize kazdy w*-spojity linearni funk-
cional na X nabyva v néjakém bodé mnoziny F' svého suprema na G. Ptame
se, zda normové omezena mnozina v X, ktera je spocetné kompaktni v topo-
logii generované F', je nutné sekvencialné kompaktni v topologii generované G.
Pozitivni feseni tohoto problému je hlavnim obsahem této prace. Jako dtsledek
je pak ziskdn Jamestv popis slabé kompaktnich mnozin v redlném Banachové
prostoru. Diky Eberleinové-Smuljanové vété vyplyne kladné feseni tzv. problému
hranice jako specialni pripad pozitivni odpovédi na vyse nastolenou otazku. Ta je
dale diskutovana v situaci Banachovych prostori nad télesem komplexnich ¢isel.
V takovém piipadé nemtizeme pouzit starou definici Jamesovy hranice. Ukazuje se
vsak, Ze je mozné ,pfirozenym*“ zpusobem redefinovat pojem Jamesovy hranice,
a ze za této nové definice dokdzeme téz na nasi otazku odpoveédét pozitivné.
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Abstract: Let G be a subset of the dual of a real Banach space X and F C G.
Then F'is a James boundary of G if each w*-continuous linear functional on X
attains its supremum over G on an element of the set F'. We ask whether a norm
bounded subset of X which is countably compact for the topology generated
by F' is necessary sequentially compact for the topology generated by G. The
main content of our work is a positive solution to this problem. As a corollary
we obtain James characterization of weakly compact subsets of a real Banach
space. Due to the Eberlein-Smuljan theorem a positive solution to the so called
boundary problem is shown as a special case of the affirmative answer to the
question raised above. The question is further discussed for a case of Banach
spaces defined over the complex field. In this case we cannot use the old definition
of the James boundary but by a “natural” way it is possible to redefine the term
James boundary and then we are able to answer our question positively again.
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Znaceni

Nejprve nékolik slov ke znaceni. V celé této praci oznacujeme dilezité ciselné
mnoziny takto

w : mnozina vSech prirozenych ¢isel véetné 0,
R : mnozina vsech realnych cisel,

Ry :  mnoZina vSech nezdpornych redlnych &isel,
C : mnozina vSech komplexnich ¢isel.

PiSeme-li z C y, pak z je vlastni, nebo nevlastni podmnozinou mnoziny .
Je-li f funkce definovand na mnoziné GG, pak symbolem f[G] oznacujeme obraz
mnoziny G pfi zobrazeni f.

Je-li X normovanym linedrnim prostorem nad télesem realnych, nebo kom-
plexnich ¢isel, pak obrazkem || - || zna¢ime p¥islusnou normu na X, znakem X*
rozumime dudl prostoru X opatieny dualni normou, kterou opét zapisujeme takto
|| - ||, a symbolem Bx rozumime uzavienou kouli v X o stfedu 0 a poloméru 1.
Misto (X*)* pisSeme X**. Pokud hovofime o omezené mnoziné v normovaném
linearnim prostoru, pak mame na mysli normové omezenou mnozinu.

Je-li X vektorovym prostorem a F' je podmnozinou algebraického dualu pro-
storu X, pak o(X, F) oznac¢uje topologii na X projektivné generovanou mnozinou
F. Tato topologie nemusi byt Hausdorffova. Pokud vSak I’ oddéluje body X, pak
o(X, F) je lokalné konvexni topologii. Je-li X normovanym linedrnim prostorem
a A je podmnoZinou prostoru X*, pak A~ znadi w*-uzévér mnoziny A.

Je-li p € w a f zobrazenim s definicnim oborem p, pak f nazyvame p-kone¢nou
posloupnosti a (o, )n<p, kde pro kazdé n € p plati o, = f(n), je jinym oznacenim
pro zobrazeni f. Je-li f zobrazenim s defini¢cnim oborem w, pak f nazyvame
(nekonecnou) posloupnosti a (o, )new, kde pro kazdé n € w plati o, = f(n), je
jinym oznacenim pro zobrazeni f. Je-li f zobrazenim s definiénim oborem w\ {0},
pak f nazgyvame (nekone¢nou) posloupnosti a ()52 ,, kde pro kazdé n € w\ {0}
plati a,, = f(n), je jinym oznacenim pro zobrazeni f.



Uvod

Cilem této prace je ukazat pozitivni feSeni tzv. problému hranice. Diive, nez
pristoupime k popisu problému, si vsak feknéme, co mame aktualné pod pojmem
hranice na mysli.

Definice 1 (Jamesova hranice). Necht X je redlnym normovanym linedrnim
prostorem, G C X* a F' C G. Rekneme, ze F je Jamesovou hranici G, jestlize
pro kazdé x € X existuje f € F takové, ze

f(x) = supg(z).

geG

Jestlize B C Sy~ je Jamesovou hranici Bx«, pak B nazyvame Jamesovou hranici
pro X. V tomto specidlnim pripadé méa s ohledem na Hahnovu-Banachovu vétu
definice Jamesovy hranice néasledujici tvar

(Vz)(z e X = [(3b)(be B&b(x)=||z||)])-

Otazka, jez proslula pod nazvem problém hranice, byla v roce 1987 polozena
v ([5], otdzka V.2) G. Godefroyem. Godefroy zhruba napsal: ,Necht E je redlnym
Banachovym prostorem, B je Jamesovou hranici pro E a K je normové omezenou
a o(E, B)!-kompaktni podmnozinou prostoru E. Je K slab& kompaktni?“ V roce
1987 byla jiz zndma pozitivni odpovéd na tuto otazku v pripadé jistych specidlnich
hranic, konkrétné napiiklad pokud mnozina K v otdzce V.2 byla konvexni [3]
nebo K = extBpg- [2|. Poznamenejme, ze kazda slabé kompaktni mnozina je
o(E, B)-kompaktni, nebot topologie o(F, B) je hrubsi nez slabé topologie. Gilles
Godefroy se tedy pt4, zda v Banachové prostoru E maji tyto dvé topologie — slaba
a topologie projektivné generovand Jamesovou hranici pro E — stejné normove
omezené kompaktni mnoziny. V roce 2010 Godefroyovi pozitivné odpovédél H.
Pfitzner v ¢lanku [6]. Pfitzner ve skutecnosti dokézal trochu néco jiného, totiz,
ze pokud X je redlnym Banachovym prostorem a F je Jamesovou hranici G,
pak kazda normové omezend o(X, F')-spocetné kompaktni mnozina je o(X, 6*)—
sekvencialné kompaktni. Diky Eberleinové-Smuljanové vété o ekvivalenci slabé
sekvencialni kompaktnosti a slabé kompaktnosti v Banachovych prostorech pak
dostaneme pozitivni FeSeni problému hranice jako specialni pripad Pfitznerova
vysledku.

Tato prace se pfi feseni problému hranice opird o postup realizovany Pfitzne-
rem v [6]. Nasimi zakladnimi stavebnimi kameny jsou:

kombinatorickd Ramseyova véta (véta 2)

Banachova-Alaogluova véta } Behrendsova véta (véta 17),

e Simonova nerovnost (véta 21).

1Kazd4 Jamesova hranice pro E oddéluje body E, nebot kdykoli si vezmeme dva rtizné body
z € F ay € FE, pak existuje funkciondl b € B takovy, ze b(r—y) = sup g(x—y) = |lz—y|| > 0,
gEBp«
z ¢ehoz okamzité vidime, Ze b(z) # b(y). To znamend, Ze topologie o(E, B) je Hausdorffova.
Avsak obecné nemuzeme Fici, Ze by Jamesova hranice néjaké mnoziny projektivné generovala
Hausdorffovu topologii.



Konkrétnim projevem Ramseyovy véty je Behrendsuv vysledek (véta 17), v je-
hoz pozadi stoji kromé kombinatorického argumentu dulezita véta z funkcionalni
analyzy — Banachova-Alaogluova véta. Behrendstv vysledek tvori v trochu slab-
Sim vydani (bez pouziti Banachovy-Alaogluovy véty) jadro dikazu kvantitativni
verze Rosenthalovy (*-véty ([1], véta 3.2).

Hlavni ¢ast FeSeni naseho tkolu spociva v dikazu tvrzeni 37 (Pfitzner): Po-
kud X je redlnym Banachovym prostorem, G C X* je omezenou mnozinou a
F C G je Jamesovou hranici G, pak kazda posloupnost v omezené o(X, F')-
spocetné kompaktni mnoziné obsahuje o(X ,@*)—cauchyovskou podposloupnost.
V diikazu se vyznamné pouziva modifikovand Haglerova-Johnsonova konstrukce
(tvrzeni 36), jejimz jadrem je pravé véta 17 (Behrends) a véta 21 (Simonova
nerovnost), které se vSak v diukazu neobjevuji pfimo, nybrz prostfednictvim tvr-
zeni 23 (O (absolutné) konvexnich blocich) a dtsledku 30 (d-Simonova rovnost),
jez proto nazyvame mizejicimi prostiedniky. Hovorime také o syntéze mizejicich
prostiednikii v modifikovanou Haglerovu-Johnsonovu konstrukci. Ze spojeni tvr-
zeni 37 (Pfitzner) s disledkem 28 (Simonova rovnost) snadno dostaneme kyzeny
vysledek, vétu 38: Pokud X je realnym Banachovym prostorem, G C X* ome-
zenou mnozinou a F' C G, pak kazdéa posloupnost v omezené o (X, F')-spocetné
kompaktni mnoziné obsahuje o (X, E*)—konvergentni podposloupnost.

Po uvedeni nékterych disledkit vety 38, napiiklad Jamesovy charakterizace
slabé kompaktnich mnozin v redlnych Banachovych prostorech, se nase pozornost
obrati ke komplexnimu pripadu. Co by se stalo, kdybychom misto v redlném Ba-
nachové prostoru pracovali v komplexnim Banachové prostoru? Prvni otazkou je,
jak nové definovat pojem Jamesovy hranice. To nebude pfilis velky problém. Déale
se ptame, zda miizeme postupovat stejné jako v redlné verzi, tedy zda projde kom-
plexni verze Behrendsovy véty, mizejicich prostfedniki, Haglerovy-Johnsonovy
konstrukce, Pfitznerova tvrzeni. Odpovéd je v principu kladna. AZ na nékolik
odlisnosti budeme moci postupovat stejné.



1. Pripravné prace

V této kapitole uvadime dva zakladni stavebni kameny — Behrendsovu vétu
stojici na Ramseyové vété a Banachoveé-Alaogluové vété a Simonovu nerovnost.

1.1 Kombinatoricka ingredience, Behrends

Nyni obratme nasi pozornost k Behrendsovi. V prvni podsekci se budeme vé-
novat kombinatorické ingredienci (Ramseyova véta) Behrendsovy véty a v druhé
podsekci vlastnimu Behrendsové vysledku.

1.1.1 Ramseyova véta

V této podsekci vénované Ramseyové vété se budeme drzet nasledujiciho zna-
¢eni. Znakem < budeme rozumét relaci €, jez je dobrym ostrym usporfadanim na
mnoziné w. Symbolem (7,.)?°; budeme rozumét posloupnost takovou, Ze pro kazdé
r € w\ {0} bude T, mnozinou rostoucich r-kone¢nych posloupnosti prirozenych
¢isel; prvky mnoziny 7, budeme také chapat jako usporadané r-tice prirozenych
¢isel (ig, . ..,4,—1), pro které plati

(Ym) (VYn) (m <n&n<r)=in,<i,). (*)

Poznamenejme, 7e v dal$im (i mimo tuto podsekci) nebudeme rozliSovat mezi
rostoucimi r-kone¢nymi posloupnostmi prirozenych ¢isel a usporadanymi r-ticemi
pfirozenych ¢isel spliujicimi (*). Znakem M budeme oznacovat nekoneénou mno-
zinu prirozenych c¢isel a znakem K konecnou mnozinu prirozenych cisel.

Nyni budeme smétfovat k dikazu Ramseyovy véty, jejiz formulace v ([1], véta
2.1) je nésledujici.

Véta 2 (Ramsey). Necht (1,)52,. Necht pro kaZdou nekonecnou mnozinu L C w
ezistuje rostouct posloupnost prirozenych cisel ((;) e takovd, Ze pro kaZdé j € w
je ¢ € M, a pro kaZdé r € w plati ((;)j<r+1 € Ty41. Pak existuje nekonecnd mno-
Zina N C w takovd, Ze pro kaZdé r € w a kaZdou rostouct posloupnost (B;)i<ri1
takovou, Ze pro kazdé i <r+1 je B; € N, plati (B;)icri1 € Tri1-

Nez pristoupime k vlastnimu ditkazu véty 2, predstavime jisté pojmy, které se
ukazi jako velmi uzite¢né pti konstrukci mnoziny N, a dokdzeme za tcasti téchto
pojmu tii pomocna tvrzeni. Nejprve vsak vyslovime lemma, jehoz dikaz uvadét
nebudeme, nebot je snadny.

Lemma 3 (O¢islovani pfFirozenych cisel podle velikosti). Necht N C w je
mnozinou mohutnosti k € w + 1. Pak existuje pravé jedna rostouci posloupnost
prirozenych ¢isel a definovand na k takovd, Ze alk] = N.

Definice 4 (Spatné, dobré a totilné dobré mnoZiny). Nechf K, M a
(T,)22,. Necht déle « je rostouci k-konecnou posloupnosti pfirozenych ¢isel tako-
vou, 7e alk] = K, kde k je mohutnosti mnoZiny K.!

LV piipadé, ze K je prazdnou mnozinou, pak k = 0, a tedy « je prézdnou posloupnosti.



Rekneme, Ze K je vici souboru (T,)%2, $patnou mnoZinou vzhledem k M,
jestlize pro kazdou rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel (m;);e, takovou, ze
pro kazdé j € w je m; € M, existuje r € w takové, Ze pokud k = 0, pak
(mo,...,my) € Try1, a pokud k > 0, pak bud r < k a («(0),...,a(r)) & Tri1,
nebo r >k a (a(0),...,a(k —1),mo,...,mr—g) & Tri1.

Rekneme, 7e K je vici souboru (T,)%2, dobrou mnoZinou vzhledem k M,
jestlize K mneni vii¢i souboru (7}.)%°, Spatnou mnozinou vzhledem k M.

Rekneme, ze K je vici souboru (T,)%, totdlné dobrou mnoZinou vzhledem
k M, jestlize K je vuéi souboru (7,)%, dobrou mnozinou vzhledem ke kazdé
nekonecné podmnoziné mnoziny M.

Definice 5 (Spatné, dobré a totaln& dobré body). Necht K, M, (T,)2; a
ncw.

Rekneme, Ze n je vici souboru (T,)2, Spatngm bodem pro mnoZinu K vzhle-
dem k mnoziné M, jestlize mnozina K U {n} je vici souboru (7,)2, $patnou
mnozinou vzhledem k mnoziné M.

Rekneme, Ze n je vici souboru (T,)°2, dobrym bodem pro mmoZinu K vzhledem
k mnoziné M, jestlize mnozina K U{n} je vici souboru (7})$2, dobrou mnozinou
vzhledem k mnoziné M.

Rekneme, 7e n je vici souboru (T,)2, totdlné dobrym bodem pro mnoZinu K
vzhledem k mnoZziné M, jestlize mnozina K U{n} je vici souboru (7,.)7°, totalné
dobrou mnozinou vzhledem k mnoziné M.

Poznamka 6 (Myslenka dikazu Ramseyho véty). S ohledem na definici 4 predpo-
klad Ramseyho véty fikd, ze prazdnd mnozina je viéi (7,)22; dobrou mnoZinou
vzhledem ke kazdé podmnoziné mnoziny w. Tedy Ramseyho véta predpoklada, ze
prazdnd mnozina je vuci (7,)%2, totalné dobrou mnozinou vzhledem k w. Mno-
zinu N zkonstruujeme induktivné postupnym pridavanim bodi, které budou vici
(T,)22, totalné dobrymi body pro kazdou podmnoZinu mnoziny jiz zkonstruo-
vanych bodt vzhledem k néjaké nekonecné mmnoziné. Takova mnozina N bude
mit pozadované vlastnosti. Otazkou je vSak existence praveé toho totalné dob-
rého bodu, jehoz bychom chtéli pridat k jiz ustavené konecné mnoziné. Odpoveéd
na tuto otazku je pozitivni, dokonce existuje nekonec¢na mnozina takovych bodt
vzhledem k niZ jsou tyto body totalné dobré vuci (7,.)22; pro kazdou podmnoZinu
mnoziny jiz ustavenych bodi.

Pozndmka 7. Nase definice Spatné a totalné dobré mnoziny odpovida symbolim
1 a1 pouzivanych v ([1], definice 2.2).

Fakt 8. Necht K, M a (T,)2,. Necht K je vici (T,)2, totdlné dobrou mnoZinou
vzhledem k M. Pak ziejmé pro kaZdou mnoZinu N C M je K vici (T,)52, totdlné
dobrou mnozinou vzhledem k N.

Lemma 9. Necht K, M a (T,)$2,. Necht K je vici (T,)52, totdlné dobrou mnoZi-
nou vzhledem k M. Pak existuji bod m € M C K a nekonecnd mnozZina N C M
takové, Ze m je vici (T,)52, totalné dobrgm bodem pro mnoZinu K vzhledem k N .
Pokud je K neprazdnou mnoZinou, pak navic m > max K.

Diikaz. Podle lemmatu 3 existuje rostouci k-konecéna posloupnost prirozenych
Cisel a, kde k je mohutnosti mnoziny K, takovd, ze a[k] = K. Dale budeme
postupovat sporem. Pokud K # (), pfedpoklddejme, Ze pro kazdy bod m € M

6



takovy, ze m > max K, a kazdou nekone¢nou mnozinu N C M nebude m vuci
(T,)22, totélné dobrym bodem pro K vzhledem k N. Pokud K = (), pak pfedpo-
kladejme totéz, avsak tentokrat pro libovolny bod m € M. Rekurzi definujeme
posloupnost uspotradanych dvojic ((8s, Ns))sew spliiujici pro kazdé s € w

(s (V)0 <s=(8; <Bs & B €Nj)) & B € M,
(2)s (W)@ <s=N.CN;) &N, C M,
(3)s  Bsje vuci (7,)22, Spatnym bodem pro K vzhledem k Nj.

Pokud K # 0, polozme fy := min{i : i € M & i > max K }. Pokud vSak K =
(), pak polozme jednoduse 3y := min M. Vzhledem k tomu, ze 3, € M, existuje
podle pfedpokladu nekonecnd mnozina Ny C M takové, ze [y je vuci (7,)%2,
Spatnym bodem pro K vzhledem k Ny. Tedy dvojice (5o, Ny) spliiuje podminky
(1), (2)0 a (3)o. Pokud jiz pro s € w \ {0} méme s-kone¢nou posloupnost dvojic
((Bj, Nj))j<s spliujici (1)s_1, (2)s—1 a (3)s—1, pak polozime

Bs:=min{i: i € Ny &i> s 1}

a protoZe je splnéna podminka (2);_1, je Bs € M, a tedy i s ohledem na (1),_4
dostavame (1). Podle pfedpokladu a s pfihlédnutim k faktu 8 a podmince (2);-4
neni fs vuéi (7,)%2, totalné dobrym bodem pro K vzhledem k N;_;. To zna-
mena, Ze existuje nekonefnd mnozina Ny C Ny_; takova, ze (s je vudi (7,)%2,
Spatnym bodem pro K vzhledem k N;. Pak s ohledem na podminku (2),_1, je
splnéna podminka (2),. Zfejmé (s+ 1)-konecna posloupnost usporadanych dvojic
((B;, N;))j<s+1 splituje podminky (1), (2)s a (3)s. Pak z principu indukce plyne
existence posloupnosti ((fs, Ns))se. splitujici pro kazdé s € w podminky (1), (2),
a (3)s.

Polozme L := {z : (Ji) (i € w & z = f3;)}. V tuto chvili pouzijeme piedpoklad
lemmatu. Podle néj je K vuci (7,)%2, dobrou mnozinou vzhledem k L, nebot
L C M. Z definice dobroty plyne existence rostouci posloupnosti (s, ) e, vybrané
z posloupnosti (s)se,, takové, Ze plati

(Vr)(rew=((k=0= (Bs,..-,0s) € Tr11) &
(k>08&r>k) = (a(0),...,alk—1),Bsr- .. s ) €T1). (1)

Podle podminky (3)s, je vSak Gy, vici (7,)%2, Spatnym bodem pro K vzhledem
k N,,. A protoZe pro kazdé j > 0 je 3, € N,,, pak $patnost bodu f3;, a soucasné
dobrota mnoziny K implikuje

(Elf)(": cw & ((k =0 & (5507 e aﬁs;) g_ﬁ Tf—i—l) \
(k>0& 7> k& (@0),...,alk —1),Bss . B ) € To))). (2)

Ziejmé je (1) ve sporu s (2). O
Lemma 10. Necht K, M a (T,)22,. Necht K je vici (T,)2, totdlné dobrou

r=1
mnozinou vzhledem k M. Pak existuje nekonecnd mnoZina D C M takovd, Ze

kazdé d € D je vici (T,)2, totdlné dobrym bodem pro K wvzhledem k D.

Diikaz. Rekurzi definujeme posloupnost usporadanych dvojic ((ds, Ns))sew Splitu-
jici pro kazdé s € w



(1) (Vj)(j<s=dseN;)&ds € M,
(2)s  (V4)(j <s=(dj <minN;) & N, C N;) & Ny C M,
(3)s  dsjevudi (T,)52, totalné dobrym bodem pro K vzhledem k Nj.

Protoze K je vuci (7,)22, totalné dobrou mnozinou vzhledem k M, podle lem-
matu 9 existuji bod dy € M a nekone¢na mnozina / ]/\\f;) C M takové, Ze dy je vici
(T,)22, totalné dobrym bodem pro K vzhledem k Ny. Polozme Ny := No\{i : i <
do}. Dvojice (doy, Np) spliiuje podminky (1)o, (2)o a (3)o. Pokud jiz pro s € w\ {0}
mame s-konecnou posloupnost ((d;, N;));j<s spliujici podminky (1)1, (2)s-1 a
(3)s—1, pak vzhledem k tomu, ze Ny_; C M, je K vaéi (7,)52, totdlné dobrou
mnozinou vzhledem k N,_;, a podle lemmatu 9 existuji bod ds; € Ns_; a neko-
necné mnozina /]\75 C N, takové, Ze ds je vudi (7,)22, totalné dobrym bodem
pro K vzhledem k N; Pak polozime

N, := N\ {i: i<d}.

Podminka (1), je splnéna, protoze plati (2)s_1, a (2)s je splnéna s ohledem na
definici mnoziny N, a na podminku (2)s_;. Zfejmé (s + 1)-kone¢na posloupnost
((dj, Nj))j<s+1 spliuje (1),, (2)s a (3)s. Z principu indukce plyne existence po-
sloupnosti ((ds, Ns))sew spliujici pro kazdé s € w podminky (1)s, (2)s a (3)s.

Polozme D :={d : (3j) (j € w & d =d;)}. Pak D je nekone¢nou mnozinou,
nebot vzhledem k tomu, ze pro kazdé s € w je splnéna prvni ¢ast podminky (1),
a soucasné prvni ¢ast podminky (2)s, je posloupnost (d;)se, rostouci. Ziejmé je
téz D C M, nebot pro kazdé s € w je splnéna druhd ¢ast podminky (1),. Zvolme
libovolny prvek d € D. Pak existuje j € w takové, Ze d = d;, tedy podle podminky
(3); je d vuci (T,)22, totdlné dobrym bodem pro K vzhledem k N;. Protoze je
pro kazdé p € w takové, ze p > j, splnéna podminka (1),, dostavame inkluzi

Nio{z: F)(icw&ki>j&rz=d;)}=:L.

Z toho plyne, ze d je vuci (1,)22, totdlné dobrym bodem pro K vzhledem k L, a
tedy i vzhledem k D, nebot D se lisi od L jen o kone¢nou mnozinu. Tim je dikaz
hotov. [

Lemma 11. Necht M, (1,):2, a p € w. Necht A je konecnou mnoZinou priro-
zengjch c¢isel mohutnosti p. Necht kaZdd mnozina U C A je vici (T,)2, totdlné
dobrou mnozZinou vzhledem k M. Pak existuje nekonecnd mnoZina D C M takovd,
Ze pro kazdé d € D a pro kazdou ¥ C A je d vici (T,)2, totdlné dobrym bodem
pro U vzhledem k D.

Diikaz. Ozna¢me postupné vSechny podmnoziny mnoziny A takto Wy, ..., Wop_;.
Rekurzi definujeme 2P-konecnou posloupnost mnozin (D;)s<2» splitujici pro kazdé
5 < 2P

(1)s (Vj)(j<s= D,C D;)& D, C M,

(2)s pro kazdé d € D, a kazdé i < s je d vudi (7,)%2, totalné
dobrym bodem pro ¥; vzhledem k D;.



Lemma 10 dava existenci nekonec¢né mnoziny Dy C M takové, ze kazdé d € Dy
je vaci (7,)%2, totalné dobrym bodem pro ¥, vzhledem k Dj. Tedy mnozina
Dy spliiuje podminky (1) a (2)¢. Necht jiz pro s € w \ {0} mame s-kone¢nou
posloupnost mnozin (D;);<, spliujici podminky (1)s_1 a (2)s—1. Mnozina ¥, je
podle pfedpokladu vici (7;.)2 ; totalné dobrou mnozinou vzhledem k M a D, C
M, tedy ¥ je vici (T,)%2, totdlné dobrou mnozinou i vzhledem k D, 4, a podle
lemmatu 10 existuje nekonecnd mnozina Dy C D,_; takova, ze kazdé d € D,
je vuci (7,.)22, totalné dobrym bodem pro ¥y vzhledem k Dg. Podminka (2)s je
splnéna, nebot plati (1),_;. Posloupnost (D;);<s+1 zfejmé spliiuje podminky (1),
a (2)s.

Princip indukce implikuje existenci 2P-kone¢né posloupnosti mnozin (Dy)s<op
spliiujici pro kazdé s < 2P podminky (1)s a (2). Nyni stac¢i polozit D := Dap_;.
Mnozina D ma zfejmé pozadovanou vlastnost. 0

Dikaz véty 2 (Ramsey). Rekurzi definujeme posloupnost dvojic ((y(s), Ns))sew
splnujici pro kazdé s € w

(Ds ()G <s=7(s) > 7)) &(s) € N,

(2)s  7(s) je vudi (7,)22, totalné dobrym bodem pro kazdou pod-
mnozinu mnoziny 7[s|] vzhledem k Nj.

Podle pfedpokladu je prazdnd mnozina vici (7,.)2, totalné dobrou mnozinou
vzhledem k w. Podle lemmatu 11, respektive lemmatu 10, existuje nekonecna
mnozina Ny C w takova, ze kazdé ng € Ny je vadi (7,)5°, totalné dobrym bodem
pro prazdnou mnozinu vzhledem k Ny. Polozme ~(0) := min Ny. Zfejmé jsou pro
dvojici (7(0), Ny) splnény podminky (1) a (2)o. Pokud jiz pro s € w\ {0} mame
s-konecnou posloupnost ((y(j), N;)) <s spliujici podminky (1)s_; a (2),_1, pak
podle lemmatu 11 existuje nekone¢na mnozina Ny C N,_; takova, ze pro kazdé
ns € Ns a kazdou ¥ C ~[s] je ns vadi (7,)2, totalné dobrym bodem pro ¥
vzhledem k N;. Pak polozime ~y(s) := min{i : i € Ny & i > (s —1)}. Prvek ~(s)
je korektné definovan, nebot N, je nekonecnou mnozinou. Ziejmé posloupnost
((7(4), Nj))j<s+1 splituje podminky (1), a (2),. Z principu indukee plyne existence
posloupnosti (((s), Vs))sew splitujici pro kazdé s € w podminky (1) a (2)s,.

Polozme N = {n : (Ip)(p € w & n = v(p))} = 7[w]. Mnozina N je
nekonecéné, nebot posloupnost (7(s))se, je rostouci. Nyni zvolme 7 € w a ros-
touci (7 + 1)-kone¢nou posloupnost (5;);<7+1 takovou, ze pro kazdé i < 7+ 1 je
pi € N. Posloupnost (5;)i<7+1 je zfejmé podposloupnosti posloupnosti (y(s))sew,
tedy existuje rostouci (7 + 1)-konecna posloupnost ptirozenych ¢isel (s;);<711 ta-
kova, ze pro kazdé ¢ < 7+ 1 plati v(s;) = B;. Specialné je splnéna podminka (2).,
tedy pokud 7 = 0, je y(s7) vaci (7,)2, totalné dobrym bodem specidlné pro
prazdnou mnozinu vzhledem k N_, a pokud 7 > 0, pak (s7) je vaci (7,)2; to-
talné dobrym bodem specialné pro {v(so), ..., 7(s7-1)} vzhledem k N;.. V obou
pripadech dostavame

(Bos - -+, B7) = ((s0), - - -, (7)) € Trpa.



1.1.2 Vysledek Ehrharda Behrendse

Od této chvile bude symbol < oznacovat obvyklé ostré linearni usporadani na
mnoziné R, kde R = R U {—o0, 0o}.

Definice 12. Necht D je neprdzdnou mnozinou a (x,),eco je posloupnosti re-
alnych funkci definovanych na D takovou, ze pro kazdé d € D je (2,(d))necw
omezenou posloupnosti v R. Pak definujeme modul ép(z,) takto

deD n—o00 n—00

dp(zy,) :=sup (lim sup Z,,(d) — lim inf :cn(d)) € [0; 00].

Dale definujeme dp(z,) takto
0p(z,) := inf{w : (3a) (a je podposloupnosti (2, )new & w = dpa)}.

Rekneme, Ze posloupnost (,)ne. je dp-stabilni, jestlize SD(:E”) > dp(x,).2
Podposloupnost §p-stabilni posloupnosti je ziejmé téz dp-stabilni.

Lemma 13. Necht D je neprazdnou mnozinou a (Ty)new je posloupnosti redlnygch
funkei definovangch na D takovou, Ze pro kazdé d € D je (2,(d))new omezenou
posloupnosti v R. Necht ddle ép(x,) < oco. Pak pro kazdé n > 0 existuji ¢islo
A € R, rostouci posloupnost prirozenych cisel (ng)ken a bod d € D takové, Ze pro
kazdé u € w sudé a v € w liché plati

A\ — §5D(xn) — 51 < T, (d) < X — 550(%) 5,

z cehoZ snadno plyne

dp(zn) +n >, (d) — x,,(d) > 0p(x,) — 7.

Dikaz. Zvolme n > 0. Vzhledem k definici dp(z,) a k faktu, Ze dp(x,) < oo,
existuje d € D takové, ze

dp(z,) +n > limsup x,(d) — liminf z,(d) > dp(x,) — 7. (1)

n—00 n—00

Polozme € := 0p(x,)—n, ¢ := dp(x,)+n, s := limsup,, z,,(d) ai := liminf, x,(d).
Pak nerovnosti (1) implikuji

s+14+¢ s+1—¢
—< -

5 s, i > 1, (2)
+i+ +i—s
stitx,, Eioxg )

Nyni rekurzi definujeme posloupnost pfirozenych ¢isel (ny)re., splitujici pro kazdé
k € w podminky

27¥ejmé o p (xn) < dp(xy,) plati vidy, tedy dp-stabilita Fika, ze 5D(.’1?n) =dp(zy).
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(1)  kjesudé= (s+i+3x)/2>z,(d>(s+ite)/2
(2)r  kjeliché= (s+i—2x) /2 <z, (d) <(s+i—¢)/2,
B (W) (pew&p<k)=n, <ny).

Definujme mnoziny ‘H a K takto
H={j:jew&kz;>(s+i+x)/2} a
K={j:jew&az; <(s+i—x)/2}

Vzhledem k (3) jsou mnoziny H a K koneéné. PoloZzme nyni

no:=min{j: 7 €S & j > maxH},

kde S je mnozinou téch prvki n € w, ze

s+1+e¢

z,(d) > 5

Objekt ng je korektné definovan, nebot S je vzhledem k (2) nekone¢nou mnozinou.
Prvek ng spliiuje podminky (1)g, (2)o a (3)o. Necht pro k& € w \ {0} jiz mame k-
kone¢nou posloupnost (n,),<x spliiujici podminky (1)g—1, (2)k—1 & (3)g—1. Pokud
k je liché, pak polozime

ng:=min{j: j€Z & j>np_1 & j > maxK},
kde Z je mnozinou téch prvki n € w, ze

S+1—¢

xn(d) < 5

Objekt ny, je korektné definovan, nebot vzhledem k (2) je Z nekone¢nou mnozinou.
A pokud k je sudé, polozime

ng:=min{j: j€S&j>ng1}.

Posloupnost (n,)y<k+1 zfejmé splituje podminky (1), (2) a (3)g. Princip indukce
implikuje existenci posloupnosti (ny)re, spliujici pro kazdé k € w podminky (1),

(2)k a (3)s-
Posloupnost (ny)ke, je ziejmé rostouci. Polozme A := (s + i)/2. Pro kazdé
u € w sudé a kazdé v € w liché dostavame
1 1 1 1 1 1
A+ -0 -n=A+—- d) > A+ =X+ =4 - =
1 1 1 1 1 1
A— =0 ——n=A—= d)<A—-e=X—-0 —1.

O

Lemma 14. Necht D je neprazdnou mnozinou a (,)new je posloupnosti redlnyjch
funkci definovangich na D takovou, Ze pro kazdé d € D je (x,(d))nen je omezenou
posloupnosti v R. Pak existuje dp-stabilni podposloupnost posloupnosti (x,)new-
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Diikaz. Bez tjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze dp(z,) < 0o, nebot jinak
je posloupnost (2, )ne. dp-stabilni. Rekurzi definujeme posloupnost posloupnosti
((yq(f))neu,)jeu spliujici pro kazdé j € w

(1); pro kazdé | € w takové, ze | < j, je (y,(@j))n@ podposloupnosti
posloupnosti (y,(f))new a (yff ))new je podposloupnosti posloup-

nosti (2, )new,

(2)] -] cw \ {0} = 5D(y7(1j))n6w < SD(y’SLj_l))nEw + 277,

Polozme (yq(zo) Jnew = (Tn)new- Pak jsou ziejmeé pro (y,(lo))neu, splnény podminky
(1)p a (2)o. Necht jiz pro j € w\ {0} mame j-kone¢nou posloupnost ((yﬁf’))new)pq
splnujici podminky (1);_; a (2),_1. Pak vzhledem k definici veli¢iny op (yéj 71))%&,
existuje posloupnost (yg ))n@, vybrand z posloupnosti (yﬁlj _1))n€w takova, Ze

. T 1
5D(y7(zj))n€w < 5D(y7(z] 1))n6w + —.

23
Tedy plati (2); a s ohledem na podminku (1);_; platii (1);. Z principu indukce
plyne existence posloupnosti ((yy(f ))new) jew spliujici pro kazdé j € w podminky
(1); a (2);.
Nyni pro kazdé n € w polozme z,, := y,(l”). Tedy pro kazdé k € w je posloupnost
(2n)new pocinaje k-tym ¢lenem podposloupnosti posloupnosti (yff))new. Pro kazdé
k € w dostavame

5D(Zn) S 5D(Zn) S 6D(yq(1k+1))n6w < SD(y'SLk))new +

ok-+1 < 0p(zn) +

2k+1°
Provedeme limitni pfechod pro k — oo a dostaneme rovnost & p(zn) = 6p(zn). A
tedy posloupnost (z,)ne. je hledanou dp-stabilni podposloupnosti posloupnosti

(xn)nau' D

Lemma 15. Necht C C w a D C w jsou dvé disjunktni mnoziny. Pak existuje
rostouct posloupnost prirozengch ¢isel (jum)mew takovd, Ze pro kazdé ¢ € C' ezistuje
u € w sudé takové, Ze 5, = 2c+ 1, a pro kaZdé d € D existuje v € w liché takove,
ze j, = 2d + 1.

Diikaz. Rekurzi definujeme posloupnost ((j,m, Crny D) )mew, kde pro kazdé m € w
je jm € w, C, C w, D,, C w, takto: pokud C' # 0, D # () a minC < min D,
pak polozime jo := 2minC + 1 a Cy := C' \ {minC}; pokud C # 0, D # ) a
min C' > min D, pak polozime jy := 2min D a Cj := C; pokud C = a D # 0,
pak polozime jy := 2min D a Cy := C; pokud C # @) a D = (), pak polozime
jo :=2minC +1a Cy:=C\ {minC}; pokud C = 0 a D = (), pak polozime
Jjo := 0 a Cy := C'; ve vSech ptipadech definujeme D := D; a pokud jiz pro s € w
mame C; C w, Dy Cw a js € w, pak definujeme 5,1, Csiq a Dsiq takto
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Alternativy s je liché s je sudé

Jst1 = 2min Cy + 1, Jst1 = 2min C,
CS # @, DS % @ P 3 Pp—
o min O, < min D, Csp1:=Cs \{minC} a | Csyq:=Cs a

Ds+1:: Dy Ds+1:: Dy
Cs 7& @) D, 7& 0 js—i—l i 2 min Ds; js—i—l i 2min D, + 17
inC in D CS—H = CS a CS—H = CS a
ammnts=>mnbs |\ n .- D, Dyi1:= D, \ {min D,}
Js+1 = 2min Dy, Js+1 = 2min Dy + 1,
C'S:@aDS%@ CS+1::CSa CS+1::CSa
D8+1:: DS D3+1:: DS \ {mln DS}

Jst1 = 2min Cy + 1, Jst1 = 2min C,
Cs#0aDs=10 Co1:=Cs\{minCi} a | Coyy:=C; a

Ds+1:: D, Ds+1:: Dy

Js+1 = Js + 1, Js+1 = Js +1
CS:@aDsz(Z) CS+1Z:Csa CS+1;:Csa

Ds+1:: Dy Ds+1:: Dy

Indukei ovéime, ze posloupnost (j,)mew spliiuje pro kazdé m € w podminku
X)m MD)((lew&l<m)=ji < jm)
Podminka (%)¢ je zfejmé splnéna. Necht pro s € w je splnéna podminka (*)s.
Ukézeme, Ze plati i ()si1-
Nejprve predpokladejme, ze s je liché. Pak Cs_y = Cs a D, C D, 1. Pokud
Cs1#0, D1 # 0, minC,_y >min D,_; a j,4; = 2minC, + 1, pak
Jjs=2min Dy 1 +1<2minCy + 1 = jgy1.
Pokud C,_y # 0, Dy_1 # (), minC,_; < min D,_; a j,.; = 2minC, + 1, pak
Js =2minCy < joy1.
Pokud C,_y # 0 a D,_, = (), pak
Js =2minCs < 2min Cy + 1 = j,45.
Pokud C; = 0 a D, # ), pak min D,_; < min D, a
Js=2min Dg_; + 1 < 2min Dy = js11.
Pokud C,; # 0, D, # () a j,41 = 2min D,, pak min C,_; > min D, > min D,_; a
Js=2min Dg_; + 1 < 2min Dy = js11.

Piipad C;, = () a D, = () je jasny.
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Necht nyni s je sudé. Pak D, = D,y a Cy, C Cy_;. Pokud Cs_1 # 0, D, # 0,
minCs 1 < min D, a js11 = 2min D, + 1, pak

Js=2minCs_ 1 +1 < 2min Dy + 1 = jgy1.
Pokud C,_1 # 0, Dy_1 # (), minC,_; > min D,_; a j,.; = 2min D, + 1, pak
Js =2min Dy < 2min Dy + 1 < jguq.
Pokud Cs_; =0 a Dy_; # 0, pak
Js = 2min Dy < 2min Dy + 1.
Pokud C, # (0 a D, = (), pak min C,_; < minC, a
Jjs=2minCs_1 + 1 < 2min C,.
Pokud C, # 0, D, # () a j,41 = 2min C,, pak min C,_; < minCy < min D,_; a
Jjs=2minCs_1 + 1 < 2min C,.

Piipad Cs = 0 a D, = () je jasny. Pokud s = 0, pak vSude v tomto odstavci, kde
jsme psali C;_1, budeme psat C', a vSude v tomto odstavci, kde jsme psali D,_1,
budeme psat D.

Ziejmé posloupnost (j,)meo splituje (x)s11. Tedy pro kazdé m € w plati (%),
coZ znamend, ze (Jm)mew j€ rostouci. Dale ukiZeme, Ze (jm,)me, ma néasledujici
vlastnosti

(Ve) (ce C = ((Im) (m € w & jo, =2¢+1))), (1)
(Vd) (d € D = ((Im) (m € w & jom+1 = 2d + 1))). (2)

Podle lemmatu 3 existuje rostouci (koneéné, nebo nekoneéna) posloupnost v ta-
kova, ze y[k] = C' U D, kde k € w + 1 je defini¢éni obor posloupnosti v. Pokud
k € w, pak pro kazdé n € w, n > k, polozime napiiklad vy(n) := 0. Nyni je v
nekonecnou posloupnosti a y[w] D C'U D. Pfedpokladejme, ze C'U D # (), jinak
neni co dokazovat. Abychom ukézali platnost (1) a (2), sta¢i dokdzat nasledujici
formuli

(Vn)(n € w =
((y(n) € C = ((Fm)(m € w & Jom =27(n) + 1 & y(n) = min Cyy,—1 &
(Dapm—1 # 0 = v(n) < min Dy, _1)))) &
(v(n) € D= ((Fm)(m € w & Joms1 =2y(n) + 1 & v(n) =
(Com # 0 = 7(n) < minCyy))))))°

Diikaz probéhne indukei dle n. Pokud D # () a v(0) < min D nebo pokud D = 0,
pak v(0) = minC a plati jo = 2y(0) + 1, Cy = C'\ {7(0)} a Dy = D. Pokud
C # 0 a~(0) < minC nebo pokud C' = ), pak vy = min D, jo = 0, Cy = C,
Dy=D, j1=2v(0)+1,Cy, =Cya Dy =Dy \ {7(0)}.

Nyni néasleduje indukéni krok. Necht pro s € w je v(s) € C. Pak podle induké-
niho predpokladu existuje u € w sudé takové, ze j, = 2v(s) + 1, v(s) = min C\,_4

min Dy, &

3Pokud m = 0, pak misto Cy,,_1 uvazujeme C a misto Da,,—1 uvazujeme D.
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a pokud D, 1 # 0, pak min D, ; > ~(s). Pak plati C, = C,_1 \ {7(s)} a
D, =D, ;.

Necht v(s + 1) € C. Pak mame (s + 1) = min C,,. Déle pokud D, # 0, pak
v(s+1) <min D, a j, 41 = 2v(s+1), a pokud D, = 0, pak téz j,.1 = 2v(s+ 1).
V obou pripadech plati C\,y1 = Cy, Dys1 = Dy, Jurz =27(s+ 1)+ 1, v(s+1) =
min Cy11 a (s + 1) < min D, 41.

Necht v(s + 1) € D. Pak mame (s + 1) = min D,,. Dale pokud C, # 0, pak
v(s+1) < minCy a j,41 = 2y(s+ 1) + 1, a pokud C, = 0, pak téz j, .1 =
2v(s+1)+ 1.

Necht nyni pro s € w je y(s) € D. Pak podle indukéniho pfedpokladu existuje
v € w liché takové, ze j, = 2v(s) + 1, v(s) = min D,_; a pokud C,_; # (), pak
v(s) < minC,_;. Pak plati C, = C,_; a D, = D,—1 \ {7(s)}.

Necht v(s + 1) € C. Pak mame (s + 1) = minC,. Déle pokud D, # 0,
pak v(s + 1) < minD, a j,;1 = 2v(s + 1) + 1, a pokud D, = 0, pak také
Jor1 =29(s+1) + 1.

Necht v(s + 1) € D. Pak mame (s + 1) € D,, tedy v(s + 1) = min D,
Pokud C, # 0, pak y(s + 1) < minC, a j,.1 = 2y(s + 1), a pokud C, = 0,
pak téz j,41 = 27(s + 1). A v obou pfipadech plati C,y1 = Cy, Dyy1 = D,
Jor2=27(s+ 1)+ 1, v(s+1)=min D,y ay(s+1) <minCyyy. O

Definice 16. Necht X je redlnym normovanym linedrnim prostorem, G C X* je
neprazdnou mnozinou a (2, )new je omezenou posloupnosti v X. Necht déle ex je
kanonickym vnofenim prostoru X do jeho druhého dudlu X**. Pak (ex(zn)),c.
je posloupnosti realnych funkci definovanych na G takovou, ze pro kazdé g € G
je posloupnost (ex(2,)(9))new = (9(Tn))new 0mezenou posloupnosti v R. Modul
d¢(xy,) definujeme takto

dc(xn) = da(ex(xn)).
Analogicky definujeme d¢ ()

Sg(xn) = Sg(éx(l‘n)).

Ztejmym zplisobem je definovana dg-stabilni posloupnost.
Pokud je G omezenou mnozinou a (z,)nec, omezenou posloupnosti, pak zfejmé
da(xy) < 00.

Véta 17 (Behrends). Necht X je redlngm normovangm linedrnim prostorem,
G C X* je neprdzdnou omezenou mnozinou a (Tp)new je omezenou posloup-
nosti v X. Pak pro kaZdé n > 0 ezistuje dg+-stabilni posloupnost (Y )new vybrand
z posloupnosti (T, )new takovd, Ze pro libovolné dvé disjunktni mnoZiny C C w a
D C w ezistuji ¢islo A € R a funkciondl z* € G takové, Ze pro kazdé ¢ € C a
kazde d € D plati
1< n 1< n
x*(yc) > N+ 55@* (yn) — 5 a x*(yd) < A— 55@* (yn) + 5

Y

tedy 3
2" (Ye) — 2" (ya) > 0= (yYn) — n-

Dikaz. Zvolme n > 0. Podle lemmatu 14 existuje d5+-stabilni posloupnost (2, )new
vybrana z posloupnosti (2, )ne,. Pak pro kazdé r € w\ {0} definujme =,.() takto

() = (Ba)E) BN e (v a1 A,
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kde relace ¢, (v, a, x*, \) je definovéna takto

©or (77, 0, %, N) =
(a je rostouci r-konecnou posloupnosti pfirozenych ¢isel) &

(v=a) & (a:*eG) & (MeR) &
Vp) (pew&2p<r):>x (zagp)>)\—|—5 (zn)/2—77/4>) &

(
(( o) ((0 Ew&20+1<7)= 1" (Zaposn) < A— Oz (2)/2 +77/4>> .
Pak definujme pro kazdé r € w\ {0} mnozinu 7, nasledovné

T.:={v: 2. (7}

Pro vSechna r € w C {0} je T, mnozinou jistych rostoucich r-kone¢nych posloup-
nosti prirozenych cisel. Ma tedy smysl se ptat, zda jsou splnény predpoklady
Ramseyho véty pro soubor (7). Ovéfme, Ze prazdna mnozina je vuci (7,)%2,
totalné dobrou mnozinou vzhledem k w. Zvolme libovolnou nekone¢nou mnozinu
M C w. Pak podle lemmatu 3 existuje rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel 3
takova, ze Bw| = M. Posloupnost (2s(;))jew je podposloupnosti (2, )necw & (2n)new
je 0g+-stabilni, tedy 05+ (25()) = (%(Zn) S prihlédnutim k definici 16 existuji
podle lemmatu 13 ¢islo A € R, rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel (ju,)mew a
funkcionél z* € G takové, ze pro kazdé u € w sudé a kazdé v € w liché plati

1< n 1< n

¥ (250)) > A+ 25 (2zp) — 12 ¥ (25(,)) <A — 5(5@*(2'”) +

Nyni pro kazdé m € w polozme p,, = B(jn). Pak pro kazdé r € w ziejmé
(toy - -y pir) € Try1, a tedy prazdnad mnozina je vuci (7,)22; totalné dobrou mno-
zinou vzhledem k w.

Podle véty 2 (Ramsey) existuje nekoneénd mnoZina N C w takovda, Ze pro
kazdé r € w a kazdou v rostouci (r+1)-kone¢nou posloupnost v N plati v € T} ;.
Podle lemmatu 3 existuje rostouci posloupnost prirozenych cisel ¢ takova, Ze
N = 9[w]. Nyni pro kazdé n € w polozme y, := zy2n+1). Necht C C w, D C w
jsou dvé disjunktni mnoziny. Pak podle lemmatu 15 existuje rostouci posloupnost
prirozenych ¢isel (ji)mew takova, ze

(Ve) (ce C = ((Im) (m € w & jo, =2¢+ 1)), (1)
(Vd)(d € D = ((Im) (m € w & jJoms1 = 2d + 1))). (2)

Pro kazdé m € w polozme a(m) := ¥(j,,). Pak posloupnost « je rostouci a
afw] C N. Pro kazdé r € w dostavame (a(0),...,a(r)) € Ty11. To znamena, ze

ke kazdému r € w existuji ¢islo A\, € R a funkc1onal Ty € G takové, ze pro kazdé

u € w sudé takové, ze u < r + 1, a kazdé v € w liché takove, ze v < r+ 1, plati

2} (za@) > Ar —1—2(5 (n)—Z a ) (Za(w)) </\T—§5@*(zn)+z. (3)

Z (3) pro vSechna r € w \ {0} plyne toto

1-

1-
1 <A < [E: (Za(o)) — 55@* (Zn) + Z (4)

x; (za(l)) + 250 (zn) — 1
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Protoze (x¥),c., je omezenou posloupnosti, z (4) plyne, Ze téz (\.)rc, je ome-
zenou posloupnosti, a podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuje A € R hro-
madny bod posloupnosti (A,),e,. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat,
ze lim, ..o A\, = A. Snadno z Banachovy-Alaogluovy véty dostaneme, ze G je
w*-kompaktni, nebot je omezenou a w*-uzavienou mnozinou. Necht funkcional
e je w*-hromadnym bodem posloupnosti (z}),c,. Bez ijmy na obecnosti
predpoklddejme, ze C' # () a D # (). Zvolme libovolné ¢ € C' a d € D. Pak podle
(1) existuje u € w sudé takové, ze j, = 2¢ + 1, a podle (2) existuje v € w liché
takové, ze j, = 2d + 1. Polozme qq := max{u,v}. Pak (3) fik4, Ze pro kazdé ¢ € w
takové, ze q¢ > qq, plati

37; (Z¢(20+1)) > )\q + %6G*<Zn) - Z a .TJZ (Z¢(2d+1)) < )\q - %5G* (Zn> + Z (5)

Protoze x* je w*-hromadnym bodem posloupnosti (z}),c,, A je limitou posloup-
nosti (A,)rew, pro kazdé ¢ € w takové, ze ¢ > qo, plati (5), pak s prihlédnutim
k tomu, Ze pro kazdé n € w je y, = 2g(2n+1), dostavame

z* (ye) > A+ 55@(%) s

* 1~7 n
5 & (yd)<)\—§5G (zn)+2. (6)

Z nerovnosti (6) okamzité plyne

*

T (Yo — Ya) > 0g* (Yn) — 1
O

Poznamenejme, ze pokud v predpokladech véty 17 budou mnoziny C' a D ko-
necné, pak je mozné funkciondl z* najit v mnoziné G.

1.2 Simonova nerovnost

V tuto chvili jiz pfed ndmi stoji druhy stavebni kdmen, a tim je Simonova
nerovnost. Za¢néme nejprve potifebnymi definicemi.

Definice 18 (INekoneény (absolutné) konvexni obal). Necht X je Bana-
chovym prostorem nad télesem T, kde T = R, nebo T = C. Necht A € X
je omezenou mnozinou. Pak definujeme nekonec¢ny konvexni obal mnoziny A a
nekonecny absolutné konvexni obal mnoziny A takto

(:OOOA::{x:(EI/\)(EIa)<)\:cu—>]Rar & a:w—A &

dAMn)=1 & z= ZA(n)a(n)) }

acoooA::{x:(El)\)(Ha)<)\:w—>T & a:w—A &

DM, =1 & z= ZA(n)a(n)) }
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V definici co,, A a aco,, A je konvergence prislusné rady vektori chapana v to-
pologii vytvorené pfislusnou normou prostoru X. Poznamenejme, zZe vzhledem
k omezenosti mnoziny A, diskutovana fada konverguje absolutné, a tedy konver-
guje. Symbol |- |5 znaé¢i obvyklou eukleidovskou absolutni hodnotu na R, respek-
tive na C.

Pokud (z,,)ne. je omezenou posloupnosti v X, pak cos (2,) a acos (z,,) jsou
definovany ziejmé takto

COuo () 1= {x: (3N (x\:w—>R(J{& i/\(n)zl&x:i)\(n)xn)},

n=0

aCos (Ty) 1= {x: (3N (A:w—ﬂT& Z|)\(n)|2:1&x:2)\(n)xn>}.

Definice 19 (Simonovsk4 a absolutné simonovska posloupnost v (*(G)).
Necht GG je neprazdnou mnozinou a F' C G. Necht (z,,),e. je omezenou posloup-
nosti v redlném Banachové prostoru ¢>°(G), tedy posloupnosti stejné omezenych
realnych funkci definovanych na G.

Rekneme, 7e posloupnost (z,)new spliuje Simonovu podminku pro (F,G),
jestlize pro kazdé x € co(z,) existuje f € F takové, ze

z(f) = sup z(g).
geG
Rekneme, Ze posloupnost (2, )necw spliuje absolutni Simonovu podminku pro
(F, G), jestlize pro kazdé x € acon(z,) existuje f € F takové, ze

z(f) = supx(g).
geG
Misto (2, )new spliiuje Simonovu podminku pro (F, G)“ budeme obcas kratce
fikat, ze ()new je simonovskou posloupnosti pro (F, G) a misto (2, )new spliiuje
absolutni Simonovu podminku pro (F,G)“ budeme obcas fikat, ze (z,)necw j€
absolutné simonovskou posloupnosti pro (F,G).

Poznamka 20. Kazda absolutné simonovska posloupnost pro (F,G), je také si-
monovskou posloupnosti pro (F,G), nebot co, C acos.

Podposloupnost (absolutné) simonovské posloupnosti, je (absolutné) simonov-
skou posloupnosti.

Pokud (z,,)ne. je absolutné simonovskou posloupnosti, pak i (—z,)ne. je ab-
solutné simonovskou posloupnosti.

Nyni jiz nasleduje slibovana Simonova nerovnost. Pékny dilkaz, ktery zde uva-
dime, je ¢erpan z [4].

Véta 21 (Simonova nerovnost). Necht G je neprizdnou mnozinou, F' C G a
(Zn)new je posloupnosti stejné omezengch redalnych funkci definovangch na G, tedy
(Tn)new Jje omezenou posloupnosti v redlném Banachové prostoru (°(G). JestliZe
(Tn)new je simonovskou posloupnosti pro (F,G), pak plati

inf  supx(g) < suplimsupz,(f). (1.1)

TE€CO(Tn) gel@ feF n—oo
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Diikaz. Pro kazdé k € w definujme mnozinu C} takto

Cr = {x: (3N) (A:w—)RSF& i)\(n)zl&x:i/\(n)xn>}.

Ziejmé Cy = co(xy) a téz pro vSechna k € w plati Cyy1 C C. Zvolme libo-
volné ¢ > 0. Rekurzi definujeme posloupnost (z;)re. splitujici pro kazdé k € w
podminky

(e 2z € Cy,
(2),  sup (2kvk(f) + zk(f)) < 1ncif sup (2 w(f) + z(f)) + 2~ (kD)
fer 2€Ck feF

k-1
kde vy := 0 a pokud k € w\ {0}, pak vy := 3 27"z,
n=0

Z principu indukce plyne existence posloupnosti (zj) ke, splitujici pro kazdé k € w
podminky (1), a (2). Definujme funkci v jakozto soucet nekoneéné fady funkci

takto
=z
._ n
U= Z on+1"
n=0

Poznamenejme, Ze v € Cy, nebot co,,Cy = Cy. Zvolme pevné k € w. Ziejmé plati
2 = 28y — 21y, 7 Gehoz dostavame

2k+11}k+1 — 2]€’U],C = 2k/Uk + 2. (].)

Dale plati

2v—2%k—ﬁ§:wwleﬁm (2)
nebot coxCy = Cj. Pouzitim (1), (2); a (2) dostavame

sup (2 upr () = 250u(f)) 2 sup (280 f) + 2 (f))

fer fer
(2)1,(2)
< sup (2"0r(f) + [2%0(f) = 2"0n()])
fer
€
+2k+1
€
= 2k :
?};E (2"0(f)) + ok+1
Tedy pro kazdé k € w plati
€
sup (2 1 (7) — 240 ()) < 2 sup ((9)) + 5y 3)
feF geqG

Protoze v € Cy, existuje podle predpokladu bod f, € F' takovy, ze

v(fo) = supv(g). (4)

geG
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m

Protoze pro kazdé m € w plati > 2% = 2™ — 1, pouzitim néstroji (3) a (4)
k=0

dostavame pro vSechna m € w nésledujici

2" o1 (fo) = ) (2" ok (fo) — 2"0k(fo))

k=0
® +1
< (@™ —1)supu(g) +¢
geG
(4) m+1
= 2""0(fo) + & —supv(g),
geG
z ¢ehoz okamzité pro kazdé m € w plyne
supv(g) < 2" Mo(fo) — 2" omia(fo) + e (5)

geG
Aplikaci nerovnosti (5) dostaneme

(5)
inf supx(g) < supw(g) < limsup (2" 0(fo) — 2" vmi1(fo)) + €

z€Co ge@y geq@ m—00
< limsupz,(fo) + .
m—0o0

Okomentujme, pro¢ plati posledni nerovnost. Ziejmé pro kazdé m € w je
amtly — 2mtly 1 € Cpyr. Pro kazdé m € w polozme y,, := 2™ty — 2™+ y, .
Kdyby existovalo ¢islo a € R takové, ze

lim sup 2, (fo) < a < limsup y,,(fo),

m—o0 m—0o0

pak by existovalo my € w takové, Ze pro vSechna m € w spliujici m > mg by
platilo z,,(fo) < «, tedy i ym(fo) < «, coz je ve sporu s a < limsup,,,_, . Ym(fo)-
Dostavame tedy

inf supx(g) < suplimsupz,,(f) +e¢
2€Co gei feFr m—oo

a protoze £ > 0 bylo libovolné, plati nerovnost (1.1). ]
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2. Mizejici prostrednici

Tato kapitola je vénovana tzv. mizejicim prostfednikim. Témi jsou tvrzeni 23,
jez je prostiednikem Behrendsova vysledku a je obsahem prvni sekce této kapitoly,
a dusledek 30, jenz je prostfednikem Simonovy nerovnosti a je obsahem druhé
sekce této kapitoly.

2.1 Prostrednik Behrendsova vysledku

Zacénéme definici.

Definice 22. Necht X je vektorovym prostorem nad télesem T, kde T = R, nebo
T =C, a (,)new je posloupnosti v X.

Rekneme, 7e (2, )necw je blokovou posloupnosti pro (,)necw, jestlize existuji
posloupnost (A,)new po dvou disjunktnich koneénych neprazdnych podmnozin
mnoziny w a zobrazeni A\ : | J A, — T takové, ze pro kazdé n € w plati

new
Zn = Z Ak) zy.

keA,

Rekneme, 7Ze (2,)new je konverni blokovou posloupnosti pro (,)ne., jestlize
existuji posloupnost (A, )ne, po dvou disjunktnich kone¢nych neprazdnych pod-

mnozin mnoziny w a zobrazeni \ : |J A, — R§ takové, Ze pro kazdé n € w
necw

=Y ARz, a > Ak) =1

keAy keAn

plati

Rekneme, Ze (2,)new je absolutné konvexni blokovou posloupnosti pro (x,)new,
jestlize existuji posloupnost (A, )new po dvou disjunktnich koneénych neprazdnych

podmnozin mnoziny w a zobrazeni A : |J A, — T takové, Ze pro kazdé n € w
ncw

=Y ARz, a > Ak, =1

keAy, keAy

plati

Symbol | - |2 znaéi eukleidovskou absolutni hodnotu.

Rekneme, Ze (zp)necw je specidlni absolutné konvexni blokovou posloupnosti
pro (Zn)new, jestlize je absolutné konvexni blokovou posloupnosti pro (z,),e, se
znacCenim jako vyse a navic plati

> Ak) =3 0.

keAn,

V tuto chvili jiz sméfujeme k prvnimu mizejicimu prostifednikovi, kterym je
tvrzeni 23, jehoz diikaz je vystavén na vété 17. Toto tvrzeni nejprve jen zformu-
lujme.

Tvrzeni 23 (O (absolutné) konvexnich blocich). Necht X je redlnym nor-
movanym linedarnim prostorem, G C X* je meprazdnou omezenou mmnozZinou a
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(Tp)new je omezenou posloupnosti v X. Pak existuje 0g-stabilni posloupnost
(Yn)new vybrand z posloupnosti (x,,)new takovd, Ze pro kaZdou (uy,)ne, (absolutné)
konvexni blokovou posloupnost pro (yYn)new plati

O (n) < 0 (wn) @ b (yn) < b (un).

Pro nase budouci ucely by stacilo dokézat tvrzeni 23 jen pro konvexni bloky.
A my také takovy ditkaz uvedeme. Uvidime, Ze konvexni verze tvrzeni 23 je po-
mérné snadnym dusledkem véty 17. Absolutné konvexni verze tvrzeni 23 je o néco

vvvvvv

bloku.

Protoze v dalsim budeme potifebovat jisté rovnosti a nerovnosti tykajici se
limsup a liminf, pro pohodli uvddime nékteré z téchto vztahi v nasledujicim
faktu. Vztahy (2.1) a (2.2) dokonce dokazeme.

Fakt 24. Necht (ap)new @ (Cn)new jsou posloupnostmi redlnyjch cisel a lim, ¢, = c,
kde ¢ je mezaporné redlné cislo. Necht climsup,, a,, md smysl. Necht (A;)necw je
posloupnost po dvou disjunktnich konecnych podmnozin mnozZiny w. Pak platt

lim sup a,,c, = climsup a, (2.1)
n—oo n—oo

lim sup max a;, < limsup a, (2.2)
n—oo KkE€An n—00

lim sup(—a,) = — liminf a, (2.3)
n—00 n—o0

lim inf min a; > liminf a,, (2.4)

n—oo k€A, n—00

Dikaz. Pojdme okomentovat vztah (2.1). Nejprve dokazme nerovnost ,>“. Bez
ujmy na obecnosti predpokladejme, Ze climsup, a, > —oo. Dlkaz provedeme
sporem, tedy predpokladejme, Ze existuje ¢islo a € R takové, ze

lim sup a,c, < a < climsup a,,.
n—oo n—oo
To znamena, ze existuje index ng € w takovy, ze pro kazdé n € w spliujici
n > ng plati a,c, < a. OvSsem na druhou stranu existuje rostouci posloupnost
ptirozenych ¢isel (my)ge,, takova, Ze
k—o00 .
(py, Cmy, — climsup a,,
n—0o0
a tedy pro nekone¢né mnoho m € w plati a,,c,, > «, a to dava spor. Podi-
vejme se na nerovnost ,<“. Bez Gjmy na obecnosti tentokrat predpokladejme, ze
climsup,, a,, < co. Pro spor dale predpokladejme, zZe existuje ¢islo a € R takové,
ze
lim sup a,c, > a > climsup a,.
n—00 n—00
Tedy existuje rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel (1 )re. takova, Ze pro kazdé
k € w plati an,c,, > «. Piedpokladejme, Ze (a,, e konverguje k a € R, tedy
(@, Cny ) kew konverguje k ac. Protoze ¢ je nezaporné, plati clim sup,, a,, > ca. Tedy
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nutné existuje index kg € w takovy, ze pro vSechna k € w spliujici k > k¢ plati
(p, Cp,, < O, COZ € SPOT.

Nyni nasi pozornost obratme k nerovnosti (2.2). Bez jmy na obecnosti pied-
poklddejme, zZe limsup,, a,, < oco. Dikaz opét probéhne sporem, a tedy predpo-
kladejme, ze existuje ¢islo a € R takové, ze

lim sup max a > a > limsup a,,.
n—oo k€An n—00
Pak existuje index ngy € w takovy, ze pro kazdé n € w takové, ze n > ny, plati
a, < a. Pak existuje index mg € w takovy, ze pro kazdé m € w spliujici m > my
plati
AnC{i:iew&i>ngl,

nebot ¢leny posloupnosti (A;;)mes jsou po dvou disjunktnimi podmnoZzinami
mnoziny w a {i : @ € w & ¢ < ng} je koneénou mnozinou. Pak ovSem pro
kazdé m € w takové, ze m > my, plati maxgea, ap < o, coz je spor s nerovnosti
lim sup,, maxgea, ar > a.

Vztah (2.4) je snadnym disledkem (2.2) a (2.3). O

Nyni dokdzeme dvé lemmata, kterda jsou klicem k absolutné konvexni verzi
tvrzeni 23.

Lemma 25. Necht X je redlnym normovanym linedrnim prostorem, G C X*
je meprazdnou mnozinou, (Tp)new je omezenou posloupnosti v X a (zn)new je
specidlni absolutné konvexni blokovou posloupnosti pro (x,)new. Pak plati

Pokud navic (x,)new je 0g-stabilni, pak plati

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze dg(x,) < 0o, jinak jsme hned
hotovi. Necht (A,,)new je posloupnosti po dvou disjunktnich koneénych podmnozin
mnoziny w, A : |J A, — R je zobrazeni a pro vSechna n € w plati

m= Y ARz a > AR =1,

keAn keAn

a dale téz plati
lim > A(k) =0.
keA,

Pro realné ¢islo p oznacime p* kladnou ¢ast ¢éisla p a p~ zédpornou ¢ast ¢isla
p. Pro kazdé n € w polozme o, ==, AE) a B, = > wea, (A(K)) . Pak
lim, (o, — B,) = 0 a pro kazdé n € w plati a,, + 8, = 1. Z toho dostdvame
lim, o, = 1/2 a lim,, 8, = 1/2. Pro libovolny linedrni funkciondl z* a pro kazdé
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n € w plati

x* (Zn)

>

DoAR) 2T (@) =Y (AR 2" (z) = ) (AK)) T 2" (an)

keAn keAn k€A,
* + . * _
max 2 () > (AR) — mmin 2 (z) > (AK)
keA, keA,

a, maxx” (zy) — B, min x* (xy) .
" ked, (k) = B k€A (1)
Analogicky dostaneme

: * _ *
o Min @ (xx) — Bn max (k) -

n

Nyni zvolme z* € G. Pak dostdvame

n—oo

liminf 2* (z,)

n—oo

lim sup ™ (z,) < lim sup (an max x” (xk)>
S

n—oo n

. P
+ lmsup( Br min z (%))

n—oo

eues 1 lim sup max ™ (x) ! lim inf min ™ (zy)
el —_ X —_— -
2 n;)oop eAn k 2 n—oo keAn F
(22),24) 1 1 1
< —limsup z* (x,) — = liminf z* (x,) < =dg(x,),

Okamzité mame

> . . : *
> h%gg.}f (ozn min z (:(:k))
+hggolf (—ﬁn max & (xk.))
@ limsup ( —an min z* (k)
B n—)oop " keA, g
— N *
o (6 e (o)
(1L29) l1im inf min x* (zy,) — 1lim supmax x* (zy,)
2 n—oo keA, K n_mop €An k
(24),22) 1 1 1
> —liminf z* (z,) — = limsup z* (x,) > —=dg(x,).
n—0o0 n—00 2
limsup z* (z,,) — iminf z* (z,) < dg(z,). (1)
n—0o0 n—00

Protoze nerovnost (1) plati pro vsechna z* € G, dostévame dc(2,) < da(wy).
Ziejmé plati 6q(2,) < dg(2n) < 0g(2n) a pokud (7,)new je dg-stabilni, dostavame
(5(;(,2”) § (5(;($n) = 5G($n) UJ

Lemma 26. Necht X je redlnym normovanym linedrnim prostorem, G C X* je
neprazdnou omezenou mnozinou a (T,)new je omezenou posloupnosti v X. Pak
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pro kaZdé n > 0 existuje dg+-stabilni posloupnost (v, )new vybrand z posloupnosti
(Tn)new takovd, Ze pro kaZdou (wy)ne, absolutné konverni blokovou posloupnost
1o (Vp)new plati

O (wn) > g+ (vn) — 1.

Dikaz. Zvolme 1 > 0. Podle véty 17 existuje dg+-stabilni posloupnost (v, )new
vybrand z posloupnosti (z,) takova, Ze pro libovolné dvé disjunktni mnoziny
C CwaD C w existuji ¢islo v € R a funkcional g € G takové, 7e pro kazdé
c € C akazdé d € D plati

n a (1)

1. (2)

1
g(ve) >v+ 5(5@* (vp) —

N N

1
g(vg) <v-— 555* (vn) +

Necht (wp,)mew je absolutné konvexni blokovou posloupnosti pro (vy,)ne,. Tedy
existuji posloupnost (B, )me. po dvou disjunktnich koneénych podmnozin mno-

ziny w a zobrazeni p: |J B, — R takové, ze pro kazdé m € w plati
mew

wn =Y p@ v a Y |u(l=1

jEBm ]EBm

Posloupnost (Z icB, u(j)) je zfejmé omezend, a tedy Bolzano s Weierstras-
mew
sem Teknou, Ze existuje rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel (m,,)ne. takova, ze

posloupnost (Z ien,, W )) konverguje. Pro kazdé n € w polozme
n new

1 1

Rp +— 5 Wiy, — 5 wm%ﬂ.

Ziejmé je posloupnost (z,),e,, specialni absolutné konvexni blokovou posloupnosti
pro (v,)new- Tedy existuji posloupnost (A;)new po dvou disjunktnich konecnych
podmnozin mnoziny w a zobrazeni A : |J A, — R takové, Ze pro kazdé n € w

plati e
= > AR w a Y AE) =1,
keA, keAn
a dale téz
> AR) =30

keAn,
Pro kazdé n € w definujme mnoziny A} a A, takto
At i={k: ke A, &N, >0} a A, ={k: ke A, &\ <0},
a polozme oy, := Y, 4+ A(k) a B, = D 4 [A(K)|. Zfejmé lim, (a, — 8,) =0 a
pro kazdé n € w plati o, + 3, = 1. Z toho dostavame lim, o,, = 1/2 a lim,, 3, =

1/2. Polozme C' := |J,, (A5 U A5, ,) a D := ., (45 U A3,). Mnoziny C a
D jsou disjunktni. Tedy existuji ¢islo v € R a funkcional g € G takové, Ze pro
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kazdé c € C' a kazdé d € D plati (1) a (2). Pak pro kazdé | € w dostdvame

o) 230 ) min (o) — 3 NG| maxg(on)

keAj, keAy, R
= g min g(vg) — Por max g(vg)
keA}, keA;,

1 1 1
> (v i) = )+ (v o) = )

= (g — Pu) v+ (g + Ba) (%5(;* (vn) — in) a

9(z241) < Z A(k) max g(vk) — Z [A(K)] min g(vi)

+ —
kGA keAZH—l kEAD k6A2l+1

20l+1 204+1

= agy max g(vg) — Py min g(vg)
€411 keAy 1y

1 1 1 1
< Q2141 (V - 556* (vn) + 277) + Bary1 (—V - 556* (vn) + 177)

1 1
= (o141 — Bag1) v + (241 + PBay) <_§5g* (vn) + —77) .

4
Pak plati lim sup; g(221) > 0g* (v)/2 —n/2 a liminf; g(2941) < =65 (vn)/24+1/2.
7 toho dostavame

limsup g(z,) — lim 1nfg(zn) > 0 (vn) — 1,

n—oo

tedy 0g+(2,) > 0g+(v,) — 1. AvSak posloupnost (z,)ne. je specidlni absolutné
konvexni blokovou posloupnosti pro (w.,)mew, @ podle lemmatu 26 tedy plati
dc+(2n) < 0+ (wy,). Tim je dtikaz hotov. O

Nyni nasleduje analogie lemmatu 26 pro konvexni bloky, tedy kli¢ pro konvexni
verzi tvrzeni 23.

Lemma 27. Necht X je redlnym normovanym linedrnim prostorem, G C X* je
neprazdnou omezenou mnozinou a (T, )new je omezenou posloupnosti v X. Pak
pro kazdé n > 0 ezistuje 0g=-stabilni posloupnost (v, )new vybrand z posloupnosti
(Tn)new takovd, Ze pro kaZdou (wy,)ne, konvexni blokovou posloupnost pro (v,)new
plati

Og* (wn) > g+ (vn) = 1-

Dikaz. Zvolme 1 > 0. Podle véty 17 existuje dg+-stabilni posloupnost (v, )new
vybrand z posloupnosti (z,) takova, Ze pro libovolné dvé disjunktni mnoziny
C CwaD C w existuji ¢islo v € R a funkcional g € G takové, Ze pro kazdé
c € C akazdé d € D plati

n o a (1)

1. (2)

1
g(ve) > v+ S0g (va) =

1
g(vg) <v-— 555* (vn) +

N SN
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Necht (wy,)new je konvexni blokovou posloupnosti pro (v, ),e,- Tedy existuji po-
sloupnost (A, )new po dvou disjunktnich koneénych podmnozin mnoziny w a zob-
razeni A : |J A, — RJ takové, ze pro kazdé n € w plati

=Y AR o a > Ak)=

k€An keAn

Polozme C' := |, A2n a D := |
Tedy existuji ¢islo v € R a funkciondl g € G takové, Ze pro kazdé ¢ € C a kazdé
d € D plati (1) a (2). Pak pro kazdé n € w dostdvame

Agpi1. Mnoziny C' a D jsou disjunktni.

new

1
g(way,) Z)\ ) > v+ 5 «(v )—177 a
]feAQn
1 1
U}2n+1 Z )\ < vV — 25 *(Un) + 177,
k€Aan+1
z ¢ehoz plyne
1
lim sup g(way,) > v + (5 “(vp) —=n a
n—00 2

1 1
lim inf g(wap41) < v — 55 «(vy) + 5

n—o0

Okamzité dostavame

lim sup g(w,) — hm mfg(wn) > g (vn) — 1,

n—00 —0
coz implikuje 65+ (wy,) > dg+(v,) — 1. O

Diikaz turzent 23. Rekurzi definujeme posloupnost posloupnosti ((v,(n))new)
spliujici pro kazdé p € w podminky

pEW

(1), prokazdé s € w takové, Ze s < p, je (vp(n))new dg=-stabilni po-
sloupnosti vybranou z posloupnosti (vs(n)),e, & zaroveii z po-
sloupnosti (z,)new,

(2), pro kazdou (wp)ne, (absolutné) konvexni blokovou posloup-
nost pro (vp(n))new plati o5+ (wy) > S (Vp(n) )new — 277.

Podle lemmatu 27 (26) existuje dg+-stabilni posloupnost (vo(n))new, jez je podpo-
sloupnosti (x,,)ne, a pro kazdou (w,)ne, (absolutné) konvexni blokovou posloup-
nost pro (vo(n))new plati

5+ (wn) > 05+ (vo(n))new —

Tedy (vo(n))new spliiuje podminky (1) a (2)o. Necht jiz pro p € w \ {0} méme
((vs(n))new) oo, sPIujici podminky (1),-1 a (2),-1. Podle lemmatu 27 (26) exis-
tuje dg+-stabilni posloupnost (v,(n))new, jez je podposloupnosti (v,—1(n))new a
pro kazdou (wy,)ne, (absolutné) konvexni blokovou posloupnost pro (v,(n))new
plati

1
@.

1
65* (wn) > 66* (Up(n))new B ﬁ
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spliuje podminky (1), a
spliujici

Zfejmé (p + 1)-konetnd posloupnost ((vs(n))new) <,
(2),. Z principu indukce plyne existence posloupnosti ((v,(n))new)
pro kazdé p € w podminky (1), a (2),.

Nyni pro kazdé n € w polozme y, := v,(n). Posloupnost (y,)ne, je zfejmé
podposloupnosti posloupnosti (z,,)ne. & téZ je pro kazdé p € w od jistého indexu
podposloupnosti (v,(n))new- Necht (uy)ne, je (absolutné) konvexni blokovou po-
sloupnosti pro (¥ )new- Zvolme libovolné p € w. Pak (uy)ne, je od jistého indexu
(absolutné) konvexni blokovou posloupnosti pro (v,(n))new, a tedy podle pod-
minky (2), je

peEWw

1 1
S (1) > 5 (051, — 57 = 0 () — 57

Provedeme limitni pfechod pro p — oo a dostaneme nerovnost

g (un) = o (yn). (*)

Zvolme libovolnou posloupnost (g¢,)new vybranou z posloupnosti (uy,)ne,. Pak
je ziejmé posloupnost (¢,)new (absolutné) konvexni blokovou posloupnosti pro
(Yn)new, tedy nerovnost () plati s (¢n)new na misté (uy,)ne,. Z toho okamzité
dostavame

O (un) > 0z (yn) = 05+ (Yn)-

2.2 Simonova rovnost, J-Simonova rovnost

Disledek 28 (Simonova rovnost). Necht G je neprdzdnou mnoZinou, F C G
a (Tp)new je posloupnosti stejné omezenych redlnych funkei definovangch na G.
Jestlize () new je simonovskou posloupnosti pro (F,G), pak plati

sup lim sup z,(f) = sup lim sup x,,(g).

feF n—oo geG@ n—oo
Dikaz. Platnost nerovnosti ,,<“ je zfejma. DokaZeme jen obracenou nerovnost.

Pro spor predpokladejme, ze existuji ¢isla ¢ € R a d € R takova, ze

sup limsup z,,(f) < ¢ < d < sup limsup z,(g).
feF n—oo geG n—oo

Tedy existuje gy € G takové, ze limsup,, z,(go) > d. Pak existuje posloupnost
(@n, )kew Vybrana z posloupnosti (x,,) takova, Ze pro kazdé k € w plati

Tn, (90) > d. (*)

Posloupnost (2, )kew spliuje podle poznamky 20 Simonovu podminku pro (£, G),
tedy podle véty 21 (Simonova nerovnost) plati

inf  supxz(g) <suplimsupz,, (f) <c.
:L‘Ecooo(:rnk)geG feF k—oo

Pak existuje funkce y € cox(z,,) takova, ze supy(g) < c. Specialné y(go) < c.

geG
Prvek y je tvaru
Yy = Z Mk Ty,
k=0
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kde pro kazdé k € w je pu, > 0 a Y py, = 1. Dostavame
k=0

¢ > y(go) Zukxnk 90) Z,Mkd d>c,

coZ je ziejmeé Spor. O

Pozndmka 29. Pokud (x,,)ne. je absolutné simonovskou posloupnosti pro (F, G),
pak kazd4 (u,,)ne. absolutné konvexni blokova posloupnost pro (x,,),c., je také ab-
solutné simonovskou posloupnosti pro (F, G), nebot soucet nekonecné rady, ktera
konverguje absolutné, nezavisi na uspofadani jejich ¢lenti, a tedy acos(u,) C
ACOuo (Ty,).

Dusledek 30 (0-Simonova rovnost). Necht F' a G jsou neprdzdnymi mnoZi-
nami takovymi, Ze F' C G a (x,)new je posloupnosti stejné omezenych redlnijch
funkci definovanijch na G. Jestlize (x,,)ne, je absolutné simonovskou posloupnosti
pro (F,G), pak plati

dp(xy,) = da(xy) a  Op(zn) = da(zn).

Diikaz. Ziejmé plati dp(x,) < dg(x,). DokdZeme obracenou nerovnost. Zvolme
libovolné gy € G. Pokud limsup,, x,(go) = liminf, x,(go), pak pro kazdé k € w
polozme yi, 1= X9 & 2z = Togr1. Pokud limsup,, z,(go) > ¢ > liminf, x,(go),
pak necht (yx)rew je podposloupnost posloupnosti (), takova, Ze (yx(go))rew
konverguje k lim sup,, z,,(go) a pro kazdé k € w plati yx(go) > ¢ a necht (zj)rew je
podposloupnost posloupnosti (2, ),e., takova, Ze (2x(go))kew Pro zménu konverguje
k liminf, x,(go) a pro kazdé k € w plati zx(go) < ¢. V obou pfipadech pro kazdé
k € w polozme uy = 1/2y; — 1/2 2. Pak je posloupnost (uy)re, absolutné
konvexni blokovou posloupnosti pro (z,)necw, tedy podle poznamky 29 je (ug)rew
absolutné simonovskou posloupnosti pro (F, G). Disledek 28 (Simonova rovnost)
dava

sup lim sup ug(f) = sup lim sup ux(g). (*)
fEF k—oo geG  k—oo
Pak dostavame
lim sup z,,(g0) — hm mf Tn(go) = klggo (yr(90) — 2x(90)) = 2 khj{)lo ur(go)

n—o0

< 2suplimsup ug(g)
geG  k—oo

= 2sup lim sup ug(f)
fEF k—oo

= suplimsup (yx — z) (f)

fEF k—oo

< sup (limsup yr(f) — liminf zk(f)>
feF k—o0 k—o0

<

n—o0

sup (limsup 2, (f) — liminf xn(f))

fer n—00
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Tedy pro libovolné g € G plati limsup,, x,(¢g) — liminf, x,(g) < dp(x,), a tudiz
dostavame ¢ (x,) < 0p(zy).

Zvolme libovolnou posloupnost (z,, Jke, vybranou z posloupnosti (z,)new-
Tato podposloupnost podle poznamky 20 spliuje absolutni Simonovu podminku
pro (F,G), tedy podle ptredchoziho plati 0p(x,, ) = d0c(zs, ), z ¢ehoz okamzité
dostavame 0p () = o (). O

Definice 31. Nechf X je redlnym normovanym linedrnim prostorem, G C X* je
neprazdnou omezenou mnozinou, F' C G a (x,,)ne. je 0mezenou posloupnosti v X.
Necht ex je kanonické vnofeni prostoru X do X**. Pak pro vSechna n € w jsou
funkciondly €y (,,) reAlnymi stejné omezenymi funkcemi na G (respektive na G).
M4 tedy smysl hovofit o simonovskosti (absolutni simonovskosti) posloupnosti
(ex(Zn))new Pro (F, G) nebo pro (F! G).

Rekneme, Ze (z,,)new je (absolutné) simonovskou posloupnosti pro (F, G) (pro
(F,G")), jestlize (x(n))new je (absolutné) simonovskou posloupnosti pro (F, G)
(pro (F,G)).

Pozndamka 32. Necht X je redlnym Banachovym prostorem, G C X* je neprazd-
nou omezenou mnozinou a €y je kanonickym vnofenim X do X**. Pak ex[X] je
uzavienym podprostorem X**. Pro kazdou posloupnost (u,),ec, omezenou v X a
kazdou posloupnost (A,)new v R takovou, ze >~ |A\,| = 1, posloupnost ¢astec-
nych souctt (3, Awex (ur)),,,, konverguje absolutné stejnomérné na omezenych
podmnozinach mnoziny X*, tedy konverguje v dualni normé prostoru X**. Po-
sloupnost (3, Arex (ur)),,, vSak nevykonverguje z ex[X], tedy existuje bod
r € X takovy, Ze ex(x) je specidlné stejnomérnou limitou posloupnosti funkei
(D ko Mkex (ur)), o, na G. Dostavame tato tvrzeni

*  pokud F' je Jamesovou hranici G, pak kazda omezend posloup-
nost v X spliiuje absolutni Simonovu podminku pro (F,G),

*  pokud (up)new je omezenou posloupnosti v X spliujici (ab-
solutni) Simonovu podminku pro (F,G), pak (u,)neo splituje
(absolutni) Simonovu podminku i pro (F, 5*), nebot kazdy
prvek y z mnoziny co.(ex(uy)) (acos(ex(uy))) je w*-spojity,
a tedy supyeq y(9) = sup g ¥(9)-
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3. Syntéza mizejicich
prostiedniktl

V této kapitole nastane syntéza mizejicich prostrednikii, prostfednika Simonovy
nerovnosti a prostfednika Behrendsova vysledku, v modifikovanou Haglerovu-
Johnsonovu konstrukeci.

3.1 Haglerova-Johnsonova konstrukce

Definice 33. Necht p € w. Mnozinu vSech p-koneénych posloupnosti 0 a 1
ozna¢me 2P. Tedy 27 = {0,1}?. Prvky mnoziny 2” budeme ztotoziovat s uspo-
radanymi p-ticemi 0 a 1. Mnozinu vsech konecnych posloupnosti 0 a 1 ozna¢me
2<¢. Tedy 2<¥ = |J 2"

n€w
Definice 34. Necht p € w\ {0}. Rekneme, Ze o = (0y,...,0,_1) € 2° je
liché, jestlize 0,1 = 1;
sudé, jestlize 0,_; = 0.
Pro o € 27 a i € {0,1} definujme 0.3 := (09, ...,0p_1,1).
Déle definujme ()i := (7). Obvykle misto (i) piSeme jen i.
Definice 35. Rekneme, Ze soubor (¥,), o<

1. (Vo)(ce2¥ =V, Cw& ¥, #0),
2. (VO’) (0' €2V = \IJU,O c Vv, & v, CV¥, & \11070 NY, = Q))

Tvrzeni 36 (Modifikovana Haglerova-Johnsonova konstrukce). Necht X
je redlnym normovanym linearnim prostorem, G C X* je neprdzdnou omezenou
mnozinou, F' C G a (x,)ne, je omezenou posloupnosti v X splriugict 5@* (x,) > 0.
Necht ddle ()52, je klesajici posloupnosti kladngjch cisel. Pak existuji cislo -y >

je stromem, jestlize plati

dg* (xn), posloupnost funkciondli (g,)s2; v G a strom (Vo) ,co<w takové, Ze pro
kazdé p € w\ {0}, kazdé o € 2P sudé a kaZdé p € 2P liché, kazdé m € U, a kaZdé
n €V, plati

(L =1p) 7y < gp (Tm — xn) < (L4 np)7- (3.1)

Jestlize je navic (x,)ne, absolutné simonovskou posloupnosti pro (F), 6*), pak pro
kazdé p € w\ {0} muZeme funkciondl g, nalézt v mnoziné F'.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze n; < 1. Podle tvrzeni 23
o (absolutné) konvexnich blocich existuje rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel
(¥9(7)),e,, takova, ze posloupnost (L/,w(i))iew vybrana z posloupnosti (,)ne. je
dg+-stabilni a pro kazdou (u;);e., (absolutné) konvexni blokovou posloupnost pro
(x%(z-))iew plati 65+ (yyi)) < 05+ (u;). Nyni polozme 7 := 6z (2y,(;)). Definujme
mnozinu ¥y takto

Uy :={n: (F) (@ ecw&n=1y@))}

Rekurzi definujeme posloupnost ((gp7 (Yy), ezp) );il spliujici pro kazdé p € w\{0}
podminky
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P (\V/J) (J c2rl = (\I/370 C Uy & Wy, C ‘I’j)),
y (VN ((Ae2r&Te2P&T#T) = UiNT5=10),
» pro kazdé J € 27 je mnozina ¥y nekonecnd a Wy C Uy,

»  funkciondl g, je prvkem mnoziny G po_k*ud (Zn)new je abso-
lutné simonovskou posloupnosti pro (F, G ), pak g, je prvkem
mnoziny F,

(5), (VDM (Aez&Te2 )=
((Ym) (V) ((m € W19 & n € U,y) =
(L =1p) 7 < gp (2 — a) < (L+173)7)))-

Podle lemmatu 13 existuji rostouci posloupnost piirozenych ¢isel (iy)ge,, a funk-
. 7’ -—~* ’ v v Id ’ v 7’ . 7’ Ve
ciondl g € G takové, ze pro kazdé u € w sudé a kazdé v € w liché plati

(L =m) 7 < g1 (T i) — Tupan) < (L+m)7.

Avsak pokud je navic (z,)new absolutné simonovskou posloupnosti pro (F, E*),
pak podle disledku 30 (0-Simonova rovnost) plati 6p(xy, ;) = 7, tedy lemma 13
najde funkcional g; v mnoziné F'. Nyni definujme mnoziny ¥y a ¥, takto

o= {n: (35) (j € w & n =1y(iz))},
Uy i={n: (3j)(j € w & n=1ylizjs1))}-

Mnoziny ¥, a ¥, jsou disjunktni, nebof posloupnost (¢ (ix)),,, je rostouci. Z to-
hoto divodu jsou téz mnoziny ¥, a W; nekoneCné a ziejmé plati ¥y C ¥y a
Uy C Uy, Tedy (g1,(¥s),c0) splituje podminky (1); az (5);. Necht nyn{ pro
p € w\ {0} mame funkcional g, a soubor (¥,),.,, spliujici podminky (2), az
(5)p- Necht pro kazdé J € 27 je (1/3(7)),c,, rostouci posloupnosti piirozenych ¢isel
takovou, ze ¢1[w] = ¥,. Pro kazdé i € w definujme prvek z; takto

Zi = 2P Z $T/Jo(i)‘

oe2pr

Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé J € 2” je posloupnost (¢(1)),.,, rostouci a zaroven
jsou splnény podminky (2), a (3),, je (2i)icw konvexni blokovou posloupnosti
pro (xw (i))i o’ Podle lemmatu 13 existuji rostouci posloupnost prirozenych cisel
(ik)kew a funkciondl g, € G takové, Ze pro kazdé u € w sudé a kazdé v € w
liché plati

Tp+1 Np+1
gt (5, = 5) > (1= 257 0 (=) = (1= 257 7 1

a s lehkou ijmou na obecnosti miizeme piedpokladat, ze navic pro kazdé J € 27
a 1€ 2P plati

Mp+1
o1 (Tys(ia) = Tymin)) < (1 + 2;;) Y < (14 np11) 7 (2)

I kdyz je témé¥ ziejmé, Ze nerovnost (2) muzeme predpokladat, nedokdzeme se
zdrzet jistého komentare.
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Z podminky (3), plyne, Ze pro kazdé 1 € 27 a kazdé
T € 2P plati

lim sup gp1 (ys()) — Hminf g (244()

i—00
Tp+1
< (1 + —2p+1> .

Polozme s := (1 4 1,11/2°™) ~. Na chvili zvolme pevné
J € 2P a1 e 2P Polozme

h := limsup g,+1 (1%@)) ]
71— 00
d = lminf gy (24(9) -

Pak ziejmeé plati

MT_%<d . W”‘

Proto existuje index j € w takovy, ze pro libovolné n € w
splnujici n > j a libovolné k € w splnujici k > j plati

h+d+ »
s (zi3) <

h+d— »
s (zing) > "I

tedy dostavame

Ip+1 (Tug(n) = Tym@iy) < - (%)

Vzhledem k tomu, ze méme jen konecné mnoho dvojic
(3,77) € 2P x 2P, existuje index r € w takovy, Ze pro
kazdé n € w spliujici n > r, kazdé k € w spliujici
k > r, kazdé J € 27 a kazdé 1 € 27 plati (x). Af b € w
je nejmensi sudé c¢islo takové, ze i, > r. Pro kazdé k € w
polozme 7 := iy Nyni je zfejmé, ze (1) a (2) plati,
pokud misto pismena ¢ piSeme 7.

Pokud je navic (z,)new absolutné simonovskou posloupnosti pro (F, 6*), pak je
podle poznamky 29 i (2)ie absolutné simonovskou posloupnosti pro (F,G),
nebot je (z;)icw konvexni blokovou posloupnosti pro (z,)ne,. Podle dusledku 30
(0-Simonova rovnost) plati §p(2;) = dgz+(2;), tedy lemma 13 najde funkcional g,
v mnoziné F. Zifejmé je tedy splnéna podminka (4),1. Zvolme na chvili pevné
J € 2? a definujme mnoziny ¥y, a ¥y, takto

Uio:={n: (35)(J € w& n =11(iz;))},
U= {n: (F)) (J € w & n = Y3(izj11))}
(

a pro kazdé j € w polozme 11(j) = ¥1(iz;) a ¥11(J) := ¥1(igj+1). Pak ziejmé
jsou posloupnosti (¥10(j));c,, a (¥11(4));c, rostouct a plati 1ofw] = V1o a
Y11|w] = Pi1. Tedy pro kazdé I € 2P jsou mnoziny Wiy a Ui nekonefné a
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ziejmé Wiy C Uy a ¥y, C Vi To znamend, Ze je splnéna podminka (1), a
vzhledem k (3), i podminka (3),41. Zfejmé jsou téz pro kazdé J € 2P mnoziny
U1 a Uy disjunktni a protoze je splnéna podminka (2), a jiz vime, Ze i (1),41,
pak pro kazdé m € {0,1} a kazdé k € {0,1} a vSechna J € 2P a 71 € 27 takov4, ze
J# 7, jsou mnoziny Vi, a U- disjunktni. Tedy je splnéna i podminka (2),41.
Pro kazdé j € w a | € w dostavame

Zig; — Zigiyy = 27 Z (T (i) = T (imayn)) = 277 Z (T 0() = Turor ) -

oEe2pP oe2p

Z toho okamzité plynou pro kazd4 dvé rtiznd J € 2P a 71 € 2P a kazdé j € w a
| € w nasledujici rovnosti

Lop30(s) — Lopaa(l) = 2 (Zizj - Zizl+1) - Z (ITZJU,O(J') - x¢a,1(l)) ) (3)

oE2P, 0#£]
Lap30(j) = Lypma(l) = 2P (Z”Léj - Zizl+1)

- [(Iwwom - %:,1(1)) + Z (%a,o(j) - Iwol(n)] - (4)

o€2P oA, oA

Zvolme libovolné J € 2P a 7 € 27, j € w a |l € w. Nyni nepozadujeme, aby J]
a 1 byly rizné prvky. Aplikujeme funkcional g,,1 na prvek (Iw:,o(j) — thl(l)),
vyuZijeme pfitom rovnosti (3), respektive (4), a v obou ptipadech vzhledem k ne-
rovnostem (1) a (2) dostavame tentyz nasledujici vysledek

— Mp+1 Np+1
I (%’O(j) thl(l)) > 7 (1 #) T—(2"-1) (1 2§+1> v
Tp+1 1
N (1 B # [2p+ 1}) v

> (1 - 77p+1) -

Ziejmé je tedy splnéna podminka (5),41. Z principu indukce plyne existence po-
sloupnosti ((g,, (\110)062,,))1)@ spliiujici pro kazdé p € w \ {0} podminky (1), az
on

Podminky (1), az (3), (p € w \ {0}) fikaji, ze soubor (¥,) cq<. je stromem,
a podminky (5), (p € w\ {0}) fikaji, ze pro vSechna p € w \ {0}, kazdé o € 2P
sudé a kazdé p € 27 liché, kazdé m € ¥, a kazdé n € U, plati (3.1). Tim je dikaz
hotov. O
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4. Pozitivni reseni problému
hranice a jeho dusledky

4.1 Hlavni vysledek

Tvrzeni 37 (Pfitzner). Necht X je redlnym Banachovym prostorem, G C X*
je omezenou mnozinou a F C X* je Jamesovou hranici G. Necht ddle A C
X je omezenou o (X, F)-spocetné kompakini mnozZinou a (T,)new je posloup-
nosti v A. Pak existuje posloupnost (Yn)new vybrand z posloupnosti (x,)ne. ta-
kovd, Ze 6z (yn) = 0. Jinymi slovy, kazdd posloupnost v A obsahuje U(X,a*)-
cauchyovskou podposloupnost.

Dikaz. Postupujme sporem. Necht zavér tvrzeni neplati. Pak podle lemmatu 14
existuje dg+-stabilni posloupnost (2, ),e., vybrana z posloupnosti (2, )ne. spliiujici
05+ (2n) > 0. Podle pozndmky 32 je (2,)ne, absolutné simonovskou posloupnosti
pro (F, @*), a tedy podle tvrzeni 36 (Modifikovand Haglerova-Johnsonova kon-
strukce) existuji ¢islo 4 > dg+(2,), posloupnost funkcionali ( fo)ply v F a strom
(V) yea<w takové, Ze pro kazdé p € w \ {0}, kazdé o € 2P sudé a kazdé p € 27
liché, kazdé m € ¥, a kazdé n € ¥, plati

fp (Zm — 2n) > (1 — 2_”) y

Nejprve definujeme jistou posloupnost (vm,)mew, jiz bude sestavat ze o (X, F')-
hromadnych bodi posloupnosti (z,)ne,. Zvolme pevné m € w. Definujme po-
sloupnost (em(k)),e,, takto

( 0 k=0,
(1,...,1) 1<k<m,
——
em(k) 1= k
(1,...,1,0,...,0) : k > m.
\V/\T,_/
\ m —m

Pro kazdé k € w polozme ny, (k) := e, () (k), kde (e, (k) (i))i@ je rostouci po-
sloupnosti pfirozenych ¢isel takovou, ze 1, (k) [w] = Ye,. (k). Protoze (¥s), co<w
je strom, dostavame, Ze posloupnost (n,,(k))re. je rostouci. Necht v, oznacuje
o(X, F)-hromadny bod posloupnosti <Z”m(k))kew’ jehoZ existenci mame zaruce-
nou o (X, F')-spocetnou kompaktnosti mnoziny A. V tuto chvili méme k dispozici
posloupnost (v,,)mew-

Necht nyni s € w je pevné. TéZ pevné zvolme p € w takové, Zze p > s, a i € w
takové, ze i > p. Pak pro vsechna k € w a |l € w takova, ze k > p a [ > p, plati

fo sty = 2n,0) > (1=277) 7.

Z toho snadno plyne
fp(vs —v;) > (1 — 2_”) 7. (1)
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Necht v je o(X, F')-hromadny bod posloupnosti (vy,)mew- Vzhledem k tomu, zZe
nerovnost (1) plati pro kazdé i € w takové, ze i > p, dostavame

fo(vs—v) = (1-27)7. (2)

Tedy pro kazdé s € w a kazdé p € w takové, ze p > s, plati nerovnost (2).
Nyni definujme prvek = takto

T = Z 2= (y,,, — ). (3)

m=0

Poznamenejme, Ze soucet nekonecné fady napravo v (3) je bran v topologii vy-
tvofené normou, a ze bod x je definovan korektné. Mnozina A je totiz omezena,
tedy fada napravo v (3) konverguje absolutné, a protoze X je uplny, fada kon-
verguje. Zopakujme si, Ze pro kazdé m € w je v, o(X, F)-hromadnym bodem
posloupnosti (2, )new- Stejné tak i bod v je (X, F')-hromadnym bodem posloup-
nosti (z,)new. To spolu s tim, ze (z,)new je dg=-stabilni posloupnosti, dava pro
kazdé f € F a kazdé m € w nésledujici

Fom) = f(0) < 0p(za) < 05+ (20) < -

Tedy méme sup ;. f(z) < . Nyni zvolme libovolné n > 0. Necht s € w je takové,
ey 2-(m+1) < p/~. Pak pro kazdé f € F plati

‘f ( i 9~ (m+1) (U — v))

m=s+1

< Y 2 (o v <.

m=s+1

Pro kazdé p > s dostavame

Y

fp(2)

(Z 270 (0 — v)) -1
<Z 27(m+) (1 — 277) 7> —n

= (1-27)(1-276M)y—9p

—
Ve

2 (1 - 27(8*#1)) (1 - 27(8*#1)) y—n
Z toho ovsem plyne sup, f,(v) > 7, tedy plati

sup f(z) = 7.
fer

Protoze F' je Jamesovou hranici G, existuje h € F' takové, Ze

h(z) = sup g(z) = sup f(z) =7 > 0.
geé* fer

To implikuje, Ze pro kazdé m € w plati h(vy,) — h(v) = 7, tedy h(vy,) = v+ h(v).
Protoze v je o(X, F)-hromadnym bodem posloupnosti (vy,)mew, plati h(v) =
v+ h(v), coz je spor, nebot jsme predpokladali, ze v > 0. O
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Véta 38. Necht X je redlngym Banachovym prostorem, G C X* je omezenou
mnoZinou a ' C X* je Jamesovou hranici G. Necht ddle A C X je ome-
zenou o (X, F)-spocetné kompaktni mnozinou. Pak A je o(X, G )-sekvencidiné
kompaktnz.

Specidlne, pokud B C X* je Jamesovou hranici pro X, pak kaZdd omezend
o(X, B)-kompaktni mnozina je slabé kompaktni.

Diikaz. Zvolme posloupnost (z,),e, v mnoziné A. Pak podle tvrzeni 37 (Pfitzner)
existuje posloupnost (¥, )new vybrana z posloupnosti (x,),e., takova, ze o5+ (y,) =
0. To tedy znamena, ze pro kazdé g € G posloupnost (9(yn)) e, konverguje.
Necht y € A je o(X, F)-hromadnym bodem posloupnosti (¥, )ne,- Z toho plyne,
ze pro kazdé f € F plati

Flyn) =% f(y). ()
Protoze F' je Jamesovou hranici G a X je Banachiiv, podle pozndmky 32 kazda
omezend posloupnost v X spliiuje absolutni Simonovu podminku pro (F, E*),
tedy specidlné (Y, — y)new je absolutné simonovskou posloupnosti pro (F, 5*).
Podle dusledku 28 (Simonova rovnost) a (*) plati

sup limsup g(y, — y) = sup limsup f(y, — v) © 0,

geG" M feEF n—oo

sup limsup g(y — yn) = suplimsup f(y — y.) = 0.

ge@* n—00 feF n—oo
Z toho dostavame, ze pro kazdé g € G plati
lim g(y.) = g(y).
n—oo

Tedy posloupnost (y,,)ne, konverguje k y v topologii o (X, 6*).

Ve specidlnim piipadé podle pravée dokazaného dostaneme, ze dand ome-
zend o (X, B)-kompaktni mnozina je slabé sekvencialné kompaktni, a tedy podle
Eberleinovy-Smuljanovy véty je slabé kompaktni. Tim je diikaz hotov. O

4.2 Jamesova véta a dalsi dasledky

V této sekci si podrzime nésledujici znaceni. Jestlize Y je normovanym linear-

nim prostorem, pak symbolem ey budeme rozumét kanonické vnofeni prostoru
Y do jeho druhého dualu Y**.

Grothendieckova charakterizace relativni slabé kompaktnosti nam bude na-
pomocna pri dikazu Jamesovy charakterizace slabé kompaktnosti. Pro plnost
Grothendieckovo kritérium zformulujme.

Lemma 39 (Grothendieckovo kritérium). Necht X je redlngm Banachovym
prostorem a F' C X je omezenou mnozinou. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

1. Pro kazdé dvé posloupnosti (fm)mew v F a (23)pew v Bx+ takové, Ze existuji
tyto limity

e e
g ) e T g o),
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plati rovnost
lim lim ) (f,)= lim lm (f.).
n—o0 m—o0 m—0o00 N—r00

2. F je relativné slabé kompaktni.

Nyni se jiz podivejme, jak James charakterizuje slabé kompaktni mnoziny v re-
alném Banachové prostoru.

Véta 40 (James). Necht X je redlngm Banachovym prostorem a F C X je slabé
uzavrenou omezenou mnozinou takovou, Ze kaZdy funkciondl x* € X* nabyvd
v nejakém bodé mnoziny F' sveho suprema na F'. Pak F je slabé kompakitnsi.

Diikaz. Vyuzijeme Grothendieckovu charakterizaci relativni slabé kompaktnosti.
Zvolme posloupnosti ( fi,)mew v F' & (2} )new v Bx+ takové, Ze existuji tyto limity

lim lim ) (fn) a lim lim ) (f).

Nyni musime dokazat rovnost téchto dvou limit. Obraz ex[F| je omezenou mno-
zinou, tedy existuje K € R takové, ze K > 0, a ex[F] C K Bx+«. Z Banachovy-
Alaogluovy véty dostavame, ze ex [F]* je w*-kompaktni. Necht tedy g € ex [F]*
je w*-hromadnym bodem posloupnosti (ex(fm)),,e,- Tedy pro kazdé y* € X*
existuje rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel (my)ge, takova, Ze

ex(fm) (W) 25 gly"). (1)

Z predpokladu o nabyvani suprema snadno dostaneme, Ze ¢ x[F] je Jamesovou

hranici ey [F' ]* Podivejme se na to podrobnéji. Zvolme libovolné y* € X*. Podle
piedpokladu existuje ¢ € F takové, ze y*(¢) = sup;cp y*(f), coZ znamena

ex(p)w )= sup  ex(f)y")= sup g(y").
ex (f)€ex[F] geex[F]

Druha rovnost plyne z faktu, Ze ex-(y*) je spojity funkcionél na (X**, w*).
Mnozina Bx- je podle Banachovy-Alaogluovy véty w*-kompaktni, tim spise je
o(X*, ex[F])-kompaktni, nebot topologie o(X*, ex[F]) je slabsi nez w*.! Véta 38
tika, 7e koule Byx- je o(X*, ex[F] )-sekvencialné kompaktni. Tedy existuje ros-
touci posloupnost piirozenych ¢isel (n;)c., takova, ze (), )ic., konverguje k né-

jakému prvku koule Bx- v topologii a(X*,eX[F]*). Necht bod z* € By: je

o(X*,ex[F] )-limitou posloupnosti (7}, )ic.,- To znamena, Ze pro kazdé h € e x[F]
plati

h(xs,) =% h(a®). (2)
Dostavame
Jim lim 27, (f) = lim lim ex(fin)(2;,)

2 lim ex(fu) (o) 2 g(a),

Tim lim a7, (fon) Tim lim e (fm)(27,)
2)

2 lim (o) 2 g(a).
n—oo

—~
N

1Obecné viak nemtizeme fici, Ze by mnozina Bx- byla o(X*,ex[F])-uzaviend. Topologie
o(X*, ex[F]) neni totiz obecné Hausdorffova.
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Podle lemmatu 39 (Grothendieckovo kritérium) je mnozina F' relativné slabé
kompaktni. Protoze je vsak F' podle predpokladu slabé uzaviena, je piimo F'
slabé kompaktni. O

Jakozto disledek Jamesovy charakterizace slabé kompaktnosti vyplyne Jame-
sova charakterizace reflexivity.

Dusledek 41 (James). Necht X je redlngm Banachovym prostorem. Necht kaZdy
funkciondl x* € X* nabyvd v néjakém bodé mnoziny Bx své normy. Pak X je
reflexivni.

Diikaz. Koule By je zfejmé slabé uzaviend a omezena a kazdy spojity linearni
funkcional nabyva na Bx svého suprema na By. Podle véty 40 (James) je Bx
slabé kompaktni, z ¢ehoz vyplyva, Ze € x[Bx] je w*-kompaktni. Podle Goldstine-
ovy véty? plati .

6)([Bx] = BX**,

tedy ziejmé ex[Byx| = Bx+, coz znamena, ze X je reflexivni. O

Z reflexivity prostoru X plyne slaba kompaktnost Bx-. Pak podle Eberleinovy-
Smuljanovy véty je By- slabé sekvencialné kompaktni, a tedy w*-sekvencialné
kompaktni.?> Dtsledek 42 ukazuje w*-sekvenciidlni kompaktnost koule By« za
predpokladu reflexivity prostoru X bez pouziti Eberleinovy-Smuljanovy véty.

Dusledek 42. Necht X je redlngm Banachovym prostorem. Necht kazdy funkci-
ondl x* € X* nabyvd v néjakém bodé mnoZiny Bx své normy. Pak dudlni koule
Bx+ je w*-sekvencidalné kompakini.

Diikaz. Dualni koule By« je podle Banachovy-Alaogluovy véty w*-kompaktni.
Z predpokladu vyplyva, Ze ex[Bx| je Jamesovou hranici ex[Bx| . Tedy podle

véty 38 je By« o(X* ex[Bx| )-sekvencidlné kompaktni. Tedy je w*-sekvencialng
kompaktni. O

2Goldstineova véta: Jestlize Y je normovanym linedrnim prostorem, pak €y[By]* = By»=.

37 dusledku 41 vime, Ze ex[Bx] = Ex[Bx]* = Bx, tedy slabé topologie a w*-topologie
jsou na X* totozné. Pak Bx- je w*-sekvencidlné kompaktni, pravé kdyz je slabé sekvencialné
kompaktni.
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5. Komplexni verze

Nasim cilem bude nyni ukazat pozitivni feseni problému hranice v pfipadé
komplexnich Banachovych prostori. Za tim tcelem pfedstavime novou definici
Jamesovy hranice, kterd se v pripadé Jamesovy hranice pro redlny normovany
linearni prostor bude shodovat se starou definici a v ptfipadé Jamesovy hranice
néjaké mnoziny bude obecné nova definice silnéjsi. Shoda staré a nové definice
ve skutecnosti nastava vzdy, kdyz uvazujeme Jamesovu hranici né€jaké symetrické
mnoziny. Pfesnéji o vztahu nové a staré definice hovoii poznamka 46.

Definice 43. Necht z € C. Necht Rz znaci redlnou ¢ast komplexniho éisla z
a $z znaci imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z. Definujme absolutni hodnotu
komplexniho ¢isla z takto

2| := max{max{R z, — Rz}, max{S z, - z}}.

Obvyklou eukleidovskou absolutni hodnotu komplexniho ¢isla z budeme znacit
takto |z|,.

Definice 44. Necht f je komplexni funkci definovanou na néjaké mnoziné G.
Pak symbolem R f budeme oznacovat realnou funkci definovanou na G spliujici
pro kazdé = € G rovnost

(R f)(z) = R (f(z))
a symbolem & f budeme oznacovat realnou funkci definovanou na G spliujici pro
kazdé x € GG rovnost

(S f)(z) = 3 (f(2))-

Definice 45 (Jamesova hranice). Necht X je komplexnim normovanym line-
arnim prostorem, G C X* a F C G. Rekneme, 7e F je Jamesovou hranici G,
jestlize pro kazdé x € X existuje f € F takové, ze

f(x) = supg(x)], .
geG

Pozndmka 46. Necht X je redlnym normovanym linedrnim prostorem a F' je
Jamesovou hranici G podle definice 45. Pak je vidét, ze F' je Jamesovou hranici
G podle definice 1.

Pokud je F' Jamesovou hranici G podle definice 1 a G je symetrickd, pak F
je Jamesovou hranici G podle definice 45. Specialné, B je Jamesovou hranici pro
X podle definice 45, pravé kdyz B je Jamesovou hranici pro X podle definice 1.

Priklad 47. Polozme X := R. Pak X je redlnym Banachovym prostorem. Defi-
nujme mnozinu G C X* takto

geG <= (Ir)(rell,2 & (Vz)(x € X = g(x) =rx)).

Necht mnozina F' sestava z funkcionédlu reprezentovaného 1 a funkciondalu repre-
zentovaného 2. Pak zfejmé F' je Jamesovou hranici G podle definice 1, avsak F
neni Jamesovou hranici G podle definice 45. Pokud zvolime néjaké x € R takové,
ze v < 0, pak vSechny funkcionély z G budou v x nabyvat zaporné hodnoty, tedy
nikde nemize dojit k nabyti hodnoty sup . |g(x)|. Vidime, Ze mnozina G, a¢
kompaktni, nemé dokonce zaddnou Jamesovu hranici podle definice 45.
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5.1 Komplexni verze Behrendsova vysledku

Nyni ptistupme k definici veli¢iny §. Poznamenejme, ze imyslné v definici po-
uzivame maximovou vzdalenost hromadnych bodt, nebof pro takovy modul &
jsme pak schopni dokézat d-Simonovu rovnost. Neni jasné, zda J-Simonova rov-
nost plati i v piipad€, ze modul § je odvozen od obvyklé eukleidovské vzdalenosti.

Definice 48. Necht D je neprazdnou mnozinou a (,)new je posloupnosti kom-
plexnich funkei definovanych na D. Necht pro kazdé d € D je H(x,(d)) mnozinou
v8ech hromadnych bodt posloupnosti (x,(d))ne,. Pro kazdé d € D definujeme
pramér mnoziny H(z,(d)) takto

diam H(z,,(d)) := sup{q : (Fu)(Fv)(v € H(z,(d)) &v € H(x,(d)) & ¢ = |u — v|}.
Definujeme veli¢inu dp(x,,) takto

dp(x,,) := sup diam H(x,(d)).

deD
Veli¢inou 6p(z,) rozumime &slo
inf{w : (o) (a je podposloupnosti posloupnosti (z,)new & w = dpa)}.
Rekneme, 7e posloupnost (z,,)ne. je dp-stabilni, jestlize SD(xn) = dp(z).

Poznamka 49. Pokud D je neprazdnou mnozinou a (x,,)ne, je posloupnosti kom-
plexnich funkci definovanych na D takovou, Ze existuje alespon jedno d € D ta-
kové, ze posloupnost (z,(d)),e, mé hromadny bod, pak dp(z,) € [0; 00]. V opac-
ném piipadé dp(z,) = —o0.

Pokud D je neprazdnou mnozinou a (x,)ne, je posloupnosti redlnych funkei
definovanych na D takovou, ze pro kazdé d € D je (x,(d))new Omezenou po-
sloupnosti v R, pak 65 (z,) = 0% (z,,), kde 0%5(x,,) oznacuje veli¢inu dp(x,,) podle
definice 12 a 0}y (z,,) oznacuje veli¢inu 0p(z,) podle definice 48.

Lemma 50. Necht D je neprazdnou mnoZinou a (,)new je posloupnosti komplez-
nich funkci definovanych na D takovou, Ze existuje alespon jedno ¢ € D takoveé,
Ze (,(¢))new je omezenou posloupnosti v C. Necht ddle op(x,) < oco. Pak pro
kazdé n > 0 existuji cisla 0 € C a v € C, rostouci posloupnost prirozenych cisel
(ng)kew @ bod d € D takové, Ze

1

|0 — 9| > dp(x,) — 5 (5.1)

a pro kazZdé u € w sudé a kazZdé v € w liché plati

o () = 0, (@] < Bp() 7, 5:2)
fran(d) ~ 6] < (5.3)
frus(d) =9 < (5.4

Z nerovnosti (5.1), (5.2), (5.3) a (5.4) snadno plyne

6p(zn) + 1 > |2, (d) — 4, (d)| > dp(Tn) — 7.
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Diikaz. Zvolme 1 > 0. Protoze existuje alespon jeden bod ¢ € D takovy, ze
posloupnost (x,,(¢))new je omezena, ma (x,(c))ne, hromadny bod, a tedy

diam H(z,(c)) > 0,

z ¢ehoz plyne dp(x,) > 0. Vzhledem k definici dp(z,) a k faktu, ze dp(z,) < oo,
existuje d € D takové, ze

Sp(xa) +n > diam H(z, (d)) > () — %n.

Pak existuji # € C a ¥ € C hromadné body posloupnosti (z,(d))ne. takové, ze
1
5D($n) +n > ‘9 — 19| > 5D(37n) — 577

Snadno se ukaze, ze existuje o € w takové, ze pro vSechna m € w an € w
splniujici nerovnosti m > o a n > o plati

[T (d) — zn(d)| < dp(xn) + 1,

nebot v opacném piipadé existuji posloupnosti (z,,)jcw @ (7n,)jen Vybrané z po-
sloupnosti (2, )new takové, Ze pro kazdé j € w plati

[, (@) = 2, ()] > B () + 1. M)

Podle ptedpokladu jsou vsak posloupnosti (zm,(d))jcw @ (74,(d));e. omezené a
vzhledem k (1) existuji v; hromadny bod posloupnosti (2, (d));e. a v2 hromadny
bod posloupnosti (z,,);e. takové, ze vy — va| > 0p(2y) 41, coz je spor s definici
5D (In)

Nyni rekurzi definujeme posloupnost ptirozenych ¢isel (ng)re, splitujici pro
kazdé k € w podminky

(1) kjesudé = |z, (d) — 0| <n/4,
(2)r kK jeliché = |z, (d) — V| < n/4,
B (M) (lew&l<k)=mn <ng).

Polozme
no:=min{j: j€eS & j>o},

kde S je mnozinou téch prvki n € w, ze

Ui

n(d) — 0] < —.

|za(d) = 0] <

Objekt ng je korektné definovan, nebot # je hromadnym bodem posloupnosti

(1(d))new, a tedy mnozina S je nekoneéné. Prvek ng spliiuje podminky (1),

(2)0 a (3)o. Necht pro £ € w \ {0} jiz mame k-konecnou posloupnost (n,),<
spliiujici podminky (1)x-1, (2)x—1 a (3)—1. Pak pokud £ je liché, polozime

ng:=min{j: j€Z & j>ng_1},
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kde Z je mnozinou téch prvki n € w, ze

n

W(d) =0 < =

fra(d) — 0] <

Objekt ny je korektné definovan, nebot ¥ je hromadnym bodem posloupnosti
(21 (d))new, a tedy mnozina Z je nekoneénd. A pokud k je sudé, polozime

ng:=min{j: j€S&j>n, 1}

Posloupnost (n,)y<k+1 zfejmé splituje podminky (1), (2)x a (3)g. Princip indukce
implikuje existenci posloupnosti (n)ge. spliujici pro kazdé k € w podminky (1),

Ziejmé je tedy posloupnost (nj)ke, rostouci a jsou splnény podminky (5.1),
(5.2), (5.3) a (5.4). Opakovanym pouzitim trojihelnikové nerovnosti dostédvame
pro kazdé u € w sudé a kazdé v € w liché toto

|xnu(d) _xnu(d” > 10— — |vn, =0+ -2,

> |0 =9 = |zn, — 0] — |V — 2,
non n
> (SD(iL‘n) — 5 — Z —Z :5D($n) n

[]

Lemma 51. Necht D je neprazdnou mnoZinou a (,)new je posloupnosti komplez-
nich funkci definovanych na D. Pak (,)ne, 0bsahuje §p-stabilni podposloupnost.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze —oo < 5D(xn) < 00.
Rekurzi definujeme posloupnost (y;);e. splitujici pro kazdé j € w

(1); pro kazdé | € w takové, ze | < j, je y; podposloupnosti po-
sloupnosti y; a y; je podposloupnosti posloupnosti (z,,)new,

(2); Jjew\{0}=dpy; <dpyj1+27.

Polozme yy := (2, )new- Pak jsou ziejmé splnény podminky (1)y a (2)o. Necht
jiz pro j € w\ {0} mame j-konecnou posloupnost (y,),<; spliiujici podminky
(1);—1 a (2);_;. Pak vzhledem k definici veli¢iny SDyj_]_ existuje posloupnost y;
vybrand z posloupnosti y;_; takova, Ze

~ 1

dpyj < dpyj—1 + YR

Tedy plati (2); a s ohledem na podminku (1);_; platii (1);. Z principu indukce

plyne existence posloupnosti (y;) e, spliujici pro kazdé j € w podminky (1); a

(2);-

Nyni pro kazdé n € w polozme z, := y,(n). Tedy pro kazdé k € w je posloup-

nost (2,)new pocinaje k-tym ¢lenem podposloupnosti posloupnosti . Pro kazdé
k € w dostavame

0p(2n) < p(2n) < SpYrr1 < dpyi + oRFT < dp(zn) +

2k+1 '

Provedeme limitni pfechod pro k — oo a dostaneme rovnost dp(z,) = dp(2,). A
tedy posloupnost (z,)ne. je hledanou dp-stabilni podposloupnosti posloupnosti
(:Cn)nEw- D
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Poznamka 52. Necht X je komplexnim normovanym linedrnim prostorem, G
je neprazdnou podmnozinou mnoziny X* a (z,)new je posloupnosti v X. Pak
(ex(2n)),e, je posloupnosti komplexnich funkci definovanych na G, kde ex je
kanonickym vnotfenim X do jeho druhého dudlu X**. Stejné jako v realném pii-
padé budeme d¢(z,,) definovat takto dg(z,) := dc(ex(z,)). Analogicky polozime
oc(x,) = dg(ex(zn)). Ziejmym zptsobem definujeme dg-stabilitu posloupnosti
(Tn)new-

Pokud je G omezenou mnozinou a (Z,)nec., je omezenou posloupnosti, pak
ziejmé (ex(2n)),,c,, j€ posloupnosti stejné omezenych funkci na G, a tedy specialné
pro kazdé g € G je (g(xy))ne, 0mezenou posloupnosti a téz dg(x,) < oo.

Véta 53. Necht X je komplexnim normovanym linedrnim prostorem, G je ome-
zenou neprdzdnou podmnozinou mnoziny X* a (Tn)new je omezenou posloup-
nosti v X. Pak pro kaZdé n > 0 ezistuje dg=-stabilni posloupnost (Y )new vybrand
z posloupnosti (x,)ne, takovd, Ze pro libovolné dvé disjunktni mnoziny C C w a
D C w existuji ¢isla @ € C a ¥ € C a funkciondl 2* € G takové, Ze

6 =] > b5 () — 3 (5.5)
a pro kaZdé ¢ € C' a kazdé d € D plati
) -0l <g o ) -0 < (5.6)

z cehoZ snadno plyne

[ (ye) — 2" (ya)| > O (y) — 1.

Diikaz. Zvolme n > 0. S prihlédnutim k poznamce 52 existuje podle lemmatu 51
dg+-stabilni posloupnost (2,)ne, Vybrana z posloupnosti (2,)ne,. Pro kazdé r €
w \ {0} definujme Z,(v) takto

E () = (Ja)(F2")(30)(3) e (v,a,2",0,9),
kde relace ¢, (v, a, x*,0,7) je definovana takto

o (7, 2%, 6,0) =

(e je rostouci r-konecnou posloupnosti pfirozenych ¢isel) &

(v=a) & (x*eé*) & (0eC) & (WeC) &

(10 =91 > b5 (z0) = n/4) &

(Vp) (pew&2p <) = |2" (2a@p) — 0] <n/8)) &
(Vo) ((cew&20+1<71)= ‘a:* (Za(o+1)) — 19| <n/8)).

Pak definujme pro kazdé r € w\ {0} mnozinu 7, nasledovné
T={y: & (M}
Nyni ovéfme, Ze prazdnd mnozina je vici (7,)%2, totalné dobrou mnozinou

vzhledem k w. Zvolme libovolnou nekone¢nou mnozinu M C w. Pak podle lem-
matu 3 existuje rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel § takova, ze flw] = M.
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Posloupnost (23(j))jcw je podposloupnosti (2, )new @ (2n)new je dg=-stabilni, tedy
05+ (25(j)) = 05 (2n). S ohledem na poznamku 52 existuji podle lemmatu 50 ¢isla
0 € C ad € C, rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel (j,)me, @ funkcional
z* € G takové, ze

0= 9] > b () = 5
a pro kazdé u € w sudé a kazdé v € w liché plati

2 (o) =0 < g & Ja" (za0n) — 9] < .

Nyni pro kazdé m € w polozme p,, = B(jn). Pak pro kazdé r € w zfejmé
(toy - -y pir) € Try1, a tedy prazdna mnozina je vuci (7,)2° ; totalné dobrou mno-
zinou vzhledem k w.

Podle véty 2 (Ramsey) existuje nekoneénd mnozina N C w takovd, Ze pro
kazdé r € w a kazdou v rostouci (r+ 1)-konec¢nou posloupnost v N plati v € T,.,;.
Podle lemmatu 3 existuje rostouci posloupnost ptirozenych cisel 8 takova, ze
N = Blw]. Nyni pro kazdé n € w polozme y,, := 2g(2n+1). Posloupnost (yn)new je
zfejmé podposloupnosti posloupnosti (2, )new, jiz je d5+-stabilni, a tedy o5+ (y,) =
(%* (zn)- Necht C' C w, D C w jsou dvé disjunktni mnoziny. Pak podle lemmatu 15
existuje rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel (j,)mew takova, ze

(Ve) (ce C = ((Im) (m € w & jo, =2¢+1))), (1)
(Vd) (d € D = ((3Im) (m € w & jJoms1 = 2d +1))). (2)

Pro kazdé m € w polozme «,, := B(j). Pak posloupnost (v, )me. je rostouci a
pro kazdé m € w plati o, € N. Podle véty 2 (Ramsey) plati pro vSechna r € w
vztah (g, ...,,) € T,11. To znamend, ze pro kazdé r € w existuji ¢isla 6, € C
a ¥, € C a funkcional z* € G takové, Ze

% Ui
10, — V| > 05+ (20) — 1 (3)

a pro kazdé u € w sudé takové, ze u < r 4+ 1, a kazdé v € w liché takové, ze
v <71+ 1, plati

77 (za) — 0l < 2 @
* T]
7 (za) = ] < 2. (5)

Pouzitim trojihelnikové nerovnosti dostavame z (4), Ze pro kazdé r € w plati

0, < L4 ||z 6

101 < g+ llzzll 2ol (6)
Stejné tak z (5) dostavame, Ze pro kazdé r € w \ {0} plati

n «

[0:] < g + llzzll 2l (7)
ProtoZze (z}),e. je omezenou posloupnosti, plyne z (6) a (7), Ze téz (0,)cw a
(9;)rew jsou omezenymi posloupnostmi, a tedy z Bolzanovy-Weierstrassovy véty

plyne existence 6 € C hromadného bodu posloupnosti (6,),¢, a ¥ € C hromad-
ného bodu posloupnosti (¥,.),¢,. Bez ijmy na obecnosti mizeme ptredpokladat,
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ze lim, ,,. 0, = 0 a lim,_,, ¥, = 9. Vzhledem k tomu, Ze pro vSechna r € w
plati (3), dostavame

6 =01 > 3 () = 3 = O () — 5- (8)
Banachova-Alaogluova véta implikuje, ze mnozina G je w*-kompaktni, nebot je
omezend a w*-uzaviend. Existuje tedy funkcional 2* € G, jenz je w*-hromadnym
bodem posloupnosti (z%),c,. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze C' # ()
a D # (). Zvolme libovolné ¢ € C' a d € D. Pak podle (1) existuje u € w sudé
takové, ze j, = 2c + 1, a podle (2) existuje v € w liché takové, ze j, = 2d + 1.
Polozme ¢ := max{u,v}. Pak z (4) a (5) dostavame, Ze pro kazdé ¢ € w takové,
ze q > qo, plati

|75 (28(2e11)) — 0a] < g a |y (2p2a11)) — Ug] < g- (9)

Protoze z* je w*-hromadnym bodem posloupnosti (z}),¢c., € je limitou posloup-
nosti (0, )rew, ¥ je limitou posloupnosti (9, )¢, a pro kazdé ¢ € w takové, ze ¢ > qo,
plati (9), pak vzhledem k tomu, ze y. = 2B(2¢+1) & Yd = 28(2d+1), dostavame

Ui
4

Opakovanym pouzitim trojihelnikové nerovnosti dostaneme z (8) a (10) toto

@) -l <t a2t ) - < (10)

l* (Ye —ya)l > 10 =0 —|2"(y.) — 0+ — 2" (ya)|
> |0 =9 — |2"(ye) — O] = |9 — 2" (ya)|
. A R/ _

[]

Lemma 54. Necht X je komplexnim normovanym linedrnim prostorem, G C X*
je neprazdnou omezenou mnoZinou a (Ty)new je omezenou posloupnosti v X . Pak
pro kaZdé n > 0 existuje dg=-stabilni posloupnost (vy,)new vybrand z posloupnosti
(Tn)new takovd, Ze pro kaZdou (wy,)new konverni blokovou posloupnost pro (vy)new
plati

S (wn) > 0g+ (vy) — 21.

Dikaz. Necht n > 0. Podle véty 53 existuje dg+-stabilni posloupnost (v, )new
vybrand z posloupnosti (z,),e, takova, Ze pro kazdé dvé disjunktni mnoziny
C CwaD C wexistuji ¢sla @ € C a v € C a funkciondl z* € G takové, Ze
plati (5.5) a pro kazdé c € C' a kazdé d € D plati (5.6).

Necht (wy)new je konvexni blokovou posloupnosti pro (v,,)ne,. To tedy zna-
mena, Ze existuji posloupnost (A, ),e, po dvou disjunktnich kone¢ngych podmno-
Zin mnoziny w a zobrazeni A : |J A, — Ry takové, ze pro kazdé n € w plati

new
we = Ak)ve a > Ak) =1
keAn keAn
Polozme C' := |J Az, a D := |J Agpy1- Mnoziny C' a D jsou ziejmé disjunktni.

new new

Pak existuji ¢isla 6 € C a ¥ € C a funkcional x* € G takové, e plati

3 n
0= 9] > b (0) — 7 1)
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pro kazdé ¢ € C plati
% n
() — 0] < )
a kazdé d € D plati

2" (va) =] < 7. 3)

Pouzitim (2) a (3) dostavame pro kazdé n € w nasledujici

@ wa) = 0] = | 3 MRt w) — 3 Ak) 6

kGAQn kGAgn
) 1)
< Z A(k) |x*(vg) — 0] < 1
]{?EAQn

o (wann) = 9] = | D0 AR @)~ D AR

k€Aan+t1 k€Agnt1
(3) 77
< E AE) 2" (vg) — 9| <
k€A2n+1

Opakované pouzijeme trojihelnikovou nerovnost a z predchoziho a z (1) dosta-
neme pro kazdé n € w toto

[ (w2n) — 2" (Wan1)| > O (v) — .

Posloupnosti (z*(wa,))new @ (*(W2n11))new jsou omezené, a tedy existuji y € C
a ¢ € C hromadné body posloupnosti (z*(wa,))new & (2% (Want1))new takové, ze

X = <l > dge (va) — 21.
Z toho okamzité dostavame dg (w,) > dg+ (vn) — 27 = 5= (v,) — 21, O

Dusledek 55 (O konvexnich blocich). Necht X je komplexznim normovanym li-
nedrnim prostorem, G C X* je meprdzdnou omezenou mnozinou a (Zy)ne, je
omezenou posloupnosti v X. Pak ezxistuje dg-stabilni posloupnost (Yn)new vYy-
brand z posloupnosti (T,)new takovd, Ze pro kaZdou (uy)ne, konvexni blokovou
posloupnost pro (Y, )new plati

O (yn) < 0 (wa) @ b (yn) < b (un).

Diikaz. Dukaz probéhne stejné jako dikaz tvrzeni 23 (O (absolutné) konvexnich
blocich) ve verzi jen pro konvexni bloky. O]
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5.2 Komplexni J-Simonova rovnost

Nyni uvedeme novou definice simonovské a absolutné simonovské posloupnosti
v (>°(G). Tato nova definice bude mit smysl i v prostorech ¢*°(G) nad télesem
komplexnich ¢isel. V pfipadé redlnych prostori £°°(G) bude nova definice silnéjsi.

Definice 56 (Simonovska a absolutné simonovska posloupnost). Necht G
je neprazdnou mnozinou, F' C G a (z,)ne. je omezenou posloupnosti v Banachové
prostoru (¢*°(G), || - ||e) nad télesem T, kde T = R, nebo T = C.

Rekneme, 7e posloupnost (z,)new spliuje Simonovu podminku pro (F,G),
jestlize pro kazdé x € co(z,) existuje f € F takové, ze

2(f) = sup |z(g)ly = [|2]l-
geG

Rekneme, Ze posloupnost (z,)nce spliuje absolutni Simonovu podminku pro
(F,G), jestlize pro kazdé x € aco(x,) existuje f € F takové, ze

z(f) = sup |2(g)l, = [|z]|-
geG
Misto (2, )new spliiuje Simonovu podminku pro (F, G)“ budeme ob¢as fikat,
7e (Tp)new je stmonovskou posloupnosti pro (F,G) a misto ,(z,)new spliiuje ab-
solutni Simonovu podminku pro (F,G)“ budeme fikat, Ze (z,)ne, je absolutné
simonovskou posloupnosti pro (F, Q).

Pozndmka 57. Pojem absolutni simonovskosti je zavisly na télese, nad kterym
definujeme Banachuv prostor *°(G). Proto v dalsim: pokud uvazujeme posloup-
nost stejné omezenych realnych funkci na G, chapeme c¢leny takové posloupnosti
jako prvky redlného (>(G).

Pozndmka 58. Necht G je neprazdnou mnozinou a F' C G. Uvazujme (*°(G) nad
télesem redlnych ¢isel. Necht (x,,),e, je omezenou posloupnosti v £°(G). Pokud
() new spliiuje (absolutni) Simonovu podminku pro (F, G) podle definice 56, pak
splituje (absolutni) Simonovu podminku pro (F, G) podle definice 19.

Pozndmka 59. Poznamenejme, ze poznamka 29 je stejné relevantni i pro kom-
plexni (*°(G), tedy absolutné konvexni blokova posloupnost pro néjakou absolutné
simonovskou posloupnost pro (F, G) v komplexnim ¢*°(G) je absolutné simonov-
skou posloupnosti pro (F,G) v komplexnim (*(G).

Lemma 60. Necht D je neprdzdnou mnozZinou a (x,)new je posloupnosti kom-
pleznich funkci definovangjch na D takovou, Ze pro kaZdé d € D je (x,(d))new
omezenou posloupnosti v C. Pak plati

dp(Rzy,) <op(x,) a p(Sx,) < op(zy).

Diikaz. Dokazme jen prvni nerovnost. Druhé nerovnost se dokazuje analogicky.
Zvolme d € D. Necht u; € R a v; € R jsou hromadnymi body posloupnosti
(R 2 )new- Tedy existuji rostouct posloupnosti prirozenych ¢isel (ng)rew @ (Mk)rew
takové, ze

lim Rz, (d) =u; a lim R, (d) = 0.

k—o0 k—o00
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Necht uy € R je hromadnym bodem posloupnosti (S z,,, Jkew & v2 € R je hromad-
nym bodem posloupnosti (S @, )kew- Tedy uy + ius a vy + ivy jsou hromadnymi
body posloupnosti (z,,),e,. Dostavame

|U1 - Ul‘ < ](ul - Ul) + Z(UQ - Ug)‘ = |(U1 + ZUQ) — (Ul + ivg)‘ < (5D<In)
Z toho okamzité plyne op(Rx,) < dp(z,). O

Lemma 61. Necht G je neprazdnou mnozinou, F' C G a (x)new je posloupnosti
stejné omezenych komplexnich funkci definovanych na G. Jestlize (x,,)ne, spliuje
absolutni Simonovu podminku pro (F,G) v kompleznim (*°(G), pak (Rzp)new @
(S Ty )new spliugi absolutni Simonovu podminku pro (F, G) v redlném (>°(G) podle
nové definice 56 (tedy i podle staré definice 19).

Diikaz. Posloupnosti (R 2, )new a (S T )new chdpeme jako posloupnosti v realném
Banachové prostoru £*°(G) a (x,)new chdpeme jako posloupnost v komplexnim
Banachové prostoru £ (G).

Dokazme, 7e (Ra,)new je absolutné simonovskou posloupnosti pro (F,G)
podle nové definice. Zvolme y € aco (R z,). Pak existuje x € acon(z,) takové,
ze Rx = y. Protoze (z,)new je absolutné simonovskou posloupnosti pro (F, G),
existuje bod f € I takovy, ze

2(f) = sup |z(g)], -

geG

Tedy dostavame

y(f) = Ra(f) = =(f) = sup |z(g)], - (*)

geG

Soucasné y(f) < supy(g). Z () a pfedchozi nerovnosti dostavame
geG

sup |2(9)], < supy(g) < sup|y(g)l, -
geG gelG geqG

Vzhledem k tomu, ze y = Rz, je obracena nerovnost ziejma, a tedy mame

y(f) =sup |y(g)l,,
geG

coz presné znamend, ze (Rx,)ne, je absolutné simonovskou posloupnosti pro
(F, G) podle nové definice (tedy i podle staré definice).

Nyni dokazme, Ze (S x,,)ne. je absolutné simonovskou posloupnosti pro (F, G)
podle nové definice. Zvolme z € aco. (S z,). Pak existuje € acos(x,) takové,
ze Sz = z. Z toho plyne, ze R(—iz) = z. Zfejmé —ix € acos(x,). Podle prvni
casti dikazu existuje f € F' takové, ze

z(f) = sup|z(g)l,,
geG

coz znamend, ze (S 2,)new je absolutné simonovskou posloupnosti pro (F,G)
podle nové definice (tedy i podle staré definice). O

Disledek 62 (komplexni j-Simonova rovnost). Necht G je neprdzdnou mno-
zZinou, FF C G a (Tp)new je posloupnosti stejné omezengch komplexnich funkci
definovanych na G. Jestlize (x,)new splniuje absolutni Simonovu podminku pro
(F,G), pak plati

dq(xn) = 0p(xy).
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Diikaz. Nerovnost 0 (z,) < dg(x,) zfejmé plati. DokdZeme obracenou nerovnost.
Zvolme bod gy € G. Necht u € C a v € C jsou hromadné body posloupnosti
(21(90) )new- Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze u # v. Pak existuji
posloupnosti (Yx)rew a (2k)kew Vybrané z posloupnosti (x,,),e, takové, ze

lim yi(go) =u a lim z4(go) = v
k—oo k—oo

a pro kazdé k € w a kazdé [ € w plati y, # 2. Pro kazdé k € w polozme
u = 1/2yr —1/2 2. Posloupnost (uy)ke, je zfejmé absolutné konvexni blokovou
posloupnosti pro (z,)new, tedy podle poznamky 59 je (uy)ge,, absolutné simonov-
skou posloupnosti pro (F,G). Podle lemmatu 61 jsou posloupnosti (R uy)ke.
(S g )kew 167 absolutné simonovské pro (F,G), a tedy i (—Rug)kew & (—S uk)kew
jsou absolutné simonovské pro (F, ). Podle dusledku 28 (Simonova rovnost) plati

sup lim sup (R ux(f)) = sup limsup (Rux(g)),

fEF k—oo geG  k—oo
sup lim sup (=R ux(f)) = sup limsup (—Rur(g)) a
fEF k—oo geG  k—oo

sup lim sup (S ug(f)) = sup limsup (Sux(g)) ,

JEF k—oo geG  k—oo
sup lim sup (=S ug(f)) = sup limsup (—Sux(g)) -
fEF k—oo geG  k—oo
Dostavame
u—v[= | lim (yx(g0) — zk(go))‘
—00

= max{‘kli_{glo (Ryr(go) — %Zk(QO))’ )

kh_)rglo (Syr(go) — S Zk(go))‘}

= 2max{ lim (Rug(go)), lim (—Rur(go)),

k—o0 k—o00
lim (S (o)), Jim (—Sui(go)) }
k—o0 k—o0

< 2max {sup lim sup (R ux(g)), sup limsup (—Rux(g)),
geG  k—oo geG  k—oo

sup lim sup (S ug(g)) , sup limsup (—Sug(g)) }
9eG  k—oo geG  k—oo

® 5 max {suplimsup (Rug(f)), suplimsup (=Rux(f)),
fEF k—oo fEF k—oo

sup lim sup (Sug(f)), sup limsup (—Sug(f)) }
feEF k—oo fEF k—oo

= max {suplimsup Ryr(f) — Rze(f)), suplimsup (R zx(f) — Ryx(f)),

fEF k—oo fEF k—oo

suplimsup (3 3(f) — S 20(f)) » suplim sup (3 2.(f) — S () }
fEF k—oo fEF k—oo

<max {0p(Rz,), 0r(Sz,)} < dp(x,).
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Posledni nerovnost je okomentovana v lemmatu 60. Z praveé dokdzané nerovnosti
okamzité plyne d¢(x,) < 0p(z,). O

5.3 Haglerova-Johnsonova konstrukce

Definice 63. Necht X je komplexnim normovanym linedrnim prostorem, G C X*
je neprazdnou omezenou mnozinou, F' C G a (x,)ne, je omezenou posloupnosti
v X. Rekneme, Ze (7,)nc, je (absolutng) simonovskou posloupnosti pro (F,G),
jestlize (ex(xn))new je (absolutné) simonovskou posloupnosti pro (F,G) v kom-
plexnim (*(G), kde x je kanonickym vnofenim X do X**.

Definice je analogii definice 31.

Tvrzeni 64 (Hagler-Johnson — komplexni verze). Necht X je kompleznim normo-
vanym linearnim prostorem, G C X* je neprazdnou omezenou mnozinou, ' C G
a (Tp)new je omezenou posloupnosti v X splnugici absolutni Simonovu podminku
pro (F, G) a 5@* (#n) > 0. Necht ddle (n,);2, je klesajici posloupnosti kladnyjch
¢isel. Pak existuji ¢islo v > (%*(:Un), posloupnost funkciondli (f,)22, v F' a strom
(o), co<w takové, Ze pro kaZdé p € w\ {0}, kaZdé o € 2P sude a kaZdé p € 2P
liché, kazdée m € ¥, a kaZdé n € ¥, plati

(L =mp) v < [fyp (xm = za)| < (L +1p) 7. (5.7)

Diikaz. Diikaz bude probihat stejné jako u tvrzeni 36 jen s n€kolika malo rozdily.
Misto tvrzeni 23 pouzijeme dtsledek 55, misto lemmatu 13 pouzijeme lemma 50
a misto disledku 30 pouzijeme disledek 62. Z toho plyne, Ze na téch mistech
v ditkazu tvrzeni 36, kde vyhodnocujeme néktery z funkcionéli g, (p € w) v prvku
(X —x,), respektive v prvku (z,,—z,), kde m, n € w, budeme navic psat absolutni
hodnotu. Pro pohodli vsak cely diikaz zopakujeme.

Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze 71 < 1. Podle disledku 55
(O konvexnich blocich) existuje rostouci posloupnost piirozenych ¢isel (¥y(7)),c,,
takova, ze posloupnost (x%(l-))iew vybrand z posloupnosti (z,)ne, je dg=-stabilni
a pro kazdou (u;);e,, konvexni blokovou posloupnost pro (:%(i))iew plati

g (Ty(i)) < g (wi)-

Nyni polozme v := g (x%(i)), COZ znamena, ze y > S@* (z,) > 0. Definujme
mnozinu ¥y takto

Uy = {n: (3i)(i € w & n=1y(i))}.

Rekurzi definujeme posloupnost (( I (\I/U)Jezp) ):O:l spliujici pro kazdé p € w\{0}
podminky

( )p (VJ) (J S 2p—1 = (\I/l() C \I/j & \Ijll C \I/j)),

(2), (VIHMVND((Ae2r&T€2P&I#T) = V3N T =10),
(3), pro kazdé J € 2P je mnozina ¥y nekoneéna a Uy C ¥y,
(4)

funkciondl f, je prvkem mnoziny F,
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5), VHNVD(Fe2rt&Te2r!)=
((Ym) (¥Yn) (m € Y190 &n € ¥;) =
(L =np)y < |fy (@m —2n)| < (T +1p)7)))-

Podle disledku 62 (komplexni 6-Simonova rovnost) a lemmatu 50 existuji rostouci
posloupnost pfirozenych Cisel (ix)re, a funkciondl f; € F takové, ze pro kazdé
u € w sudé a kazdé v € w liché plati

(L=m)y =1 =m)0r (Tpy0) < [f1 (@) = Twpi)) | < (1 +m1)7.

Nyni definujme mnoziny ¥, a ¥, takto

Vo :={n: (Fj) (J € w&n=1yliy))},
Uy = {n: (35) (j € w & n=ylins1))}-

Mnoziny ¥y a ¥; jsou disjunktni, nebot posloupnost (¢ (ix)),c,, je rostouci. Z to-
hoto divodu jsou téz mnoziny ¥V, a W; nekonecné a ziejmé plati ¥y C Uy a
Uy C Uy, Tedy (f1,(¥,),cq) splituje podminky (1); az (5);. Necht nyni pro
p € w\ {0} jiz mame funkcional f, a soubor (¥,) .o, spliujici podminky (2), az
(5)p- Necht pro kazdé J € 27 je (1/3(7)),c,, rostouci posloupnosti piirozenych ¢isel
takovou, ze ¢1[w] = ¥1. Pro kazdé i € w definujme z; takto

Zi = 27P Z Lapy (i)

oe2pr

Vzhledem k (2),, (3), a vzhledem k tomu, Ze pro kazdé I € 27 je posloupnost
(¢1(i)),c,, TOstouci, je ()i konvexni blokovou posloupnosti pro (x%(i))iew. To
znamend, ze (z;)icw je absolutné simonovskou posloupnosti pro (F, @*), a podle
lemmatu 50, disledku 62 (komplexni §-Simonova rovnost) a disledku 55 (O kon-
vexnich blocich) existuji rostouci posloupnost ptirozenych ¢&isel (iy)ge, a funkcio-

nal f,41 € F takové, zZe pro kazdé u € w sudé a kazdé v € w liché plati

i Gy =20l > (1= 2553 ) on(e) = (1= 225 ) b () = (1 - 255 ) v (U

a s lehkou jmou na obecnosti mizeme predpokladat, Ze navic pro kazdé J € 27
a kazdé 71 € 2P plati

Mp+1
| for (Tys(in) = Tumii))| < (1 + 25;) Y < (L +7p41)7 (2)

Stejné jako v ditkazu tvrzeni 36 si k nerovnosti (2) neodpustime jisty komentar.
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Zvolme pevné J € 2P a 71 € 2P. Pro kazdy hromadny
bod h posloupnosti ( fp+1 (x¢j(i)))i6w a kazdy hromadny

bod d posloupnosti (fp+1 ($¢1(i)))iew plati

Np+1
h—dl < (1+355) ()
Kdyby existovaly rostouci posloupnosti pfirozenych ¢isel
(jk)kEw a (nk)k6w takOVé, ze

N
‘fp+1 (xw:l(jk) - xw‘i("k))} = (1 - 22_::-1> 7

pak by existovaly body § € C a ¥ € C takové, ze 6 by
byl hromadnym bodem posloupnosti ( fp+1 (ij(jk))) kew
a 9 hromadnym bodem posloupnosti ( fo+1 (:L‘w.l(nk)))

a platilo by

kew

77p—|—1
coz by byl spor s (A). Proto existuje index j € w takovy,
ze pro libovolné £ € w splnujici £ > 5 a libovolné n € w
spliujici n > j plati

Foit @ost = 2mw) | < (14 255) 7. (B)

Vzhledem k tomu, Ze méme jen konecné mnoho dvojic

(3,7) € 2P x 2P, existuje index r € w takovy, Ze pro

kazdé k € w spliujici k£ > r, kazdé n € w spliujici

n > r, kazdé J € 27 a kazdé 1 € 2P plati (B). At b e w

je nejmensi sudé cislo takové, ze i, > r. Pro kazdé k € w

polozme 7, := ip. Nyni je zfejmé, ze (1) a (2) plati,

pokud misto pismena ¢ piSeme 7.
Z¥ejmé je splnéna podminka (4),41. Zvolme pevné J € 2P a definujme mnoziny
Uy a Wy takto

Uig:={n: (37) (j € w & n =11(iz)))},
\II:Ll = {n : (3]) (] cw & n = ¢j(i2j+1))}

a pro kazdé j € w polozme 110(j) 1= ¥1(ia;) a ¥1.1(j) := ¢1(igj+1). Pak zfejmé
jsou posloupnosti (¥10(4));c, @ (¥1.1(4));e, rostouci a plati Y3ofw] = P14 a
Y11[w] = ¥11. Tedy pro vSechna J € 2? jsou W1 a U1 nekoneénymi mnozinami
a ziejmé W19 C Uya Uy, C Vs Tedy je splnéna podminka (1),,1, kterd spolecné
s podminkou (3), dava (3),+1. Zfejmé téz pro kazdé J € 2P jsou Wig a ¥i4
disjunktnimi mnozinami a protoze je splnéna podminka (2),, a jiz vime, ze i (1),11,
pak pro kazdé m € {0,1} a kazdé k € {0,1} a vSechna J € 27 a 7T € 2 takova,
ze J# 71, jsou i ¥y, a ¥ disjunktnimi mnozinami. Tedy je splnéna podminka
(2)p+1. Pro kazdé j € w a kazdé | € w dostavame

Rig; — Rigip1 — 27F Z (xwa(im‘) - xlﬁo(izzﬂ)) =27 Z (‘rﬂ)a,o(j) - xiﬁml(l)) :

oEe2p oE2P
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Z toho okamzité plynou pro kazdd dvé rtiznd J € 2P a 1 € 2P a kazdé j € w a
kazdé | € w rovnosti

Lop3o(s) — Lopaa(l) = 2 (Zi2j - Zizz+1) - Z (‘Iwa,o(j) - xll)a,l(l)) ) (3)
ocE2P o A£]
Lipso(j) — Lopqa(l) = 2P (Zi2j - Zi21+1)

- [(fﬁwwu)—ﬂ?wn(l))Jr > (%Uo(j)—l”wgl(l))]- (4)

o€2P o#£], 0#£]

Zvolme libovolné J € 2P a 1€ 2P, j € w a |l € w. Nyni nepozadujeme, aby J a 7]
byly rtizné prvky. Aplikujeme funkciondl f,1; na prvek (i%,o(j) — Ty, (l)) a vyu-
Zijeme pfitom rovnosti (3), respektive (4). V obou ptipadech pouzitim trojihel-
nikové nerovnosti dostavame vzhledem k nerovnostem (1) a (2) tentyz nasledujici
vysledek

Tlp+1 Np+1
| for1 (Tuso() — Tpa)| > 27 (1 B 2§+1) v— (2P —1) (1 + 2§+1> gl

n
- (1—2§—i[2p+1—1}>7

> (1= 1p41) -

Ziejmé je tedy splnéna podminka (5),41. Princip indukce implikuje existenci po-
sloupnosti ((gp, (\110)062,,)) spliiujici pro kazdé p € w \ {0} podminky (1), az
5.

Snadno nahlédneme, Ze soubor (¥,), o< je stromem, a ze pro kazdé p €
w \ {0}, kazdé o € 27 sudé a kazdé p € 27 liché, kazdé m € ¥, a kazdé n € ¥,
plati (5.7). Tim je dikaz hotov. O

pPEW

Poznamka 65. Necht X je komplexnim Banachovym prostorem. Pak stejné jako
v poznamce 32 dostaneme tvrzeni

*  pokud F' je Jamesovou hranici GG, pak kazda omezena posloup-
nost v X spliiuje absolutni Simonovu podminku pro (F,G),

*  pokud (up)new je omezenou posloupnosti v X spliujici (ab-
solutn{) Simonovu podminku pro (F,G), pak (u,)ne, splituje
(absolutni) Simonovu podminku i pro (F,G").

5.4 Hlavni vysledek

Tvrzeni 66 (Pfitzner — komplexni verze). Necht X je kompleznim normova-
nym linedrnim prostorem, G C X* je omezenou mnoZinou a F C G. Necht ddle
A C X je omezenou o(X, F)-spocetné kompaktni mnoZinou a necht kaZda po-
sloupnost obsazend v A spliiuge absolutni Simonovu podminku pro (F, E*). Necht
(Tn)new je posloupnosti v A. Pak existuje posloupnost (Y )new vybrand z posloup-
nosti (T )new takovd, Ze dg+(yn) = 0. Jingmi slovy, kaZda posloupnost v A obsa-
huje o(X, 6*)—cauchyovsk0u podposloupnost.
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Diikaz. Stejné jako v realném pripadé budeme postupovat sporem. Necht zavér
tvrzeni neplati. Pak podle lemmatu 51 existuje §5+-stabilni posloupnost (2 )new
vybrand z posloupnosti (z,),e, takova, Ze 5@*(,2”) > 0. Podle piedpokladu je
(2n)new absolutné simonovskou posloupnosti pro (F, @*), tedy podle tvrzeni 64
(Hagler-Johnson — komplexni verze) existuji &islo 7 > 05+ (2,), posloupnost funk-
ciondll (f,)p2, v F' a strom (¥,), y<. takové, Ze pro kazdé p € w \ {0}, kazdé
o € 2P sudé a kazdé p € 2P liché, kazdé m € ¥, a kazdé n € ¥, plati

|fp (2 — 2n)| > (1 — 2_p) .

Necht f € F' je w*hromadny bod posloupnosti (fp)pew- Takovy funkcio-
nal f existuje, nebot mnozina F je vzhledem k Banachové-Alaogluoveé véte w*-
kompaktni. Pro kazdé m € w zkonstruujeme posloupnost (n,,(k))re. stejné jako
v diikazu tvrzeni 37 (Pfitzner) a stejné tak pro kazdé m € w bude v, oznacovat
o(X, F)-hromadny bod posloupnosti (an(k)) rew"

Necht nyni s € w je pevné. TéZ pevné zvolme p € w a i € w takova, ze p > s a
1 > p. Pak pro kazdé k € w takové, ze k > p, a kazdé | € w takové, ze [ > p, plati

| fo (Znate) — 2m) | > (1 —277) 7. (1)
Z toho plyne
[fp (vs —vi)| = (1—277) . (2)
V opac¢ném pripadé bychom totiz polozili
€= (1—2_p)7—|fp(vs—vi)|>0. (3)

Pak by existovalo kew takové, ze k> p, a platilo by

ACNERL)

téz by existovalo [ € w takové, ze [ > p a platilo by

ACHRD

Pouzitim trojihelnikové nerovnosti bychom pak z (3), (4) a (5) dostali

o () = ()| < 1=27)

coz by byl spor s (1).
Necht v oznacuje o(X, F')-hromadny bod posloupnosti (v,,)me,. Vzhledem
k tomu, Ze nerovnost (2) plati pro kazdé i € w takové, Ze i > p, dostavame

[fp (vs =) = (1=277) 7. (6)

Tedy pro kazdé p € w takové, ze p > s, plati (6). Pak existuje posloupnost (f,, )kew
vybrand z posloupnosti ( f,)e. takova, ze limy o f,, (Vs —v) = f(vs—v).! Z toho
plyne

<§ a (4)

< g (5)

lim | fp, (vs = )| = [f(vs = v)|. (7)

k—o0

1Zdtraznéme, Ze f nezévisi na s, zatimco posloupnost (py)re., samozfejmé ano.
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Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé p € w takové, ze p > s, plati (6), dostavame z (7)
toto

|f (vs =0)ly = [f (vs = 0)| = 7. (8)
Nyni definujme komplexni ¢islo & takto
fvs —v)
§s 1= Tor——~r (9)
’f(vs - U)|2
Pak vzhledem k (9) a (8) dostavame
1
i (vs —v) 27 (10)

V tuto chvili tedy mame, Ze pro kazdé s € w existuje &, € C spliujici |]s = 1
a nerovnost (10). Nyni definujme prvek z** takto

oo

1
.ZU** = Z WEX (US — U) s (]_1)

s=0

kde ex je kanonickym vnofenim X do X**. Podobné jako v dikazu tvrzeni 37
poznamenejme, Ze soucet nekoneéné fady napravo v (11) je bran v topologii
vytvorené dudlni normou, a Ze bod x** je definovan korektné, nebot diskutovana
fada konverguje absolutné, a tedy s ohledem na tplnost prostoru X** konverguje.
Funkcional z** je téz souctem zminované nekonecné rady v supremové normé
prostoru (=(G").

Pro kazdé s € w poloZme was11 := vs & wey := v. Pak (wy)se, je posloupnosti
obsazenou v A, tedy posloupnosti spliiujici absolutni Simonovu podminku pro
(F,G"). Déle pro kazdé s € w polozme u, := 1/2v, —1/2v. Posloupnost (us)se,, je
absolutné konvexni blokovou posloupnosti pro (w;)sew, a tedy podle poznamky 59
je (us)sew absolutné simonovskou posloupnosti pro (F, @*). Pak pro kazdé s € w
existuje prvek hg € F' takovy, ze

ho(u,) = sup lg(u) (12)
geG
Zopakujme si, Ze pro kazdé s € w je vy o(X, F))-hromadnym bodem posloupnosti
(zn)new a stejné tak i v je o(X, F)-hromadnym bodem posloupnosti (2, )new. TO
spolu s tim, Ze pro vSechna s € w existuje funkciondl hy € F' takovy, Ze plati (12),
a Ze (Z)new je Og-stabilni posloupnosti, dava pro kazdé g € G akazdé s € w
nasledujici

2) = ha(v)

19(0) = ()], = 2|g(us)l, S 2hs(us) = hy(v
) < b () <7

S ’hs(vs) - hs(v)l S 5F(

Tedy plati formule

(Vg) (¥s) ((g eG &se w) = |g(vs) — g(v)|2 < ”y) . (13)

Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé s € w plati (10), dostavame z**(f) > . Z toho
plyne
sup [z (g)| = 7. (14)
geG*
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Protoze 1/2x** € acon(ex(us)), existuje h € F' takové, ze

™ (f) = sup |27 (g)], = 7.
gEG*

To implikuje
y<a(h) = | (h)ly < Y 27 [h(v, )], (15)
s=0

Z (13) a (15) plyne, ze pro kazdé m € w plati |h(v,,) — h(v)| = . Protoze v je
o(X, F)-hromadnym bodem posloupnosti (v, )mew, dostavame 0 = -, coz je spor,
nebot jsme predpokladali, ze v > 0. m

Véta 67. Necht X je komplexnim Banachovym prostorem, G C X* je omeze-
nou mnozinou a F C X* je Jamesovou hranici G. Necht ddile A C X je ome-
zenou o(X, F)-spocetné kompaktni mnoZinou. Pak A je o(X,G")-sekvencidlné
kompaktni mnoZinou.

Diikaz. Necht (2,,)new je posloupnosti v A. Podle poznamky 65 spliiuje kazda
omezené posloupnost v X absolutni Simonovu podminku pro (F, E*), a tedy
podle tvrzeni 66 (Pfitzner — komplexni verze) existuje posloupnost (z,)ne., Vy-
brand z posloupnosti (2, )ne. takova, ze 0g+(2z,) = 0. Necht z € A je o(X, F)-
hromadnym bodem posloupnosti (2, ),e.. Protoze pro kazdé g € G posloupnost
(9(zn))new konverguje a pro kazdé f € F je f(z) hromadnym bodem posloupnosti
(f(2n))new, plati pro kazdé f € F toto

T f(z) = J(2). &
Podle poznamky 65 spliiuje posloupnost (2 — 2)new absolutni Simonovu pod-
minku pro (F,G"), nebot F je Jamesovou hranici G a X je Banachovym pro-
storem. Podle lemmatu 61 spliiuji absolutni Simonovu podminku pro (F), G*)
posloupnosti (R (ex(zn — 2)))new @ (S (ex(2n — 2)))new, a tedy i posloupnosti
(=R (ex(zn—2)))new & (=S (ex(2n — 2)) )new, kde ex je jako obvykle kanonickym
vnofenim prostoru X do X**. Diusledek 28 (Simonova rovnost) fika

sup limsup R (g(z, — 2z)) = suplimsup R (f(z, — 2)) 0 0,

geé* n—o00 feEF mn—oo

~

sup limsup S (g(z, — 2)) = suplimsup S (f(z, — 2)) @ 0,

gEé* n—00 fEF mn—oo

sup limsup R (g(z — 2,,)) = suplimsup R (f(z — z,)) @ 0,
geG" nm—oo feF n—oo
sup limsup S (g(z — 2,)) = suplimsup S (f(z — 2,)) Dy,
geG" m—oo feEF n—o0

Zvolme pevné g € G . Vidime, e soucasné plati limsup, (R (9(z, — 2))) = 0 a
liminf,, (R (¢(z, — 2))) = 0. Z toho bezprostiedné plyne

lim R (g(zn)) = R (9(2))- (2)

n—oo
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Analogicky dostaneme
lim 3 (g(zn)) = S (9(2))- (3)

n—oo

Rovnosti (2) a (3) implikuji, Ze pro kazdé g € G plati

li =

lim g(2n) = 9(2),

coz pravé znamend, ze posloupnost (2,)nc, konverguje k bodu z v topologii
o(X, G*).2 Dokézali jsme, Ze kazda posloupnost v mnoziné A obsahuje podpo-
sloupnost, kterd v topologii o(X, G*) konverguje k néjakému prvku mnoziny A,
tedy A je o(X, G*)—sekvenciélné kompaktni mnozinou. O]

Poznamka 68. V ptikladu 47 jsme vide€li, ze nase nova definice Jamesovy hranice
je pomérné silna, ze dokonce ani kompaktni mnoziny v jednorozmérném prostoru
nemusi mit zadnou Jamesovu hranici. Naskyta se otazka, zda by naopak neslo
rozumné zeslabit definici Jamesovy hranice. Slabsi definici je naptiklad tato

Definice Necht X je komplexnim normovanym linedrnim prostorem, G je pod-
mnozinou X* a F je podmnozinou G. Rekneme, Ze F' je Jamesovou hranici G,
jestlize pro kazdé z € X existuje f € F takové, ze

| (2)]2 = sup [g(z)]2-
geG

Snadno se ukaze, Ze Jamesova hranice podle definice 1 je Jamesovou hranici
podle definice v této pozndmce. Vratme se k prikladu 47. Necht F’ je jednoprvko-
vou mnozinou obsahujici jen funkciondl reprezentovany ¢islem 2. Pak F' je Jame-
sovou hranici GG podle aktuélni definice v této poznamce, avsak neni Jamesovou
hranici G podle definice 1.

Lze pozitivné odpovédét na problém hranice v situaci aktualni definice Ja-
mesovy hranice? Odpovéd stoji na d-Simonové rovnosti. Ptame se tedy, zda je
mozné dokazat d-Simonovu rovnost pro posloupnosti spliujici prislusnym zpiiso-
bem pozménénou absolutni Simonovu podminku.

ZProtoze topologie o(X ,@*) neni obecné Hausdorffova, nemusi byt z jedinym limitnim bo-
dem posloupnosti (2, )new-
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