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bounded subset of X which is countably compact for the topology generated
by F is necessary sequentially compact for the topology generated by G. The
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space. Due to the Eberlein-Šmuljan theorem a positive solution to the so called
boundary problem is shown as a special case of the affirmative answer to the
question raised above. The question is further discussed for a case of Banach
spaces defined over the complex field. In this case we cannot use the old definition
of the James boundary but by a “natural” way it is possible to redefine the term
James boundary and then we are able to answer our question positively again.

Keywords: Banach spaces, James boundary, compactness in projectively genera-
ted topologies, boundary problem, weak compactness, James theorem



Obsah

Značení 2

Úvod 3

1 Přípravné práce 5
1.1 Kombinatorická ingredience, Behrends . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.1 Ramseyova věta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1.2 Výsledek Ehrharda Behrendse . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Simonova nerovnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Mizející prostředníci 21
2.1 Prostředník Behrendsova výsledku . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2 Simonova rovnost, δ-Simonova rovnost . . . . . . . . . . . . . . . 28

3 Syntéza mizejících prostředníků 31
3.1 Haglerova-Johnsonova konstrukce . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4 Pozitivní řešení problému hranice a jeho důsledky 35
4.1 Hlavní výsledek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 Jamesova věta a další důsledky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5 Komplexní verze 40
5.1 Komplexní verze Behrendsova výsledku . . . . . . . . . . . . . . . 41
5.2 Komplexní δ-Simonova rovnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
5.3 Haglerova-Johnsonova konstrukce . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.4 Hlavní výsledek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Seznam použité literatury 59

1



Značení
Nejprve několik slov ke značení. V celé této práci označujeme důležité číselné
množiny takto

ω : množina všech přirozených čísel včetně 0,

R : množina všech reálných čísel,

R+0 : množina všech nezáporných reálných čísel,

C : množina všech komplexních čísel.

Píšeme-li x ⊂ y, pak x je vlastní, nebo nevlastní podmnožinou množiny y.
Je-li f funkce definovaná na množině G, pak symbolem f [G] označujeme obraz
množiny G při zobrazení f .
Je-li X normovaným lineárním prostorem nad tělesem reálných, nebo kom-

plexních čísel, pak obrázkem || · || značíme příslušnou normu na X, znakem X∗

rozumíme duál prostoruX opatřený duální normou, kterou opět zapisujeme takto
|| · ||, a symbolem BX rozumíme uzavřenou kouli v X o středu 0 a poloměru 1.
Místo (X∗)∗ píšeme X∗∗. Pokud hovoříme o omezené množině v normovaném
lineárním prostoru, pak máme na mysli normově omezenou množinu.
Je-li X vektorovým prostorem a F je podmnožinou algebraického duálu pro-

storu X, pak σ(X,F ) označuje topologii na X projektivně generovanou množinou
F . Tato topologie nemusí být Hausdorffova. Pokud však F odděluje body X, pak
σ(X,F ) je lokálně konvexní topologií. Je-li X normovaným lineárním prostorem
a A je podmnožinou prostoru X∗, pak A

∗
značí w∗-uzávěr množiny A.

Je-li p ∈ ω a f zobrazením s definičním oborem p, pak f nazýváme p-konečnou
posloupností a (αn)n<p, kde pro každé n ∈ p platí αn = f(n), je jiným označením
pro zobrazení f . Je-li f zobrazením s definičním oborem ω, pak f nazýváme
(nekonečnou) posloupností a (αn)n∈ω, kde pro každé n ∈ ω platí αn = f(n), je
jiným označením pro zobrazení f . Je-li f zobrazením s definičním oborem ω\{0},
pak f nazýváme (nekonečnou) posloupností a (αn)∞n=1, kde pro každé n ∈ ω \{0}
platí αn = f(n), je jiným označením pro zobrazení f .
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Úvod
Cílem této práce je ukázat pozitivní řešení tzv. problému hranice. Dříve, než
přistoupíme k popisu problému, si však řekněme, co máme aktuálně pod pojmem
hranice na mysli.

Definice 1 (Jamesova hranice). Nechť X je reálným normovaným lineárním
prostorem, G ⊂ X∗ a F ⊂ G. Řekneme, že F je Jamesovou hranicí G, jestliže
pro každé x ∈ X existuje f ∈ F takové, že

f(x) = sup
g∈G

g(x).

Jestliže B ⊂ SX∗ je Jamesovou hranicí BX∗ , pak B nazýváme Jamesovou hranicí
pro X. V tomto speciálním případě má s ohledem na Hahnovu-Banachovu větu
definice Jamesovy hranice následující tvar

(∀x) ( x ∈ X ⇒ [ (∃ b) ( b ∈ B & b(x) = ||x|| ) ] ) .

Otázka, jež proslula pod názvem problém hranice, byla v roce 1987 položena
v ([5], otázka V.2) G. Godefroyem. Godefroy zhruba napsal: „Nechť E je reálným
Banachovým prostorem, B je Jamesovou hranicí pro E a K je normově omezenou
a σ(E,B)1-kompaktní podmnožinou prostoru E. Je K slabě kompaktní?“ V roce
1987 byla již známa pozitivní odpověď na tuto otázku v případě jistých speciálních
hranic, konkrétně například pokud množina K v otázce V.2 byla konvexní [3]
nebo K = extBE∗ [2]. Poznamenejme, že každá slabě kompaktní množina je
σ(E,B)-kompaktní, neboť topologie σ(E,B) je hrubší než slabá topologie. Gilles
Godefroy se tedy ptá, zda v Banachově prostoru E mají tyto dvě topologie – slabá
a topologie projektivně generovaná Jamesovou hranicí pro E – stejné normově
omezené kompaktní množiny. V roce 2010 Godefroyovi pozitivně odpověděl H.
Pfitzner v článku [6]. Pfitzner ve skutečnosti dokázal trochu něco jiného, totiž,
že pokud X je reálným Banachovým prostorem a F je Jamesovou hranicí G,
pak každá normově omezená σ(X,F )-spočetně kompaktní množina je σ(X,G

∗
)-

sekvenciálně kompaktní. Díky Eberleinově-Šmuljanově větě o ekvivalenci slabé
sekvenciální kompaktnosti a slabé kompaktnosti v Banachových prostorech pak
dostaneme pozitivní řešení problému hranice jako speciální případ Pfitznerova
výsledku.
Tato práce se při řešení problému hranice opírá o postup realizovaný Pfitzne-

rem v [6]. Našimi základními stavebními kameny jsou:

• kombinatorická Ramseyova věta (věta 2)
Banachova-Alaogluova věta

}
Behrendsova věta (věta 17),

• Simonova nerovnost (věta 21).

1Každá Jamesova hranice pro E odděluje body E, neboť kdykoli si vezmeme dva různé body
x ∈ E a y ∈ E, pak existuje funkcionál b ∈ B takový, že b(x−y) = sup

g∈BE∗
g(x−y) = ||x−y|| > 0,

z čehož okamžitě vidíme, že b(x) ̸= b(y). To znamená, že topologie σ(E,B) je Hausdorffova.
Avšak obecně nemůžeme říci, že by Jamesova hranice nějaké množiny projektivně generovala
Hausdorffovu topologii.
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Konkrétním projevem Ramseyovy věty je Behrendsův výsledek (věta 17), v je-
hož pozadí stojí kromě kombinatorického argumentu důležitá věta z funkcionální
analýzy – Banachova-Alaogluova věta. Behrendsův výsledek tvoří v trochu slab-
ším vydání (bez použití Banachovy-Alaogluovy věty) jádro důkazu kvantitativní
verze Rosenthalovy ℓ1-věty ([1], věta 3.2).
Hlavní část řešení našeho úkolu spočívá v důkazu tvrzení 37 (Pfitzner): Po-

kud X je reálným Banachovým prostorem, G ⊂ X∗ je omezenou množinou a
F ⊂ G je Jamesovou hranicí G, pak každá posloupnost v omezené σ(X,F )-
spočetně kompaktní množině obsahuje σ(X,G

∗
)-cauchyovskou podposloupnost.

V důkazu se významně používá modifikovaná Haglerova-Johnsonova konstrukce
(tvrzení 36), jejímž jádrem je právě věta 17 (Behrends) a věta 21 (Simonova
nerovnost), které se však v důkazu neobjevují přímo, nýbrž prostřednictvím tvr-
zení 23 (O (absolutně) konvexních blocích) a důsledku 30 (δ-Simonova rovnost),
jež proto nazýváme mizejícími prostředníky. Hovoříme také o syntéze mizejících
prostředníků v modifikovanou Haglerovu-Johnsonovu konstrukci. Ze spojení tvr-
zení 37 (Pfitzner) s důsledkem 28 (Simonova rovnost) snadno dostaneme kýžený
výsledek, větu 38: Pokud X je reálným Banachovým prostorem, G ⊂ X∗ ome-
zenou množinou a F ⊂ G, pak každá posloupnost v omezené σ(X,F )-spočetně
kompaktní množině obsahuje σ(X,G

∗
)-konvergentní podposloupnost.

Po uvedení některých důsledků věty 38, například Jamesovy charakterizace
slabě kompaktních množin v reálných Banachových prostorech, se naše pozornost
obrátí ke komplexnímu případu. Co by se stalo, kdybychom místo v reálném Ba-
nachově prostoru pracovali v komplexním Banachově prostoru? První otázkou je,
jak nově definovat pojem Jamesovy hranice. To nebude příliš velký problém. Dále
se ptáme, zda můžeme postupovat stejně jako v reálné verzi, tedy zda projde kom-
plexní verze Behrendsovy věty, mizejících prostředníků, Haglerovy-Johnsonovy
konstrukce, Pfitznerova tvrzení. Odpověď je v principu kladná. Až na několik
odlišností budeme moci postupovat stejně.
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1. Přípravné práce
V této kapitole uvádíme dva základní stavební kameny – Behrendsovu větu
stojící na Ramseyově větě a Banachově-Alaogluově větě a Simonovu nerovnost.

1.1 Kombinatorická ingredience, Behrends

Nyní obraťme naši pozornost k Behrendsovi. V první podsekci se budeme vě-
novat kombinatorické ingredienci (Ramseyova věta) Behrendsovy věty a v druhé
podsekci vlastnímu Behrendsově výsledku.

1.1.1 Ramseyova věta

V této podsekci věnované Ramseyově větě se budeme držet následujícího zna-
čení. Znakem < budeme rozumět relaci ∈, jež je dobrým ostrým uspořádáním na
množině ω. Symbolem (Tr)∞r=1 budeme rozumět posloupnost takovou, že pro každé
r ∈ ω \ {0} bude Tr množinou rostoucích r-konečných posloupností přirozených
čísel; prvky množiny Tr budeme také chápat jako uspořádané r-tice přirozených
čísel (i0, . . . , ir−1), pro které platí

(∀m) (∀n) ((m < n & n < r)⇒ im < in) . (*)

Poznamenejme, že v dalším (i mimo tuto podsekci) nebudeme rozlišovat mezi
rostoucími r-konečnými posloupnostmi přirozených čísel a uspořádanými r-ticemi
přirozených čísel splňujícími (*). ZnakemM budeme označovat nekonečnou mno-
žinu přirozených čísel a znakem K konečnou množinu přirozených čísel.

Nyní budeme směřovat k důkazu Ramseyovy věty, jejíž formulace v ([1], věta
2.1) je následující.

Věta 2 (Ramsey). Nechť (Tr)∞r=1. Nechť pro každou nekonečnou množinu L ⊂ ω
existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel (ζj)j∈ω taková, že pro každé j ∈ ω
je ζj ∈M , a pro každé r ∈ ω platí (ζj)j<r+1 ∈ Tr+1. Pak existuje nekonečná mno-
žina N ⊂ ω taková, že pro každé r ∈ ω a každou rostoucí posloupnost (βi)i<r+1
takovou, že pro každé i < r + 1 je βi ∈ N , platí (βi)i<r+1 ∈ Tr+1.

Než přistoupíme k vlastnímu důkazu věty 2, představíme jisté pojmy, které se
ukáží jako velmi užitečné při konstrukci množiny N , a dokážeme za účasti těchto
pojmů tři pomocná tvrzení. Nejprve však vyslovíme lemma, jehož důkaz uvádět
nebudeme, neboť je snadný.

Lemma 3 (Očíslování přirozených čísel podle velikosti). Nechť N ⊂ ω je
množinou mohutnosti k ∈ ω + 1. Pak existuje právě jedna rostoucí posloupnost
přirozených čísel α definovaná na k taková, že α[k] = N .

Definice 4 (Špatné, dobré a totálně dobré množiny). Nechť K, M a
(Tr)∞r=1. Nechť dále α je rostoucí k-konečnou posloupností přirozených čísel tako-
vou, že α[k] = K, kde k je mohutností množiny K.1

1V případě, že K je prázdnou množinou, pak k = 0, a tedy α je prázdnou posloupností.
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Řekneme, že K je vůči souboru (Tr)∞r=1 špatnou množinou vzhledem k M ,
jestliže pro každou rostoucí posloupnost přirozených čísel (mj)j∈ω takovou, že
pro každé j ∈ ω je mj ∈ M , existuje r ∈ ω takové, že pokud k = 0, pak
(m0, . . . ,mr) ∈ Tr+1, a pokud k > 0, pak buď r < k a (α(0), . . . , α(r)) /∈ Tr+1,
nebo r ≥ k a (α(0), . . . , α(k − 1),m0, . . . ,mr−k) /∈ Tr+1.
Řekneme, že K je vůči souboru (Tr)∞r=1 dobrou množinou vzhledem k M ,

jestliže K není vůči souboru (Tr)∞r=1 špatnou množinou vzhledem k M .
Řekneme, že K je vůči souboru (Tr)∞r=1 totálně dobrou množinou vzhledem

k M , jestliže K je vůči souboru (Tr)∞r=1 dobrou množinou vzhledem ke každé
nekonečné podmnožině množiny M .

Definice 5 (Špatné, dobré a totálně dobré body). Nechť K, M , (Tr)∞r=1 a
n ∈ ω.
Řekneme, že n je vůči souboru (Tr)∞r=1 špatným bodem pro množinu K vzhle-

dem k množině M , jestliže množina K ∪ {n} je vůči souboru (Tr)∞r=1 špatnou
množinou vzhledem k množině M .
Řekneme, že n je vůči souboru (Tr)∞r=1 dobrým bodem pro množinu K vzhledem

k množině M , jestliže množina K∪{n} je vůči souboru (Tr)∞r=1 dobrou množinou
vzhledem k množině M .
Řekneme, že n je vůči souboru (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro množinu K

vzhledem k množině M , jestliže množina K ∪{n} je vůči souboru (Tr)∞r=1 totálně
dobrou množinou vzhledem k množině M .

Poznámka 6 (Myšlenka důkazu Ramseyho věty). S ohledem na definici 4 předpo-
klad Ramseyho věty říká, že prázdná množina je vůči (Tr)∞r=1 dobrou množinou
vzhledem ke každé podmnožině množiny ω. Tedy Ramseyho věta předpokládá, že
prázdná množina je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrou množinou vzhledem k ω. Mno-
žinu N zkonstruujeme induktivně postupným přidáváním bodů, které budou vůči
(Tr)∞r=1 totálně dobrými body pro každou podmnožinu množiny již zkonstruo-
vaných bodů vzhledem k nějaké nekonečné množině. Taková množina N bude
mít požadované vlastnosti. Otázkou je však existence právě toho totálně dob-
rého bodu, jehož bychom chtěli přidat k již ustavené konečné množině. Odpověď
na tuto otázku je pozitivní, dokonce existuje nekonečná množina takových bodů
vzhledem k níž jsou tyto body totálně dobré vůči (Tr)∞r=1 pro každou podmnožinu
množiny již ustavených bodů.

Poznámka 7. Naše definice špatné a totálně dobré množiny odpovídá symbolům
↓ a ↑ používaných v ([1], definice 2.2).

Fakt 8. Nechť K, M a (Tr)∞r=1. Nechť K je vůči (Tr)
∞
r=1 totálně dobrou množinou

vzhledem k M . Pak zřejmě pro každou množinu N ⊂M je K vůči (Tr)∞r=1 totálně
dobrou množinou vzhledem k N .

Lemma 9. Nechť K,M a (Tr)∞r=1. Nechť K je vůči (Tr)
∞
r=1 totálně dobrou množi-

nou vzhledem k M . Pak existují bod m ∈ M ⊂ K a nekonečná množina N ⊂M
takové, že m je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro množinu K vzhledem k N .
Pokud je K neprázdnou množinou, pak navíc m > maxK.

Důkaz. Podle lemmatu 3 existuje rostoucí k-konečná posloupnost přirozených
čísel α, kde k je mohutností množiny K, taková, že α[k] = K. Dále budeme
postupovat sporem. Pokud K ̸= ∅, předpokládejme, že pro každý bod m ∈ M
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takový, že m > maxK, a každou nekonečnou množinu N ⊂ M nebude m vůči
(Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro K vzhledem k N . Pokud K = ∅, pak předpo-
kládejme totéž, avšak tentokrát pro libovolný bod m ∈ M . Rekurzí definujeme
posloupnost uspořádaných dvojic ((βs, Ns))s∈ω splňující pro každé s ∈ ω

(1)s (∀j)(j < s⇒ (βj < βs & βs ∈ Nj)) & βs ∈M ,

(2)s (∀j)(j < s⇒ Ns ⊂ Nj) & Ns ⊂M ,

(3)s βs je vůči (Tr)∞r=1 špatným bodem pro K vzhledem k Ns.

Pokud K ̸= ∅, položme β0 := min{i : i ∈M & i > maxK}. Pokud však K =
∅, pak položme jednoduše β0 := minM . Vzhledem k tomu, že β0 ∈ M , existuje
podle předpokladu nekonečná množina N0 ⊂ M taková, že β0 je vůči (Tr)∞r=1
špatným bodem pro K vzhledem k N0. Tedy dvojice (β0, N0) splňuje podmínky
(1)0, (2)0 a (3)0. Pokud již pro s ∈ ω \ {0} máme s-konečnou posloupnost dvojic
((βj, Nj))j<s splňující (1)s−1, (2)s−1 a (3)s−1, pak položíme

βs := min{i : i ∈ Ns−1 & i > βs−1}

a protože je splněna podmínka (2)s−1, je βs ∈ M , a tedy i s ohledem na (1)s−1
dostáváme (1)s. Podle předpokladu a s přihlédnutím k faktu 8 a podmínce (2)s−1
není βs vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro K vzhledem k Ns−1. To zna-
mená, že existuje nekonečná množina Ns ⊂ Ns−1 taková, že βs je vůči (Tr)∞r=1
špatným bodem pro K vzhledem k Ns. Pak s ohledem na podmínku (2)s−1, je
splněna podmínka (2)s. Zřejmě (s+1)-konečná posloupnost uspořádaných dvojic
((βj, Nj))j<s+1 splňuje podmínky (1)s, (2)s a (3)s. Pak z principu indukce plyne
existence posloupnosti ((βs, Ns))s∈ω splňující pro každé s ∈ ω podmínky (1)s, (2)s
a (3)s.
Položme L := {x : (∃i) (i ∈ ω & x = βi)}. V tuto chvíli použijeme předpoklad

lemmatu. Podle něj je K vůči (Tr)∞r=1 dobrou množinou vzhledem k L, neboť
L ⊂M . Z definice dobroty plyne existence rostoucí posloupnosti (βsj)j∈ω vybrané
z posloupnosti (βs)s∈ω takové, že platí

(∀r)(r ∈ ω ⇒ ((k = 0⇒ (βs0 , . . . , βsr) ∈ Tr+1) &

((k > 0 & r ≥ k)⇒ (α(0), . . . , α(k − 1), βs0 , . . . , βsr−k
) ∈ Tr+1))). (1)

Podle podmínky (3)s0 je však βs0 vůči (Tr)
∞
r=1 špatným bodem pro K vzhledem

k Ns0 . A protože pro každé j > 0 je βsj ∈ Ns0 , pak špatnost bodu βs0 a současně
dobrota množiny K implikuje

(∃r̃)(r̃ ∈ ω & ((k = 0 & (βs0 , . . . , βsr̃) /∈ Tr̃+1) ∨
(k > 0 & r̃ ≥ k & (α(0), . . . , α(k − 1), βs0 , . . . , βsr̃−k

) /∈ Tr̃+1))). (2)

Zřejmě je (1) ve sporu s (2).

Lemma 10. Nechť K, M a (Tr)∞r=1. Nechť K je vůči (Tr)
∞
r=1 totálně dobrou

množinou vzhledem k M . Pak existuje nekonečná množina D ⊂ M taková, že
každé d ∈ D je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro K vzhledem k D.

Důkaz. Rekurzí definujeme posloupnost uspořádaných dvojic ((ds, Ns))s∈ω splňu-
jící pro každé s ∈ ω
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(1)s (∀j)(j < s⇒ ds ∈ Nj) & ds ∈M ,

(2)s (∀j)(j ≤ s⇒ (dj < minNs) & Ns ⊂ Nj) & Ns ⊂M ,

(3)s ds je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem proK vzhledem kNs.

Protože K je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrou množinou vzhledem kM , podle lem-
matu 9 existují bod d0 ∈ M a nekonečná množina Ñ0 ⊂ M takové, že d0 je vůči
(Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro K vzhledem k Ñ0. Položme N0 := Ñ0\{i : i ≤
d0}. Dvojice (d0, N0) splňuje podmínky (1)0, (2)0 a (3)0. Pokud již pro s ∈ ω\{0}
máme s-konečnou posloupnost ((dj, Nj))j<s splňující podmínky (1)s−1, (2)s−1 a
(3)s−1, pak vzhledem k tomu, že Ns−1 ⊂ M , je K vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrou
množinou vzhledem k Ns−1, a podle lemmatu 9 existují bod ds ∈ Ns−1 a neko-
nečná množina Ñs ⊂ Ns−1 takové, že ds je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem
pro K vzhledem k Ñs. Pak položíme

Ns := Ñs \ {i : i ≤ ds}.

Podmínka (1)s je splněna, protože platí (2)s−1, a (2)s je splněna s ohledem na
definici množiny Ns a na podmínku (2)s−1. Zřejmě (s + 1)-konečná posloupnost
((dj, Nj))j<s+1 splňuje (1)s, (2)s a (3)s. Z principu indukce plyne existence po-
sloupnosti ((ds, Ns))s∈ω splňující pro každé s ∈ ω podmínky (1)s, (2)s a (3)s.
Položme D := {d : (∃j) (j ∈ ω & d = dj)}. Pak D je nekonečnou množinou,

neboť vzhledem k tomu, že pro každé s ∈ ω je splněna první část podmínky (1)s
a současně první část podmínky (2)s, je posloupnost (ds)s∈ω rostoucí. Zřejmě je
též D ⊂M , neboť pro každé s ∈ ω je splněna druhá část podmínky (1)s. Zvolme
libovolný prvek d ∈ D. Pak existuje j ∈ ω takové, že d = dj, tedy podle podmínky
(3)j je d vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro K vzhledem k Nj. Protože je
pro každé p ∈ ω takové, že p > j, splněna podmínka (1)p, dostáváme inkluzi

Nj ⊃ {x : (∃i) (i ∈ ω & i > j & x = di)} =: L.

Z toho plyne, že d je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro K vzhledem k L, a
tedy i vzhledem k D, neboť D se liší od L jen o konečnou množinu. Tím je důkaz
hotov.

Lemma 11. Nechť M , (Tr)∞r=1 a p ∈ ω. Nechť ∆ je konečnou množinou přiro-
zených čísel mohutnosti p. Nechť každá množina Ψ ⊂ ∆ je vůči (Tr)∞r=1 totálně
dobrou množinou vzhledem kM . Pak existuje nekonečná množina D ⊂M taková,
že pro každé d ∈ D a pro každou Ψ ⊂ ∆ je d vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem
pro Ψ vzhledem k D.

Důkaz. Označme postupně všechny podmnožiny množiny ∆ takto Ψ0, . . ., Ψ2p−1.
Rekurzí definujeme 2p-konečnou posloupnost množin (Ds)s<2p splňující pro každé
s < 2p

(1)s (∀j)(j < s⇒ Ds ⊂ Dj) & Ds ⊂M ,

(2)s pro každé d ∈ Ds a každé i ≤ s je d vůči (Tr)∞r=1 totálně
dobrým bodem pro Ψi vzhledem k Ds.
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Lemma 10 dává existenci nekonečné množinyD0 ⊂M takové, že každé d ∈ D0
je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro Ψ0 vzhledem k D0. Tedy množina
D0 splňuje podmínky (1)0 a (2)0. Nechť již pro s ∈ ω \ {0} máme s-konečnou
posloupnost množin (Dj)j<s splňující podmínky (1)s−1 a (2)s−1. Množina Ψs je
podle předpokladu vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrou množinou vzhledem kM aDs−1 ⊂
M , tedy Ψs je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrou množinou i vzhledem k Ds−1, a podle
lemmatu 10 existuje nekonečná množina Ds ⊂ Ds−1 taková, že každé d ∈ Ds

je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro Ψs vzhledem k Ds. Podmínka (2)s je
splněna, neboť platí (1)s−1. Posloupnost (Dj)j<s+1 zřejmě splňuje podmínky (1)s
a (2)s.
Princip indukce implikuje existenci 2p-konečné posloupnosti množin (Ds)s<2p

splňující pro každé s < 2p podmínky (1)s a (2)s. Nyní stačí položit D := D2p−1.
Množina D má zřejmě požadovanou vlastnost.

Důkaz věty 2 (Ramsey). Rekurzí definujeme posloupnost dvojic ((γ(s), Ns))s∈ω
splňující pro každé s ∈ ω

(1)s (∀j)(j < s⇒ γ(s) > γ(j)) & γ(s) ∈ Ns,

(2)s γ(s) je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro každou pod-
množinu množiny γ[s] vzhledem k Ns.

Podle předpokladu je prázdná množina vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrou množinou
vzhledem k ω. Podle lemmatu 11, respektive lemmatu 10, existuje nekonečná
množina N0 ⊂ ω taková, že každé n0 ∈ N0 je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem
pro prázdnou množinu vzhledem k N0. Položme γ(0) := minN0. Zřejmě jsou pro
dvojici (γ(0), N0) splněny podmínky (1)0 a (2)0. Pokud již pro s ∈ ω \ {0} máme
s-konečnou posloupnost ((γ(j), Nj))j<s splňující podmínky (1)s−1 a (2)s−1, pak
podle lemmatu 11 existuje nekonečná množina Ns ⊂ Ns−1 taková, že pro každé
ns ∈ Ns a každou Ψ ⊂ γ[s] je ns vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem pro Ψ
vzhledem k Ns. Pak položíme γ(s) := min{i : i ∈ Ns & i > γ(s− 1)}. Prvek γ(s)
je korektně definován, neboť Ns je nekonečnou množinou. Zřejmě posloupnost
((γ(j), Nj))j<s+1 splňuje podmínky (1)s a (2)s. Z principu indukce plyne existence
posloupnosti ((γ(s), Ns))s∈ω splňující pro každé s ∈ ω podmínky (1)s a (2)s.
Položme N := {n : (∃p)(p ∈ ω & n = γ(p))} = γ[ω]. Množina N je

nekonečná, neboť posloupnost (γ(s))s∈ω je rostoucí. Nyní zvolme r̃ ∈ ω a ros-
toucí (r̃ + 1)-konečnou posloupnost (βi)i<r̃+1 takovou, že pro každé i < r̃ + 1 je
βi ∈ N . Posloupnost (βi)i<r̃+1 je zřejmě podposloupností posloupnosti (γ(s))s∈ω,
tedy existuje rostoucí (r̃ + 1)-konečná posloupnost přirozených čísel (si)i<r̃+1 ta-
ková, že pro každé i < r̃+1 platí γ(si) = βi. Speciálně je splněna podmínka (2)sr̃ ,
tedy pokud r̃ = 0, je γ(sr̃) vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrým bodem speciálně pro
prázdnou množinu vzhledem k Nsr̃ , a pokud r̃ > 0, pak γ(sr̃) je vůči (Tr)

∞
r=1 to-

tálně dobrým bodem speciálně pro {γ(s0), . . . , γ(sr̃−1)} vzhledem k Nsr̃ . V obou
případech dostáváme

(β0, . . . , βr̃) = (γ(s0), . . . , γ(sr̃)) ∈ Tr̃+1.
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1.1.2 Výsledek Ehrharda Behrendse

Od této chvíle bude symbol < označovat obvyklé ostré lineární uspořádání na
množině R, kde R = R ∪ {−∞,∞}.

Definice 12. Nechť D je neprázdnou množinou a (xn)n∈ω je posloupností re-
álných funkcí definovaných na D takovou, že pro každé d ∈ D je (xn(d))n∈ω
omezenou posloupností v R. Pak definujeme modul δD(xn) takto

δD(xn) := sup
d∈D

(
lim sup
n→∞

xn(d)− lim inf
n→∞

xn(d)

)
∈ [0;∞].

Dále definujeme δ̃D(xn) takto

δ̃D(xn) := inf{w : (∃α) (α je podposloupností (xn)n∈ω & w = δDα)}.

Řekneme, že posloupnost (xn)n∈ω je δD-stabilní, jestliže δ̃D(xn) ≥ δD(xn).2

Podposloupnost δD-stabilní posloupnosti je zřejmě též δD-stabilní.

Lemma 13. Nechť D je neprázdnou množinou a (xn)n∈ω je posloupností reálných
funkcí definovaných na D takovou, že pro každé d ∈ D je (xn(d))n∈ω omezenou
posloupností v R. Nechť dále δD(xn) < ∞. Pak pro každé η > 0 existují číslo
λ ∈ R, rostoucí posloupnost přirozených čísel (nk)k∈ω a bod d ∈ D takové, že pro
každé u ∈ ω sudé a v ∈ ω liché platí

λ+
1
2
δD(xn) +

1
2
η > xnu(d) > λ+

1
2
δD(xn)−

1
2
η,

λ− 1
2
δD(xn)−

1
2
η < xnv(d) < λ− 1

2
δD(xn) +

1
2
η,

z čehož snadno plyne

δD(xn) + η > xnu(d)− xnv(d) > δD(xn)− η.

Důkaz. Zvolme η > 0. Vzhledem k definici δD(xn) a k faktu, že δD(xn) < ∞,
existuje d ∈ D takové, že

δD(xn) + η > lim sup
n→∞

xn(d)− lim inf
n→∞

xn(d) > δD(xn)− η. (1)

Položme ε := δD(xn)−η, κ := δD(xn)+η, s := lim supn xn(d) a i := lim infn xn(d).
Pak nerovnosti (1) implikují

s+ i+ ε
2

< s,
s+ i− ε

2
> i, (2)

s+ i+ κ
2

> s,
s+ i− κ
2

< i. (3)

Nyní rekurzí definujeme posloupnost přirozených čísel (nk)k∈ω splňující pro každé
k ∈ ω podmínky

2Zřejmě δ̃D(xn) ≤ δD(xn) platí vždy, tedy δD-stabilita říká, že δ̃D(xn) = δD(xn).
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(1)k k je sudé⇒ (s+ i+ κ) /2 > xnk
(d) > (s+ i+ ε) /2,

(2)k k je liché⇒ (s+ i− κ) /2 < xnk
(d) < (s+ i− ε) /2,

(3)k (∀p) ((p ∈ ω & p < k)⇒ np < nk).

Definujme množiny H a K takto

H := {j : j ∈ ω & xj ≥ (s+ i+ κ) /2} a

K := {j : j ∈ ω & xj ≤ (s+ i− κ) /2}

Vzhledem k (3) jsou množiny H a K konečné. Položme nyní

n0 := min{j : j ∈ S & j > maxH},

kde S je množinou těch prvků n ∈ ω, že

xn(d) >
s+ i+ ε
2

.

Objekt n0 je korektně definován, neboť S je vzhledem k (2) nekonečnou množinou.
Prvek n0 splňuje podmínky (1)0, (2)0 a (3)0. Nechť pro k ∈ ω \ {0} již máme k-
konečnou posloupnost (np)p<k splňující podmínky (1)k−1, (2)k−1 a (3)k−1. Pokud
k je liché, pak položíme

nk := min{j : j ∈ I & j > nk−1 & j > maxK},

kde I je množinou těch prvků n ∈ ω, že

xn(d) <
s+ i− ε

2
.

Objekt nk je korektně definován, neboť vzhledem k (2) je I nekonečnou množinou.
A pokud k je sudé, položíme

nk := min{j : j ∈ S & j > nk−1}.

Posloupnost (np)p<k+1 zřejmě splňuje podmínky (1)k, (2)k a (3)k. Princip indukce
implikuje existenci posloupnosti (nk)k∈ω splňující pro každé k ∈ ω podmínky (1)k,
(2)k a (3)k.
Posloupnost (nk)k∈ω je zřejmě rostoucí. Položme λ := (s + i)/2. Pro každé

u ∈ ω sudé a každé v ∈ ω liché dostáváme

λ+
1
2
δD(xn) +

1
2
η = λ+

1
2
κ > xnu(d) > λ+

1
2
ε = λ+

1
2
δD(xn)−

1
2
η,

λ− 1
2
δD(xn)−

1
2
η = λ− 1

2
κ < xnv(d) < λ− 1

2
ε = λ− 1

2
δD(xn) +

1
2
η.

Lemma 14. Nechť D je neprázdnou množinou a (xn)n∈ω je posloupností reálných
funkcí definovaných na D takovou, že pro každé d ∈ D je (xn(d))n∈ω je omezenou
posloupností v R. Pak existuje δD-stabilní podposloupnost posloupnosti (xn)n∈ω.
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Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že δ̃D(xn) <∞, neboť jinak
je posloupnost (xn)n∈ω δD-stabilní. Rekurzí definujeme posloupnost posloupností
((y(j)n )n∈ω)j∈ω splňující pro každé j ∈ ω

(1)j pro každé l ∈ ω takové, že l < j, je (y(j)n )n∈ω podposloupností
posloupnosti (y(l)n )n∈ω a (y

(j)
n )n∈ω je podposloupností posloup-

nosti (xn)n∈ω,

(2)j j ∈ ω \ {0} ⇒ δD(y
(j)
n )n∈ω < δ̃D(y

(j−1)
n )n∈ω + 2−j.

Položme (y(0)n )n∈ω := (xn)n∈ω. Pak jsou zřejmě pro (y
(0)
n )n∈ω splněny podmínky

(1)0 a (2)0. Nechť již pro j ∈ ω \{0} máme j-konečnou posloupnost ((y(p)n )n∈ω)p<j
splňující podmínky (1)j−1 a (2)j−1. Pak vzhledem k definici veličiny δ̃D(y

(j−1)
n )n∈ω

existuje posloupnost (y(j)n )n∈ω vybraná z posloupnosti (y
(j−1)
n )n∈ω taková, že

δD(y
(j)
n )n∈ω < δ̃D(y

(j−1)
n )n∈ω +

1
2j
.

Tedy platí (2)j a s ohledem na podmínku (1)j−1 platí i (1)j. Z principu indukce
plyne existence posloupnosti ((y(j)n )n∈ω)j∈ω splňující pro každé j ∈ ω podmínky
(1)j a (2)j.
Nyní pro každé n ∈ ω položme zn := y

(n)
n . Tedy pro každé k ∈ ω je posloupnost

(zn)n∈ω počínaje k-tým členem podposloupností posloupnosti (y
(k)
n )n∈ω. Pro každé

k ∈ ω dostáváme

δ̃D(zn) ≤ δD(zn) ≤ δD(y
(k+1)
n )n∈ω < δ̃D(y

(k)
n )n∈ω +

1
2k+1

≤ δ̃D(zn) +
1
2k+1

.

Provedeme limitní přechod pro k → ∞ a dostaneme rovnost δ̃D(zn) = δD(zn). A
tedy posloupnost (zn)n∈ω je hledanou δD-stabilní podposloupností posloupnosti
(xn)n∈ω.

Lemma 15. Nechť C ⊂ ω a D ⊂ ω jsou dvě disjunktní množiny. Pak existuje
rostoucí posloupnost přirozených čísel (jm)m∈ω taková, že pro každé c ∈ C existuje
u ∈ ω sudé takové, že ju = 2c+1, a pro každé d ∈ D existuje v ∈ ω liché takové,
že jv = 2d+ 1.

Důkaz. Rekurzí definujeme posloupnost ((jm, Cm, Dm))m∈ω, kde pro každém ∈ ω
je jm ∈ ω, Cm ⊂ ω, Dm ⊂ ω, takto: pokud C ̸= ∅, D ̸= ∅ a minC < minD,
pak položíme j0 := 2minC + 1 a C0 := C \ {minC}; pokud C ̸= ∅, D ̸= ∅ a
minC > minD, pak položíme j0 := 2minD a C0 := C; pokud C = ∅ a D ̸= ∅,
pak položíme j0 := 2minD a C0 := C; pokud C ̸= ∅ a D = ∅, pak položíme
j0 := 2minC + 1 a C0 := C \ {minC}; pokud C = ∅ a D = ∅, pak položíme
j0 := 0 a C0 := C; ve všech případech definujeme D0 := D; a pokud již pro s ∈ ω
máme Cs ⊂ ω, Ds ⊂ ω a js ∈ ω, pak definujeme js+1, Cs+1 a Ds+1 takto
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Alternativy s je liché s je sudé

Cs ̸= ∅, Ds ̸= ∅
a minCs < minDs

js+1 := 2minCs + 1,
Cs+1 := Cs \ {minCs} a
Ds+1 := Ds

js+1 := 2minCs,
Cs+1 := Cs a
Ds+1 := Ds

Cs ̸= ∅, Ds ̸= ∅
a minCs > minDs

js+1 := 2minDs,
Cs+1 := Cs a
Ds+1 := Ds

js+1 := 2minDs + 1,
Cs+1 := Cs a
Ds+1 := Ds \ {minDs}

Cs = ∅ a Ds ̸= ∅
js+1 := 2minDs,
Cs+1 := Cs a
Ds+1 := Ds

js+1 := 2minDs + 1,
Cs+1 := Cs a
Ds+1 := Ds \ {minDs}

Cs ̸= ∅ a Ds = ∅
js+1 := 2minCs + 1,
Cs+1 := Cs \ {minCs} a
Ds+1 := Ds

js+1 := 2minCs,
Cs+1 := Cs a
Ds+1 := Ds

Cs = ∅ a Ds = ∅
js+1 := js + 1,
Cs+1 := Cs a
Ds+1 := Ds

js+1 := js + 1
Cs+1 := Cs a
Ds+1 := Ds

Indukcí ověřme, že posloupnost (jm)m∈ω splňuje pro každé m ∈ ω podmínku

(⋆)m (∀l) ((l ∈ ω & l < m)⇒ jl < jm).

Podmínka (⋆)0 je zřejmě splněna. Nechť pro s ∈ ω je splněna podmínka (⋆)s.
Ukážeme, že platí i (⋆)s+1.
Nejprve předpokládejme, že s je liché. Pak Cs−1 = Cs a Ds ⊂ Ds−1. Pokud

Cs−1 ̸= ∅, Ds−1 ̸= ∅, minCs−1 > minDs−1 a js+1 = 2minCs + 1, pak

js = 2minDs−1 + 1 < 2minCs + 1 = js+1.

Pokud Cs−1 ̸= ∅, Ds−1 ̸= ∅, minCs−1 < minDs−1 a js+1 = 2minCs + 1, pak

js = 2minCs < js+1.

Pokud Cs−1 ̸= ∅ a Ds−1 = ∅, pak

js = 2minCs < 2minCs + 1 = js+1.

Pokud Cs = ∅ a Ds ̸= ∅, pak minDs−1 < minDs a

js = 2minDs−1 + 1 < 2minDs = js+1.

Pokud Cs ̸= ∅, Ds ̸= ∅ a js+1 = 2minDs, pak minCs−1 > minDs > minDs−1 a

js = 2minDs−1 + 1 < 2minDs = js+1.

Případ Cs = ∅ a Ds = ∅ je jasný.
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Nechť nyní s je sudé. Pak Ds = Ds−1 a Cs ⊂ Cs−1. Pokud Cs−1 ̸= ∅, Ds−1 ̸= ∅,
minCs−1 < minDs−1 a js+1 = 2minDs + 1, pak

js = 2minCs−1 + 1 < 2minDs + 1 = js+1.

Pokud Cs−1 ̸= ∅, Ds−1 ̸= ∅, minCs−1 > minDs−1 a js+1 = 2minDs + 1, pak

js = 2minDs < 2minDs + 1 < js+1.

Pokud Cs−1 = ∅ a Ds−1 ̸= ∅, pak

js = 2minDs < 2minDs + 1.

Pokud Cs ̸= ∅ a Ds = ∅, pak minCs−1 < minCs a

js = 2minCs−1 + 1 < 2minCs.

Pokud Cs ̸= ∅, Ds ̸= ∅ a js+1 = 2minCs, pak minCs−1 < minCs < minDs−1 a

js = 2minCs−1 + 1 < 2minCs.

Případ Cs = ∅ a Ds = ∅ je jasný. Pokud s = 0, pak všude v tomto odstavci, kde
jsme psali Cs−1, budeme psát C, a všude v tomto odstavci, kde jsme psali Ds−1,
budeme psát D.
Zřejmě posloupnost (jm)m∈ω splňuje (⋆)s+1. Tedy pro každé m ∈ ω platí (⋆)m,

což znamená, že (jm)m∈ω je rostoucí. Dále ukážeme, že (jm)m∈ω má následující
vlastnosti

(∀c) (c ∈ C ⇒ ((∃m) (m ∈ ω & j2m = 2c+ 1))) , (1)

(∀d) (d ∈ D ⇒ ((∃m) (m ∈ ω & j2m+1 = 2d+ 1))) . (2)

Podle lemmatu 3 existuje rostoucí (konečná, nebo nekonečná) posloupnost γ ta-
ková, že γ[k] = C ∪ D, kde k ∈ ω + 1 je definiční obor posloupnosti γ. Pokud
k ∈ ω, pak pro každé n ∈ ω, n ≥ k, položíme například γ(n) := 0. Nyní je γ
nekonečnou posloupností a γ[ω] ⊃ C ∪D. Předpokládejme, že C ∪D ̸= ∅, jinak
není co dokazovat. Abychom ukázali platnost (1) a (2), stačí dokázat následující
formuli

(∀n)(n ∈ ω ⇒
((γ(n) ∈ C ⇒ ((∃m)(m ∈ ω & j2m = 2γ(n) + 1 & γ(n) = minC2m−1 &

(D2m−1 ̸= ∅ ⇒ γ(n) < minD2m−1)))) &
(γ(n) ∈ D ⇒ ((∃m)(m ∈ ω & j2m+1 = 2γ(n) + 1 & γ(n) = minD2m &

(C2m ̸= ∅ ⇒ γ(n) < minC2m))))))3

Důkaz proběhne indukcí dle n. Pokud D ̸= ∅ a γ(0) < minD nebo pokud D = ∅,
pak γ(0) = minC a platí j0 = 2γ(0) + 1, C0 = C \ {γ(0)} a D0 = D. Pokud
C ̸= ∅ a γ(0) < minC nebo pokud C = ∅, pak γ0 = minD, j0 = 0, C0 = C,
D0 = D, j1 = 2γ(0) + 1, C1 = C0 a D1 = D0 \ {γ(0)}.
Nyní následuje indukční krok. Nechť pro s ∈ ω je γ(s) ∈ C. Pak podle indukč-

ního předpokladu existuje u ∈ ω sudé takové, že ju = 2γ(s) + 1, γ(s) = minCu−1

3Pokud m = 0, pak místo C2m−1 uvažujeme C a místo D2m−1 uvažujeme D.

14



a pokud Du−1 ̸= ∅, pak minDu−1 > γ(s). Pak platí Cu = Cu−1 \ {γ(s)} a
Du = Du−1.
Nechť γ(s + 1) ∈ C. Pak máme γ(s + 1) = minCu. Dále pokud Du ̸= ∅, pak

γ(s+1) < minDu a ju+1 = 2γ(s+1), a pokud Du = ∅, pak též ju+1 = 2γ(s+1).
V obou případech platí Cu+1 = Cu, Du+1 = Du, ju+2 = 2γ(s+ 1) + 1, γ(s+ 1) =
minCu+1 a γ(s+ 1) < minDu+1.
Nechť γ(s + 1) ∈ D. Pak máme γ(s + 1) = minDu. Dále pokud Cu ̸= ∅, pak

γ(s + 1) < minCu a ju+1 = 2γ(s + 1) + 1, a pokud Cu = ∅, pak též ju+1 =
2γ(s+ 1) + 1.
Nechť nyní pro s ∈ ω je γ(s) ∈ D. Pak podle indukčního předpokladu existuje

v ∈ ω liché takové, že jv = 2γ(s) + 1, γ(s) = minDv−1 a pokud Cv−1 ̸= ∅, pak
γ(s) < minCv−1. Pak platí Cv = Cv−1 a Dv = Dv−1 \ {γ(s)}.
Nechť γ(s + 1) ∈ C. Pak máme γ(s + 1) = minCv. Dále pokud Dv ̸= ∅,

pak γ(s + 1) < minDv a jv+1 = 2γ(s + 1) + 1, a pokud Dv = ∅, pak také
jv+1 = 2γ(s+ 1) + 1.
Nechť γ(s + 1) ∈ D. Pak máme γ(s + 1) ∈ Dv, tedy γ(s + 1) = minDv.

Pokud Cv ̸= ∅, pak γ(s + 1) < minCv a jv+1 = 2γ(s + 1), a pokud Cv = ∅,
pak též jv+1 = 2γ(s + 1). A v obou případech platí Cv+1 = Cv, Dv+1 = Dv,
jv+2 = 2γ(s+ 1) + 1, γ(s+ 1) = minDv+1 a γ(s+ 1) < minCv+1.

Definice 16. Nechť X je reálným normovaným lineárním prostorem, G ⊂ X∗ je
neprázdnou množinou a (xn)n∈ω je omezenou posloupností v X. Nechť dále εX je
kanonickým vnořením prostoru X do jeho druhého duálu X∗∗. Pak (εX(xn))n∈ω
je posloupností reálných funkcí definovaných na G takovou, že pro každé g ∈ G
je posloupnost (εX(xn)(g))n∈ω = (g(xn))n∈ω omezenou posloupností v R. Modul
δG(xn) definujeme takto

δG(xn) := δG(εX(xn)).

Analogicky definujeme δ̃G(xn)

δ̃G(xn) := δ̃G(εX(xn)).

Zřejmým způsobem je definována δG-stabilní posloupnost.
Pokud je G omezenou množinou a (xn)n∈ω omezenou posloupností, pak zřejmě
δG(xn) <∞.

Věta 17 (Behrends). Nechť X je reálným normovaným lineárním prostorem,
G ⊂ X∗ je neprázdnou omezenou množinou a (xn)n∈ω je omezenou posloup-
ností v X. Pak pro každé η > 0 existuje δG∗-stabilní posloupnost (yn)n∈ω vybraná
z posloupnosti (xn)n∈ω taková, že pro libovolné dvě disjunktní množiny C ⊂ ω a
D ⊂ ω existují číslo λ ∈ R a funkcionál x∗ ∈ G

∗
takové, že pro každé c ∈ C a

každé d ∈ D platí

x∗(yc) > λ+
1
2
δ̃G∗(yn)−

η

2
a x∗(yd) < λ− 1

2
δ̃G∗(yn) +

η

2
,

tedy
x∗(yc)− x∗(yd) > δ̃G∗(yn)− η.

Důkaz. Zvolme η > 0. Podle lemmatu 14 existuje δG∗-stabilní posloupnost (zn)n∈ω
vybraná z posloupnosti (xn)n∈ω. Pak pro každé r ∈ ω \{0} definujme Ξr(γ) takto

Ξr (γ) :⇐⇒ (∃α) (∃x∗) (∃λ)φr (γ, α, x∗, λ) ,
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kde relace φr (γ, α, x∗, λ) je definována takto

φr (γ, α, x
∗, λ) :⇐⇒

(α je rostoucí r-konečnou posloupností přirozených čísel) &

(γ = α) &
(
x∗ ∈ G

∗
)

& (λ ∈ R) &(
(∀ρ)

(
(ρ ∈ ω & 2ρ < r)⇒ x∗

(
zα(2ρ)

)
> λ+ δ̃G∗(zn)/2− η/4

))
&(

(∀σ)
(
(σ ∈ ω & 2σ + 1 < r)⇒ x∗

(
zα(2σ+1)

)
< λ− δ̃G∗(zn)/2 + η/4

))
.

Pak definujme pro každé r ∈ ω \ {0} množinu Tr následovně

Tr := {γ : Ξr (γ)}.

Pro všechna r ∈ ω ⊂ {0} je Tr množinou jistých rostoucích r-konečných posloup-
ností přirozených čísel. Má tedy smysl se ptát, zda jsou splněny předpoklady
Ramseyho věty pro soubor (Tr)∞r=1. Ověřme, že prázdná množina je vůči (Tr)

∞
r=1

totálně dobrou množinou vzhledem k ω. Zvolme libovolnou nekonečnou množinu
M ⊂ ω. Pak podle lemmatu 3 existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel β
taková, že β[ω] =M . Posloupnost (zβ(j))j∈ω je podposloupností (zn)n∈ω a (zn)n∈ω
je δG∗-stabilní, tedy δG∗(zβ(j)) = δ̃G∗(zn). S přihlédnutím k definici 16 existují
podle lemmatu 13 číslo λ ∈ R, rostoucí posloupnost přirozených čísel (jm)m∈ω a
funkcionál x∗ ∈ G

∗
takové, že pro každé u ∈ ω sudé a každé v ∈ ω liché platí

x∗
(
zβ(ju)

)
> λ+

1
2
δ̃G∗(zn)−

η

4
a x∗

(
zβ(jv)

)
< λ− 1

2
δ̃G∗(zn) +

η

4
.

Nyní pro každé m ∈ ω položme µm := β(jm). Pak pro každé r ∈ ω zřejmě
(µ0, . . . , µr) ∈ Tr+1, a tedy prázdná množina je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrou mno-
žinou vzhledem k ω.
Podle věty 2 (Ramsey) existuje nekonečná množina N ⊂ ω taková, že pro

každé r ∈ ω a každou ν rostoucí (r+1)-konečnou posloupnost v N platí ν ∈ Tr+1.
Podle lemmatu 3 existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel ψ taková, že
N = ψ[ω]. Nyní pro každé n ∈ ω položme yn := zψ(2n+1). Nechť C ⊂ ω, D ⊂ ω
jsou dvě disjunktní množiny. Pak podle lemmatu 15 existuje rostoucí posloupnost
přirozených čísel (jm)m∈ω taková, že

(∀c) (c ∈ C ⇒ ((∃m) (m ∈ ω & j2m = 2c+ 1))) , (1)

(∀d) (d ∈ D ⇒ ((∃m) (m ∈ ω & j2m+1 = 2d+ 1))) . (2)

Pro každé m ∈ ω položme α(m) := ψ(jm). Pak posloupnost α je rostoucí a
α[ω] ⊂ N . Pro každé r ∈ ω dostáváme (α(0), . . . , α(r)) ∈ Tr+1. To znamená, že
ke každému r ∈ ω existují číslo λr ∈ R a funkcionál x∗r ∈ G

∗
takové, že pro každé

u ∈ ω sudé takové, že u < r + 1, a každé v ∈ ω liché takové, že v < r + 1, platí

x∗r
(
zα(u)

)
> λr +

1
2
δ̃G∗(zn)−

η

4
a x∗r

(
zα(v)

)
< λr −

1
2
δ̃G∗(zn) +

η

4
. (3)

Z (3) pro všechna r ∈ ω \ {0} plyne toto

x∗r
(
zα(1)

)
+
1
2
δ̃G∗(zn)−

η

4
< λr < x∗r

(
zα(0)

)
− 1
2
δ̃G∗(zn) +

η

4
. (4)
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Protože (x∗r)r∈ω je omezenou posloupností, z (4) plyne, že též (λr)r∈ω je ome-
zenou posloupností, a podle Bolzanovy-Weierstrassovy věty existuje λ ∈ R hro-
madný bod posloupnosti (λr)r∈ω. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat,
že limr→∞ λr = λ. Snadno z Banachovy-Alaogluovy věty dostaneme, že G

∗
je

w∗-kompaktní, neboť je omezenou a w∗-uzavřenou množinou. Nechť funkcionál
x∗ ∈ G

∗
je w∗-hromadným bodem posloupnosti (x∗r)r∈ω. Bez újmy na obecnosti

předpokládejme, že C ̸= ∅ a D ̸= ∅. Zvolme libovolně c ∈ C a d ∈ D. Pak podle
(1) existuje u ∈ ω sudé takové, že ju = 2c + 1, a podle (2) existuje v ∈ ω liché
takové, že jv = 2d+1. Položme q0 := max{u, v}. Pak (3) říká, že pro každé q ∈ ω
takové, že q > q0, platí

x∗q
(
zψ(2c+1)

)
> λq +

1
2
δ̃G∗(zn)−

η

4
a x∗q

(
zψ(2d+1)

)
< λq −

1
2
δ̃G∗(zn) +

η

4
. (5)

Protože x∗ je w∗-hromadným bodem posloupnosti (x∗r)r∈ω, λ je limitou posloup-
nosti (λr)r∈ω, pro každé q ∈ ω takové, že q > q0, platí (5), pak s přihlédnutím
k tomu, že pro každé n ∈ ω je yn = zβ(2n+1), dostáváme

x∗ (yc) > λ+
1
2
δ̃G∗(zn)−

η

2
a x∗ (yd) < λ− 1

2
δ̃G∗(zn) +

η

2
. (6)

Z nerovností (6) okamžitě plyne

x∗ (yc − yd) > δ̃G∗(yn)− η.

Poznamenejme, že pokud v předpokladech věty 17 budou množiny C a D ko-
nečné, pak je možné funkcionál x∗ najít v množině G.

1.2 Simonova nerovnost

V tuto chvíli již před námi stojí druhý stavební kámen, a tím je Simonova
nerovnost. Začněme nejprve potřebnými definicemi.

Definice 18 (Nekonečný (absolutně) konvexní obal). Nechť X je Bana-
chovým prostorem nad tělesem T, kde T = R, nebo T = C. Nechť A ⊂ X
je omezenou množinou. Pak definujeme nekonečný konvexní obal množiny A a
nekonečný absolutně konvexní obal množiny A takto

co∞A :=

{
x : (∃λ) (∃a)

(
λ : ω → R+0 & a : ω → A &

∞∑
n=0

λ(n) = 1 & x =
∞∑
n=0

λ(n) a(n)

)}
,

aco∞A :=

{
x : (∃λ) (∃a)

(
λ : ω → T & a : ω → A &

∞∑
n=0

|λ(n)|2 = 1 & x =
∞∑
n=0

λ(n) a(n)

)}
.
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V definici co∞A a aco∞A je konvergence příslušné řady vektorů chápána v to-
pologii vytvořené příslušnou normou prostoru X. Poznamenejme, že vzhledem
k omezenosti množiny A, diskutovaná řada konverguje absolutně, a tedy konver-
guje. Symbol | · |2 značí obvyklou eukleidovskou absolutní hodnotu na R, respek-
tive na C.
Pokud (xn)n∈ω je omezenou posloupností v X, pak co∞ (xn) a aco∞ (xn) jsou

definovány zřejmě takto

co∞ (xn) :=

{
x : (∃λ)

(
λ : ω → R+0 &

∞∑
n=0

λ(n) = 1 & x =
∞∑
n=0

λ(n) xn

)}
,

aco∞ (xn) :=

{
x : (∃λ)

(
λ : ω → T &

∞∑
n=0

|λ(n)|2 = 1 & x =
∞∑
n=0

λ(n)xn

)}
.

Definice 19 (Simonovská a absolutně simonovská posloupnost v ℓ∞(G)).
Nechť G je neprázdnou množinou a F ⊂ G. Nechť (xn)n∈ω je omezenou posloup-
ností v reálném Banachově prostoru ℓ∞(G), tedy posloupností stejně omezených
reálných funkcí definovaných na G.
Řekneme, že posloupnost (xn)n∈ω splňuje Simonovu podmínku pro (F,G),

jestliže pro každé x ∈ co∞(xn) existuje f ∈ F takové, že

x(f) = sup
g∈G

x(g).

Řekneme, že posloupnost (xn)n∈ω splňuje absolutní Simonovu podmínku pro
(F,G), jestliže pro každé x ∈ aco∞(xn) existuje f ∈ F takové, že

x(f) = sup
g∈G

x(g).

Místo „(xn)n∈ω splňuje Simonovu podmínku pro (F,G)“ budeme občas krátce
říkat, že (xn)n∈ω je simonovskou posloupností pro (F,G) a místo „(xn)n∈ω splňuje
absolutní Simonovu podmínku pro (F,G)“ budeme občas říkat, že (xn)n∈ω je
absolutně simonovskou posloupností pro (F,G).

Poznámka 20. Každá absolutně simonovská posloupnost pro (F,G), je také si-
monovskou posloupností pro (F,G), neboť co∞ ⊂ aco∞.
Podposloupnost (absolutně) simonovské posloupnosti, je (absolutně) simonov-

skou posloupností.
Pokud (xn)n∈ω je absolutně simonovskou posloupností, pak i (−xn)n∈ω je ab-

solutně simonovskou posloupností.

Nyní již následuje slibovaná Simonova nerovnost. Pěkný důkaz, který zde uvá-
díme, je čerpán z [4].

Věta 21 (Simonova nerovnost). Nechť G je neprázdnou množinou, F ⊂ G a
(xn)n∈ω je posloupností stejně omezených reálných funkcí definovaných na G, tedy
(xn)n∈ω je omezenou posloupností v reálném Banachově prostoru ℓ∞(G). Jestliže
(xn)n∈ω je simonovskou posloupností pro (F,G), pak platí

inf
x∈co∞(xn)

sup
g∈G

x(g) ≤ sup
f∈F
lim sup
n→∞

xn(f). (1.1)
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Důkaz. Pro každé k ∈ ω definujme množinu Ck takto

Ck :=

{
x : (∃λ)

(
λ : ω → R+0 &

∞∑
n=k

λ(n) = 1 & x =
∞∑
n=k

λ(n)xn

)}
.

Zřejmě C0 = co∞(xn) a též pro všechna k ∈ ω platí Ck+1 ⊂ Ck. Zvolme libo-
volné ε > 0. Rekurzí definujeme posloupnost (zk)k∈ω splňující pro každé k ∈ ω
podmínky

(1)k zk ∈ Ck,

(2)k sup
f∈F

(
2kvk(f) + zk(f)

)
≤ inf

z∈Ck

sup
f∈F

(
2kvk(f) + z(f)

)
+ 2−(k+1)ε,

kde v0 := 0 a pokud k ∈ ω \ {0}, pak vk :=
k−1∑
n=0
2−(n+1)zn.

Z principu indukce plyne existence posloupnosti (zk)k∈ω splňující pro každé k ∈ ω
podmínky (1)k a (2)k. Definujme funkci v jakožto součet nekonečné řady funkcí
takto

v :=
∞∑
n=0

zn
2n+1
.

Poznamenejme, že v ∈ C0, neboť co∞C0 = C0. Zvolme pevně k ∈ ω. Zřejmě platí
zk = 2k+1vk+1 − 2k+1vk, z čehož dostáváme

2k+1vk+1 − 2kvk = 2kvk + zk. (1)

Dále platí

2kv − 2kvk = 2k
∞∑
n=k

zn
2n+1

∈ Ck, (2)

neboť co∞Ck = Ck. Použitím (1), (2)k a (2) dostáváme

sup
f∈F

(
2k+1vk+1(f)− 2kvk(f)

) (1)
= sup

f∈F

(
2kvk(f) + zk(f)

)
(2)k,(2)
≤ sup

f∈F

(
2kvk(f) +

[
2kv(f)− 2kvk(f)

])
+

ε

2k+1

= sup
f∈F

(
2kv(f)

)
+

ε

2k+1
.

Tedy pro každé k ∈ ω platí

sup
f∈F

(
2k+1vk+1(f)− 2kvk(f)

)
≤ 2k sup

g∈G
(v(g)) +

ε

2k+1
. (3)

Protože v ∈ C0, existuje podle předpokladu bod f0 ∈ F takový, že

v(f0) = sup
g∈G

v(g). (4)
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Protože pro každé m ∈ ω platí
m∑
k=0
2k = 2m+1 − 1, použitím nástrojů (3) a (4)

dostáváme pro všechna m ∈ ω následující

2m+1vm+1(f0) =
m∑
k=0

(
2k+1vk+1(f0)− 2kvk(f0)

)
(3)
≤ (2m+1 − 1) sup

g∈G
v(g) + ε

(4)
= 2m+1v(f0) + ε− sup

g∈G
v(g),

z čehož okamžitě pro každé m ∈ ω plyne

sup
g∈G

v(g) ≤ 2m+1v(f0)− 2m+1vm+1(f0) + ε. (5)

Aplikací nerovnosti (5) dostaneme

inf
x∈C0
sup
g∈G

x(g) ≤ sup
g∈G

v(g)
(5)
≤ lim sup

m→∞

(
2m+1v(f0)− 2m+1vm+1(f0)

)
+ ε

≤ lim sup
m→∞

xm(f0) + ε.

Okomentujme, proč platí poslední nerovnost. Zřejmě pro každé m ∈ ω je
2m+1v − 2m+1vm+1 ∈ Cm+1. Pro každé m ∈ ω položme ym := 2m+1v − 2m+1vm+1.
Kdyby existovalo číslo α ∈ R takové, že

lim sup
m→∞

xm(f0) < α < lim sup
m→∞

ym(f0),

pak by existovalo m0 ∈ ω takové, že pro všechna m ∈ ω splňující m ≥ m0 by
platilo xm(f0) < α, tedy i ym(f0) ≤ α, což je ve sporu s α < lim supm→∞ ym(f0).
Dostáváme tedy

inf
x∈C0
sup
g∈G

x(g) ≤ sup
f∈F
lim sup
m→∞

xm(f) + ε

a protože ε > 0 bylo libovolné, platí nerovnost (1.1).
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2. Mizející prostředníci
Tato kapitola je věnovaná tzv. mizejícím prostředníkům. Těmi jsou tvrzení 23,
jež je prostředníkem Behrendsova výsledku a je obsahem první sekce této kapitoly,
a důsledek 30, jenž je prostředníkem Simonovy nerovnosti a je obsahem druhé
sekce této kapitoly.

2.1 Prostředník Behrendsova výsledku

Začněme definicí.

Definice 22. Nechť X je vektorovým prostorem nad tělesem T, kde T = R, nebo
T = C, a (xn)n∈ω je posloupností v X.
Řekneme, že (zn)n∈ω je blokovou posloupností pro (xn)n∈ω, jestliže existují

posloupnost (An)n∈ω po dvou disjunktních konečných neprázdných podmnožin
množiny ω a zobrazení λ :

∪
n∈ω

An → T takové, že pro každé n ∈ ω platí

zn =
∑
k∈An

λ(k) xk.

Řekneme, že (zn)n∈ω je konvexní blokovou posloupností pro (xn)n∈ω, jestliže
existují posloupnost (An)n∈ω po dvou disjunktních konečných neprázdných pod-
množin množiny ω a zobrazení λ :

∪
n∈ω

An → R+0 takové, že pro každé n ∈ ω

platí
zn =

∑
k∈An

λ(k) xk a
∑
k∈An

λ(k) = 1.

Řekneme, že (zn)n∈ω je absolutně konvexní blokovou posloupností pro (xn)n∈ω,
jestliže existují posloupnost (An)n∈ω po dvou disjunktních konečných neprázdných
podmnožin množiny ω a zobrazení λ :

∪
n∈ω

An → T takové, že pro každé n ∈ ω

platí
zn =

∑
k∈An

λ(k)xk a
∑
k∈An

|λ(k)|2 = 1.

Symbol | · |2 značí eukleidovskou absolutní hodnotu.
Řekneme, že (zn)n∈ω je speciální absolutně konvexní blokovou posloupností

pro (xn)n∈ω, jestliže je absolutně konvexní blokovou posloupností pro (xn)n∈ω se
značením jako výše a navíc platí∑

k∈An

λ(k)
n→∞−→ 0.

V tuto chvíli již směřujeme k prvnímu mizejícímu prostředníkovi, kterým je
tvrzení 23, jehož důkaz je vystavěn na větě 17. Toto tvrzení nejprve jen zformu-
lujme.

Tvrzení 23 (O (absolutně) konvexních blocích). Nechť X je reálným nor-
movaným lineárním prostorem, G ⊂ X∗ je neprázdnou omezenou množinou a
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(xn)n∈ω je omezenou posloupností v X. Pak existuje δG∗-stabilní posloupnost
(yn)n∈ω vybraná z posloupnosti (xn)n∈ω taková, že pro každou (un)n∈ω (absolutně)
konvexní blokovou posloupnost pro (yn)n∈ω platí

δG∗(yn) ≤ δG∗(un) a δ̃G∗(yn) ≤ δ̃G∗(un).

Pro naše budoucí účely by stačilo dokázat tvrzení 23 jen pro konvexní bloky.
A my také takový důkaz uvedeme. Uvidíme, že konvexní verze tvrzení 23 je po-
měrně snadným důsledkem věty 17. Absolutně konvexní verze tvrzení 23 je o něco
složitější; právě zde budeme potřebovat pojem speciálního absolutně konvexního
bloku.

Protože v dalším budeme potřebovat jisté rovnosti a nerovnosti týkající se
lim sup a lim inf, pro pohodlí uvádíme některé z těchto vztahů v následujícím
faktu. Vztahy (2.1) a (2.2) dokonce dokážeme.

Fakt 24. Nechť (an)n∈ω a (cn)n∈ω jsou posloupnostmi reálných čísel a limn cn = c,
kde c je nezáporné reálné číslo. Nechť c lim supn an má smysl. Nechť (An)n∈ω je
posloupnost po dvou disjunktních konečných podmnožin množiny ω. Pak platí

lim sup
n→∞

ancn = c lim sup
n→∞

an (2.1)

lim sup
n→∞

max
k∈An

ak ≤ lim sup
n→∞

an (2.2)

lim sup
n→∞

(−an) = − lim inf
n→∞

an (2.3)

lim inf
n→∞

min
k∈An

ak ≥ lim inf
n→∞

an (2.4)

Důkaz. Pojďme okomentovat vztah (2.1). Nejprve dokažme nerovnost „≥“. Bez
újmy na obecnosti předpokládejme, že c lim supn an > −∞. Důkaz provedeme
sporem, tedy předpokládejme, že existuje číslo α ∈ R takové, že

lim sup
n→∞

ancn < α < c lim sup
n→∞

an.

To znamená, že existuje index n0 ∈ ω takový, že pro každé n ∈ ω splňující
n ≥ n0 platí ancn < α. Ovšem na druhou stranu existuje rostoucí posloupnost
přirozených čísel (mk)k∈ω taková, že

amk
cmk

k→∞−→ c lim sup
n→∞

an,

a tedy pro nekonečně mnoho m ∈ ω platí amcm > α, a to dává spor. Podí-
vejme se na nerovnost „≤“. Bez újmy na obecnosti tentokrát předpokládejme, že
c lim supn an <∞. Pro spor dále předpokládejme, že existuje číslo α ∈ R takové,
že

lim sup
n→∞

ancn > α > c lim sup
n→∞

an.

Tedy existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel (nk)k∈ω taková, že pro každé
k ∈ ω platí ank

cnk
> α. Předpokládejme, že (ank

)k∈ω konverguje k a ∈ R, tedy
(ank

cnk
)k∈ω konverguje k ac. Protože c je nezáporné, platí c lim supn an ≥ ca. Tedy
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nutně existuje index k0 ∈ ω takový, že pro všechna k ∈ ω splňující k ≥ k0 platí
ank

cnk
< α, což je spor.

Nyní naši pozornost obraťme k nerovnosti (2.2). Bez újmy na obecnosti před-
pokládejme, že lim supn an < ∞. Důkaz opět proběhne sporem, a tedy předpo-
kládejme, že existuje číslo α ∈ R takové, že

lim sup
n→∞

max
k∈An

ak > α > lim sup
n→∞

an.

Pak existuje index n0 ∈ ω takový, že pro každé n ∈ ω takové, že n ≥ n0, platí
an < α. Pak existuje index m0 ∈ ω takový, že pro každé m ∈ ω splňující m ≥ m0
platí

Am ⊂ {i : i ∈ ω & i ≥ n0},

neboť členy posloupnosti (Am)m∈ω jsou po dvou disjunktními podmnožinami
množiny ω a {i : i ∈ ω & i < n0} je konečnou množinou. Pak ovšem pro
každé m ∈ ω takové, že m ≥ m0, platí maxk∈Am ak < α, což je spor s nerovností
lim supnmaxk∈An ak > α.
Vztah (2.4) je snadným důsledkem (2.2) a (2.3).

Nyní dokážeme dvě lemmata, která jsou klíčem k absolutně konvexní verzi
tvrzení 23.

Lemma 25. Nechť X je reálným normovaným lineárním prostorem, G ⊂ X∗

je neprázdnou množinou, (xn)n∈ω je omezenou posloupností v X a (zn)n∈ω je
speciální absolutně konvexní blokovou posloupností pro (xn)n∈ω. Pak platí

δG(zn) ≤ δG(xn).

Pokud navíc (xn)n∈ω je δG-stabilní, pak platí

δ̃G(zn) ≤ δ̃G(xn).

Důkaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že δG(xn) <∞, jinak jsme hned
hotovi. Nechť (An)n∈ω je posloupností po dvou disjunktních konečných podmnožin
množiny ω, λ :

∪
n∈ω

An → R je zobrazení a pro všechna n ∈ ω platí

zn =
∑
k∈An

λ(k) xk a
∑
k∈An

|λ(k)| = 1,

a dále též platí
lim
n→∞

∑
k∈An

λ(k) = 0.

Pro reálné číslo µ označíme µ+ kladnou část čísla µ a µ− zápornou část čísla
µ. Pro každé n ∈ ω položme αn :=

∑
k∈An

(λ(k))+ a βn :=
∑

k∈An
(λ(k))−. Pak

limn (αn − βn) = 0 a pro každé n ∈ ω platí αn + βn = 1. Z toho dostáváme
limn αn = 1/2 a limn βn = 1/2. Pro libovolný lineární funkcionál x∗ a pro každé
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n ∈ ω platí

x∗ (zn) =
∑
k∈An

λ(k) x∗ (xk) =
∑
k∈An

(λ(k))+ x∗ (xk)−
∑
k∈An

(λ(k))− x∗ (xk)

≤ max
k∈An

x∗ (xk)
∑
k∈An

(λ(k))+ − min
k∈An

x∗ (xk)
∑
k∈An

(λ(k))−

= αn max
k∈An

x∗ (xk)− βn min
k∈An

x∗ (xk) .

Analogicky dostaneme

x∗ (zn) ≥ αn min
k∈An

x∗ (xk)− βn max
k∈An

x∗ (xk) .

Nyní zvolme x∗ ∈ G. Pak dostáváme

lim sup
n→∞

x∗ (zn) ≤ lim sup
n→∞

(
αn max

k∈An

x∗ (xk)

)
+ lim sup

n→∞

(
−βn min

k∈An

x∗ (xk)

)
(2.1),(2.3)
=

1
2
lim sup
n→∞

max
k∈An

x∗ (xk)−
1
2
lim inf
n→∞

min
k∈An

x∗ (xk)

(2.2),(2.4)
≤ 1

2
lim sup
n→∞

x∗ (xn)−
1
2
lim inf
n→∞

x∗ (xn) ≤
1
2
δG(xn),

lim inf
n→∞

x∗ (zn) ≥ lim inf
n→∞

(
αn min

k∈An

x∗ (xk)

)
+ lim inf

n→∞

(
−βn max

k∈An

x∗ (xk)

)
(2.3)
= − lim sup

n→∞

(
−αn min

k∈An

x∗ (xk)

)
− lim sup

n→∞

(
βn max

k∈An

x∗ (xk)

)
(2.1),(2.3)
=

1
2
lim inf
n→∞

min
k∈An

x∗ (xk)−
1
2
lim sup
n→∞

max
k∈An

x∗ (xk)

(2.4),(2.2)
≥ 1

2
lim inf
n→∞

x∗ (xn)−
1
2
lim sup
n→∞

x∗ (xn) ≥ −1
2
δG(xn).

Okamžitě máme

lim sup
n→∞

x∗ (zn)− lim inf
n→∞

x∗ (zn) ≤ δG(xn). (1)

Protože nerovnost (1) platí pro všechna x∗ ∈ G, dostáváme δG(zn) ≤ δG(xn).
Zřejmě platí δ̃G(zn) ≤ δG(zn) ≤ δG(xn) a pokud (xn)n∈ω je δG-stabilní, dostáváme
δ̃G(zn) ≤ δG(xn) = δ̃G(xn).

Lemma 26. Nechť X je reálným normovaným lineárním prostorem, G ⊂ X∗ je
neprázdnou omezenou množinou a (xn)n∈ω je omezenou posloupností v X. Pak
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pro každé η > 0 existuje δG∗-stabilní posloupnost (vn)n∈ω vybraná z posloupnosti
(xn)n∈ω taková, že pro každou (wn)n∈ω absolutně konvexní blokovou posloupnost
pro (vn)n∈ω platí

δG∗(wn) > δG∗(vn)− η.

Důkaz. Zvolme η > 0. Podle věty 17 existuje δG∗-stabilní posloupnost (vn)n∈ω
vybraná z posloupnosti (xn) taková, že pro libovolné dvě disjunktní množiny
C ⊂ ω a D ⊂ ω existují číslo ν ∈ R a funkcionál g ∈ G

∗
takové, že pro každé

c ∈ C a každé d ∈ D platí

g (vc) > ν +
1
2
δG∗(vn)−

1
4
η a (1)

g (vd) < ν − 1
2
δG∗(vn) +

1
4
η. (2)

Nechť (wm)m∈ω je absolutně konvexní blokovou posloupností pro (vn)n∈ω. Tedy
existují posloupnost (Bm)m∈ω po dvou disjunktních konečných podmnožin mno-
žiny ω a zobrazení µ :

∪
m∈ω

Bm → R takové, že pro každé m ∈ ω platí

wm =
∑
j∈Bm

µ (j) vj a
∑
j∈Bm

|µ (j)| = 1.

Posloupnost
(∑

j∈Bm
µ(j)

)
m∈ω
je zřejmě omezená, a tedy Bolzano s Weierstras-

sem řeknou, že existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel (mn)n∈ω taková, že

posloupnost
(∑

j∈Bmn
µ(j)

)
n∈ω
konverguje. Pro každé n ∈ ω položme

zn :=
1
2
wm2n − 1

2
wm2n+1 .

Zřejmě je posloupnost (zn)n∈ω speciální absolutně konvexní blokovou posloupností
pro (vn)n∈ω. Tedy existují posloupnost (An)n∈ω po dvou disjunktních konečných
podmnožin množiny ω a zobrazení λ :

∪
n∈ω

An → R takové, že pro každé n ∈ ω

platí
zn =

∑
k∈An

λ (k) vk a
∑
k∈An

|λ (k)| = 1,

a dále též ∑
k∈An

λ(k)
n→∞−→ 0.

Pro každé n ∈ ω definujme množiny A+n a A
−
n takto

A+n := {k : k ∈ An & λk > 0} a A−
n := {k : k ∈ An & λk ≤ 0},

a položme αn :=
∑

k∈A+n λ(k) a βn :=
∑

k∈A−
n
|λ(k)|. Zřejmě limn(αn − βn) = 0 a

pro každé n ∈ ω platí αn + βn = 1. Z toho dostáváme limn αn = 1/2 a limn βn =
1/2. Položme C :=

∪
l∈ω
(
A+2l ∪ A

−
2l+1

)
a D :=

∪
l∈ω
(
A−
2l ∪ A

+
2l+1

)
. Množiny C a

D jsou disjunktní. Tedy existují číslo ν ∈ R a funkcionál g ∈ G
∗
takové, že pro
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každé c ∈ C a každé d ∈ D platí (1) a (2). Pak pro každé l ∈ ω dostáváme

g(z2l) ≥
∑
k∈A+2l

λ(k) min
k∈A+2l

g(vk)−
∑
k∈A−

2l

|λ(k)| max
k∈A−

2l

g(vk)

= α2l min
k∈A+2l

g(vk)− β2l max
k∈A−

2l

g(vk)

> α2l

(
ν +
1
2
δG∗(vn)−

1
4
η

)
+ β2l

(
−ν + 1

2
δG∗(vn)−

1
4
η

)
= (α2l − β2l) ν + (α2l + β2l)

(
1
2
δG∗(vn)−

1
4
η

)
a

g(z2l+1) ≤
∑

k∈A+2l+1

λ(k) max
k∈A+2l+1

g(vk)−
∑

k∈A−
2l+1

|λ(k)| min
k∈A−

2l+1

g(vk)

= α2l+1 max
k∈A+2l+1

g(vk)− β2l+1 min
k∈A−

2l+1

g(vk)

< α2l+1

(
ν − 1
2
δG∗(vn) +

1
4
η

)
+ β2l+1

(
−ν − 1

2
δG∗(vn) +

1
4
η

)
= (α2l+1 − β2l+1) ν + (α2l+1 + β2l+1)

(
−1
2
δG∗(vn) +

1
4
η

)
.

Pak platí lim supl g(z2l) > δG∗(vn)/2− η/2 a lim inf l g(z2l+1) < −δG∗(vn)/2+ η/2.
Z toho dostáváme

lim sup
n→∞

g(zn)− lim inf
n→∞

g(zn) > δG∗(vn)− η,

tedy δG∗(zn) > δG∗(vn) − η. Avšak posloupnost (zn)n∈ω je speciální absolutně
konvexní blokovou posloupností pro (wm)m∈ω, a podle lemmatu 26 tedy platí
δG∗(zn) ≤ δG∗(wm). Tím je důkaz hotov.

Nyní následuje analogie lemmatu 26 pro konvexní bloky, tedy klíč pro konvexní
verzi tvrzení 23.

Lemma 27. Nechť X je reálným normovaným lineárním prostorem, G ⊂ X∗ je
neprázdnou omezenou množinou a (xn)n∈ω je omezenou posloupností v X. Pak
pro každé η > 0 existuje δG∗-stabilní posloupnost (vn)n∈ω vybraná z posloupnosti
(xn)n∈ω taková, že pro každou (wn)n∈ω konvexní blokovou posloupnost pro (vn)n∈ω
platí

δG∗(wn) > δG∗(vn)− η.

Důkaz. Zvolme η > 0. Podle věty 17 existuje δG∗-stabilní posloupnost (vn)n∈ω
vybraná z posloupnosti (xn) taková, že pro libovolné dvě disjunktní množiny
C ⊂ ω a D ⊂ ω existují číslo ν ∈ R a funkcionál g ∈ G

∗
takové, že pro každé

c ∈ C a každé d ∈ D platí

g (vc) > ν +
1
2
δG∗(vn)−

1
4
η a (1)

g (vd) < ν − 1
2
δG∗(vn) +

1
4
η. (2)
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Nechť (wn)n∈ω je konvexní blokovou posloupností pro (vn)n∈ω. Tedy existují po-
sloupnost (An)n∈ω po dvou disjunktních konečných podmnožin množiny ω a zob-
razení λ :

∪
n∈ω

An → R+0 takové, že pro každé n ∈ ω platí

wn =
∑
k∈An

λ (k) vk a
∑
k∈An

λ (k) = 1.

Položme C :=
∪
n∈ω A2n a D :=

∪
n∈ω A2n+1. Množiny C a D jsou disjunktní.

Tedy existují číslo ν ∈ R a funkcionál g ∈ G
∗
takové, že pro každé c ∈ C a každé

d ∈ D platí (1) a (2). Pak pro každé n ∈ ω dostáváme

g(w2n) =
∑
k∈A2n

λ(k) g(vk) > ν +
1
2
δG∗(vn)−

1
4
η a

g(w2n+1) =
∑

k∈A2n+1

λ(k) g(vk) < ν − 1
2
δG∗(vn) +

1
4
η,

z čehož plyne

lim sup
n→∞

g(w2n) > ν +
1
2
δG∗(vn)−

1
2
η a

lim inf
n→∞

g(w2n+1) < ν − 1
2
δG∗(vn) +

1
2
η.

Okamžitě dostáváme

lim sup
n→∞

g(wn)− lim inf
n→∞

g(wn) > δG∗(vn)− η,

což implikuje δG∗(wn) > δG∗(vn)− η.

Důkaz tvrzení 23. Rekurzí definujeme posloupnost posloupností ((vp(n))n∈ω)p∈ω
splňující pro každé p ∈ ω podmínky

(1)p pro každé s ∈ ω takové, že s < p, je (vp(n))n∈ω δG∗-stabilní po-
sloupností vybranou z posloupnosti (vs(n))n∈ω a zároveň z po-
sloupnosti (xn)n∈ω,

(2)p pro každou (wn)n∈ω (absolutně) konvexní blokovou posloup-
nost pro (vp(n))n∈ω platí δG∗(wn) > δG∗(vp(n))n∈ω − 2−p.

Podle lemmatu 27 (26) existuje δG∗-stabilní posloupnost (v0(n))n∈ω, jež je podpo-
sloupností (xn)n∈ω a pro každou (wn)n∈ω (absolutně) konvexní blokovou posloup-
nost pro (v0(n))n∈ω platí

δG∗(wn) > δG∗(v0(n))n∈ω −
1
20
.

Tedy (v0(n))n∈ω splňuje podmínky (1)0 a (2)0. Nechť již pro p ∈ ω \ {0} máme
((vs(n))n∈ω)s<p splňující podmínky (1)p−1 a (2)p−1. Podle lemmatu 27 (26) exis-
tuje δG∗-stabilní posloupnost (vp(n))n∈ω, jež je podposloupností (vp−1(n))n∈ω a
pro každou (wn)n∈ω (absolutně) konvexní blokovou posloupnost pro (vp(n))n∈ω
platí

δG∗(wn) > δG∗ (vp(n))n∈ω −
1
2p
.
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Zřejmě (p + 1)-konečná posloupnost ((vs(n))n∈ω)s<p splňuje podmínky (1)p a
(2)p. Z principu indukce plyne existence posloupnosti ((vp(n))n∈ω)p∈ω splňující
pro každé p ∈ ω podmínky (1)p a (2)p.
Nyní pro každé n ∈ ω položme yn := vn(n). Posloupnost (yn)n∈ω je zřejmě

podposloupností posloupnosti (xn)n∈ω a též je pro každé p ∈ ω od jistého indexu
podposloupností (vp(n))n∈ω. Nechť (un)n∈ω je (absolutně) konvexní blokovou po-
sloupností pro (yn)n∈ω. Zvolme libovolné p ∈ ω. Pak (un)n∈ω je od jistého indexu
(absolutně) konvexní blokovou posloupností pro (vp(n))n∈ω, a tedy podle pod-
mínky (2)p je

δG∗(un) > δG∗ (vp(n))n∈ω −
1
2p
= δG∗(yn)−

1
2p
.

Provedeme limitní přechod pro p→ ∞ a dostaneme nerovnost

δG∗(un) ≥ δG∗(yn). (⋆)

Zvolme libovolnou posloupnost (qn)n∈ω vybranou z posloupnosti (un)n∈ω. Pak
je zřejmě posloupnost (qn)n∈ω (absolutně) konvexní blokovou posloupností pro
(yn)n∈ω, tedy nerovnost (⋆) platí s (qn)n∈ω na místě (un)n∈ω. Z toho okamžitě
dostáváme

δ̃G∗(un) ≥ δG∗(yn) = δ̃G∗(yn).

2.2 Simonova rovnost, δ-Simonova rovnost

Důsledek 28 (Simonova rovnost). Nechť G je neprázdnou množinou, F ⊂ G
a (xn)n∈ω je posloupností stejně omezených reálných funkcí definovaných na G.
Jestliže (xn)n∈ω je simonovskou posloupností pro (F,G), pak platí

sup
f∈F
lim sup
n→∞

xn(f) = sup
g∈G
lim sup
n→∞

xn(g).

Důkaz. Platnost nerovnosti „≤“ je zřejmá. Dokážeme jen obrácenou nerovnost.
Pro spor předpokládejme, že existují čísla c ∈ R a d ∈ R taková, že

sup
f∈F
lim sup
n→∞

xn(f) < c < d < sup
g∈G
lim sup
n→∞

xn(g).

Tedy existuje g0 ∈ G takové, že lim supn xn(g0) > d. Pak existuje posloupnost
(xnk
)k∈ω vybraná z posloupnosti (xn) taková, že pro každé k ∈ ω platí

xnk
(g0) > d. (*)

Posloupnost (xnk
)k∈ω splňuje podle poznámky 20 Simonovu podmínku pro (F,G),

tedy podle věty 21 (Simonova nerovnost) platí

inf
x∈co∞(xnk

)
sup
g∈G

x(g) ≤ sup
f∈F
lim sup
k→∞

xnk
(f) < c.

Pak existuje funkce y ∈ co∞(xnk
) taková, že sup

g∈G
y(g) < c. Speciálně y(g0) < c.

Prvek y je tvaru

y =
∞∑
k=0

µk xnk
,
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kde pro každé k ∈ ω je µk ≥ 0 a
∞∑
k=0

µk = 1. Dostáváme

c > y(g0) =
∞∑
k=0

µk xnk
(g0)

(∗)
≥

∞∑
k=0

µk d = d > c,

což je zřejmě spor.

Poznámka 29. Pokud (xn)n∈ω je absolutně simonovskou posloupností pro (F,G),
pak každá (un)n∈ω absolutně konvexní bloková posloupnost pro (xn)n∈ω je také ab-
solutně simonovskou posloupností pro (F,G), neboť součet nekonečné řady, která
konverguje absolutně, nezávisí na uspořádání jejích členů, a tedy aco∞(un) ⊂
aco∞(xn).

Důsledek 30 (δ-Simonova rovnost). Nechť F a G jsou neprázdnými množi-
nami takovými, že F ⊂ G a (xn)n∈ω je posloupností stejně omezených reálných
funkcí definovaných na G. Jestliže (xn)n∈ω je absolutně simonovskou posloupností
pro (F,G), pak platí

δF (xn) = δG(xn) a δ̃F (xn) = δ̃G(xn).

Důkaz. Zřejmě platí δF (xn) ≤ δG(xn). Dokážeme obrácenou nerovnost. Zvolme
libovolné g0 ∈ G. Pokud lim supn xn(g0) = lim infn xn(g0), pak pro každé k ∈ ω
položme yk := x2k a zk := x2k+1. Pokud lim supn xn(g0) > c > lim infn xn(g0),
pak nechť (yk)k∈ω je podposloupnost posloupnosti (xn)nω taková, že (yk(g0))k∈ω
konverguje k lim supn xn(g0) a pro každé k ∈ ω platí yk(g0) > c a nechť (zk)k∈ω je
podposloupnost posloupnosti (xn)n∈ω taková, že (zk(g0))k∈ω pro změnu konverguje
k lim infn xn(g0) a pro každé k ∈ ω platí zk(g0) < c. V obou případech pro každé
k ∈ ω položme uk := 1/2 yk − 1/2 zk. Pak je posloupnost (uk)k∈ω absolutně
konvexní blokovou posloupností pro (xn)n∈ω, tedy podle poznámky 29 je (uk)k∈ω
absolutně simonovskou posloupností pro (F,G). Důsledek 28 (Simonova rovnost)
dává

sup
f∈F
lim sup
k→∞

uk(f) = sup
g∈G
lim sup
k→∞

uk(g). (*)

Pak dostáváme

lim sup
n→∞

xn(g0)− lim inf
n→∞

xn(g0) = lim
k→∞
(yk(g0)− zk(g0)) = 2 lim

k→∞
uk(g0)

≤ 2 sup
g∈G
lim sup
k→∞

uk(g)

(∗)
= 2 sup

f∈F
lim sup
k→∞

uk(f)

= sup
f∈F
lim sup
k→∞

(yk − zk) (f)

≤ sup
f∈F

(
lim sup
k→∞

yk(f)− lim inf
k→∞

zk(f)

)
≤ sup

f∈F

(
lim sup
n→∞

xn(f)− lim inf
n→∞

xn(f)

)
= δF (xn).
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Tedy pro libovolné g ∈ G platí lim supn xn(g) − lim infn xn(g) ≤ δF (xn), a tudíž
dostáváme δG(xn) ≤ δF (xn).
Zvolme libovolnou posloupnost (xnk

)k∈ω vybranou z posloupnosti (xn)n∈ω.
Tato podposloupnost podle poznámky 20 splňuje absolutní Simonovu podmínku
pro (F,G), tedy podle předchozího platí δF (xnk

) = δG(xnk
), z čehož okamžitě

dostáváme δ̃F (xn) = δ̃G(xn).

Definice 31. Nechť X je reálným normovaným lineárním prostorem, G ⊂ X∗ je
neprázdnou omezenou množinou, F ⊂ G a (xn)n∈ω je omezenou posloupností vX.
Nechť εX je kanonické vnoření prostoru X do X∗∗. Pak pro všechna n ∈ ω jsou
funkcionály εX(xn) reálnými stejně omezenými funkcemi na G (respektive na G

∗
).

Má tedy smysl hovořit o simonovskosti (absolutní simonovskosti) posloupnosti
(εX(xn))n∈ω pro (F,G) nebo pro (F,G

∗
).

Řekneme, že (xn)n∈ω je (absolutně) simonovskou posloupností pro (F,G) (pro
(F,G

∗
)), jestliže (εX(xn))n∈ω je (absolutně) simonovskou posloupností pro (F,G)

(pro (F,G
∗
)).

Poznámka 32. Nechť X je reálným Banachovým prostorem, G ⊂ X∗ je neprázd-
nou omezenou množinou a εX je kanonickým vnořením X do X∗∗. Pak εX [X] je
uzavřeným podprostorem X∗∗. Pro každou posloupnost (un)n∈ω omezenou v X a
každou posloupnost (λn)n∈ω v R takovou, že

∑∞
n=0 |λn| = 1, posloupnost částeč-

ných součtů (
∑n

k=0 λkεX(uk))n∈ω konverguje absolutně stejnoměrně na omezených
podmnožinách množiny X∗, tedy konverguje v duální normě prostoru X∗∗. Po-
sloupnost (

∑n
k=0 λkεX(uk))n∈ω však nevykonverguje z εX [X], tedy existuje bod

x ∈ X takový, že εX(x) je speciálně stejnoměrnou limitou posloupnosti funkcí
(
∑n

k=0 λkεX(uk))n∈ω na G. Dostáváme tato tvrzení

⋆ pokud F je Jamesovou hranicí G, pak každá omezená posloup-
nost v X splňuje absolutní Simonovu podmínku pro (F,G),

⋆ pokud (un)n∈ω je omezenou posloupností v X splňující (ab-
solutní) Simonovu podmínku pro (F,G), pak (un)n∈ω splňuje
(absolutní) Simonovu podmínku i pro (F,G

∗
), neboť každý

prvek y z množiny co∞(εX(un)) (aco∞(εX(un))) je w∗-spojitý,
a tedy supg∈G y(g) = supg∈G∗ y(g).
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3. Syntéza mizejících
prostředníků
V této kapitole nastane syntéza mizejících prostředníků, prostředníka Simonovy
nerovnosti a prostředníka Behrendsova výsledku, v modifikovanou Haglerovu-
Johnsonovu konstrukci.

3.1 Haglerova-Johnsonova konstrukce

Definice 33. Nechť p ∈ ω. Množinu všech p-konečných posloupností 0 a 1
označme 2p. Tedy 2p = {0, 1}p. Prvky množiny 2p budeme ztotožňovat s uspo-
řádanými p-ticemi 0 a 1. Množinu všech konečných posloupností 0 a 1 označme
2<ω. Tedy 2<ω =

∪
n∈ω
2n.

Definice 34. Nechť p ∈ ω \ {0}. Řekneme, že σ = (σ0, . . . , σp−1) ∈ 2p je

liché, jestliže σp−1 = 1;

sudé, jestliže σp−1 = 0.

Pro σ ∈ 2p a i ∈ {0, 1} definujme σ i := (σ0, . . . , σp−1, i).
Dále definujme ∅ i := (i). Obvykle místo (i) píšeme jen i.

Definice 35. Řekneme, že soubor (Ψσ)σ∈2<ω je stromem, jestliže platí

1. (∀σ) (σ ∈ 2<ω ⇒ Ψσ ⊂ ω & Ψσ ̸= ∅),

2. (∀σ) (σ ∈ 2<ω ⇒ Ψσ 0 ⊂ Ψσ & Ψσ 1 ⊂ Ψσ & Ψσ 0 ∩Ψσ 1 = ∅).

Tvrzení 36 (Modifikovaná Haglerova-Johnsonova konstrukce). Nechť X
je reálným normovaným lineárním prostorem, G ⊂ X∗ je neprázdnou omezenou
množinou, F ⊂ G a (xn)n∈ω je omezenou posloupností v X splňující δ̃G∗(xn) > 0.
Nechť dále (ηp)∞p=1 je klesající posloupností kladných čísel. Pak existují číslo γ ≥
δ̃G∗(xn), posloupnost funkcionálů (gp)∞p=1 v G

∗
a strom (Ψσ)σ∈2<ω takové, že pro

každé p ∈ ω \ {0}, každé σ ∈ 2p sudé a každé ρ ∈ 2p liché, každé m ∈ Ψσ a každé
n ∈ Ψρ platí

(1− ηp) γ < gp (xm − xn) < (1 + ηp) γ. (3.1)

Jestliže je navíc (xn)n∈ω absolutně simonovskou posloupností pro (F,G
∗
), pak pro

každé p ∈ ω \ {0} můžeme funkcionál gp nalézt v množině F .

Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že η1 < 1. Podle tvrzení 23
o (absolutně) konvexních blocích existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel
(ψ∅(i))i∈ω taková, že posloupnost

(
xψ∅(i)

)
i∈ω vybraná z posloupnosti (xn)n∈ω je

δG∗-stabilní a pro každou (ui)i∈ω (absolutně) konvexní blokovou posloupnost pro(
xψ∅(i)

)
i∈ω platí δG∗

(
xψ∅(i)

)
≤ δG∗(ui). Nyní položme γ := δG∗

(
xψ∅(i)

)
. Definujme

množinu Ψ∅ takto

Ψ∅ := {n : (∃i) (i ∈ ω & n = ψ∅(i))}.

Rekurzí definujeme posloupnost
((
gp, (Ψσ)σ∈2p

))∞
p=1
splňující pro každé p ∈ ω\{0}

podmínky
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(1)p (ג∀) ג) ∈ 2p−1 ⇒ (Ψג 0 ⊂ Ψג & Ψג 1 ⊂ Ψג)),

(2)p (ג∀) (∀k) ג)) ∈ 2p & k ∈ 2p & ג ̸= k)⇒ Ψג ∩Ψk = ∅),

(3)p pro každé ג ∈ 2p je množina Ψג nekonečná a Ψג ⊂ Ψ∅,

(4)p funkcionál gp je prvkem množiny G
∗
; pokud (xn)n∈ω je abso-

lutně simonovskou posloupností pro (F,G
∗
), pak gp je prvkem

množiny F ,

(5)p (ג∀) (∀k) ג)) ∈ 2p−1 & k ∈ 2p−1)⇒
((∀m) (∀n) ((m ∈ Ψג 0 & n ∈ Ψk 1)⇒

(1− ηp) γ < gp (xm − xn) < (1 + ηp) γ ))).

Podle lemmatu 13 existují rostoucí posloupnost přirozených čísel (ik)k∈ω a funk-
cionál g1 ∈ G

∗
takové, že pro každé u ∈ ω sudé a každé v ∈ ω liché platí

(1− η1) γ < g1
(
xψ∅(iu) − xψ∅(iv)

)
< (1 + η1) γ.

Avšak pokud je navíc (xn)n∈ω absolutně simonovskou posloupností pro (F,G
∗
),

pak podle důsledku 30 (δ-Simonova rovnost) platí δF (xψ∅(i)) = γ, tedy lemma 13
najde funkcionál g1 v množině F . Nyní definujme množiny Ψ0 a Ψ1 takto

Ψ0 := {n : (∃j) (j ∈ ω & n = ψ∅(i2j))},
Ψ1 := {n : (∃j) (j ∈ ω & n = ψ∅(i2j+1))}.

Množiny Ψ0 a Ψ1 jsou disjunktní, neboť posloupnost (ψ∅(ik))k∈ω je rostoucí. Z to-
hoto důvodu jsou též množiny Ψ0 a Ψ1 nekonečné a zřejmě platí Ψ0 ⊂ Ψ∅ a
Ψ1 ⊂ Ψ∅. Tedy

(
g1, (Ψσ)σ∈21

)
splňuje podmínky (1)1 až (5)1. Nechť nyní pro

p ∈ ω \ {0} máme funkcionál gp a soubor (Ψσ)σ∈2p splňující podmínky (2)p až
(5)p. Nechť pro každé ג ∈ 2p je (ψג(i))i∈ω rostoucí posloupností přirozených čísel
takovou, že ψג[ω] = Ψσ. Pro každé i ∈ ω definujme prvek zi takto

zi := 2
−p
∑
σ∈2p

xψσ(i).

Vzhledem k tomu, že pro každé ג ∈ 2p je posloupnost (ψσ(i))i∈ω rostoucí a zároveň
jsou splněny podmínky (2)p a (3)p, je (zi)i∈ω konvexní blokovou posloupností
pro

(
xψ∅(i)

)
i∈ω. Podle lemmatu 13 existují rostoucí posloupnost přirozených čísel

(ik)k∈ω a funkcionál gp+1 ∈ G
∗
takové, že pro každé u ∈ ω sudé a každé v ∈ ω

liché platí

gp+1 (ziu − ziv) >
(
1− ηp+1
2p+1

)
δG∗(zi) ≥

(
1− ηp+1
2p+1

)
γ (1)

a s lehkou újmou na obecnosti můžeme předpokládat, že navíc pro každé ג ∈ 2p
a k ∈ 2p platí

gp+1
(
xψג(iu) − xψk(iv)

)
<
(
1 +

ηp+1
2p+1

)
γ < (1 + ηp+1) γ. (2)

I když je téměř zřejmé, že nerovnost (2) můžeme předpokládat, nedokážeme se
zdržet jistého komentáře.
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Z podmínky (3)p plyne, že pro každé ג ∈ 2p a každé
k ∈ 2p platí

lim sup
i→∞

gp+1
(
xψג(i)

)
− lim inf

i→∞
gp+1

(
xψk(i)

)
<
(
1 +

ηp+1
2p+1

)
γ.

Položme κ := (1 + ηp+1/2p+1) γ. Na chvíli zvolme pevně
ג ∈ 2p a k ∈ 2p. Položme

h := lim sup
i→∞

gp+1
(
xψג(i)

)
,

d := lim inf
i→∞

gp+1
(
xψk(i)

)
.

Pak zřejmě platí

h+ d− κ
2

< d a
h+ d+ κ
2

> h.

Proto existuje index j ∈ ω takový, že pro libovolné n ∈ ω
splňující n ≥ j a libovolné k ∈ ω splňující k ≥ j platí

gp+1
(
xψג(n)

)
<
h+ d+ κ
2

a

gp+1
(
xψk(k)

)
>
h+ d− κ
2

,

tedy dostáváme

gp+1
(
xψג(n) − xψk(k)

)
< κ. (⋆)

Vzhledem k tomu, že máme jen konečně mnoho dvojic
(k,ג) ∈ 2p × 2p, existuje index r ∈ ω takový, že pro
každé n ∈ ω splňující n ≥ r, každé k ∈ ω splňující
k ≥ r, každé ג ∈ 2p a každé k ∈ 2p platí (⋆). Ať b ∈ ω
je nejmenší sudé číslo takové, že ib ≥ r. Pro každé k ∈ ω
položme ı̃k := ib+k. Nyní je zřejmé, že (1) a (2) platí,
pokud místo písmena i píšeme ı̃.

Pokud je navíc (xn)n∈ω absolutně simonovskou posloupností pro (F,G
∗
), pak je

podle poznámky 29 i (zi)i∈ω absolutně simonovskou posloupností pro (F,G
∗
),

neboť je (zi)i∈ω konvexní blokovou posloupností pro (xn)n∈ω. Podle důsledku 30
(δ-Simonova rovnost) platí δF (zi) = δG∗(zi), tedy lemma 13 najde funkcionál gp+1
v množině F . Zřejmě je tedy splněna podmínka (4)p+1. Zvolme na chvíli pevně
ג ∈ 2p a definujme množiny Ψג 0 a Ψג 1 takto

Ψג 0 := {n : (∃j) (j ∈ ω & n = ψג(i2j))},
Ψג 1 := {n : (∃j) (j ∈ ω & n = ψג(i2j+1))}

a pro každé j ∈ ω položme ψג 0(j) := ψג(i2j) a ψג 1(j) := ψג(i2j+1). Pak zřejmě
jsou posloupnosti (ψג 0(j))j∈ω a (ψג 1(j))j∈ω rostoucí a platí ψג 0[ω] = Ψג 0 a
ψג 1[ω] = Ψג 1. Tedy pro každé ג ∈ 2p jsou množiny Ψג 0 a Ψג 1 nekonečné a
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zřejmě Ψג 0 ⊂ Ψג a Ψג 1 ⊂ Ψג. To znamená, že je splněna podmínka (1)p+1 a
vzhledem k (3)p i podmínka (3)p+1. Zřejmě jsou též pro každé ג ∈ 2p množiny
Ψג 0 a Ψג 1 disjunktní a protože je splněna podmínka (2)p a již víme, že i (1)p+1,
pak pro každé m ∈ {0, 1} a každé k ∈ {0, 1} a všechna ג ∈ 2p a k ∈ 2p taková, že
ג ̸= k, jsou množiny Ψג m a Ψk k disjunktní. Tedy je splněna i podmínka (2)p+1.
Pro každé j ∈ ω a l ∈ ω dostáváme

zi2j − zi2l+1 = 2
−p
∑
σ∈2p

(
xψσ(i2j) − xψσ(i2l+1)

)
= 2−p

∑
σ∈2p

(
xψσ 0(j) − xψσ 1(l)

)
.

Z toho okamžitě plynou pro každá dvě různá ג ∈ 2p a k ∈ 2p a každé j ∈ ω a
l ∈ ω následující rovnosti

xψג 0(j) − xψג 1(l) = 2
p
(
zi2j − zi2l+1

)
−

∑
σ∈2p, σ ג≠

(
xψσ 0(j) − xψσ 1(l)

)
, (3)

xψג 0(j) − xψk 1(l) = 2
p
(
zi2j − zi2l+1

)
−

[(
xψk 0(j) − xψג 1(l)

)
+

∑
σ∈2p, σ ,ג≠ σ ̸=k

(
xψσ 0(j) − xψσ 1(l)

)]
. (4)

Zvolme libovolně ג ∈ 2p a k ∈ 2p, j ∈ ω a l ∈ ω. Nyní nepožadujeme, aby ג
a k byly různé prvky. Aplikujeme funkcionál gp+1 na prvek

(
xψג 0(j) − xψk 1(l)

)
,

využijeme přitom rovnosti (3), respektive (4), a v obou případech vzhledem k ne-
rovnostem (1) a (2) dostáváme tentýž následující výsledek

gp+1
(
xψג 0(j) − xψk 1(l)

)
> 2p

(
1− ηp+1
2p+1

)
γ − (2p − 1)

(
1 +

ηp+1
2p+1

)
γ

=
(
1− ηp+1
2p+1

[
2p+1 − 1

])
γ

> (1− ηp+1) γ.

Zřejmě je tedy splněna podmínka (5)p+1. Z principu indukce plyne existence po-
sloupnosti

((
gp, (Ψσ)σ∈2p

))
p∈ω splňující pro každé p ∈ ω \ {0} podmínky (1)p až

(5)p.
Podmínky (1)p až (3)p (p ∈ ω \ {0}) říkají, že soubor (Ψσ)σ∈2<ω je stromem,

a podmínky (5)p (p ∈ ω \ {0}) říkají, že pro všechna p ∈ ω \ {0}, každé σ ∈ 2p
sudé a každé ρ ∈ 2p liché, každé m ∈ Ψσ a každé n ∈ Ψρ platí (3.1). Tím je důkaz
hotov.
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4. Pozitivní řešení problému
hranice a jeho důsledky

4.1 Hlavní výsledek

Tvrzení 37 (Pfitzner). Nechť X je reálným Banachovým prostorem, G ⊂ X∗

je omezenou množinou a F ⊂ X∗ je Jamesovou hranicí G. Nechť dále A ⊂
X je omezenou σ (X,F )-spočetně kompaktní množinou a (xn)n∈ω je posloup-
ností v A. Pak existuje posloupnost (yn)n∈ω vybraná z posloupnosti (xn)n∈ω ta-
ková, že δG∗(yn) = 0. Jinými slovy, každá posloupnost v A obsahuje σ(X,G

∗
)-

cauchyovskou podposloupnost.

Důkaz. Postupujme sporem. Nechť závěr tvrzení neplatí. Pak podle lemmatu 14
existuje δG∗-stabilní posloupnost (zn)n∈ω vybraná z posloupnosti (xn)n∈ω splňující
δ̃G∗(zn) > 0. Podle poznámky 32 je (zn)n∈ω absolutně simonovskou posloupností
pro (F,G

∗
), a tedy podle tvrzení 36 (Modifikovaná Haglerova-Johnsonova kon-

strukce) existují číslo γ ≥ δ̃G∗(zn), posloupnost funkcionálů (fp)∞p=1 v F a strom
(Ψσ)σ∈2<ω takové, že pro každé p ∈ ω \ {0}, každé σ ∈ 2p sudé a každé ρ ∈ 2p
liché, každé m ∈ Ψσ a každé n ∈ Ψρ platí

fp (zm − zn) >
(
1− 2−p

)
γ

Nejprve definujeme jistou posloupnost (vm)m∈ω, již bude sestávat ze σ(X,F )-
hromadných bodů posloupnosti (zn)n∈ω. Zvolme pevně m ∈ ω. Definujme po-
sloupnost (em(k))k∈ω takto

em(k) :=



∅ : k = 0,

(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

) : 1 ≤ k ≤ m,

(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−m

) : k > m.

Pro každé k ∈ ω položme nm(k) := ψem(k)(k), kde
(
ψem(k)(i)

)
i∈ω je rostoucí po-

sloupností přirozených čísel takovou, že ψem(k) [ω] = Ψem(k). Protože (Ψσ)σ∈2<ω

je strom, dostáváme, že posloupnost (nm(k))k∈ω je rostoucí. Nechť vm označuje
σ(X,F )-hromadný bod posloupnosti

(
znm(k)

)
k∈ω, jehož existenci máme zaruče-

nou σ(X,F )-spočetnou kompaktností množiny A. V tuto chvíli máme k dispozici
posloupnost (vm)m∈ω.
Nechť nyní s ∈ ω je pevné. Též pevně zvolme p ∈ ω takové, že p > s, a i ∈ ω

takové, že i ≥ p. Pak pro všechna k ∈ ω a l ∈ ω taková, že k > p a l > p, platí

fp
(
zns(k) − zni(l)

)
>
(
1− 2−p

)
γ.

Z toho snadno plyne
fp (vs − vi) ≥

(
1− 2−p

)
γ. (1)
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Nechť v je σ(X,F )-hromadný bod posloupnosti (vm)m∈ω. Vzhledem k tomu, že
nerovnost (1) platí pro každé i ∈ ω takové, že i ≥ p, dostáváme

fp (vs − v) ≥
(
1− 2−p

)
γ. (2)

Tedy pro každé s ∈ ω a každé p ∈ ω takové, že p > s, platí nerovnost (2).
Nyní definujme prvek x takto

x :=
∞∑
m=0

2−(m+1) (vm − v) . (3)

Poznamenejme, že součet nekonečné řady napravo v (3) je brán v topologii vy-
tvořené normou, a že bod x je definován korektně. Množina A je totiž omezená,
tedy řada napravo v (3) konverguje absolutně, a protože X je úplný, řada kon-
verguje. Zopakujme si, že pro každé m ∈ ω je vm σ(X,F )-hromadným bodem
posloupnosti (zn)n∈ω. Stejně tak i bod v je σ(X,F )-hromadným bodem posloup-
nosti (zn)n∈ω. To spolu s tím, že (zn)n∈ω je δG∗-stabilní posloupností, dává pro
každé f ∈ F a každé m ∈ ω následující

f(vm)− f(v) ≤ δF (zn) ≤ δ̃G∗(zn) ≤ γ.

Tedy máme supf∈F f(x) ≤ γ. Nyní zvolme libovolné η > 0. Nechť s ∈ ω je takové,
že
∑∞

m=s+1 2
−(m+1) < η/γ. Pak pro každé f ∈ F platí∣∣∣∣∣f
(

∞∑
m=s+1

2−(m+1) (vm − v)

)∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

m=s+1

2−(m+1) |f (vm − v)| < η.

Pro každé p > s dostáváme

fp(x) ≥

(
s∑

m=0

2−(m+1)fp (vm − v)

)
− η

(2)
≥

(
s∑

m=0

2−(m+1)
(
1− 2−p

)
γ

)
− η

=
(
1− 2−p

) (
1− 2−(s+1)

)
γ − η

≥
(
1− 2−(s+1)

) (
1− 2−(s+1)

)
γ − η

Z toho ovšem plyne supp fp(x) ≥ γ, tedy platí

sup
f∈F

f(x) = γ.

Protože F je Jamesovou hranicí G, existuje h ∈ F takové, že

h(x) = sup
g∈G∗

g(x) = sup
f∈F

f(x) = γ > 0.

To implikuje, že pro každé m ∈ ω platí h(vm)−h(v) = γ, tedy h(vm) = γ+h(v).
Protože v je σ(X,F )-hromadným bodem posloupnosti (vm)m∈ω, platí h(v) =
γ + h(v), což je spor, neboť jsme předpokládali, že γ > 0.
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Věta 38. Nechť X je reálným Banachovým prostorem, G ⊂ X∗ je omezenou
množinou a F ⊂ X∗ je Jamesovou hranicí G. Nechť dále A ⊂ X je ome-
zenou σ(X,F )-spočetně kompaktní množinou. Pak A je σ(X,G

∗
)-sekvenciálně

kompaktní.
Speciálně, pokud B ⊂ X∗ je Jamesovou hranicí pro X, pak každá omezená

σ(X,B)-kompaktní množina je slabě kompaktní.

Důkaz. Zvolme posloupnost (xn)n∈ω v množině A. Pak podle tvrzení 37 (Pfitzner)
existuje posloupnost (yn)n∈ω vybraná z posloupnosti (xn)n∈ω taková, že δG∗(yn) =
0. To tedy znamená, že pro každé g ∈ G

∗
posloupnost (g(yn))n∈ω konverguje.

Nechť y ∈ A je σ(X,F )-hromadným bodem posloupnosti (yn)n∈ω. Z toho plyne,
že pro každé f ∈ F platí

f(yn)
n→∞−→ f(y). (*)

Protože F je Jamesovou hranicí G a X je Banachův, podle poznámky 32 každá
omezená posloupnost v X splňuje absolutní Simonovu podmínku pro (F,G

∗
),

tedy speciálně (yn − y)n∈ω je absolutně simonovskou posloupností pro (F,G
∗
).

Podle důsledku 28 (Simonova rovnost) a (*) platí

sup
g∈G∗
lim sup
n→∞

g(yn − y) = sup
f∈F
lim sup
n→∞

f(yn − y)
(∗)
= 0,

sup
g∈G∗
lim sup
n→∞

g(y − yn) = sup
f∈F
lim sup
n→∞

f(y − yn)
(∗)
= 0.

Z toho dostáváme, že pro každé g ∈ G
∗
platí

lim
n→∞

g(yn) = g(y).

Tedy posloupnost (yn)n∈ω konverguje k y v topologii σ(X,G
∗
).

Ve speciálním případě podle právě dokázaného dostaneme, že daná ome-
zená σ(X,B)-kompaktní množina je slabě sekvenciálně kompaktní, a tedy podle
Eberleinovy-Šmuljanovy věty je slabě kompaktní. Tím je důkaz hotov.

4.2 Jamesova věta a další důsledky

V této sekci si podržíme následující značení. Jestliže Y je normovaným lineár-
ním prostorem, pak symbolem εY budeme rozumět kanonické vnoření prostoru
Y do jeho druhého duálu Y ∗∗.

Grothendieckova charakterizace relativní slabé kompaktnosti nám bude ná-
pomocna při důkazu Jamesovy charakterizace slabé kompaktnosti. Pro úplnost
Grothendieckovo kritérium zformulujme.

Lemma 39 (Grothendieckovo kritérium). Nechť X je reálným Banachovým
prostorem a F ⊂ X je omezenou množinou. Pak následující tvrzení jsou ekviva-
lentní:

1. Pro každé dvě posloupnosti (fm)m∈ω v F a (x∗n)n∈ω v BX∗ takové, že existují
tyto limity

lim
n→∞

lim
m→∞

x∗n(fm) a lim
m→∞

lim
n→∞

x∗n(fm),
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platí rovnost
lim
n→∞

lim
m→∞

x∗n(fm) = lim
m→∞

lim
n→∞

x∗n(fm).

2. F je relativně slabě kompaktní.

Nyní se již podívejme, jak James charakterizuje slabě kompaktní množiny v re-
álném Banachově prostoru.

Věta 40 (James). Nechť X je reálným Banachovým prostorem a F ⊂ X je slabě
uzavřenou omezenou množinou takovou, že každý funkcionál x∗ ∈ X∗ nabývá
v nějakém bodě množiny F svého suprema na F . Pak F je slabě kompaktní.

Důkaz. Využijeme Grothendieckovu charakterizaci relativní slabé kompaktnosti.
Zvolme posloupnosti (fm)m∈ω v F a (x∗n)n∈ω v BX∗ takové, že existují tyto limity

lim
n→∞

lim
m→∞

x∗n(fm) a lim
m→∞

lim
n→∞

x∗n(fm).

Nyní musíme dokázat rovnost těchto dvou limit. Obraz εX [F ] je omezenou mno-
žinou, tedy existuje K ∈ R takové, že K > 0, a εX [F ] ⊂ KBX∗∗ . Z Banachovy-
Alaogluovy věty dostáváme, že εX [F ]

∗
je w∗-kompaktní. Nechť tedy g ∈ εX [F ]

∗

je w∗-hromadným bodem posloupnosti (εX(fm))m∈ω. Tedy pro každé y
∗ ∈ X∗

existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel (mk)k∈ω taková, že

εX(fmk
)(y∗)

k→∞−→ g(y∗). (1)

Z předpokladu o nabývání suprema snadno dostaneme, že εX [F ] je Jamesovou
hranicí εX [F ]

∗
. Podívejme se na to podrobněji. Zvolme libovolně y∗ ∈ X∗. Podle

předpokladu existuje φ ∈ F takové, že y∗(φ) = supf∈F y
∗(f), což znamená

εX(φ)(y
∗) = sup

εX(f)∈εX [F ]
εX(f)(y

∗) = sup
g∈εX [F ]

∗
g(y∗).

Druhá rovnost plyne z faktu, že εX∗(y∗) je spojitý funkcionál na (X∗∗, w∗).
Množina BX∗ je podle Banachovy-Alaogluovy věty w∗-kompaktní, tím spíše je

σ(X∗, εX [F ])-kompaktní, neboť topologie σ(X∗, εX [F ]) je slabší než w∗.1 Věta 38
říká, že koule BX∗ je σ(X∗, εX [F ]

∗
)-sekvenciálně kompaktní. Tedy existuje ros-

toucí posloupnost přirozených čísel (nl)l∈ω taková, že (x∗nl
)l∈ω konverguje k ně-

jakému prvku koule BX∗ v topologii σ(X∗, εX [F ]
∗
). Nechť bod x∗ ∈ BX∗ je

σ(X∗, εX [F ]
∗
)-limitou posloupnosti (x∗nl

)l∈ω. To znamená, že pro každé h ∈ εX [F ]
∗

platí

h(x∗nl
)
l→∞−→ h(x∗). (2)

Dostáváme

lim
m→∞

lim
n→∞

x∗n(fm) = lim
m→∞

lim
n→∞

εX(fm)(x
∗
n)

(2)
= lim

m→∞
εX(fm)(x

∗)
(1)
= g(x∗),

lim
n→∞

lim
m→∞

x∗n(fm) = lim
n→∞

lim
m→∞

εX(fm)(x
∗
n)

(1)
= lim

n→∞
g(x∗n)

(2)
= g(x∗).

1Obecně však nemůžeme říci, že by množina BX∗ byla σ(X∗, εX [F ])-uzavřená. Topologie
σ(X∗, εX [F ]) není totiž obecně Hausdorffova.
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Podle lemmatu 39 (Grothendieckovo kritérium) je množina F relativně slabě
kompaktní. Protože je však F podle předpokladu slabě uzavřená, je přímo F
slabě kompaktní.

Jakožto důsledek Jamesovy charakterizace slabé kompaktnosti vyplyne Jame-
sova charakterizace reflexivity.

Důsledek 41 (James). Nechť X je reálným Banachovým prostorem. Nechť každý
funkcionál x∗ ∈ X∗ nabývá v nějakém bodě množiny BX své normy. Pak X je
reflexivní.

Důkaz. Koule BX je zřejmě slabě uzavřená a omezená a každý spojitý lineární
funkcionál nabývá na BX svého suprema na BX . Podle věty 40 (James) je BX

slabě kompaktní, z čehož vyplývá, že εX [BX ] je w∗-kompaktní. Podle Goldstine-
ovy věty2 platí

εX [BX ]
∗
= BX∗∗ ,

tedy zřejmě εX [BX ] = BX∗∗ , což znamená, že X je reflexivní.

Z reflexivity prostoru X plyne slabá kompaktnost BX∗ . Pak podle Eberleinovy-
Šmuljanovy věty je BX∗ slabě sekvenciálně kompaktní, a tedy w∗-sekvenciálně
kompaktní.3 Důsledek 42 ukazuje w∗-sekvenciální kompaktnost koule BX∗ za
předpokladu reflexivity prostoru X bez použití Eberleinovy-Šmuljanovy věty.

Důsledek 42. Nechť X je reálným Banachovým prostorem. Nechť každý funkci-
onál x∗ ∈ X∗ nabývá v nějakém bodě množiny BX své normy. Pak duální koule
BX∗ je w∗-sekvenciálně kompaktní.

Důkaz. Duální koule BX∗ je podle Banachovy-Alaogluovy věty w∗-kompaktní.
Z předpokladu vyplývá, že εX [BX ] je Jamesovou hranicí εX [BX ]

∗
. Tedy podle

věty 38 je BX∗ σ(X∗, εX [BX ]
∗
)-sekvenciálně kompaktní. Tedy je w∗-sekvenciálně

kompaktní.

2Goldstineova věta: Jestliže Y je normovaným lineárním prostorem, pak εY [BY ]
∗
= BY ∗∗ .

3Z důsledku 41 víme, že εX [BX ] = εX [BX ]
∗
= BX∗∗ , tedy slabá topologie a w∗-topologie

jsou na X∗ totožné. Pak BX∗ je w∗-sekvenciálně kompaktní, právě když je slabě sekvenciálně
kompaktní.
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5. Komplexní verze
Naším cílem bude nyní ukázat pozitivní řešení problému hranice v případě
komplexních Banachových prostorů. Za tím účelem představíme novou definici
Jamesovy hranice, která se v případě Jamesovy hranice pro reálný normovaný
lineární prostor bude shodovat se starou definicí a v případě Jamesovy hranice
nějaké množiny bude obecně nová definice silnější. Shoda staré a nové definice
ve skutečnosti nastává vždy, když uvažujeme Jamesovu hranici nějaké symetrické
množiny. Přesněji o vztahu nové a staré definice hovoří poznámka 46.

Definice 43. Nechť z ∈ C. Nechť ℜ z značí reálnou část komplexního čísla z
a ℑ z značí imaginární část komplexního čísla z. Definujme absolutní hodnotu
komplexního čísla z takto

|z| := max{max{ℜ z, −ℜ z}, max{ℑ z, −ℑ z}}.

Obvyklou eukleidovskou absolutní hodnotu komplexního čísla z budeme značit
takto |z|2.

Definice 44. Nechť f je komplexní funkcí definovanou na nějaké množině G.
Pak symbolem ℜ f budeme označovat reálnou funkci definovanou na G splňující
pro každé x ∈ G rovnost

(ℜ f)(x) = ℜ (f(x))
a symbolem ℑ f budeme označovat reálnou funkci definovanou na G splňující pro
každé x ∈ G rovnost

(ℑ f)(x) = ℑ (f(x)).

Definice 45 (Jamesova hranice). Nechť X je komplexním normovaným line-
árním prostorem, G ⊂ X∗ a F ⊂ G. Řekneme, že F je Jamesovou hranicí G,
jestliže pro každé x ∈ X existuje f ∈ F takové, že

f(x) = sup
g∈G

|g(x)|2 .

Poznámka 46. Nechť X je reálným normovaným lineárním prostorem a F je
Jamesovou hranicí G podle definice 45. Pak je vidět, že F je Jamesovou hranicí
G podle definice 1.
Pokud je F Jamesovou hranicí G podle definice 1 a G je symetrická, pak F

je Jamesovou hranicí G podle definice 45. Speciálně, B je Jamesovou hranicí pro
X podle definice 45, právě když B je Jamesovou hranicí pro X podle definice 1.

Příklad 47. Položme X := R. Pak X je reálným Banachovým prostorem. Defi-
nujme množinu G ⊂ X∗ takto

g ∈ G :⇐⇒ (∃r)(r ∈ [1, 2] & (∀x)(x ∈ X ⇒ g(x) = rx)).

Nechť množina F sestává z funkcionálu reprezentovaného 1 a funkcionálu repre-
zentovaného 2. Pak zřejmě F je Jamesovou hranicí G podle definice 1, avšak F
není Jamesovou hranicí G podle definice 45. Pokud zvolíme nějaké x ∈ R takové,
že x < 0, pak všechny funkcionály z G budou v x nabývat záporné hodnoty, tedy
nikde nemůže dojít k nabytí hodnoty supg∈G |g(x)|. Vidíme, že množina G, ač
kompaktní, nemá dokonce žádnou Jamesovu hranici podle definice 45.

40



5.1 Komplexní verze Behrendsova výsledku

Nyní přistupme k definici veličiny δ. Poznamenejme, že úmyslně v definici po-
užíváme maximovou vzdálenost hromadných bodů, neboť pro takový modul δ
jsme pak schopni dokázat δ-Simonovu rovnost. Není jasné, zda δ-Simonova rov-
nost platí i v případě, že modul δ je odvozen od obvyklé eukleidovské vzdálenosti.

Definice 48. Nechť D je neprázdnou množinou a (xn)n∈ω je posloupností kom-
plexních funkcí definovaných na D. Nechť pro každé d ∈ D je H(xn(d)) množinou
všech hromadných bodů posloupnosti (xn(d))n∈ω. Pro každé d ∈ D definujeme
průměr množiny H(xn(d)) takto

diamH(xn(d)) := sup{q : (∃u)(∃v)(u ∈ H(xn(d))& v ∈ H(xn(d))& q = |u− v|}.

Definujeme veličinu δD(xn) takto

δD(xn) := sup
d∈D
diamH(xn(d)).

Veličinou δ̃D(xn) rozumíme číslo

inf{w : (∃α) (α je podposloupností posloupnosti (xn)n∈ω & w = δDα)}.

Řekneme, že posloupnost (xn)n∈ω je δD-stabilní, jestliže δ̃D(xn) = δD(xn).

Poznámka 49. Pokud D je neprázdnou množinou a (xn)n∈ω je posloupností kom-
plexních funkcí definovaných na D takovou, že existuje alespoň jedno d ∈ D ta-
kové, že posloupnost (xn(d))n∈ω má hromadný bod, pak δD(xn) ∈ [0;∞]. V opač-
ném případě δD(xn) = −∞.
Pokud D je neprázdnou množinou a (xn)n∈ω je posloupností reálných funkcí

definovaných na D takovou, že pro každé d ∈ D je (xn(d))n∈ω omezenou po-
sloupností v R, pak δstD(xn) = δnvD (xn), kde δstD(xn) označuje veličinu δD(xn) podle
definice 12 a δnvD (xn) označuje veličinu δD(xn) podle definice 48.

Lemma 50. Nechť D je neprázdnou množinou a (xn)n∈ω je posloupností komplex-
ních funkcí definovaných na D takovou, že existuje alespoň jedno c ∈ D takové,
že (xn(c))n∈ω je omezenou posloupností v C. Nechť dále δD(xn) < ∞. Pak pro
každé η > 0 existují čísla θ ∈ C a ϑ ∈ C, rostoucí posloupnost přirozených čísel
(nk)k∈ω a bod d ∈ D takové, že

|θ − ϑ| > δD(xn)−
1
2
η (5.1)

a pro každé u ∈ ω sudé a každé v ∈ ω liché platí

|xnu(d)− xnv(d)| < δD(xn) + η, (5.2)

|xnu(d)− θ| <
1
4
η, (5.3)

|xnv(d)− ϑ| <
1
4
η. (5.4)

Z nerovností (5.1), (5.2), (5.3) a (5.4) snadno plyne

δD(xn) + η > |xnu(d)− xnv(d)| > δD(xn)− η.
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Důkaz. Zvolme η > 0. Protože existuje alespoň jeden bod c ∈ D takový, že
posloupnost (xn(c))n∈ω je omezená, má (xn(c))n∈ω hromadný bod, a tedy

diamH(xn(c)) ≥ 0,

z čehož plyne δD(xn) ≥ 0. Vzhledem k definici δD(xn) a k faktu, že δD(xn) <∞,
existuje d ∈ D takové, že

δD(xn) + η > diamH(xn(d)) > δD(xn)−
1
2
η.

Pak existují θ ∈ C a ϑ ∈ C hromadné body posloupnosti (xn(d))n∈ω takové, že

δD(xn) + η > |θ − ϑ| > δD(xn)−
1
2
η.

Snadno se ukáže, že existuje σ ∈ ω takové, že pro všechna m ∈ ω a n ∈ ω
splňující nerovnosti m ≥ σ a n ≥ σ platí

|xm(d)− xn(d)| < δD(xn) + η,

neboť v opačném případě existují posloupnosti (xmj
)j∈ω a (xnj

)j∈ω vybrané z po-
sloupnosti (xn)n∈ω takové, že pro každé j ∈ ω platí∣∣xmj

(d)− xnj
(d)
∣∣ ≥ δD(xn) + η. (1)

Podle předpokladu jsou však posloupnosti (xmj
(d))j∈ω a (xnj

(d))j∈ω omezené a
vzhledem k (1) existují v1 hromadný bod posloupnosti (xmj

(d))j∈ω a v2 hromadný
bod posloupnosti (xnj

)j∈ω takové, že |v1 − v2| ≥ δD(xn) + η, což je spor s definicí
δD(xn).
Nyní rekurzí definujeme posloupnost přirozených čísel (nk)k∈ω splňující pro

každé k ∈ ω podmínky

(1)k k je sudé⇒ |xnk
(d)− θ| < η/4,

(2)k k je liché⇒ |xnk
(d)− ϑ| < η/4,

(3)k (∀l) ((l ∈ ω & l < k)⇒ nl < nk).

Položme
n0 := min{j : j ∈ S & j ≥ σ},

kde S je množinou těch prvků n ∈ ω, že

|xn(d)− θ| < η

4
.

Objekt n0 je korektně definován, neboť θ je hromadným bodem posloupnosti
(xn(d))n∈ω, a tedy množina S je nekonečná. Prvek n0 splňuje podmínky (1)0,
(2)0 a (3)0. Nechť pro k ∈ ω \ {0} již máme k-konečnou posloupnost (np)p<k
splňující podmínky (1)k−1, (2)k−1 a (3)k−1. Pak pokud k je liché, položíme

nk := min{j : j ∈ I & j > nk−1},
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kde I je množinou těch prvků n ∈ ω, že

|xn(d)− ϑ| < η

4
.

Objekt nk je korektně definován, neboť ϑ je hromadným bodem posloupnosti
(xn(d))n∈ω, a tedy množina I je nekonečná. A pokud k je sudé, položíme

nk := min{j : j ∈ S & j > nk−1}.

Posloupnost (np)p<k+1 zřejmě splňuje podmínky (1)k, (2)k a (3)k. Princip indukce
implikuje existenci posloupnosti (nk)k∈ω splňující pro každé k ∈ ω podmínky (1)k,
(2)k a (3)k.
Zřejmě je tedy posloupnost (nk)k∈ω rostoucí a jsou splněny podmínky (5.1),

(5.2), (5.3) a (5.4). Opakovaným použitím trojúhelníkové nerovnosti dostáváme
pro každé u ∈ ω sudé a každé v ∈ ω liché toto

|xnu(d)− xnv(d)| ≥ |θ − ϑ| − |xnu − θ + ϑ− xnv |
≥ |θ − ϑ| − |xnu − θ| − |ϑ− xnv |
> δD(xn)−

η

2
− η

4
− η

4
= δD(xn)− η.

Lemma 51. Nechť D je neprázdnou množinou a (xn)n∈ω je posloupností komplex-
ních funkcí definovaných na D. Pak (xn)n∈ω obsahuje δD-stabilní podposloupnost.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že −∞ < δ̃D(xn) < ∞.
Rekurzí definujeme posloupnost (yj)j∈ω splňující pro každé j ∈ ω

(1)j pro každé l ∈ ω takové, že l < j, je yj podposloupností po-
sloupnosti yl a yj je podposloupností posloupnosti (xn)n∈ω,

(2)j j ∈ ω \ {0} ⇒ δDyj < δ̃Dyj−1 + 2−j.

Položme y0 := (xn)n∈ω. Pak jsou zřejmě splněny podmínky (1)0 a (2)0. Nechť
již pro j ∈ ω \ {0} máme j-konečnou posloupnost (yp)p<j splňující podmínky
(1)j−1 a (2)j−1. Pak vzhledem k definici veličiny δ̃Dyj−1 existuje posloupnost yj
vybraná z posloupnosti yj−1 taková, že

δDyj < δ̃Dyj−1 +
1
2j
.

Tedy platí (2)j a s ohledem na podmínku (1)j−1 platí i (1)j. Z principu indukce
plyne existence posloupnosti (yj)j∈ω splňující pro každé j ∈ ω podmínky (1)j a
(2)j.
Nyní pro každé n ∈ ω položme zn := yn(n). Tedy pro každé k ∈ ω je posloup-

nost (zn)n∈ω počínaje k-tým členem podposloupností posloupnosti yk. Pro každé
k ∈ ω dostáváme

δ̃D(zn) ≤ δD(zn) ≤ δDyk+1 < δ̃Dyk +
1
2k+1

≤ δ̃D(zn) +
1
2k+1
.

Provedeme limitní přechod pro k → ∞ a dostaneme rovnost δ̃D(zn) = δD(zn). A
tedy posloupnost (zn)n∈ω je hledanou δD-stabilní podposloupností posloupnosti
(xn)n∈ω.
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Poznámka 52. Nechť X je komplexním normovaným lineárním prostorem, G
je neprázdnou podmnožinou množiny X∗ a (xn)n∈ω je posloupností v X. Pak
(εX(xn))n∈ω je posloupností komplexních funkcí definovaných na G, kde εX je
kanonickým vnořením X do jeho druhého duálu X∗∗. Stejně jako v reálném pří-
padě budeme δG(xn) definovat takto δG(xn) := δG(εX(xn)). Analogicky položíme
δ̃G(xn) := δ̃G(εX(xn)). Zřejmým způsobem definujeme δG-stabilitu posloupnosti
(xn)n∈ω.
Pokud je G omezenou množinou a (xn)n∈ω je omezenou posloupností, pak

zřejmě (εX(xn))n∈ω je posloupností stejně omezených funkcí naG, a tedy speciálně
pro každé g ∈ G je (g(xn))n∈ω omezenou posloupností a též δG(xn) <∞.

Věta 53. Nechť X je komplexním normovaným lineárním prostorem, G je ome-
zenou neprázdnou podmnožinou množiny X∗ a (xn)n∈ω je omezenou posloup-
ností v X. Pak pro každé η > 0 existuje δG∗-stabilní posloupnost (yn)n∈ω vybraná
z posloupnosti (xn)n∈ω taková, že pro libovolné dvě disjunktní množiny C ⊂ ω a
D ⊂ ω existují čísla θ ∈ C a ϑ ∈ C a funkcionál x∗ ∈ G

∗
takové, že

|θ − ϑ| > δ̃G∗(yn)−
η

2
(5.5)

a pro každé c ∈ C a každé d ∈ D platí

|x∗(yc)− θ| < η

4
a |x∗(yd)− ϑ| < η

4
, (5.6)

z čehož snadno plyne

|x∗(yc)− x∗(yd)| > δ̃G∗(yn)− η.

Důkaz. Zvolme η > 0. S přihlédnutím k poznámce 52 existuje podle lemmatu 51
δG∗-stabilní posloupnost (zn)n∈ω vybraná z posloupnosti (xn)n∈ω. Pro každé r ∈
ω \ {0} definujme Ξr(γ) takto

Ξr (γ) :⇐⇒ (∃α) (∃x∗) (∃θ) (∃ϑ)φr (γ, α, x∗, θ, ϑ) ,

kde relace φr (γ, α, x∗, θ, ϑ) je definována takto

φr (γ, α, x
∗, θ, ϑ) :⇐⇒

(α je rostoucí r-konečnou posloupností přirozených čísel) &

(γ = α) &
(
x∗ ∈ G

∗
)
& (θ ∈ C) & (ϑ ∈ C) &(

|θ − ϑ| > δ̃G∗(zn)− η/4
)
&(

(∀ρ)
(
(ρ ∈ ω & 2ρ < r)⇒

∣∣x∗ (zα(2ρ))− θ
∣∣ < η/8

))
&(

(∀σ)
(
(σ ∈ ω & 2σ + 1 < r)⇒

∣∣x∗ (zα(2σ+1))− ϑ
∣∣ < η/8

))
.

Pak definujme pro každé r ∈ ω \ {0} množinu Tr následovně

Tr := {γ : Ξr (γ)}.

Nyní ověřme, že prázdná množina je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrou množinou
vzhledem k ω. Zvolme libovolnou nekonečnou množinu M ⊂ ω. Pak podle lem-
matu 3 existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel β taková, že β[ω] = M .
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Posloupnost (zβ(j))j∈ω je podposloupností (zn)n∈ω a (zn)n∈ω je δG∗-stabilní, tedy
δG∗(zβ(j)) = δ̃G∗(zn). S ohledem na poznámku 52 existují podle lemmatu 50 čísla
θ ∈ C a ϑ ∈ C, rostoucí posloupnost přirozených čísel (jm)m∈ω a funkcionál
x∗ ∈ G

∗
takové, že

|θ − ϑ| > δ̃G∗(zn)−
η

4
a pro každé u ∈ ω sudé a každé v ∈ ω liché platí∣∣x∗ (zβ(ju))− θ

∣∣ < η

8
a

∣∣x∗ (zβ(jv))− ϑ
∣∣ < η

8
.

Nyní pro každé m ∈ ω položme µm := β(jm). Pak pro každé r ∈ ω zřejmě
(µ0, . . . , µr) ∈ Tr+1, a tedy prázdná množina je vůči (Tr)∞r=1 totálně dobrou mno-
žinou vzhledem k ω.
Podle věty 2 (Ramsey) existuje nekonečná množina N ⊂ ω taková, že pro

každé r ∈ ω a každou ν rostoucí (r+1)-konečnou posloupnost v N platí ν ∈ Tr+1.
Podle lemmatu 3 existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel β taková, že
N = β[ω]. Nyní pro každé n ∈ ω položme yn := zβ(2n+1). Posloupnost (yn)n∈ω je
zřejmě podposloupností posloupnosti (zn)n∈ω, jíž je δG∗-stabilní, a tedy δG∗(yn) =
δ̃G∗(zn). Nechť C ⊂ ω, D ⊂ ω jsou dvě disjunktní množiny. Pak podle lemmatu 15
existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel (jm)m∈ω taková, že

(∀c) (c ∈ C ⇒ ((∃m) (m ∈ ω & j2m = 2c+ 1))) , (1)

(∀d) (d ∈ D ⇒ ((∃m) (m ∈ ω & j2m+1 = 2d+ 1))) . (2)

Pro každé m ∈ ω položme αm := β(jm). Pak posloupnost (αm)m∈ω je rostoucí a
pro každé m ∈ ω platí αm ∈ N . Podle věty 2 (Ramsey) platí pro všechna r ∈ ω
vztah (α0, . . . , αr) ∈ Tr+1. To znamená, že pro každé r ∈ ω existují čísla θr ∈ C
a ϑr ∈ C a funkcionál x∗r ∈ G

∗
takové, že

|θr − ϑr| > δ̃G∗(zn)−
η

4
(3)

a pro každé u ∈ ω sudé takové, že u < r + 1, a každé v ∈ ω liché takové, že
v < r + 1, platí

|x∗r (zαu)− θr| <
η

8
a (4)

|x∗r (zαv)− ϑr| <
η

8
. (5)

Použitím trojúhelníkové nerovnosti dostáváme z (4), že pro každé r ∈ ω platí

|θr| <
η

8
+ ∥x∗r∥ ∥zα0∥ . (6)

Stejně tak z (5) dostáváme, že pro každé r ∈ ω \ {0} platí

|ϑr| <
η

8
+ ∥x∗r∥ ∥zα1∥ . (7)

Protože (x∗r)r∈ω je omezenou posloupností, plyne z (6) a (7), že též (θr)r∈ω a
(ϑr)r∈ω jsou omezenými posloupnostmi, a tedy z Bolzanovy-Weierstrassovy věty
plyne existence θ ∈ C hromadného bodu posloupnosti (θr)r∈ω a ϑ ∈ C hromad-
ného bodu posloupnosti (ϑr)r∈ω. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat,

45



že limr→∞ θr = θ a limr→∞ ϑr = ϑ. Vzhledem k tomu, že pro všechna r ∈ ω
platí (3), dostáváme

|θ − ϑ| > δ̃G∗(zn)−
η

2
= δ̃G∗(yn)−

η

2
. (8)

Banachova-Alaogluova věta implikuje, že množina G
∗
je w∗-kompaktní, neboť je

omezená a w∗-uzavřená. Existuje tedy funkcionál x∗ ∈ G
∗
, jenž je w∗-hromadným

bodem posloupnosti (x∗r)r∈ω. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že C ̸= ∅
a D ̸= ∅. Zvolme libovolně c ∈ C a d ∈ D. Pak podle (1) existuje u ∈ ω sudé
takové, že ju = 2c + 1, a podle (2) existuje v ∈ ω liché takové, že jv = 2d + 1.
Položme q0 := max{u, v}. Pak z (4) a (5) dostáváme, že pro každé q ∈ ω takové,
že q > q0, platí∣∣x∗q (zβ(2c+1))− θq

∣∣ < η

8
a

∣∣x∗q (zβ(2d+1))− ϑq
∣∣ < η

8
. (9)

Protože x∗ je w∗-hromadným bodem posloupnosti (x∗r)r∈ω, θ je limitou posloup-
nosti (θr)r∈ω, ϑ je limitou posloupnosti (ϑr)r∈ω a pro každé q ∈ ω takové, že q > q0,
platí (9), pak vzhledem k tomu, že yc = zβ(2c+1) a yd = zβ(2d+1), dostáváme

|x∗ (yc)− θ| < η

4
a |x∗ (yd)− ϑ| < η

4
. (10)

Opakovaným použitím trojúhelníkové nerovnosti dostaneme z (8) a (10) toto

|x∗ (yc − yd)| ≥ |θ − ϑ| − |x∗(yc)− θ + ϑ− x∗(yd)|
≥ |θ − ϑ| − |x∗(yc)− θ| − |ϑ− x∗(yd)|
> δ̃G∗(yn)−

η

2
− η

4
− η

4
= δ̃G∗(yn)− η.

Lemma 54. Nechť X je komplexním normovaným lineárním prostorem, G ⊂ X∗

je neprázdnou omezenou množinou a (xn)n∈ω je omezenou posloupností v X. Pak
pro každé η > 0 existuje δG∗-stabilní posloupnost (vn)n∈ω vybraná z posloupnosti
(xn)n∈ω taková, že pro každou (wn)n∈ω konvexní blokovou posloupnost pro (vn)n∈ω
platí

δG∗(wn) > δG∗(vn)− 2η.

Důkaz. Nechť η > 0. Podle věty 53 existuje δG∗-stabilní posloupnost (vn)n∈ω
vybraná z posloupnosti (xn)n∈ω taková, že pro každé dvě disjunktní množiny
C ⊂ ω a D ⊂ ω existují čísla θ ∈ C a ϑ ∈ C a funkcionál x∗ ∈ G

∗
takové, že

platí (5.5) a pro každé c ∈ C a každé d ∈ D platí (5.6).
Nechť (wn)n∈ω je konvexní blokovou posloupností pro (vn)n∈ω. To tedy zna-

mená, že existují posloupnost (An)n∈ω po dvou disjunktních konečných podmno-
žin množiny ω a zobrazení λ :

∪
n∈ω

An → R+0 takové, že pro každé n ∈ ω platí

wn =
∑
k∈An

λ(k) vk a
∑
k∈An

λ(k) = 1.

Položme C :=
∪
n∈ω

A2n a D :=
∪
n∈ω

A2n+1. Množiny C a D jsou zřejmě disjunktní.

Pak existují čísla θ ∈ C a ϑ ∈ C a funkcionál x∗ ∈ G
∗
takové, že platí

|θ − ϑ| > δ̃G∗(vn)−
η

2
, (1)
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pro každé c ∈ C platí
|x∗(vc)− θ| < η

4
(2)

a každé d ∈ D platí
|x∗(vd)− ϑ| < η

4
. (3)

Použitím (2) a (3) dostáváme pro každé n ∈ ω následující

|x∗(w2n)− θ| =

∣∣∣∣∣ ∑
k∈A2n

λ(k) x∗(vk)−
∑
k∈A2n

λ(k) θ

∣∣∣∣∣
≤

∑
k∈A2n

λ(k) |x∗(vk)− θ|
(2)
<
η

4

|x∗(w2n+1)− ϑ| =

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈A2n+1

λ(k) x∗(vk)−
∑

k∈A2n+1

λ(k)ϑ

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
k∈A2n+1

λ(k) |x∗(vk)− ϑ|
(3)
<
η

4

Opakovaně použijeme trojúhelníkovou nerovnost a z předchozího a z (1) dosta-
neme pro každé n ∈ ω toto

|x∗(w2n)− x∗(w2n+1)| > δ̃G∗(vn)− η.

Posloupnosti (x∗(w2n))n∈ω a (x∗(w2n+1))n∈ω jsou omezené, a tedy existují χ ∈ C
a ς ∈ C hromadné body posloupností (x∗(w2n))n∈ω a (x∗(w2n+1))n∈ω takové, že

|χ− ς| > δ̃G∗(vn)− 2η.

Z toho okamžitě dostáváme δG∗(wn) > δ̃G∗(vn)− 2η = δG∗(vn)− 2η.

Důsledek 55 (O konvexních blocích). Nechť X je komplexním normovaným li-
neárním prostorem, G ⊂ X∗ je neprázdnou omezenou množinou a (xn)n∈ω je
omezenou posloupností v X. Pak existuje δG∗-stabilní posloupnost (yn)n∈ω vy-
braná z posloupnosti (xn)n∈ω taková, že pro každou (un)n∈ω konvexní blokovou
posloupnost pro (yn)n∈ω platí

δG∗(yn) ≤ δG∗(un) a δ̃G∗(yn) ≤ δ̃G∗(un).

Důkaz. Důkaz proběhne stejně jako důkaz tvrzení 23 (O (absolutně) konvexních
blocích) ve verzi jen pro konvexní bloky.
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5.2 Komplexní δ-Simonova rovnost

Nyní uvedeme novou definice simonovské a absolutně simonovské posloupnosti
v ℓ∞(G). Tato nová definice bude mít smysl i v prostorech ℓ∞(G) nad tělesem
komplexních čísel. V případě reálných prostorů ℓ∞(G) bude nová definice silnější.

Definice 56 (Simonovská a absolutně simonovská posloupnost). Nechť G
je neprázdnou množinou, F ⊂ G a (xn)n∈ω je omezenou posloupností v Banachově
prostoru (ℓ∞(G), || · ||∞) nad tělesem T, kde T = R, nebo T = C.
Řekneme, že posloupnost (xn)n∈ω splňuje Simonovu podmínku pro (F,G),

jestliže pro každé x ∈ co∞(xn) existuje f ∈ F takové, že

x(f) = sup
g∈G

|x(g)|2 = ||x||∞.

Řekneme, že posloupnost (xn)n∈ω splňuje absolutní Simonovu podmínku pro
(F,G), jestliže pro každé x ∈ aco∞(xn) existuje f ∈ F takové, že

x(f) = sup
g∈G

|x(g)|2 = ||x||∞.

Místo „(xn)n∈ω splňuje Simonovu podmínku pro (F,G)“ budeme občas říkat,
že (xn)n∈ω je simonovskou posloupností pro (F,G) a místo „(xn)n∈ω splňuje ab-
solutní Simonovu podmínku pro (F,G)“ budeme říkat, že (xn)n∈ω je absolutně
simonovskou posloupností pro (F,G).

Poznámka 57. Pojem absolutní simonovskosti je závislý na tělese, nad kterým
definujeme Banachův prostor ℓ∞(G). Proto v dalším: pokud uvažujeme posloup-
nost stejně omezených reálných funkcí na G, chápeme členy takové posloupnosti
jako prvky reálného ℓ∞(G).

Poznámka 58. Nechť G je neprázdnou množinou a F ⊂ G. Uvažujme ℓ∞(G) nad
tělesem reálných čísel. Nechť (xn)n∈ω je omezenou posloupností v ℓ∞(G). Pokud
(xn)n∈ω splňuje (absolutní) Simonovu podmínku pro (F,G) podle definice 56, pak
splňuje (absolutní) Simonovu podmínku pro (F,G) podle definice 19.

Poznámka 59. Poznamenejme, že poznámka 29 je stejně relevantní i pro kom-
plexní ℓ∞(G), tedy absolutně konvexní bloková posloupnost pro nějakou absolutně
simonovskou posloupnost pro (F,G) v komplexním ℓ∞(G) je absolutně simonov-
skou posloupností pro (F,G) v komplexním ℓ∞(G).

Lemma 60. Nechť D je neprázdnou množinou a (xn)n∈ω je posloupností kom-
plexních funkcí definovaných na D takovou, že pro každé d ∈ D je (xn(d))n∈ω
omezenou posloupností v C. Pak platí

δD(ℜxn) ≤ δD(xn) a δD(ℑ xn) ≤ δD(xn).

Důkaz. Dokažme jen první nerovnost. Druhá nerovnost se dokazuje analogicky.
Zvolme d ∈ D. Nechť u1 ∈ R a v1 ∈ R jsou hromadnými body posloupnosti
(ℜ xn)n∈ω. Tedy existují rostoucí posloupnosti přirozených čísel (nk)k∈ω a (mk)k∈ω
takové, že

lim
k→∞

ℜxnk
(d) = u1 a lim

k→∞
ℜ xmk

(d) = v1.
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Nechť u2 ∈ R je hromadným bodem posloupnosti (ℑ xnk
)k∈ω a v2 ∈ R je hromad-

ným bodem posloupnosti (ℑxmk
)k∈ω. Tedy u1 + iu2 a v1 + iv2 jsou hromadnými

body posloupnosti (xn)n∈ω. Dostáváme

|u1 − v1| ≤ |(u1 − v1) + i(u2 − v2)| = |(u1 + iu2)− (v1 + iv2)| ≤ δD(xn).

Z toho okamžitě plyne δD(ℜ xn) ≤ δD(xn).

Lemma 61. Nechť G je neprázdnou množinou, F ⊂ G a (xn)n∈ω je posloupností
stejně omezených komplexních funkcí definovaných na G. Jestliže (xn)n∈ω splňuje
absolutní Simonovu podmínku pro (F,G) v komplexním ℓ∞(G), pak (ℜ xn)n∈ω a
(ℑ xn)n∈ω splňují absolutní Simonovu podmínku pro (F,G) v reálném ℓ∞(G) podle
nové definice 56 (tedy i podle staré definice 19).

Důkaz. Posloupnosti (ℜ xn)n∈ω a (ℑ xn)n∈ω chápeme jako posloupnosti v reálném
Banachově prostoru ℓ∞(G) a (xn)n∈ω chápeme jako posloupnost v komplexním
Banachově prostoru ℓ∞(G).
Dokažme, že (ℜ xn)n∈ω je absolutně simonovskou posloupností pro (F,G)

podle nové definice. Zvolme y ∈ aco∞(ℜ xn). Pak existuje x ∈ aco∞(xn) takové,
že ℜ x = y. Protože (xn)n∈ω je absolutně simonovskou posloupností pro (F,G),
existuje bod f ∈ F takový, že

x(f) = sup
g∈G

|x(g)|2 .

Tedy dostáváme
y(f) = ℜ x(f) = x(f) = sup

g∈G
|x(g)|2 . (∗)

Současně y(f) ≤ sup
g∈G

y(g). Z (∗) a předchozí nerovnosti dostáváme

sup
g∈G

|x(g)|2 ≤ sup
g∈G

y(g) ≤ sup
g∈G

|y(g)|2 .

Vzhledem k tomu, že y = ℜx, je obrácená nerovnost zřejmá, a tedy máme

y(f) = sup
g∈G

|y(g)|2 ,

což přesně znamená, že (ℜ xn)n∈ω je absolutně simonovskou posloupností pro
(F,G) podle nové definice (tedy i podle staré definice).
Nyní dokažme, že (ℑ xn)n∈ω je absolutně simonovskou posloupností pro (F,G)

podle nové definice. Zvolme z ∈ aco∞(ℑxn). Pak existuje x ∈ aco∞(xn) takové,
že ℑx = z. Z toho plyne, že ℜ(−ix) = z. Zřejmě −ix ∈ aco∞(xn). Podle první
části důkazu existuje f ∈ F takové, že

z(f) = sup
g∈G

|z(g)|2 ,

což znamená, že (ℑxn)n∈ω je absolutně simonovskou posloupností pro (F,G)
podle nové definice (tedy i podle staré definice).

Důsledek 62 (komplexní δ-Simonova rovnost). Nechť G je neprázdnou mno-
žinou, F ⊂ G a (xn)n∈ω je posloupností stejně omezených komplexních funkcí
definovaných na G. Jestliže (xn)n∈ω splňuje absolutní Simonovu podmínku pro
(F,G), pak platí

δG(xn) = δF (xn).
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Důkaz. Nerovnost δF (xn) ≤ δG(xn) zřejmě platí. Dokážeme obrácenou nerovnost.
Zvolme bod g0 ∈ G. Nechť u ∈ C a v ∈ C jsou hromadné body posloupnosti
(xn(g0))n∈ω. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že u ̸= v. Pak existují
posloupnosti (yk)k∈ω a (zk)k∈ω vybrané z posloupnosti (xn)n∈ω takové, že

lim
k→∞

yk(g0) = u a lim
k→∞

zk(g0) = v

a pro každé k ∈ ω a každé l ∈ ω platí yk ̸= zl. Pro každé k ∈ ω položme
uk := 1/2 yk−1/2 zk. Posloupnost (uk)k∈ω je zřejmě absolutně konvexní blokovou
posloupností pro (xn)n∈ω, tedy podle poznámky 59 je (uk)k∈ω absolutně simonov-
skou posloupností pro (F,G). Podle lemmatu 61 jsou posloupnosti (ℜuk)k∈ω a
(ℑuk)k∈ω též absolutně simonovské pro (F,G), a tedy i (−ℜuk)k∈ω a (−ℑuk)k∈ω
jsou absolutně simonovské pro (F,G). Podle důsledku 28 (Simonova rovnost) platí

sup
f∈F
lim sup
k→∞

(ℜuk(f)) = sup
g∈G
lim sup
k→∞

(ℜuk(g)) ,

sup
f∈F
lim sup
k→∞

(−ℜuk(f)) = sup
g∈G
lim sup
k→∞

(−ℜuk(g)) a

(*)

sup
f∈F
lim sup
k→∞

(ℑuk(f)) = sup
g∈G
lim sup
k→∞

(ℑuk(g)) ,

sup
f∈F
lim sup
k→∞

(−ℑuk(f)) = sup
g∈G
lim sup
k→∞

(−ℑuk(g)) .

Dostáváme

|u− v|=
∣∣∣ lim
k→∞
(yk(g0)− zk(g0))

∣∣∣
= max

{∣∣∣ lim
k→∞
(ℜ yk(g0)−ℜ zk(g0))

∣∣∣ , ∣∣∣ lim
k→∞
(ℑ yk(g0)−ℑ zk(g0))

∣∣∣}
= 2max

{
lim
k→∞
(ℜuk(g0)) , lim

k→∞
(−ℜuk(g0)) ,

lim
k→∞
(ℑuk(g0)) , lim

k→∞
(−ℑuk(g0))

}
≤ 2max

{
sup
g∈G
lim sup
k→∞

(ℜuk(g)) , sup
g∈G
lim sup
k→∞

(−ℜuk(g)) ,

sup
g∈G
lim sup
k→∞

(ℑuk(g)) , sup
g∈G
lim sup
k→∞

(−ℑuk(g))
}

(∗)
= 2max

{
sup
f∈F
lim sup
k→∞

(ℜuk(f)) , sup
f∈F
lim sup
k→∞

(−ℜuk(f)) ,

sup
f∈F
lim sup
k→∞

(ℑuk(f)) , sup
f∈F
lim sup
k→∞

(−ℑuk(f))
}

= max

{
sup
f∈F
lim sup
k→∞

(ℜ yk(f)−ℜ zk(f)) , sup
f∈F
lim sup
k→∞

(ℜ zk(f)−ℜ yk(f)) ,

sup
f∈F
lim sup
k→∞

(ℑ yk(f)−ℑ zk(f)) , sup
f∈F
lim sup
k→∞

(ℑ zk(f)−ℑ yk(f))
}

≤ max {δF (ℜ xn), δF (ℑ xn)} ≤ δF (xn).
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Poslední nerovnost je okomentována v lemmatu 60. Z právě dokázané nerovnosti
okamžitě plyne δG(xn) ≤ δF (xn).

5.3 Haglerova-Johnsonova konstrukce

Definice 63. NechťX je komplexním normovaným lineárním prostorem,G ⊂ X∗

je neprázdnou omezenou množinou, F ⊂ G a (xn)n∈ω je omezenou posloupností
v X. Řekneme, že (xn)n∈ω je (absolutně) simonovskou posloupností pro (F,G),
jestliže (εX(xn))n∈ω je (absolutně) simonovskou posloupností pro (F,G) v kom-
plexním ℓ∞(G), kde εX je kanonickým vnořením X do X∗∗.
Definice je analogií definice 31.

Tvrzení 64 (Hagler-Johnson – komplexní verze). Nechť X je komplexním normo-
vaným lineárním prostorem, G ⊂ X∗ je neprázdnou omezenou množinou, F ⊂ G
a (xn)n∈ω je omezenou posloupností v X splňující absolutní Simonovu podmínku
pro (F,G

∗
) a δ̃G∗(xn) > 0. Nechť dále (ηp)∞p=1 je klesající posloupností kladných

čísel. Pak existují číslo γ ≥ δ̃G∗(xn), posloupnost funkcionálů (fp)∞p=1 v F a strom
(Ψσ)σ∈2<ω takové, že pro každé p ∈ ω \ {0}, každé σ ∈ 2p sudé a každé ρ ∈ 2p
liché, každé m ∈ Ψσ a každé n ∈ Ψρ platí

(1− ηp) γ < |fp (xm − xn)| < (1 + ηp) γ. (5.7)

Důkaz. Důkaz bude probíhat stejně jako u tvrzení 36 jen s několika málo rozdíly.
Místo tvrzení 23 použijeme důsledek 55, místo lemmatu 13 použijeme lemma 50
a místo důsledku 30 použijeme důsledek 62. Z toho plyne, že na těch místech
v důkazu tvrzení 36, kde vyhodnocujeme některý z funkcionálů gp (p ∈ ω) v prvku
(xm−xn), respektive v prvku (zm−zn), kdem,n ∈ ω, budeme navíc psát absolutní
hodnotu. Pro pohodlí však celý důkaz zopakujeme.
Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že η1 < 1. Podle důsledku 55

(O konvexních blocích) existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel (ψ∅(i))i∈ω
taková, že posloupnost

(
xψ∅(i)

)
i∈ω vybraná z posloupnosti (xn)n∈ω je δG∗-stabilní

a pro každou (ui)i∈ω konvexní blokovou posloupnost pro
(
xψ∅(i)

)
i∈ω platí

δG∗
(
xψ∅(i)

)
≤ δG∗(ui).

Nyní položme γ := δG∗
(
xψ∅(i)

)
, což znamená, že γ ≥ δ̃G∗(xn) > 0. Definujme

množinu Ψ∅ takto

Ψ∅ := {n : (∃i) (i ∈ ω & n = ψ∅(i))}.

Rekurzí definujeme posloupnost
((
fp, (Ψσ)σ∈2p

))∞
p=1
splňující pro každé p ∈ ω\{0}

podmínky

(1)p (ג∀) ג) ∈ 2p−1 ⇒ (Ψג 0 ⊂ Ψג & Ψג 1 ⊂ Ψג)),

(2)p (ג∀) (∀k) ג)) ∈ 2p & k ∈ 2p & ג ̸= k)⇒ Ψג ∩Ψk = ∅),

(3)p pro každé ג ∈ 2p je množina Ψג nekonečná a Ψג ⊂ Ψ∅,

(4)p funkcionál fp je prvkem množiny F ,
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(5)p (ג∀) (∀k) ג)) ∈ 2p−1 & k ∈ 2p−1)⇒
((∀m) (∀n) ((m ∈ Ψג 0 & n ∈ Ψk 1)⇒

(1− ηp) γ < |fp (xm − xn)| < (1 + ηp) γ ))).

Podle důsledku 62 (komplexní δ-Simonova rovnost) a lemmatu 50 existují rostoucí
posloupnost přirozených čísel (ik)k∈ω a funkcionál f1 ∈ F takové, že pro každé
u ∈ ω sudé a každé v ∈ ω liché platí

(1− η1) γ = (1− η1) δF
(
xψ∅(i)

)
<
∣∣f1 (xψ∅(iu) − xψ∅(iv)

)∣∣ < (1 + η1) γ.
Nyní definujme množiny Ψ0 a Ψ1 takto

Ψ0 := {n : (∃j) (j ∈ ω & n = ψ∅(i2j))},
Ψ1 := {n : (∃j) (j ∈ ω & n = ψ∅(i2j+1))}.

Množiny Ψ0 a Ψ1 jsou disjunktní, neboť posloupnost (ψ∅(ik))k∈ω je rostoucí. Z to-
hoto důvodu jsou též množiny Ψ0 a Ψ1 nekonečné a zřejmě platí Ψ0 ⊂ Ψ∅ a
Ψ1 ⊂ Ψ∅. Tedy

(
f1, (Ψσ)σ∈21

)
splňuje podmínky (1)1 až (5)1. Nechť nyní pro

p ∈ ω \ {0} již máme funkcionál fp a soubor (Ψσ)σ∈2p splňující podmínky (2)p až
(5)p. Nechť pro každé ג ∈ 2p je (ψג(i))i∈ω rostoucí posloupností přirozených čísel
takovou, že ψג[ω] = Ψג. Pro každé i ∈ ω definujme zi takto

zi := 2
−p
∑
σ∈2p

xψσ(i).

Vzhledem k (2)p, (3)p a vzhledem k tomu, že pro každé ג ∈ 2p je posloupnost
(ψג(i))i∈ω rostoucí, je (zi)i∈ω konvexní blokovou posloupností pro

(
xψ∅(i)

)
i∈ω. To

znamená, že (zi)i∈ω je absolutně simonovskou posloupností pro (F,G
∗
), a podle

lemmatu 50, důsledku 62 (komplexní δ-Simonova rovnost) a důsledku 55 (O kon-
vexních blocích) existují rostoucí posloupnost přirozených čísel (ik)k∈ω a funkcio-
nál fp+1 ∈ F takové, že pro každé u ∈ ω sudé a každé v ∈ ω liché platí

|fp+1 (ziu − ziv)| >
(
1− ηp+1
2p+1

)
δF (zi) =

(
1− ηp+1
2p+1

)
δG∗(zi) ≥

(
1− ηp+1
2p+1

)
γ (1)

a s lehkou újmou na obecnosti můžeme předpokládat, že navíc pro každé ג ∈ 2p
a každé k ∈ 2p platí∣∣fp+1 (xψג(iu) − xψk(iv)

)∣∣ < (1 + ηp+1
2p+1

)
γ < (1 + ηp+1) γ. (2)

Stejně jako v důkazu tvrzení 36 si k nerovnosti (2) neodpustíme jistý komentář.
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Zvolme pevně ג ∈ 2p a k ∈ 2p. Pro každý hromadný
bod h posloupnosti

(
fp+1

(
xψג(i)

))
i∈ω a každý hromadný

bod d posloupnosti
(
fp+1

(
xψk(i)

))
i∈ω platí

|h− d| <
(
1 +

ηp+1
2p+1

)
γ. (A)

Kdyby existovaly rostoucí posloupnosti přirozených čísel
(jk)k∈ω a (nk)k∈ω takové, že∣∣fp+1 (xψג(jk) − xψk(nk)

)∣∣ ≥ (1 + ηp+1
2p+1

)
γ,

pak by existovaly body θ ∈ C a ϑ ∈ C takové, že θ by
byl hromadným bodem posloupnosti

(
fp+1

(
xψג(jk)

))
k∈ω

a ϑ hromadným bodem posloupnosti
(
fp+1

(
xψk(nk)

))
k∈ω

a platilo by

|θ − ϑ| ≥
(
1 +

ηp+1
2p+1

)
γ,

což by byl spor s (A). Proto existuje index j ∈ ω takový,
že pro libovolné k ∈ ω splňující k ≥ j a libovolné n ∈ ω
splňující n ≥ j platí∣∣fp+1 (xψג(k) − xψk(n)

)∣∣ < (1 + ηp+1
2p+1

)
γ. (B)

Vzhledem k tomu, že máme jen konečně mnoho dvojic
(k,ג) ∈ 2p × 2p, existuje index r ∈ ω takový, že pro
každé k ∈ ω splňující k ≥ r, každé n ∈ ω splňující
n ≥ r, každé ג ∈ 2p a každé k ∈ 2p platí (B). Ať b ∈ ω
je nejmenší sudé číslo takové, že ib ≥ r. Pro každé k ∈ ω
položme ı̃k := ib+k. Nyní je zřejmé, že (1) a (2) platí,
pokud místo písmena i píšeme ı̃.

Zřejmě je splněna podmínka (4)p+1. Zvolme pevně ג ∈ 2p a definujme množiny
Ψג 0 a Ψג 1 takto

Ψג 0 := {n : (∃j) (j ∈ ω & n = ψג(i2j))},
Ψג 1 := {n : (∃j) (j ∈ ω & n = ψג(i2j+1))}

a pro každé j ∈ ω položme ψג 0(j) := ψג(i2j) a ψג 1(j) := ψג(i2j+1). Pak zřejmě
jsou posloupnosti (ψג 0(j))j∈ω a (ψג 1(j))j∈ω rostoucí a platí ψג 0[ω] = Ψג 0 a
ψג 1[ω] = Ψג 1. Tedy pro všechna ג ∈ 2p jsou Ψג 0 a Ψג 0 nekonečnými množinami
a zřejmě Ψג 0 ⊂ Ψג a Ψג 1 ⊂ Ψג. Tedy je splněna podmínka (1)p+1, která společně
s podmínkou (3)p dává (3)p+1. Zřejmě též pro každé ג ∈ 2p jsou Ψג 0 a Ψג 1
disjunktními množinami a protože je splněna podmínka (2)p a již víme, že i (1)p+1,
pak pro každé m ∈ {0, 1} a každé k ∈ {0, 1} a všechna ג ∈ 2p a k ∈ 2p taková,
že ג ̸= k, jsou i Ψג m a Ψk k disjunktními množinami. Tedy je splněna podmínka
(2)p+1. Pro každé j ∈ ω a každé l ∈ ω dostáváme

zi2j − zi2l+1 = 2
−p
∑
σ∈2p

(
xψσ(i2j) − xψσ(i2l+1)

)
= 2−p

∑
σ∈2p

(
xψσ 0(j) − xψσ 1(l)

)
.
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Z toho okamžitě plynou pro každá dvě různá ג ∈ 2p a k ∈ 2p a každé j ∈ ω a
každé l ∈ ω rovnosti

xψג 0(j) − xψג 1(l) = 2
p
(
zi2j − zi2l+1

)
−

∑
σ∈2p, σ ג≠

(
xψσ 0(j) − xψσ 1(l)

)
, (3)

xψג 0(j) − xψk 1(l) = 2
p
(
zi2j − zi2l+1

)
−

[(
xψk 0(j) − xψג 1(l)

)
+

∑
σ∈2p, σ ,ג≠ σ ̸=k

(
xψσ 0(j) − xψσ 1(l)

)]
. (4)

Zvolme libovolně ג ∈ 2p a k ∈ 2p, j ∈ ω a l ∈ ω. Nyní nepožadujeme, aby ג a k
byly různé prvky. Aplikujeme funkcionál fp+1 na prvek

(
xψג 0(j) − xψk 1(l)

)
a vyu-

žijeme přitom rovnosti (3), respektive (4). V obou případech použitím trojúhel-
níkové nerovnosti dostáváme vzhledem k nerovnostem (1) a (2) tentýž následující
výsledek∣∣fp+1 (xψג 0(j) − xψk 1(l)

)∣∣ > 2p
(
1− ηp+1
2p+1

)
γ − (2p − 1)

(
1 +

ηp+1
2p+1

)
γ

=
(
1− ηp+1
2p+1

[
2p+1 − 1

])
γ

> (1− ηp+1) γ.

Zřejmě je tedy splněna podmínka (5)p+1. Princip indukce implikuje existenci po-
sloupnosti

((
gp, (Ψσ)σ∈2p

))
p∈ω splňující pro každé p ∈ ω \ {0} podmínky (1)p až

(5)p.
Snadno nahlédneme, že soubor (Ψσ)σ∈2<ω je stromem, a že pro každé p ∈

ω \ {0}, každé σ ∈ 2p sudé a každé ρ ∈ 2p liché, každé m ∈ Ψσ a každé n ∈ Ψρ
platí (5.7). Tím je důkaz hotov.

Poznámka 65. Nechť X je komplexním Banachovým prostorem. Pak stejně jako
v poznámce 32 dostaneme tvrzení

⋆ pokud F je Jamesovou hranicí G, pak každá omezená posloup-
nost v X splňuje absolutní Simonovu podmínku pro (F,G),

⋆ pokud (un)n∈ω je omezenou posloupností v X splňující (ab-
solutní) Simonovu podmínku pro (F,G), pak (un)n∈ω splňuje
(absolutní) Simonovu podmínku i pro (F,G

∗
).

5.4 Hlavní výsledek

Tvrzení 66 (Pfitzner – komplexní verze). Nechť X je komplexním normova-
ným lineárním prostorem, G ⊂ X∗ je omezenou množinou a F ⊂ G. Nechť dále
A ⊂ X je omezenou σ(X,F )-spočetně kompaktní množinou a nechť každá po-
sloupnost obsažená v A splňuje absolutní Simonovu podmínku pro (F,G

∗
). Nechť

(xn)n∈ω je posloupností v A. Pak existuje posloupnost (yn)n∈ω vybraná z posloup-
nosti (xn)n∈ω taková, že δG∗(yn) = 0. Jinými slovy, každá posloupnost v A obsa-
huje σ(X,G

∗
)-cauchyovskou podposloupnost.
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Důkaz. Stejně jako v reálném případě budeme postupovat sporem. Nechť závěr
tvrzení neplatí. Pak podle lemmatu 51 existuje δG∗-stabilní posloupnost (zn)n∈ω
vybraná z posloupnosti (xn)n∈ω taková, že δ̃G∗(zn) > 0. Podle předpokladu je
(zn)n∈ω absolutně simonovskou posloupností pro (F,G

∗
), tedy podle tvrzení 64

(Hagler-Johnson – komplexní verze) existují číslo γ ≥ δ̃G∗(zn), posloupnost funk-
cionálů (fp)∞p=1 v F a strom (Ψσ)σ∈2<ω takové, že pro každé p ∈ ω \ {0}, každé
σ ∈ 2p sudé a každé ρ ∈ 2p liché, každé m ∈ Ψσ a každé n ∈ Ψρ platí

|fp (zm − zn)| >
(
1− 2−p

)
γ.

Nechť f ∈ F
∗
je w∗-hromadný bod posloupnosti (fp)p∈ω. Takový funkcio-

nál f existuje, neboť množina F
∗
je vzhledem k Banachově-Alaogluově větě w∗-

kompaktní. Pro každé m ∈ ω zkonstruujeme posloupnost (nm(k))k∈ω stejně jako
v důkazu tvrzení 37 (Pfitzner) a stejně tak pro každé m ∈ ω bude vm označovat
σ(X,F )-hromadný bod posloupnosti

(
znm(k)

)
k∈ω.

Nechť nyní s ∈ ω je pevné. Též pevně zvolme p ∈ ω a i ∈ ω taková, že p > s a
i ≥ p. Pak pro každé k ∈ ω takové, že k > p, a každé l ∈ ω takové, že l > p, platí∣∣fp (zns(k) − zni(l)

)∣∣ > (1− 2−p) γ. (1)

Z toho plyne
|fp (vs − vi)| ≥

(
1− 2−p

)
γ. (2)

V opačném případě bychom totiž položili

ε :=
(
1− 2−p

)
γ − |fp (vs − vi)| > 0. (3)

Pak by existovalo k̃ ∈ ω takové, že k̃ > p, a platilo by∣∣∣fp (zns(k̃) − vs

)∣∣∣ < ε

2
a (4)

též by existovalo l̃ ∈ ω takové, že l̃ > p a platilo by∣∣∣fp (zni(l̃) − vi

)∣∣∣ < ε

2
. (5)

Použitím trojúhelníkové nerovnosti bychom pak z (3), (4) a (5) dostali∣∣∣fp (zns(k̃)

)
− fp

(
zni(l̃)

)∣∣∣ < (1− 2−p) γ,
což by byl spor s (1).
Nechť v označuje σ(X,F )-hromadný bod posloupnosti (vm)m∈ω. Vzhledem

k tomu, že nerovnost (2) platí pro každé i ∈ ω takové, že i ≥ p, dostáváme

|fp (vs − v)| ≥
(
1− 2−p

)
γ. (6)

Tedy pro každé p ∈ ω takové, že p > s, platí (6). Pak existuje posloupnost (fpk)k∈ω
vybraná z posloupnosti (fp)p∈ω taková, že limk→∞ fpk(vs−v) = f(vs−v).1 Z toho
plyne

lim
k→∞

|fpk(vs − v)| = |f(vs − v)| . (7)

1Zdůrazněme, že f nezávisí na s, zatímco posloupnost (pk)k∈ω samozřejmě ano.
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Vzhledem k tomu, že pro každé p ∈ ω takové, že p > s, platí (6), dostáváme z (7)
toto

|f (vs − v)|2 ≥ |f (vs − v)| ≥ γ. (8)

Nyní definujme komplexní číslo ξs takto

ξs :=
f(vs − v)
|f(vs − v)|2

. (9)

Pak vzhledem k (9) a (8) dostáváme

1
ξs
f (vs − v) ≥ γ (10)

V tuto chvíli tedy máme, že pro každé s ∈ ω existuje ξs ∈ C splňující |ξs|2 = 1
a nerovnost (10). Nyní definujme prvek x∗∗ takto

x∗∗ :=
∞∑
s=0

1
2s+1 ξs

εX (vs − v) , (11)

kde εX je kanonickým vnořením X do X∗∗. Podobně jako v důkazu tvrzení 37
poznamenejme, že součet nekonečné řady napravo v (11) je brán v topologii
vytvořené duální normou, a že bod x∗∗ je definován korektně, neboť diskutovaná
řada konverguje absolutně, a tedy s ohledem na úplnost prostoru X∗∗ konverguje.
Funkcionál x∗∗ je též součtem zmiňované nekonečné řady v supremové normě
prostoru ℓ∞(G

∗
).

Pro každé s ∈ ω položme w2s+1 := vs a w2s := v. Pak (ws)s∈ω je posloupností
obsaženou v A, tedy posloupností splňující absolutní Simonovu podmínku pro
(F,G

∗
). Dále pro každé s ∈ ω položme us := 1/2vs−1/2v. Posloupnost (us)s∈ω je

absolutně konvexní blokovou posloupností pro (ws)s∈ω, a tedy podle poznámky 59
je (us)s∈ω absolutně simonovskou posloupností pro (F,G

∗
). Pak pro každé s ∈ ω

existuje prvek hs ∈ F takový, že

hs(us) = sup
g∈G∗

|g(us)|2 . (12)

Zopakujme si, že pro každé s ∈ ω je vs σ(X,F )-hromadným bodem posloupnosti
(zn)n∈ω a stejně tak i v je σ(X,F )-hromadným bodem posloupnosti (zn)n∈ω. To
spolu s tím, že pro všechna s ∈ ω existuje funkcionál hs ∈ F takový, že platí (12),
a že (zn)n∈ω je δG∗-stabilní posloupností, dává pro každé g ∈ G

∗
a každé s ∈ ω

následující

|g(vs)− g(v)|2 = 2 |g(us)|2
(12)
≤ 2hs(us) = hs(vs)− hs(v)

≤ |hs(vs)− hs(v)| ≤ δF (zn) ≤ δ̃G∗(zn) ≤ γ.

Tedy platí formule

(∀g) (∀s)
((
g ∈ G

∗
& s ∈ ω

)
⇒ |g(vs)− g(v)|2 ≤ γ

)
. (13)

Vzhledem k tomu, že pro každé s ∈ ω platí (10), dostáváme x∗∗(f) ≥ γ. Z toho
plyne

sup
g∈G∗

|x∗∗(g)| ≥ γ. (14)
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Protože 1/2x∗∗ ∈ aco∞(εX(us)), existuje h ∈ F takové, že

x∗∗(f) = sup
g∈G∗

|x∗∗(g)|2
(14)
≥ γ.

To implikuje

γ ≤ x∗∗(h) = |x∗∗(h)|2 ≤
∞∑
s=0

2−(s+1) |h(vs − v)|2 . (15)

Z (13) a (15) plyne, že pro každé m ∈ ω platí |h(vm)− h(v)| = γ. Protože v je
σ(X,F )-hromadným bodem posloupnosti (vm)m∈ω, dostáváme 0 = γ, což je spor,
neboť jsme předpokládali, že γ > 0.

Věta 67. Nechť X je komplexním Banachovým prostorem, G ⊂ X∗ je omeze-
nou množinou a F ⊂ X∗ je Jamesovou hranicí G. Nechť dále A ⊂ X je ome-
zenou σ(X,F )-spočetně kompaktní množinou. Pak A je σ(X,G

∗
)-sekvenciálně

kompaktní množinou.

Důkaz. Nechť (xn)n∈ω je posloupností v A. Podle poznámky 65 splňuje každá
omezená posloupnost v X absolutní Simonovu podmínku pro (F,G

∗
), a tedy

podle tvrzení 66 (Pfitzner – komplexní verze) existuje posloupnost (zn)n∈ω vy-
braná z posloupnosti (xn)n∈ω taková, že δG∗(zn) = 0. Nechť z ∈ A je σ(X,F )-
hromadným bodem posloupnosti (zn)n∈ω. Protože pro každé g ∈ G

∗
posloupnost

(g(zn))n∈ω konverguje a pro každé f ∈ F je f(z) hromadným bodem posloupnosti
(f(zn))n∈ω, platí pro každé f ∈ F toto

lim
n→∞

f(zn) = f(z). (1)

Podle poznámky 65 splňuje posloupnost (zn − z)n∈ω absolutní Simonovu pod-
mínku pro (F,G

∗
), neboť F je Jamesovou hranicí G a X je Banachovým pro-

storem. Podle lemmatu 61 splňují absolutní Simonovu podmínku pro (F,G
∗
)

posloupnosti (ℜ (εX(zn − z)))n∈ω a (ℑ (εX(zn − z)))n∈ω, a tedy i posloupnosti
(−ℜ (εX(zn−z)))n∈ω a (−ℑ (εX(zn−z)))n∈ω, kde εX je jako obvykle kanonickým
vnořením prostoru X do X∗∗. Důsledek 28 (Simonova rovnost) říká

sup
g∈G∗
lim sup
n→∞

ℜ (g(zn − z)) = sup
f∈F
lim sup
n→∞

ℜ (f(zn − z))
(1)
= 0,

sup
g∈G∗
lim sup
n→∞

ℑ (g(zn − z)) = sup
f∈F
lim sup
n→∞

ℑ (f(zn − z))
(1)
= 0,

sup
g∈G∗
lim sup
n→∞

ℜ (g(z − zn)) = sup
f∈F
lim sup
n→∞

ℜ (f(z − zn))
(1)
= 0,

sup
g∈G∗
lim sup
n→∞

ℑ (g(z − zn)) = sup
f∈F
lim sup
n→∞

ℑ (f(z − zn))
(1)
= 0.

Zvolme pevně g ∈ G
∗
. Vidíme, že současně platí lim supn (ℜ (g(zn − z))) = 0 a

lim infn (ℜ (g(zn − z))) = 0. Z toho bezprostředně plyne

lim
n→∞

ℜ (g(zn)) = ℜ (g(z)). (2)

57



Analogicky dostaneme
lim
n→∞

ℑ (g(zn)) = ℑ (g(z)). (3)

Rovnosti (2) a (3) implikují, že pro každé g ∈ G
∗
platí

lim
n→∞

g(zn) = g(z),

což právě znamená, že posloupnost (zn)n∈ω konverguje k bodu z v topologii
σ(X,G

∗
).2 Dokázali jsme, že každá posloupnost v množině A obsahuje podpo-

sloupnost, která v topologii σ(X,G
∗
) konverguje k nějakému prvku množiny A,

tedy A je σ(X,G
∗
)-sekvenciálně kompaktní množinou.

Poznámka 68. V příkladu 47 jsme viděli, že naše nová definice Jamesovy hranice
je poměrně silná, že dokonce ani kompaktní množiny v jednorozměrném prostoru
nemusí mít žádnou Jamesovu hranici. Naskýtá se otázka, zda by naopak nešlo
rozumně zeslabit definici Jamesovy hranice. Slabší definicí je například tato

Definice Nechť X je komplexním normovaným lineárním prostorem, G je pod-
množinou X∗ a F je podmnožinou G. Řekneme, že F je Jamesovou hranicí G,
jestliže pro každé x ∈ X existuje f ∈ F takové, že

|f(x)|2 = sup
g∈G

|g(x)|2.

Snadno se ukáže, že Jamesova hranice podle definice 1 je Jamesovou hranicí
podle definice v této poznámce. Vraťme se k příkladu 47. Nechť F̃ je jednoprvko-
vou množinou obsahující jen funkcionál reprezentovaný číslem 2. Pak F̃ je Jame-
sovou hranicí G podle aktuální definice v této poznámce, avšak není Jamesovou
hranicí G podle definice 1.
Lze pozitivně odpovědět na problém hranice v situaci aktuální definice Ja-

mesovy hranice? Odpověď stojí na δ-Simonově rovnosti. Ptáme se tedy, zda je
možné dokázat δ-Simonovu rovnost pro posloupnosti splňující příslušným způso-
bem pozměněnou absolutní Simonovu podmínku.

2Protože topologie σ(X,G
∗
) není obecně Hausdorffova, nemusí být z jediným limitním bo-

dem posloupnosti (zn)n∈ω.
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