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Kapitola 1
,
Uvoď

1.1 Motivace

Obyčejné diferenciální rovnice se zpožděním slouží modelování reálných situací,
ve kterých př ír ů stek , nebo úbytek veličiny závisí na stavu který byl v minulosti .
Příkladem m ů že být rovnice pro růst populace savců:

x' (t ) = cx(t),

kterou upravím tím, že započítám dobu březosti r :

x'(t) = ex(t - r) .

Zde r zastupuje roli zpožd ě ní . První otázka je, jaký druh počáteční podmínky
mu íme použít , abychom dostali jednoznačné řešen í . Přirozená odpov ě ď je použít
počáteční funkci definovanou na intervalu délky r . Nechť má tedy počáteční

podmínka tvar:
x(t ) = O(t )

pro t E [to - r , toJ
V našem případě růstu populace předpokládejme , že počáteční podmínka má
konstantní tvar:O(t) = 00 (což odpovídá tomu, že na počátku máme populaci,
která je po dobu březo ti konstantní, a až pak začne r ů s t ) . Rovnici lze potom
vyřeši t tzv . metodou kroků :

1 a intervalu [to, to + r J má rovnice tvar:

x'U) = cO(t) ,

tedy
x'(t) = cOo

s počáteční podmínkou :1:(to) = 00 , Řešení na intervalu [to , to + r J má tvar

x(t) = 00 + cOo (t - to ).

Ze znalosti řeš ní na intervalu [to, to + r] můžeme sest avit rovnici na inte rvalu
[to+ T, to+ 21'1:

:1:'(t ) = cOo+ C20o(t - r - to)

~ po č áte čn í podmínkou x( to+ r ) = 00 - erOo .
Takto m ů žu po tupovat po interval ch délky T dále . Metoda krok ů je sice pěkná ,
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ale výpočty se brzo stanou složitými a z metody kroků se velice těžko odvozují i
ty nejzákladnější vlastnosti ř ešen í .

Populace kořisti a dravce: Mějme prostředí, ve kterém žijí dva druhy zvířat.

Jedno ze zvířat (kořist ) bude požírána druhým (dravcem). Populaci koři t i v čase

t označme x( t) , populaci dravce y(t). Pak zjednodušený model populace těchto

dvou druhů bude popsán soustavou diferenciálních rovnic :

x' (t ) = alx(t) - blx( t )y(t )

y'(t) = -a2y(t) + b2x (t )y(t) ,

kde al je konstanta určující vývoj populace kořisti v prostředí bez dravce, a2
určuje úmrtnost dravce při absenci kořisti a konstanty bl, b2 vyjadřují vzájemný
vztah kořisti a dravce. V reálném světě dravci nereagují na změnu popul ace kořisti

hned, ale s jistým časovým zpožděním. Naše úvahy také zpřesníme tím, že vložíme
do rovnic konstantu P , která bude udávat kapacitu prostředí pro kořist:

x'(t ) = al [l - x (t )/ P ]x (t ) - b1y(t )x (t )

y'(t) = -a2y(t) + b2 x (t - r)y(t - r) .

V tomto případě je jednodušší vyřešit zpožděný systém. Použijeme-li metodu
kroků , druhá rovnice přejde v lineární rovnici prvního řádu, ze které dostaneme
y(t ). Po dosazení do první rovnice dostaneme Bernouliho rovnici řešitelnou známou
substitucí. Toto je jeden z příklad ů zpožděné rovnice, kterou lze řešit jednodušeji
než její nezpožděnou verzi.

1.2 Seznámení

1.2.1 Definice. Zpožděnou diferenciální rovnicí budeme rozumět rovnici

:-c' (t ) = f (t , X(gl( t )), . . . , x (gm(t )) ), (1.2.1)

kde f : [to, ) x Dm ---t JRn pro to, (3 E JR, ,8 2: to a pro otevřenou oblast D ~ JRn
a kde gj : [to, ) ---t JR,,::; gj(t ) < t pro t > to, j = 1, . . . , m a :-c(t ) : JR ---t JRn .
Počáteční podmínka má tvar

x( t ) = () (t ) pro t E b,to].

Funkci () se iiká inicializační fun kce.

1.2.2 Úmlu va . (i) v následujícím textu bude vždy D podmnožina JRT!

(ži) norma bez označení bude vždy součtová, tedy

II? II = 1I ?lh = 2:::7=1Ixd

(1.2.2)

1. 2.3 P oznámky. (i) Funkce gj se nazývá "zpožděný argument". Občas se za
pisuje ve tvaru 9j(t ) = t - rj(t ), kde nez áporn á funkce rj (t ) je "zpožděni" ,

[ii) [důle žitá} Pokud t - r ::; 9j (t ) < t pro tJt 2: to, pak jde o piipcd zpožděné

difer nciální rovnice s omezeným zpožděním . Pokud r O, dostáváme
obyčejnou diferenciální rovnici bez jakéhokoliv zpoždění.
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(iii) (důležitá) Celou diferenciální rovnici můžeme zkrátit do tvaru

x'(t) = F(t , xd ,

kde
Xt = (X(gl(t ), . . . , x (gm(t )))).

1.2.4 Definice. Řešení rovnice 1.2.3 a 1.2.2 je diferencovatelná fun kce
x : b,.Bd -t D pro .Bl E (to, .B] taková, že:

(i) \ft E b, tol: x (t ) = 8(t )

(ii) \ft E [to , .Bd : x' (t) = F (t , Xt )

(1.2.3)

Rovnice má jednoznačné řešení na [1',.Bd, pokud pro každá dvě řešení X l, X2,
splňující Xl(t ) = X2(t ) pro t E b,to], platí Xl(t ) = :r2(t) pro t E [to,.B) shodují.

1.2.5 Poznámka. Předpokládáme, že t, gl , . . . , gm jsou spojité. Pak pokud x :
b,.Bd -t D,.Bl E (to,.B) j e spojitá funk ce, pak i F (t , Xt ) spojitě závisí na t. (Zde
předpokládáme, že x je řešení, tedy spoji té a Xt : IR. -t Dm je spojité vzhledem k
t) Odtud plyne, že x je řešení rovnice 1.2.1 a 1.2.2 právě když

:r(t ) = { B(t ) pro tt E b, tol
B(to) + hoF(s , xs )ds pro t E [to, .Bd ·
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Kapitola 2

Existence a jednoznačnost

2. 1 Systémy s neomezeným zpožděním

2 .1.1 D efinice. Řekneme, že f j e piipusiná (s kon stantou K } na množině G c
J x Dm, pokud

pro všchn a (t ,6 , . .. ' ~m) a (t , {I ,. . . ,~;n) Z G. Tzn. f je Lips chit zovská v každé
kromě první proměnné.

2.1.2 Defince. Řekneme, že f : J x Dm -- ]Rn je lokálně přípustná, pokud
pro každý bod 7] E J x Dm exis tuje okolí UTJ tak, že funkce f je přípustná na
uTJn (J x Dm)

2 .1.3 Lemma (Gronwallovo). Nechi C > O je konstanta, h je nezáporn á spo
jitá funkce definovaná na intervalu J a to E J . Nechť existuje spojitá nezáporná
funkce k definovaná na intervalu J tak, že:

k (t ) ::; C + lth(s )k(s )ds pro všechna t E J.
to

Potom

k(t) :o; Cexp (1:h(s)ds ) pro všechna t E J.

Důkaz. Pro t = to je nerovnost triviální.
Pokud je h = O, je d ů kaz jednoduchý.
P ro t > to ah > Oj výchozí nerovno t ekvivalent ní s nerovností

h(t )k(t) - h(t ) ( C +1:d( )V(S)dS) < O

(h(t ) je nezáporná a integr ál je kladný pro předpokládaná t ). Zavedu subst ituci
Q(t ) =C + ft:h( )k(s)d :

Q'(t ) - k(t )Q(t) ::; O
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Po přenásobení obou st ran rovnice výrazem exp( - ft:h(s )ds), který je větší než
O, dostaneme:

Q'(t ) exp ( - 1,' h(S)dS) - h(t )Q(t )exp ( - 1,' h(S)dS) < O

:t [Q(t)exp (-1:h(S)dS)] < o.

Po zintegrování přes t jdoucí od to k t získá nerovnost tvar:

Q(t) exp (-1:h(S)dS) - C < O

Q(t ) < CexpU:h(S)dS).

Vzhledem k tomu, jak byla volena substituce, platí:

k(t) S; Q(t ) < C exp (1,' h(S)dS) ,

což je námi hledan á nerovnost .
Pro t < to se d ůkaz provede podobně . o
2.1.4 Věta - globální jednoznačnost. Nechi f je spojitá a lokálně piipusiná
na [to, .8) x Dm, nechť každá gj je spojitá a řt ~ gj (t ) < t na [to, .8) a nechť e
je spoji tá na [r , to] -t D . Pak rovnice 1.2.1 a 1.2.2 má nejvýše jedno řešení na
každém intervalu ["y,.8d , kde .81E (to , .8] .

Důkaz. Předpoklád jme, že existují dvě řešení Xl a X2 definována na intervalu
[r,.8d taková, že X l =1= X2 ' Protože X l (t ) = X2(t ) na inteval u [r , to], musí existovat
t E (to , .8d tak, že XI(t ) =1= X2(t ).
Označme tl = inf{t E (to, .8d : XI(t ) =1= X2(t )}. Ze spojitosti funkcí X l a X2 plyne,
že X1(t) = X2(t ) pro t E [r, t d . Existuj e tedy okolí U bodu tl a okolí V bod u
:r1(gl(td) , .. . ,:7: 1(gm(tm)) tak , že funkce f je přípustná na U x V. Zvolme libovolný
bod .82,.82 E U, .82 > tl tak, že X1s , X2s E V pro s E [tl, .82)' Nyní pro všechna
t E [t l, 2) platí rovnost:

IIXt(t ) - x, (t)1I = [ 11(F (S,Xb ) - F(s,x2,)) lIds S;

< Kit SUPt l $ a $ s IlxI(O') - x2(0' )l! ds.
tl

Po substituci '/ (s ) = SUPt l < a < s II x 1(0' ) - X2(0' )1! :

II:r1(t ) - x2(t)11 ~ Kitv(s)ds pro t E [t1,,6).
t l

Tatáž n rovnost musí platit i pro supremum levé st ra ny, takže:

v(t ) < Klt

v(s)ds pro t E [t1,.82)
t l

Z p ředchozího lemmatu plyn , že v(t ) = Ona intervalu [tl , 2)' V tomto intervalu
'e tedv rovnají obě řešen í a dost áváme spor s volbou tl ' O
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2.1.5 Věta - lokální jednoznačnost a exist ence . Nechi f : [to, (3) x Dm
je spojitá a přípustná. Neclii každá gj je spojitá a , < gj(t) < t a nechť funkce
8 : h,to ] -. D je spojitá. Pak existuje O < .6. < (3 tak, že rovnice 1.2.1 a 1.2.2
má alespoň jedno řešení na intervalu h,to + .6.).

Důkaz. Definujme Do = {~ E ]Rn; lI ~i - 8(gi(to))1I ::; 8; i = 1, .. . ,n}.Všimněme si,
že Do E D pro dostatečně malé 8. Dále zavedeme pomocnou množinu A ,
A = {x(t ) E C(h , to + .6.]);x(t) = 8(t)'Vt E h, to] ;X t E Do'Vt E [to , to + .6.]} . Tato
množina je pro dost malé .6. > O neprázdná, protože tam patří například funkce:

() {
8(t ) pro t E h, to]

Y t =
8(to) pro t E [to , to + .6. ).

a této množině zavedeme operátor T předpisem:

T :r(t ) = { 8(t ) pro tt E h·to]
8(to) + hoF( s, xs)ds pro t E (to, to + .6.]

Nejprve si všimněme , že funkce F (s , xs) je na intervalu [to, to + .6.] omezená,
protože se jedná o spojitou funkci na kompaktním intervalu. Funkce T( x) je tedy
stej noměrně spojitá pro x E A. P rotože f je přípustná , je F (s, x s ) stej ně omezená
pro všechna x E A . Díky tom u je T x stej ně stejnoměrně spojité pro všechna x v A.
Ze stejné stejnoměrné spojitost i vyplývá existence .6. > Otak malého, že TA C A .
Pevný bod operátoru T je naše hledané řešení. Množina Doje uzavřená podmnožina
Banachova prostoru (uvažujme normu buď suprémovou (11.11 ), popřípadě suprémum
součtové normy, pokud jde o prostor vektorových funkcí (11 .11 ,s)), Pokud dokážeme,
že operátor T je kontrakce, Banachova věta o kontrakci nám dá existenci a jed
noznačno t řešení.

IIT (x ) - T( y)11 .s = Il I t[F (s, X s) - F (s, ys)]ds ll ,s ::;
to

::; " it IIF (s, :r s ) - F(s,Ys)lIds ll < " i t I(nllxs - ysll dslloo ::;
~ ~r l to+.6-< I(Tl I l x .~ - ysllds ::; I(Tl Ilx - y lloo,sds ::;

to to

< I(Tl .6. II:r - yll ,s

P ro dostatečně malé .6. bude [(Tl !:::. < 1 a věta je dokázána.
o

2.1.6 Věta - spoj it á závislost na počátečních p odmínkách. Nechi funkce
f : [to, ) x Dm -. ]Rn je pojitá a globálně přípustná s konstantou J( : nechť každá
funkce gj je pojii á a "f ::; gj(t) < t na [to , (3): nechť existují dvě spojité funk ce
81,82 : [ , to] -. D a nechť X l a :l:2 jsou řešení rovnice 1.2.1 a 1.2.2 s inicial
iza čnimi funkcemi fh respektive 82 , Pak:
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Důkaz. Z platnosti integrální rovnice plyne:

II XI(t ) - X2(t) II = II BI (to) - B2(tO) + j t[F (S,XIS ) - F(s , x2s)]ds ll <
to

< IIBI(to) - B2(to)11+ K j t sUP,$a$s Il xI(a) - x2(a) llds
to

Nyní zavedeme pomocnou funkci v( t) , v( t ) = sUP, $a$t IlxI(S) - x2(s)ll. Tedy:

Ilx I(t ) - X2( t) II < v( to) + j t K v(s )ds
to

v (t ) :s v (to) + j t v(s )ds .
to

Zde aplikujeme Gronwallovo lemma a dostaneme námi požadovanou nerovnost:

o

2.2 Systémy s omezeným zpožděním

V této kapi tole se budeme zabývat systémy s omezeným zpožděním. Pro připomenutí,

jsou to systémy, kde exist uje r tak, že pro zpožděné argumenty gAt ) platí t - T <
gAt) < t. 1 ej dříve precizujme definici F(t , Xt) .

2.2.1 Defin ice. Nechť ~ je funkce definována přinejmenším na intervalu [t - T , t]
s hodnotami v IRn , pak definujeme novou funkci ~t : [- r ,O] --+ IRn předpisem

~t (s) = ~ (t + s) pro s E [- r,O] .

Pokud je ~ spojitá, pak i ~t je spojitá na intervalu [- T, O]

2.2.2 ZnačenÍ. Zápisem SA budeme rozumět množinu všech spojitých funkcí
f : [-T,O] --+ A, kde A ~ ]Rn . Ve speciálním případě A = ]Rn bude zápis jen S.
Na prostoru SA definujem normu IIxll r = SUP-r<a<ollx(a) II

2.2 .3 Definice. Řekneme, že F (t , x ) plňuje podmínku spojitosti, jestliže Fi t; Xt)
je spoj itá vzhledem k t na intervalu [to - T, f3 ) pro každou :7; : [to - r, f3 ) --+ D
spojitou.

Zpožděná diferenciální rovnice má nyn í tvar:

s počáteční podmínkou:

(2.2.1)

:r to = <1> , kde předpokládáme <I> E SA' (2.2.2)

Pokud F : [to, f3 ) X SD --+ ]Rn splňuje podmínku spojitosti, pak spojitá funkce
[t ) D f3 (t f3] ' ~ ~ , ' ? ') 1 ? ? ') , ~ k 1 ~:c :0 - T , I --+ , I E ,o, Je resem rOVnIce _._. a _._._, prave °C yz:

.r(t) = { <I>(t - tO )tPro t E [to - T, to]
<1> (0) + Iro F(s ,:cs)ds pro t E [to, f3d
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Pokud chceme například vyjádřit rovnicí 2.2 .1 zpožděný systém popisující
populaci kořisti a dravce (viz úvod), pak:
D = jR2 ,F : JR x S __ jR2

F (t ~) = ( ad1 - ~l (0)/P]6 (O) - bl ~2(0)~1 (O) )
, - a26 (0) + b2~1 ( -r)6(-r)

Zbývá odpovědět na otázku, proč jsme v ů bec definovali nový typ rovn ice pro
speciálnější funkce f (respekt ive gi)' Rovn ice 2.2. 1 je v jistém smys lu obecněj ší.

Zob razení F je totiž zobrazení z prostoru funkcí do prostoru funkcí, jde tedy o
funkcionál a rovnice 2.2.1 je funkcionální diferenciální rovnice. Můžeme uvažovat
například rovnici, kde F(t , ~) = J~r ~(s )ds. Pak bude mít rovnice tvar:

x' (I ) = t x,(s)ds = l, x(s)ds

2.2.4 Věta - lokální existen ce a jednoznačnost. Nechi F : [to , ,8) X SD __ jRn

splňuje podmínku spojitosti a nechť je lokálně Lipschitzovská ve druhé proměnné.

Pak pro každou inicializační funkci <1> E SD má rovnice 2.2.1 a 2.2.2 jednoznačně

určené řešení na int ervalu [to - r , to + ~) pro ~ > O

D ůkaz. D ů kaz věty bude velice podobný dů kazu věty 2.1.5. Nejdříve definujme
fun kci

y(t) = { <1> (t - to) pro t E [to - r , to]
<1> (0) pro t E [to , to + ~] .

Povšimněme si, že Yt E SD. Dále definujme množinu

So = {x (t ) E C [to - r, to + ~] ; Ilxt - Yt llr ::; orIt E [to, to + ~]} .

Zde zase vhodnou volbou 8 > O docílíme to ho , aby obor hodnot funkcí z So byl
v D. Nyní zavedeme na So funkcionál T :

T ( )
_ { <I> (t - to) pro t E [to - r, to]

x t - t
<I> (O) + hoF (s , xs)ds pro t E [to, to + ~]

Díky Lipschitzovsko t i funkcionálu F je tento fun kcionál omezen stejnou konst an 
tou pro všechny fun kce z 50. Odtud dostaneme stejnou stejnoměrnou spojitost
funkcí T x pro všechna x ESo. Vhodně zvoleným ~ > O zajistíme, že T So eSo.
Pevný bod funkcionálu T je naše hledané řešení. Použijeme opět Banachovu větu

o kontrakci. (Označení norem je stejné jako v d ůkazu věty 2.1.5.)

Pl atí následující odhady:

IIT (x ) - T (y )II ,8 < -LII F (s,:xs) - F (s,Ys)llds ll <
to

< Il j t I< lI x - u, IIrdsll ::; J(i: II X t - Vt Ilrds<
to to

::; J(~ 1 1 :r;t - vdlr = J(~ lIx - vll .s

Pokud t cly bude ~ dostatečně malé, bu cle plati t , že J(~ < 1 a tímto je dokázána
xi t nce i j ednoznačnost . O
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2.2.5 Věta - globální jednoznačnost. Nechť F : [to ,{3) x SD --+ lRn splňuje

podmínku spoji tosti a nechť je lokálně Lipschitzovská ve druhé proměnné. Necht
j e dána počáteční funkce 4> E SD. Pak rovnice 2.2.1 a 2.2.2 mají nan ejvýš jedno
řešení na intervalu [to - T , {3l ) pro jakékoliv {3l E (to, {3]

Důkaz. Předpokládejme , že existují dvě řešení Xl a X2 taková, že Xl "/:- X2. Označme

t l = inf{t E (tO, {3l) : Xl(t ) "/:- X2(t)} . Pak to < tl < {3l a :r l (t ) = X2( t) pro
t E [to - T , tIl . Tedy (t l , XltJ E [to,{3l) X SD, existuje a > O a okolí U bodu
Xltl takové, že množina V = [tl , tl + a] x U je podmnožinou [to,{3 ) x SD a F
je Lipschitzovská ve druhé proměnné na V s Lipschitzovskou konstantou I<. Ze
spojitost i Xl a X2 plyne existence 8 E (O, a] tak, že (t Xlt ) E V a (t, X2t) E V pro
t E [t , tl + 8). Pro tato t platí:

IIx l (t) - x2(t) 11= 1I 1t
F (s , Xls) - F (s , x2s)ds ll ::;

to

<l [( lIx l " - x"II,ds

Ted přejdeme na levé straně k suprému:

IIx lt - x2tllr < l t
I<llx ls - :r2s llr pro t E [tl , tl + 6)ds

tl

Odtud použi tím Gronwallova lemmatu plyne, že Xl( t ) = X2( t ) pro t E [t l ,t l + 6)
a dostáváme spor s volbou t l. O

2.2.6 Věta - sp oj it á závislost na počátečních podmínkách. Nechť F :
[to,{3) X SD --+ lRn splňuje podmínku pojitosti a nechť j e globálně Lipschitzovská
ve dl/th é složce s Lipschitzovskou konstantou I< . Nechi <P 1 a <P2 E S D jsou dvě

zadané inicializační funkce a nechť Xl a X2 jsou jednoznačné řešení rovnice 2.2.1
a 2.2.2, kde :r lto = <P l a X2to = <1>2· Pokud jsou Xl a X2 obě definována na intervalu
[to - T , {3l ), pak:

Il x l (t) - x2(t )1I < II <pl - <P21IreI< (t - to) pro t E [to,{3d

Důkaz. Vyjdeme z integrální rovnice a budeme odhadovat rozdíl dvou řešení v
čase t , t E [to,{3l):

Ilx l (t ) - :r2(t )II = II<p l(O) - <P2(0) + l t
[F(s , Xls) - F (s, :r2s )]II ::;

to

::; II<p l - <P211r + l t
I<11:l: ls - x2sll ds

to
Odtud díky nezápornosti integrantu plyne:

IIx lt - :c2t ll r ::; lI <p l - <P211 r + l t
I<llx ls - :c2sll rds

to

Nyní zvolíme substit uci v(t ) = II:clt - x2tllr. Pak:

u(t) < v(to) + l t

I<v( )ds
to

u( t) < v(to)el\(t- toJ.

13



· 1 yní přejdeme zpátky a dostaneme:

11:7: lt - x2tllr < 11 <p1- <P21I ref( t- to).

A z definice výrazu na pravé straně získáme požadovanou nerovnost. O
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