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Uvod

V 70. a 80. rokoch minulého storocia sa v plnej miere rozvinul trh s irokovymi
derivatmi. Podnetom k obchodovaniu s trokovymi instrumentmi bola zvysujica
sa volatilita drokovych sadzieb. Na trhu sa zacali objavovat rozliéné trokové
derivéty, ktorych cena zavisela a aj dnes zavisi od pohybu urokovych sadzieb.
To podnietilo nielen obchodnikov, ale i radu ekonémov a matematikov k iivaham
o budicom vyvoji trokovych sadzieb. Od tohto obdobia vzniklo mnoho modelov
popisujucich stochasticky vyvoj tdrokovych sadzieb.

Prvou skupina modelov, ktoré sa zaoberaju problematikou modelovania okam-
zitej irokovej miery, st jednofaktorové modely. Medzi ne patri napriklad Vasickov
model a Hull-Whiteov model. Ked'Ze vynosova krivka modelované pomocou jed-
nofaktorovych modelov nemusi spiﬁat’ niektoré z hlavnych poziadaviek na trokovi
sadzbu, bolo potrebné vyvinit zlozitejsie modely, ktoré budd vo vicsom stlade
s trhom.

Pridanim dalsieho zdroja neistoty sa vyznacuji dvojfaktorové modely, ku
ktorym patri model Brennana a Schwartza, alebo konvergenény model.

V roku 1997 bol predstaveny LIBOR trzny model, ktory bol ako prvy v stlade
s dovtedy zauzivanymi vztahmi na oceilovanie niektorych trokovych derivéitov.
LIBOR trzny model predpovedd vyvoj mnoziny forwardovych sadzieb na zéklade
znalosti okamzitej volatility forwardovych sadzieb a korelacii medzi forwardovymi
sadzbami. LIBOR trzny model a jeho vyuzitie pri oceniovani tirokovych derivatov
je hlavnou témou tejto prace.

V prvej kapitole st zhrnuté zdkladné pojmy, ktoré sa vyuzivaju v oblasti
urokovych sadzieb.

Druha kapitola je zhrnutim zédkladnych poznatkov o urokovych derivatoch.
Zameriava sa hlavne na tirokové derivaty, ktoré sa v dalsich kapitolach ocenujti.

V tretej kapitole je mozné néjst ddta z trhu, ktoré sa pouzivaju v dalsich
kapitolach.

Stvrta kapitola je venovand modelovaniu okamzitej spotovej sadzby pomocou
jednofaktorovych modelov. V tejto kapitole je priblizena tedria Hull-Whiteovho
modelu, aplikdcia na redlne data, kalibracia modelu a ocenovanie capletov a flo-
orletov s vyuzitim Hull-Whiteovho modelu.

V piatej kapitole je charakterizovand dynamika vyvoja forwardovej urokove;j
sadzby pomocou LIBOR trzného modelu a sposoby ocenovania urokovych de-
rivatov s vyuzitim tohto modelu. Opisana tedria je aplikovana na realnych datach,
¢o zahrnuje kalibraciu tohoto modelu na trzné volatility a modelovanie forwardo-
vej urokovej sadzby.

Poslednd kapitola je venovand oceneniu capu, flooru a swapca vyuzitim oboch
opisanych modelov a Blackovej formuly.

K analyze dat bol vyuzity statisticky software R [§], aj vSetky obrézky boli
vytvorené pomocou tohoto néastroja. Na prilozenom CD sa nachddza zdrojovy
kéd s vypoctami.



1. Zakladné pojmy

1.1 Spotova urokova sadzba

V tejto kapitole si priblizime pojmy, ktoré sa ¢asto spominaju v tedrii turokovych
sadzieb a ktoré sa budid v dalsom texte vyuZivat.

Dolezita je definicia diskontného faktoru D(¢,T) medzi ¢asmi t a T. Je to
hodnota v ¢ase t rovné jednotkovej ¢iastke vyplatenej v ¢ase T' a je dany vztahom

D(t,T) = exp (—/7’(5) ds) , (1.1)

t

kde r(t) je okamzitd drokova sadzba v ¢ase t, nazyvand casto aj kratkodobd
spotova sadzba. kde r(t) je okamzité tirokova sadzba v ¢ase t, nazyvand ¢asto aj
kratkodoba spotova sadzba.

S diskontnym faktorom tizko suvisi cena bezkupénového dlhopisu. Bezkupéno-
vy dlhopis je kontrakt, ktory garantuje drzitelovi v ¢ase splatnosti T vyplatit jed-
notkovu ¢iastku. Cena tohto dlhopisu v ¢ase t je oznacovand P(t,T) . Je zrejmé,
7e P(T,T) = 1 pre vietky T. Cas medzi t a T v rokoch budeme d'alej znacit
7(t,T). Ak by bola okamzita trokovéa miera r(t) deterministickou veli¢inou, tak
by bol i diskontny faktor D deterministicky, a platilo by D(¢,T) = P(t,T) pre
kazdu dvojicu (t,T). Kedze okamzitd urokova miera r(t) je ndhodné velicina, bu-
de i diskontny faktor nahodnou veli¢inou zavislou na budicom vyvoji okamzitej
tirokovej sadzby 7(t) v obdob{ medzi ¢t a T. Potom moze byt P(t,T) vyjadrené
ako strednd hodnota diskontného faktoru D(¢,T) podmienend informaciami do-

stupnymi v case t
T
exp (—/r(s)ds)} : (1.2)

t

P<t7T) =E

Spotova drokova miera pre jednoduché tirocenie so zaciatkom v ¢ase t a so splat-
nostou v T sa oznacuje L(t,T) a je to konstantnd sadzba, s ktorou investor ziska
v ¢ase splatnosti 7' jednotkovi ¢iastku, ak mal v ¢ase ¢ clastku P(¢,7"). To zna-
mena, ze

P, 7)1+ 7(t, T)L(t,T)) =1, (1.3)
odkial dostédvame vztah pre jednoducho droc¢entd spotovi tirokovii sadzbu

1 - P(t,T)

LD = e 1)

(1.4)

Spotova sadzba Y (t,T) pre zloZené tirocenie v ¢ase t so splatnostou v ¢ase T
je konstantna sadzba, ktorou investor z hodnoty P(t,T') ziska za obdobie 7(t,T)
jednotkovti ¢iastku, pokial ziskand hodnotu kazdy rok pocas doby splatnosti opét
reinvestuje, tj.
P, TYA+Y(t,T)" " =1, (1.5)
z ¢oho vyplyva .

Y(T) = e — b (1.6)
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Spotova sadzba pre spojité tirocenie R(t,T) v Case t a splatnostou v T je
konstantnd sadzba, ktorou investor z hodnoty P(t,7T) ziska za obdobie 7(¢t,T),
jednotkovi ¢iastku, pokial ziskand hodnotu neustéle reinvestuje, tj.

P(t, T)eREDT) — 1 (1.7)
z ¢oho vyplyva
In P(t,T)
R(t,T)=———=- 1.8
Pre okamziti tirokovi mieru platia vztahy
r(t) = Th_{% R(t,T) = Th_gl+ L(t,T) = Th_r>1t1+ Y(¢t,T). (1.9)

Zakladn4 krivka, ktori mozme ziskat z trhu, je spotova vynosova krivka bez-
kupdénového dlhopisu k ¢asu t. Tato krivka je grafom funkcie

< .
T—>{ L(t,T) t<T <t+1 (rokov); (1.10)

Y, T) T>t+1 (rokov)

a Casto sa nazyva aj casova Struktira urokovych sadzieb v case t.

Prikladom sadzby jednoduchého trocenia je napriklad LIBOR trokova sa-
dzba. Trznd LIBOR (London Interbank Offered Rate) trokova sadzba je taka
sadzba, za ktoru si banky na Londynskom medzibankovom trhu pozic¢iavaju fi-
nanc¢né prostriedky od inych bank. LIBOR je Britskou bankovou asocidciou denne
bonitnejsimi bankami sveta. LIBOR drokova miera je zvycajne naviazana na cenu
bezkupénového dlhopisu s Actual/360 diiovou konvenciou na urcenie (¢, 7).

Vo Eurdpe sa pouzivaji aj iné podobné tirokové miery napriklad EURIBOR
(The Euro Interbank Offered Rate), alebo v Ceskej republike PRIBOR (Prague
Interbank Offered Rate).

1.2 Forwardova urokova sadzba

Jeden zo zakladnych prostriedkov, ktory hra hlavnu tlohu pri ocenovani irokovych
derivatov, je forwardovd urokova sadzba. Forwardovd sadzba je charakterizo-
vana troma c¢asovymi okamzikmi, a to ¢asom ¢, v ktorom je forwardova sadzba
uvazovana, cas T, kedy sadzba za¢ne platit, a doba jej splatnosti S, pre ktoré
plati t < T < S. Forwardovd sadzba je sadzba, ktord moze byt dnes zafixo-
vand pre obchod, ktory sa bude odohravat v budicnosti. Forwardovii sadzbu
mozme najlepsie charakterizovat pomocou FRA (forward rate agrement) kon-
traktu. FRA je dohoda o budiicej tirokovej miere, ktord umoziuje jej majitelovi
zaistit sa do budicnosti voéi pohybom tirokovych mier. Vo FRA, podobne ako
pre forwardovi trokovi mieru, rozlisujeme tri casové okamziky: ddtum uzavretia
t, cas T a dobu splatnosti S. V rdmci tejto dohody plati kupujici FRA (dlhd
pozicia) predavajicemu (kratka pozicia) k datumu splatnosti FRA realiza¢nu sa-
dzbu K a obdrzi trzny urok L(T, S) za obdobi medzi T" a S z istiny s nomindlnou
hodnotou N. Kupujici FRA kontraktu sa jeho uzavretim zaisti voci vzostupu
urokovych mier a predavajuci voc¢i ich poklesu. Vyplatna funkcia z kontraktu
v case S je preto
N7(T,S)(K — L(T,5)).
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Ozna¢me P(t,T) cenu bezkupénového dlhopisu v ¢ase ¢ se splatnostou v T'. V ¢ase
uzavretia t je vyplata takéhoto kontraktu [1], str. 11

FRA(t,T, S, 7(T,S), N, K) = N[P(t,S)7(T, S)K — P(t,T) + P(t,S)]. (L.11)

Existuje jediné K, pre ktoré bude kontrakt v case ¢t spravodlivy, ¢ize jeho
hodnota bude v ¢ase t rovna 0. Ijrokovej miere, ktoru z rovnice FRA=0 dostane-
me, budeme hovorit forwardova tirokovd miera v ¢ase t na obdobie medzi T a S
a oznacime ju F(¢,T,S). V pripade jednoduchého trocenia je mozné F(t,T,S)

vyjadrit ako
1 P(t,T)
F(t,T,S) = ~(T.5) (P(t, 3) — 1) . (1.12)

Ak sa doba splatnosti S bude blizit k ¢asu 7', dostaneme okamziti forwardovi
urokovu sadzbu f(¢,7T)

F(LT) = lim P(t,T,5) = ~2mPET)

ST+ or (1.13)

Forwardovd sadzba F(t,T,S) moze byt chdpand ako odhad budicej spotovej
sadzby L(T,S), ktord je v ¢ase T' ndhodna. Podobne to plati i pre okamzitu for-
wardovti sadzbu f (¢, T), ktori je mozno chépat ako ocakévani hodnotu okamzitej
spotovej tdrokovej sadzby (7).



2. Urokové derivaty

Financéné derivaty patria medzi terminované obchody, ¢o znamena, ze cas uzavre-
tia a plnenia obchodu st dva rozne ¢asové okamziky. V case uzavretia obchodu sa
medzi dvoma stranami kontraktu, kupujicim a predéavajicim, pevne stanovené
parametre obchodu. Dohodnt sa na finanénom instrumente obchodu, mnozstve
a kapacite obchodu. Uréf sa, ktory ticastnikov bude mat pravo predat a kto kiipit,
za aki cenu a kedy v budicnosti obchod prebehne.

Medzi hlavné trhy derivatov, na ktorych sa obchoduje s trznym rizikom patria
burzy a OTC (over-the-counter) trhy. Vdaka derivatom je mozné jednoducho
oddelit trzné riziko od podkladového aktiva. Preto je jednym z hlavnych vyuziti
derivatov zaistenie.

Urokové derivaty su finanéné instrumenty, ktorych cena zavisi na vyske urcitej
urokovej miery. St to kontrakty na budici ndkup, ¢i predaj drokovych sadzieb.
Medzi rozsirené trokové derivaty patria forwardy, swapy, swapce, capy a floory.
Zakladom ich ohodnocovania je znalost dynamiky tirokovej miery.

Tato préca je zamerana na ocenenie urokovych opcii, ako napr. cap, floor a
swapec. Charakteristiky roznych derivdtov je mozné najst v [2], v tejto kapitole
zhrniem len nevyhnutné poznatky o niektorych trokovych derivatoch.

2.1 Swap

Ozna¢me mnozinu ¢asov T := {T,,, ..., T3} a mnozinu ¢asovych obdob{ medzi nimi
7 :={Tat1, ..., 73}. Doba 7; bude obdobie medzi ¢asmi T;_; a T;.

Swap je dohoda medzi dvoma stranami o periodickej vymene budicich platieb
z podkladového aktiva s nominalnou hodnotou N, ktoré zacni v budicnosti.
V kazdom casovom okamziku 7} z vopred stanovenej mnoziny ¢asov {Ty+1, ..., 15}
plati jedna strana ciastku N7;K, ktorda odpoveda turoku z podkladového aktiva
za obdobie 7; medzi casmi T; ; a T; pri vopred pevne stanovenej realizacnej
sadzbe K. Zatial ¢o prijima od protistrany ¢iastku N7; L(T;_1, T;), ktord odpoveda
urokom z podkladového aktiva pri spotovej urokovej miere L(T;_1,T;), nazyvanej
referenéna sadzba v ¢ase T;_1 s dobou splatnosti 7T;.

Diskontovana vyplata v case t < T, tej strany swapového obchodu, ktora plati
pevnu sadzbu (PFS - payer forward swap) je

B
Y. Dt T)NT(L(Ti-1, Ti) - K).
i=a+1
Zatial ¢o diskontovana vyplata strany prijimajicej pevnui sadzbu (RFS - receiver
forward swap) v case t < Ty, je
B
> Dt T)NT(K — L(T;-1,Ti)).
i=o+1

Ak si swap predstavim ako portfélio FRA kontraktov, ktorych vyplaty uréime

zo vztahu , bude vyplata swapu pre stranu prijimajicu pevnu sadzbu rovna

B
RFS(t7T77—7Na K) = Z FR‘A(taE—hE?T(E—laﬂ)aNaK) =

1=a+1



N Y mP(LT)(K — F(LTr. T)) (2.1)

i=a+1

B
= —NP(@t,T,) +NP(t,T5) + N Y 7KP(t,T;)

i=a+1

Podobne sa uréf aj vyplata, ktori bude mat swap pre stranu, ktora prijima pevni
sadzbu a plati pohyblivi sadzbu.

Forwardovéa swapova sadzba S, 5(t) v case t pre casy T a casové obdobi 7 je
urokova miera K fixnej strany, ktord zaruci, aby bol kontrakt v ¢ase t spravodlivy,
to znamend RFS(¢, T, 7, N, K) = 0. Lahko teda zistime, ze

P(t,T,) — P(t,T3)

Sap(t) = . (2.2)

B
E TiP(ta ﬂ)

t=a+1

Teraz podelime ¢itatela i menovatela vo vztahu (2.2)) vyrazom P(t, T,) a vyuzitim

vztahu ([1.12) dostanem

B

L= j:l;I_H 1+TJ'1F]'(t> 1-— Fp(t, T, T/g)

Saﬁ(t) = 8 f = 3 s (23)

1
i:%:+1 i j=1;[+1 147 F5 () i=§+l F Pt 1o, To)
pricom
k k
P(t,T; 1
FPt,T, Ty) = [] PT) pre Vk > a+1, (2.4)

P(t,Tj) a jzla_[Jrl 1+ 7 F5(1)

Jj=oa+1

kde Fy(t) = F(t.T;1,T)).

2.2 Capy a floory

Capy a floory patria medzi hlavné trokové derivaty na trhu. Tieto kontrakty
mozeme vnimat ako swap, ktorého platby prebehni len za situdcie priaznivej pre
drzitela. To znamend, Ze drzitel takéhoto derivatu platby len prijima, ale nikdy
neplati. Drzitel capu prijima kladnu ¢ast rozdielu trznej tirokovej miery a refe-
rencnej sadzby a drZitel flooru opaény rozdiel, pokial je kladny. Diskontovana
vyplata capu v ¢ase t je dand vztahom

S DO T)N(L(T0 T — K (2.5)

i=a+1
Analogicky diskontovana vyplata flooru je
B
Y. Dt Ti)N7(K — L(Ti-1, T)) " (2.6)
i=a+1
Diskontovant vyplatu capu a flooru je mozné rozdelit na stcet podkladovych

capletov a floorletov, z ktorych kazdy zavisi na osobitej budticej spotovej tirokove;j
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miere. T;_q-caplet je kontrakt, ktory vyplaca v case T; rozdiel, medzi spotovou
urokovou mierou L(7;_1,7T;) a pevnou sadzbou K, ak je tento rozdiel kladny.
V opacnom pripade k platbe nedochadza. Podobne T;_;-floorlet je kontrakt, ktory
vyplaca v ¢ase T; kladni cast rozdielu medzi pevnou sadzbou K a spotovou
urokovou mierov L(T;_1,T;).

Bezrizikovii cenu capu a flooru je mozné vnimat ako stredni hodnotu diskon-
tovanej vyplaty. Podla [1], str.17 sa capy v praxi oceniuji pomocou sumy Blackovej
formule v case ¢

B
Cap™*(t,w,7,N,005) = N > Pt,T)nBUK, F(t,T;-1,T;),v;,1),(2.7)
i=a+1
BIK, F,uv,w) = Fwd®(wd|(K,Fv))— Kw®(wdy(K, F,v)),
In(F/K)+v%/2

dl(K7F7U) = )
v

In(F/K) —v%/2

d2(K7F7U) - n( / ) U/v
v
Vi = O0Oqap 7—%*17

kde ® je distribu¢nd funkcia normalneho rozdelenia so strednou hodnotou 0
a rozptylom 1. Za o0, g dosadime volatilitu odvodenti z trhu. Podobnym vztahom
je mozné urcit i hodnotu flooru

B
Floot®*(t,w, 7, N,005) = N > P(t,T)rBUK,F(t,T;-1,T;),v;, —1). (2.8)
i=a+1

Cap s platbami v ¢asoch T,4q....,Ts je at-the-money ak plati K = S, g,
in-the-money pre K < S, s a out-of-money v pripade ak K > S, g. Pre floor to
plati naopak.

2.3 Swapce

Dalsi urokovym derivatom je opcia na swap, alebo swapec. Existuji dve hlavné
verzie swapcov, platiaci a prijimajuci.

Eurépsky platiaci swapec ddva jeho majitelovi prdavo, nie vSak povinnost,
vo vopred stanovenej dobe splatnosti swapca uzavriet swap, v ktorom bude platit
protistrane fixni hodnotu. Doba splatnosti swapca je zhodna s ¢asom T,. Dizka
podkladového swapu T3 — T, sa obvykle nazyva tenor swapca. Stubor vyplatnych
dni swapu se ¢asto oznacuje tenorovou strukturou swapca.

Ked vezmeme do tvahy hodnotu podkladového swapu v ¢ase T,,, ktory je tiez
¢asom splatnosti swapca, mozeme urcit diskontovani vyplatu swapca pomocou

vztahu
B

+

ND(t,T,) ( > #P(T.,T)(F(To, Ti-1, T;) — K)) ) (2.9)
i=a+1

Diskontovani vyplatu zo swapca, na rozdiel od diskontovanej vyplaty capu a flo-

oru nie je mozné rozdelit na viac séitancov. V tom taktiez spociva najvicsi rozdiel

medzi nimi. U capu (flooru) moézeme zaobchddzat s kazdym capletom (floorletom)

jednotlivo, urcit jeho diskontovant vyplatu a tieto potom zlozit dohromady a tak
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dostat diskontovantd vyplatu celej opcie. To isté so swapom nieje mozné urobit,
pretoze suma je v kladnej ¢asti a nie mimo nej ako u capu (flooru). Tiez plati

8 * 8
( S 7P(To, T)(F(Ta, Ty 1, Ty) — K)) < 3 P(Ta, T)"(F(To, Tiy, T)—K) ",
i=o+1 i=a+1
(2.10)

z ¢oho jednoznacne vyplyva, ze platiaca opcia na swap ma stéle nizsiu diskonto-
vanu vyplatu nez mé cap s rovnakymi parametrami.

Swapec na podkladovy swap s platbami v ¢asoch T, . ..., T je at-the-money
ak plati K = S, 3. Swapec na PFS podkladovy swap je in-in the-money pre
K < S, a out-of-money v pripade, ak K > S, 3. U swapca s RFS podkladovym
swapom je to naopak.

V praxi sa swapce ocenuji pomocou Blackovej formule [1],str. 20. Podla nej

cena platiaceho swapca v case t bude

B
PSBlaCk(t,w7 7-7 ]\]7 K’ Ua,ﬁ) — NBI(K, Sa7ﬁ(t>, 0'0175, \/i, 1) Z TiP(t7 7—;)7
i=a+1

(2.11)
kde 0,4 je parameter volatility kotovany na trhu, ale rozny od o, pre cap
(floor). Podobna formula sa pouziva na ocenovanie prijimajiceho swapca, ktory
ddva majitelovi pravo uzavriet v ¢ase T, swap, v ktorom bude prijimat fixni
platby v ¢asoch T

B
RSP*H(0,w, 7, N, K,045) = NBI(K, Sa5(0), 005\ Ta, —1) > 7P(0,T;).
i=at1
(2.12)
V dalsich kapitoldch ukdzeme, Ze capy, floory a swapce je mozné oceniovat aj
inymi sposobmi.



3. Trzné data

Z trhu je mozné ziskat vymosy bezkupénového dlhopisu, implikované capletové
a swapcové volatility. Implikovanda capletova volatilita, je volatilita, z ktorej po
dosadeni do Blackovej formuly ziskame trzna cenu capu a po dosadeni do
trzni cenu flooru. Podobne pomocou swapcovej implikovanej volatility do-
sadenej do a vieme urcit trhovii cenu swapca. Vsetky ddta vyuzivané
v tejto diplomovej praci poskytla agentira Reuters a vzfahuji sa k 30.6.2012.

3.1 Spotova vynosova krivka
Zakladnymi datami pre moju diplomovi pracu si vynosy bezkupénovych dlho-

pisov s roznymi dobami splatnosti uvedené v tabulke Po prelozeni tychto
hodnot splajnom ziskame spotovit vynosovi krivku (obrézok |3.1) definovant

vztahom ((1.10). Z takejto spotovej krivky vieme pomocou vztahu (1.12)), do kto-
rého dosadime vyjadrenie ceny bezkupénového dlhopisu z rovnice (1.3), ziskat

rocnu forwardovu krivku. Na obrazku[3.2]je takto ziskana ro¢na forwardova krivka
k 30.6.2012. Ak ¢as 30.12.2012 budeme chépat ako ¢as 0, hovorime o forwardovej
sadzbe F(0,T,T 4 1).
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Obr. 3.1: EUR spotova vynosova krivka bezkupénového dlhopisu pozorovana
na trhu k 30.6.2012.
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Tabulka 3.1: Vynos bezkupénového dlhopisu pre rozne doby splatnosti(Mat.-
maturity) k 30.6.2012 pre EUR v percentach (D-den, T-tyzden, M-mesiac, R-
rok).

Mat. Vynos | Mat. Vynos | Mat. Vynos | Mat. Vynos
1D 02720 9M 1.0775 | 9 R 1.9145 | 20 R 2.3722
1T 03053 | 10M 1.1256 | 10 R 2.0363 | 21 R 2.3694
2T 03244 | 11 M 1.1716 | 11 R 2.1252 | 22 R 2.3669
1M 03671 1R 1.2144 | 12 R 2.2161 | 23 R 2.3646
2M 04709 | 2R 0.8961 | 13 R 22630 | 24 R 2.3622
3M 0.648 | 3R 09666 | 14 R 23109 | 25 R 2.3602
4M 0.7466 | 4 R 1.1341 | 15 R 2.3598 | 26 R 2.3584
5M 08377 | 5R 1.3294 | 16 R 2.3614 | 27T R 2.3568
6M 09297 | 6 R 1.5009 | 17T R 2.3635 | 28 R 2.3550
TM 0978 | TR 1.6741 | 18 R 2.3660 | 29 R 2.3536
8M 1.0291 | 8 R 1.7934 | 19 R 23689 | 30 R 2.3522

Tabulka 3.2: Capletové volatility k 30.6.2012 pre at-the-money caplet a rézne

maturity capletu udavana v percentach.

Mat. Volatilita | Mat. Volatilita | Mat. Volatilita
1R 86.30 11 R 41.20 21 R 37.90
2R 83.40 12 R 40.20 22 R 38.10
3R 58.30 13 R 39.60 23 R 38.20
4R 55.50 14 R 39.00 24 R 38.40
5R 51.70 15 R 38.40 25 R 38.50
6 R 48.60 16 R 38.30 26 R 38.70
7R 46.40 17 R 38.20 27 R 38.80
8 R 44.70 18 R 38.00 28 R 39.00
9 R 43.40 19 R 37.90 29 R 39.10
10 R 42.10 20 R 37.80 30 R 39.30

3.2 Implikovana capletova volatilita

Pri kalibrécii modelov na trzné data vyuzijeme implikované capletové a swapcové
volatility odpozorované z trhu (tabulka[3.2 a tabulka [3.3)).

KedZe capletovské volatility st kétované pre cap na polroéni forwardovi
sadzbu, a my chceme ocenit derivaty na ro¢nt forwardovi sadzbu, musime najprv
zistit hodnoty implikovanych capletovych volatilit pre cap na roént sadzbu.

Zvolime si tri ¢asove okamziky 0 < S < T < U vzdialené od seba Sest
mesiacov. Uvazujeme dva polrocné caplety s maturitou v S a T. Pre t < S si
oznacime tri forwardové miery

Fi(t) = F(t,S,T), Fy(t):=F(t,T,U), F(t):=F(tSU).  (3.1)

Prvé dve sadzby Fi(t) a Fy(t), si polroéné forwardové sadzby a tretia F(t) je
rocna forwardova sadzba v ktorej su obsiahnuté obe predosle sadzby.

Zéavislost rocnej forwardovej sadzby F(t) od polroénych sadzieb Fy(t) a Fy(t)
je mozné odvodit pomocou definicie forwardovych sadzieb

1 [P(t,5) 1 [P
“0s\min ) P05 pen 1 62

Fi(t)
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Obr. 3.2: Roénda EUR forwardova vynosova krivka pre jednoduché trocenie

ziskand zo spotovej vynosovej krivky bezkupénového dlhopisu znazornenej
na obrazku 3.1l

1 [P(t,S B 1] _ P(t,S) P(t,T)

FO=11pwoy Y = pem Pio) & (3:3)

Upravami vyssie uvedenych vztahov dospejeme k ro¢nej forwardovej sadzbe F(t)
vyjadrenej pomocou dvoch polroénych forwardovych sadzieb Fi(t) a Fy(t) nésle-

dovne Fi(t) + Fy(t)  Fi(t)Fy(t)

F(t) = ) 3.4
= BOLEG | A, (3.4)
Roc¢nt capletovi volatilitu je mozné ziskat pribliznym vztahom [I], str.257

,02 ~ u%(()),vg'fcaplet + ug(o)v%fcaplet + 2,0“1 (O)u2(0>v5*0apletUT*Cllplet7 (35>

kde

w (0) = (Fl(t)+F1(t)F2(t)>

2 4

._ By(t) | Fi(t)F(t)

Us—caplet j€ volatilita S-tého capletu a p oznacuje korelaciu medzi Fy(t) a Fy(t).
Najcastejsie sa za tiito hodnotu dosadzuje 1. Preto budeme aj my pouzivat p = 1.
7, obréazka je vidiet, Ze medzi capletovou volatilitou na 6M, ktord sme
ziskala z trhu a capletovou volatilitou na 1R sadzbu spoéitanou pomocou vztahu
(13.5)) je len minimalny rozdiel.
V d'alsom texte budeme za trznd capletovi volatilitu povazovat v? napoé¢itant

pomocou vztahu (3.5).
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Obr. 3.3: Capletova volatilita pre cap na 6M ziskana z trhu a volatilita capletu
na 1R sadzbu spoc¢itand pomocou vztahu (3.5]).

3.3 Implikovana swapcova volatilita

Pri vipoctoch budeme pouzivat implikované swapcové volatility pre at-the-money
swapce s trvanim od 1 do 10 rokov s vyplatnymi obdobiami vzdialenymi jeden

rok (tabulka 3.3 a obrdzok [3.4).
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Tabulka 3.3: Swapcové volatility pre swap s jednotlivymi dobami refixu vzdia-

lenymi jeden rok k 30.6.2012 udavané v percentéch.

Doba trvania podkladového swapu

Maturita swapca | 1 R 2R 3R 4R 5R 6 R 7R 8 R 9R 10R
1R 71.20 50.00 46.90 46.00 45.40 43.50 42.50 41.70 41.40 40.80
2R 66.20 47.70 43.70 41.80 41.10 39.80 39.10 38.40 37.90 37.50
3R 53.30 41.80 39.30 38.10 37.50 36.60 35.90 35.20 34.80 34.40
4R 4220 36.80 35.50 34.80 34.40 33.70 33.10 32.70 32.40 32.20
5R 36.90 34.00 33.10 32.50 31.90 31.40 31.10 30.90 30.90 31.00
6 R 34.60 32.30 31.60 31.20 30.80 30.60 30.40 30.40 30.60 30.70
TR 32.20 30.60 30.10 29.90 29.80 29.70 29.80 29.90 30.20 30.50
8 R 29.90 28.80 28.60 28.60 28.70 28.90 29.10 29.50 29.90 30.20
9R 27.50 27.10 27.10 27.30 27.70 28.00 28.50 29.00 29.50 30.00
10 R 25.20 25.40 25.60 26.00 26.60 27.20 27.80 28.50 29.20 29.70
11 R 25.20 25.40 25.60 26.00 26.60 27.20 27.80 28.50 29.20 29.70
12 R 25.20 25.40 25.60 26.00 26.60 27.20 27.80 28.50 29.20 29.70
30 R 25.20 25.40 25.60 26.00 26.60 27.20 27.80 28.50 29.20 29.70

tenor [roky]

10

10

15

20

¢as maturity [roky]

25

30

Obr. 3.4: Casové struktira swapcovej volatility kotovanej trhom na podkladovy

swap s rocnou forwardovou sadzbou k 30. 6. 2012.
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4. Modelovanie okamzite]
urokovej sadzby

Jednym zo sposobov, ako ocemiovat trokové derivaty, je modelovat okamziti
tirokovi sadzbu r(t). Z okamzitej tirokovej sadzby r(t) v ¢ase t, je pomocou vztahu
(1.2) vyjadrend cena bezkupénového dlhopisu a pomocou tejto ceny diskonto-
vand vyplata roznych derivatov. Zo vztahu plynie, Ze pri znamom rozdeleni

ef-ftT (845 hre vybrané T, podmienené na dostupnych informdciach v case ¢, je
mozné uré¢it cenu bezkupénového dlhopisu P(t,T) a z nej rozne tirokové mie-
ry, tak ako to bolo naznacené v kapitole . Takze spotové krivka v Iubovolnom
budticom case t je jednoznacne charakterizovana rozdelenim okamzitej urokovej
sadzby r(t).

Pri modelovani okamzitej irokovej sadzby rozliSujeme dve skupiny modelov,
a to jednofaktorové a mnohofaktorové modely v zavislosti na poctu zdrojov ne-
istoty.

Jednofaktorové modely pracuji iba s jednym zdrojom neistoty a ich rovnicu
je mozné zapisat v obecnom tvare pomocou stochastickej diferencidlnej rovnice

dr(t) = p(t,r(t))dt + o(t,r(t))dZ(t). (4.1)

Jedna sa o sucet deterministickej a stochastickej zlozky, pricom ndhodnost je
reprezentovand Brownovym pohybom Z(t). Vyraz u(t,r(t)) sa nazyva driftovy
koeficient a vyraz o(t,r(t)) je diftizny koeficient.

Konkrétny model by mal spliiovat aspor niektoré lahko pozorovatelné vlast-
nosti tirokovych sadzieb, ako je napriklad nezédpornost r(t) a tiez by mal zahriovat
ocakdvania trhu. Jednym z d'alsich poziadavok je ndvratnost r(t) k urcitej rov-
novaznej hodnote, alebo k hodnote zavislej na case. Tento poziadavok je splneny
u procesov, ktoré pracuji s tzv. ndvratnostou ku stredu (meaning reversion).
Medzi takéto patri napr. Vasickov model, alebo Hull-Whiteov model.

Modely, v ktorych je vynosova krivka vstupom, se nazyvaji exogénne. Na-
opak, modely, u ktorych navrat prebieha len k jednej hodnote (v rovnici nie je
zohladnend forwardové krivka) nezdvislej na case, sa nazyvaji endogénne.

4.1 Hull-Whiteov model

V tejto kapitole sa budeme zaoberat Hull-Whiteovym modelom [3]. Dynamiku
Hull-Whiteovho (HW) modelu popisuje rovnica

dr(t) = (9(t) — kr(t))dt + odZ(t), r(0) =1, k>0, o> 0. (4.2)

Jednéd sa o model, v ktorom rovnovaznu hodnotu reprezentuje casovo zavisly
parameter 9(t) a parameter k (obyc¢ajne ma hodnoty medzi 0.01-0.3) popisuje
rychlost ndvratnosti k rovnovéaznej hodnote. Ked'ze sa v stochastickom séitanci
nevyskytuje r(t), zna¢i parameter o absolitnu volatilitu okamzitej tirokovej sa-
dzby. Vzhladom k tomu, Ze rovnovdzna hodnota ¥(t) zavisi na case, jednd sa
o casovo nehomogénny model.
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V HW modeli je hodnota parametru 9(¢) nastavena tak, aby vysledn4 zdvislost
okamzitej trokovej miery bola v sthlase s aktualnou spotovou krivkou znamou
z trhu. To je dosiahnuté zvolenim

_ an(()?t) 02 —2kt
== +ka(O,t)+%(1—e ), (4.3)

0(t)
pricom f(0,t) je trznd okamzitd forwardova trokovd miera zadefinovand vzfahom
(1.13). Kedze HW model vyuziva trznu spotovi krivku, je tento model exogénny
na rozdiel od napr. Vasickovho modelu.

Dosadenim za 9¥(t) modzeme rovnicu (4.2) prepisat do tvaru

r(t+dt) —r(t) = (fM0,t+dt) — fM0,1)) — k(r(t) — F(0,))dt +
2
o (L= )dt + o (Z(t + dt) - Z(1), (4.4)
z ktorého je vidiet, aké Eleny prispievaji k zmene 7(t) so zvicSujicim sa casom t.
Prvy scitanec rovnice odpoveda vyvoji forwardovej sadzby. Druhy scita-
nec zarucuje to, aby sa spotova sadzba r(t) vrétila k forwardovej sadzbe f(0,1),
pricom rychlost navratu je vyjadrend koeficientom k. Preto HW model spliuje
podmienku névratnosti ku stredu. Tret{ s¢itanec moze byt, kvoli kvadratu vola-
tility o, oproti ostatnym sc¢itancom maly, ale tiez dava urcity prispevok k zmene
r(t), a to vzdy kladny. Stvrty séitanec tvorf ndhodni zlozku s normélnym roz-
delenim. Takze HW model drzi modelovani okamziti spotovi sadzbu v blizkosti
okamzitej forwardovej sadzby ziskanej z dat.
Rovnicu je mozné ndsledovne analyticky vyriesit

d(r(u)e ¥y = dr(u)e ™) 4 r(u)ke Fdy,

Zéakladni rovnicu HW modelu vynésobime veli¢inou e #(—%)

dr(u)e ™= = e R0 (Y(t) — kr(u))du + ce *EWd Z (u).
Dosadenim druhej rovnice do prvej dostaneme
d(r(u)e * ) = e k=Y (1) du 4+ e FEIAZ (u).

Po integracii v intervale 0 az t dostavame rovnicu pre 7(t)
t
r(t) = r(0)e ™ + ~y(t) — fM(0,t)e ™ + J/e’k(t’“)dZ(u), (4.5)
0

kde

2

At = FY(0,8) + S (1 =),

Preto mé r(¢) normélne rozdelenie so strednou hodnotou a rozptylom v tvare

Er(t) = r(0)e® 4+ 5(t) —4(0)e?® (4.6)
Var r(t) = g— {1 — e’%t} .
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Z rozdelenia ndhodnej veliciny r(t) plynie, Ze existuje pravdepodobnost, ze okamzit4
tirokovd miera 7(t) bude zadpornd. Této pravdepodobnost je dand vztahom

P{r(t) < 0} = ® (— ®) ) , (4.7)

%; [1 — e—2kt]

kde ® znaci distribuc¢nt funkciu normovaného normalneho rozdelenia. Takato
pravdepodobnost je v praxi vii¢sinou nizka, ale pri malej sadzbe fM (0, t) v urcitom
¢ase t moze byt nezanedbateln4.

4.1.1 Cena dlhopisov
K urceniu ceny dlhopisu je mozné vyuzit tri sposoby:
1. Priame odvodenie z rovnice (1.2)).
2. Riesenim Black-Scholes-Mertonovej parcidlnej diferencialnej rovnice

OP 1 ,0°P P -

P(T,T) = 1.

3. Vyuzitim afinnej ¢asovej struktiry.

V pripade modelovania trokovej sadzby pomocou HW modelu je k urceniu ceny
dlhopisov vyhodné pouzit 3. sposob, ktory teraz bliz§ie priblizime.
Model mé podla definicie afinni ¢asovi struktiru, ak plati

P(t,T) _ eA(t,T)fB(t,T)r(t) (49)
Pokial maju koeficienty v obecnej rovnici jednofaktorového modelu (4.1)) tvar

plt,r) = a(t)r+ ()

o(t,r) = /x(®)r+4(t),

a aft), B(t), x(t), 6(t) st deterministické funkcie, potom je mozné dokédzat, ze
takato funkcia ma afinnu casovu struktiru.

Ak do dosadime vyjadrenie P(t,T), z (4.9)), a ak spojime ¢leny s rovna-
kou mocninou u r(t) dostaneme nasledujicu ststavu oby¢ajnych diferencialnych
rovnic

dB 1,
- _ = = -1 4.1
& +aB 2xB , (4.10)
B(T,T) = 0,
dA 1
— —BB+=0B> = 0
a BTy ’
A(T,T) = 0.

Z tychto rovnic ziskame vztah pre A(t,T) a B(t,T) a z nich po dosadeni do (4.9)
dostaneme P(t,T).
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Z rovnice (4.2) je vidiet, ze HW model ma afinni ¢asovu Struktiru s tymito
koeficientmi

alt) = —k,B(t) =9(t), x(t) = 0,0(t) = o>
VyrieSenim diferencidlnej rovnice (4.10]) je mozné ziskat cenu dlhopisu v case ¢

P@Et,T) = eAtD=BED() (4.11)
1
B(t.T) = [1— 7T
PY(0,T) M o’ —2kt 2

Ceny modelovanych dlhopisov prostrednictvom trznej ceny dlhopisu P (0,7
a tirokovej miery f(0,T) priamo zdvisia na aktudlnej vynosovej krivke. Pre t = 0
mame

P(0,T) = PM(0, T)exp{B(0,T)f(0,0) — B(0,T)r(0)} = PM™(0,T), (4.12)

takze odvodenie ceny bezkupénového dlhopisu P(0,7T) je korektné.

4.1.2 Ocenovanie arokovych derivatov s vyuzitim HW mo-
delu

Cenu capu a flooru odvodime pomocou ceny eurépskych opcii. Cap odpoveda
portféliu eurépskych PUT opcii na dlhopis a naopak floor je mozné vnimat ako
stubor eurépskych CALL opcii na dlhopis. Z tohoto dévodu budeme pri ocenovani
capu a flooru vychadzat zo vztahov na ocefiovanie CALL a PUT opcie.

Cena eurépskej CALL opcie v ¢ase uzavretia t a splatnosti 7' na bezkupénovy
dlhopis s dobou splatnosti S a realiza¢nou cenou X sa v HW modeli riadi vztahom
[, str. 67

ZBC(t,T, S, X) = N(P(t,S)®(h) — X P(t, T)®(h — 0,)), (4.13)

1 — e—2k(T-t)
0y = o~ B(T.9)

1 P(t,S) o
h = —log——02) %
o, PPt T)X 2

kde

a ® oznacuje distribucni funkciu standardizovaného normalneho rozdelenia.
Podobny vztah na uréenie ceny eurépskej PUT opcie s rovnakymi paramet-
rami bude v tvare

ZBP(t,T,S,X) = N(XP(t,T)®(—h + 0,) — P(t, S)®(—h)). (4.14)

Odvodime cenu PUT opcie (flooru) v ¢ase ¢ s realizdciou v case T, na sadzby
s rovnakymi tenormi 7 a realizacnou sadzbou K, ktoru sme blizsie charakterizovali
v Kapitole [2.2] Diskontovanti vyplatu z takejto opcie popisuje vztah

p 1
Payoffaoe, = K — L(T,_,,T}),0)). 4.15
ayofty ingL(TH’TmmaX(T( (T5-1,T3),0)) (4.15)
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Cenu takejto opcie budeme znacit Floor(N, t, T, K) a odvodime ju z ceny portfélia
CALL opcif so splatnostami v ¢asoch T} pre i = av+ 1, ..., 8 na dlhopisy so splat-
nostami v 7, + 7 s jednotkovou nomindlnou hodnotou. Ich vyplatni funkciu bu-
deme upravovat az pokial nedojdeme k tvaru vyplatnej funkcii flooru.

A 1
Payoffyzge = N max( - X, O)
i:;—i-l 1+ L(Ti—, T
A 1
= N 1—-X—L(T;_1,T)X7,0
i:za;rllJfL(E—hE‘)TmaX( (i, T)XT,0)
B
1 1-X
- N X - LT, T)) 7.0)
i:%:‘rllJrL(Ti_l,T,-)r max(( x T ))T

1-X
= N XPayoffgoor <t,w, ) .
TX

Vyraz % musi byt rovny K. Odkial plynie, ze X = —1—. Cena flooru v HW

1+KT1
modeli je teda

|
Floo™ (¢, T, N, K) — (1 + rK)ZBC (t,ﬂ_l,ﬂ, HTK) —  (4.16)

[(L+ K7)P(t, T;) @ (hi) — P(t, Ti-1)®(hi — 0p:)]
(4.17)

kde h; a 0, st h a o, zo vztahu (4.13)) s prislusnymi ¢asmi 7;.
Podobnym sposobom moézme ziskat aj vztah na vypoécitanie ceny capu, ktory
ma tvar

1
Cap"™(t,T,N,K) = (1+ 7K)ZBP (t, T+, T;, ) (4.18)

1+7K
[P(t,T;—1)®(—hi + 0p) — (L + K7)P(t,T;)P(—h;)] .
(4.19)

Uvazujme d'alej eurépsku opciu s realizacnou sadzbou K a splatnostou v ¢ase T,
upisand na dlhopis, ktory po splatnosti opcie vyplaca n kupénov. Vyplatny cas
oznac¢im ako Tj;, kde T; > T a ¢; bude hodnota i-tej vyplaty po case 1. Nech
T:={Ty,---, T} ac:={c1, -+, c}. Ako r* oznaéime spotovi tirokovi sadzbu
v case T', pre ktoru je cena kupdénového dlhopisu rovné realiza¢nej cene opcie.
Kupénovy dlhopis je mozné chépat ako portfélio bezkupénovych dlhopisov, pre-
to K; budu ceny jednotlivych ¢iastkovych dlhopisov s maturitami 7; pri spotovej
miere r*. Potom cena takejto opcie v ¢ase t < T" bude

CBO(t, T, T, ¢, K) = 3 ;ZBO(t, T, Ty, K;), (4.20)

i=1

kde ZBO(t, T, T;, K;) oznacuje cenu jednotlivych ¢iastkovych opcii na dlhopisy.
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S vyuzitim vztahu je mozné ocenit i swapec, staci si ho len predstavit
ako opciu na kupénovy dlhopis.

Budeme uvazovat platiaci swapec s pevnou sadzbou K, splatnostou v 7" a no-
mindlnou hodnotou N, ktory déva drzitelovi pravo, nie v§ak povinnost, v case
T, = T uzavrief swap s platbami v éasoch T = {T,1,---,T3}. Casové intervaly
medzi T;_1 a T; budi oznacené 7; a© = o+ 1,---, 3. Hodnoty vyplat ¢; = X;7;
pre i = a+1,---, 8 — 1. Vyplatna hodnota cg = 1 + Xz73. Pre spotovi sadzbu

r* v ¢ase T plati
B
ST GA(T, T))e BT = 1, (4.21)

i=a+1

Cena platiaceho swapca v ¢ase t < T' je potom

B
PS"™W(t,T,T,N,X)=N Y ¢ZBP(T,T;,X;), (4.22)

i=a+1

kde X; := A(T, T;)exp(—B(T, T;)r*). Analogicky je mozné uréit cenu prislusného
swapca na swap prijimajici pevnu sadzbu

B
RS"™(,T,T,N,X)=N > ZBC(t,T,T;, X;). (4.23)

i=a+1

Pomocou HW modelu je teda mozné ziskat explicitné rovnice na ocenenie
capu, flooru a swapca, ¢o u inych modelov nemusi{ byt mozné. Pri uréeni ceny
swapca je vSak potrebné hladat koren r* rovnice (4.21)).

4.2 Aplikacia HW modelu na realne data

4.2.1 Simulovanie sadzieb

Teoériu z kapitoly aplikujeme na data, ktoré poskytla agentira Reuters. Vstu-
pom je eurova spotova krivka na obrazku z 30.6.2012. Tento datum budem
oznacovat ako ¢as 0.

Zo spotovej krivky ziskame okamzitt forwardovi krivku fM(0, T). Vychadzame
7o vztahu odkial je mozné dostat priblizny vztah

A0, T) = FM(0,T, T + AT), (4.24)

pricom za AT si zvolime jeden den.
Podobne pomocou vzorca (1.9)) je mozné ziskaf pribliznii pociatoént hodnotu
okamzitej urokovej sadzby rg

ro = r(0) = RM(0, AT), (4.25)

kde RM(0,T) je trznd spotovd sadzba pre spojité trocenie.

Pomocou rovnice HW modelu simulujeme vyvoj okamzitej irokovej mie-
ry 7(t). Na zaciatok si pre ilustrdciu simulovania sadzieb zvolime Tubovolné hod-
noty parametrov k£ a o, napr. £ = 0.2 a ¢ = 0.001. Na obrazku 4.1 st zndzornené
simuldcie okamzitej drokovej miery r(t) vytvorené pomocou HW modelu spolu
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s okamzitou forwardovou krivkou zo stcastnosti. Je vidiet, Ze simuldcie kopiruju
vyvoj forwardovej krivky z trhu, ako to je zrejmé i z rovnice . Povsimnime
si, ze v okoli 2 rokov si niektoré simulované sadzby r(t) < 0, ¢o je sposobené
tvarom a hodnotami forwardovej krivky v tomto obdobi. Nenulova pravdepodob-
nost vyskytu zdpornych simulovaych sadzieb je jednou z negativnych vlastnosti
HW modelu. Priemer simulécii splyva s okamzitou forwardovou krivkou z trhu,
¢o sthlasi s rovnicou , z ktorej vyplyva, ze pre male casy je stredna hodnota
r(t) rovnd priblizne f(0,1).

Podobne na obrazku4.2|je vynesend ro¢nd forwardova krivka z trhu £(0, T, T+
1) v porovnani s roénymi spotovymi krivkami L(7, T 4 1) ziskanymi zo simuldcii

r(t) pomocou vzorcov (4.11)) a nésledne ([1.4)).

o -
)
o~
L
©
S
o N 7
‘©
>
o
x —
o) —
S
fn)
— okamzita forwardova krivka f(0,t)
—— simulacie okamzitej spotovej krivky r(t)
o - —— aritm. priemer simuldcii

I T T T T T I
0 5 10 15 20 25 30

Cas t [roky]

Obr. 4.1: Okamzita forwardovéa krivka z trhu, 100 simulécii okamzitej spotovej
urokovej miery pomocou HW modelu a ich aritmeticky priemer.

4.2.2 Ocenenie capletu a floorletu

Ako je vidiet zo vzfahu a diskontované vyplaty capu a flooru je mozno
rozdelit na sucty jednotlivych capletov a floorletov. Ocenenie capu a flooru teda
spoCiva v oceneni tychto ¢iastkovych produktov.

Na obrazku je porovnanie ceny capletu a floorletu v zavislosti na case
refixu pre realizacnu sadzbu K = 2.5 % s dobou trvania 1 roka. Tvar prislusnych
kriviek je mozné dobre kvalitativne vysvetlif pomocou tvaru ro¢nej forwardovej
krivky z trhu na obrazku [4.2] ktord slizi ako predpoved spotovej sadzby. Ked
je tato predpoved mensia ako realizacna sadzba K (napr. v ¢asoch od 0 do ~ 5
rokov) tak, je cena capletu zanedbatelne mald a cena floorletu kopiruje opacny
vyvoj forwardovej sadzby. Teda keby ozajstna spotova sadzba bola taka, aka
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Obr. 4.2: Rocna forwardova krivka z trhu, 100 simulacii ro¢nej spotovej irokove;
miery pomocou HW modelu a pouzitim vzorca (4.11)) a ich aritmeticky priemer.

vyplyva z predpovede, tak bude diskontovana vyplata capletu nulova a diskon-
tovand vyplata floorletu nezanedbatelnd, ¢o odpoveds aj ich oceneniu. Podobné
vysvetlenie ma vyvoj cien pre ¢asy > 5 rokov.
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k= 0.2
g — —— caplet na 1R sadzbu 6= 0.001
floorlet na 1R sadzbu K= 25 %
v
&
g o |
[0) ~—
(8]
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T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Cas refixu [roky]

Obr. 4.3: Porovnanie ceny floorletu a capletu na 1R sadzbu s realiza¢nou sadzbou
2.5 % v zavislosti na case refixu. Krivky boli ziskané z HW modelu pomocou

explicitnych vzorcov (4.17)) a (4.19).

Na obrazku je porovnanie ceny capletu a floorletu v zavislosti na reali-
zacnej sadzbe pre ¢as refixu T = 2 roky s dobou trvania 1 rok. Opit existuje
kvalitativne vysvetlenie tvarov tychto kriviek porovnanim s ro¢nou forwardovou
krivkou z trhu na obrazku . 7Z tohoto obrazku je vidiet, ze forwardové sadzba
F(0,2,3) =~ 0.6 %, ¢o moze shizit ako predpoved ro¢nej spotovej sadzby v case
2 roky. Preto ceny capletu a floorletu sa na trovni 0.6 % priblizne rovnaji. Cena
floorletu zaéina od tejto drovne vzrastat a cena capletu klesé priblizovanim sa
k tejto trovni.

V pripade vseobecného modelu popisujiceho dynamiku okamzitej spotovej
krivky, z ktorého sa nedd explicitne vyjadrit cena capletu a floorletu je potrebné
pri ich ocenovani postupovat metédou Monte Carlo. Simuldciu okamzitej spotovej
krivky je potrebné previest velakrat a pre kazdu simuléciu je treba zistif diskon-
tovani vyplatu capletu alebo floorletu pomocou definiénych vztahov a .
Na konci je potrebné spoéitat priemer diskontovanych vyplat, ktory poslizi ako
odhad strednej hodnoty diskontovanych vyplat. Tak je mozné zistit bezrizikovi
cenu capletu alebo floorletu. To je mozné urobit aj pre HW model a porovnat
s vysledkom z explicitného vzorca.

Na obrazku st znazornené tieto dva odlisné postupy ocenenia floorletu
pomocou HW modelu. Je vidiet, Ze Monte Carlo postup, ktory vyuziva 100 si-
mulécii forwardovej krivky dava priblizne rovnaky vysledok ako explicitny vzorec
25).

Krivky na obrézku [{.3] a [4.4] zavisia na parametroch o a k. Na obrézku [4.6

. ’ ’ s X 7 . * 7 ) ~ 7 e
je znazornend zavislost tychto cien na parametru o. Je vidiet, ze ceny stupaji
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k= 0.2
— caplet na 1R sadzbu 6= 0.001
floorlet na 1R sadzbu T= 2 roky
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realiza¢na sadzba K [%]

Obr. 4.4: Porovnanie ceny floorletu a capletu na 1R sadzbu s refixom v ¢ase 2 roky
v zavislosti na realizacnej sadzbe K. Krivky boli ziskané z HW modelu pomocou

explicitnych vzorcov (4.17)) a (4.19).

s volatilitou o, ako sa to ocakava od modelu. Na obrazku je mozné pozoro-
vat cenu v zdvislosti na hodnotéch parametra k. Ked'Ze so stipajicim k budu
simulécie blizsie povodnej forwardovej krivke, musi cena s rasticim k klesat. Ak
chceme cenu derivatov ¢o najviac priblizit skutocnosti, je potrebné parametre k
a o ¢o najviac prisposobit situdcif na trhu, ako si to ukazeme v d'alsej kapitole.
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k= 0.2

— cena floorletu z HW modelu 6= 0.001
—— diskontovana vyplata pre ur¢itd HW simulaciu |k = 2.5 o,

e —— priemer simulacii
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Obr. 4.5: Cena floorletu, 100 simulovanych diskontovanych vyplat floorletu na
1R sadzbu s realizacnou sadzbou 2.5 % v zdvislosti na case refixu a ich priemer.
Cena bola zistena pouzitim explicitného vzorca odvodeného z HW modelu.
Diskontované vyplaty boli zistené pomocou vzorca , pricom jednotlivé cleny
vo vzorci boli ziskané HW simulaciou.

k=102
S - | — capletna 1R sadzbu T= 20 rokov
—— floorlet na 1R sadzbu K= 25 %
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0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

Obr. 4.6: Zavislost ceny capletu a floorletu na 1R sadzbu na volatilite o.
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Obr. 4.7: Z4vislost ceny capletu a floorletu na 1R sadzbu na hodnote parametra
k.

4.2.3 Kalibracia HW modelu

Zistenie vhodnych hodnot parametrov o a k sa vola kalibrdacia HW modelu. Ka-
libracia se robi porovnanim zistenych cien capletu a floorletu s trznymi hodnota-
mi. Je mozné pripravit sicet sV stvorcov rozdielov trznej ceny a ceny ziskane;
z HW modelu. Sticet s™ bude zdvisief na parametroch o a k. Optiméalne hodnoty
tychto parametrov sa ziskaji minimalizovanim tohto sti¢tu vzhladom k paramet-
rom o a k

B 2
SHW = Z (CapBlaCk<Oa {Tlifla 7-'7,}7 N7 17 O-ifl,i) - CapHW(O7 {Efla 7-'7,}7 ka U)) +

1=a+1

2
+ (Floor™ (0, {T}_1, T3}, N, 1,05_1;) — Floor™ (0, {T3_1, T3}, k, 0) ) (4.26)

kde za parameter o, ; dosadime prislusné implikovanu capletovi volatilitu pre
rocnu forwardovi sadzbu charakterizivant v predoslej kapitole.

Na zaciatku si zvolime pociatocné hodnoty parametrov napr. k = 0.1 a 0 =
0.005. Vzhladom k poziadavkdm nezdpornosti k a ¢ je mozné k suctu s pri-

pocitat penalizacné cleny
p1 = @ -max(0,—k), (4.27)
p2 = Q- -max(0,—0),

kde nezaporna konstanta () je rovna napr. 1000.
Pri minimalizacii bola v software R pouzila metédu Nelder-Mead [6] obsia-
hnutu vo funkcii optim z balicka stats. Minimaliza¢ny algoritmus tuspesne do-
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konvergoval k hodnote minima 0.1366 s hodnotami parametrov v minime zobra-
zenymi v tabulke [4.1]

Minimalizaciou s™W + p; + py sme ziskala optimalne hodnoty parametov k a o
(tabulka [4.1]). Sprévnost kalibracie je mozné overif napriklad porovnanim cien

Tabulka 4.1: Hodnoty parametrov HW modelu % a o ziskané kalibrdciou.
Parameter k o
Opt. hodnota | 0.0596 | 0.0132

capletu a floorletu spocitanych pomocou Blackovych formul a pomocou expli-
citnych vzorcov HW modelu, ako tomu je na obrazku . Tu je vidiet, Ze ceny
capletu a floorletu napoc¢itané tymito dvoma metédami st velmi podobné z ¢oho
mozme konstatovat, Ze kalibracia sa podarila.

k= 0.06
o | —— HW model: caplet na 1R sadzbu 6= 0.013
N HW model: floorlet na 1R sadzbu K= 25 %
—— Black: caplet na 1R sadzbu
—— Black: floorlet na 1R sadzbu
5
(]
C
Q
(8]
T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30

Cas refixu [roky]

Obr. 4.8: Porovnanie ceny capletu a floorletu spocitanej pomocou Blackovych for-

muly (2.7)) a (2.8)) a explicitnych vzorcov pre HW model (4.17)) a (4.19) s vyuzitim

optimélnych hodnot parametrov k a o.

S vyuZitim ndjdenych optimalnych hodnot parametrov sme si opéit nasimulo-
vali vyvoj rocnej forwardovej sadzby (obrazok .

Pri porovnani s obrazkom je vidiet, Ze vplyvom vyssej hodnoty volatili-
ty o a nizSej hodnoty parametra k st simuldcie ovela viac vzdialené od forwar-
dovej krivky. Mald hodnota k a treti séitanec rovnice (4.4)) zapricinili to, ze so
zvysujlicim sa Gasom sa aritmeticky priemer simuldcii postupne vzd'aluje od for-
wadovej krivky. Aj z rovnice je vidiet, Ze pri velkej hodnote o a malom
k nebude platit rovnost r(t) ~ fM(0,t) a so zvySujicim sa ¢asom bude tento
rozdiel VACSI.
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Niektoré simulacie prechddza do zapornych hodnot. Zaporna forwardova sa-
dzba, ale v tedrif irokovych sadzieb nemd zmysel. Této vlastnost je preto hlavnou
nevyhodou HW modelu.

k =0.06
6= 0.
o0 _|
)
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©
S
2
E v
\©
>
o
$ = -
S
P
0w ro€néa forwardova krivka F(0,T,T + 1)
—— simulécie spotovej krivky L(T,T + 1)
—— aritm. priemer simulacii

T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30

Cas T [roky]

Obr. 4.9: 200 simulacii 1R forwardovej sadzby pomocou HW modelu s kalibro-
vanymi hodnotami parametrov.

Aj napriek zdpornym simuldciam forwardovych sadzieb, je mozné model pouzit
na ocenovanie capletov a floorletov. Hodnotu capu a flooru ocenenych HW mo-
delom pri kalibrovanych hodnotéch parametrov k a o je mozné vidiet na obrazku

Pri porovnani s obrazkom [4.3|je vidiet, ze cena floorletu i capletu sa vplyvom
vécsej hodnoty volatility zvysila.
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k= 0.06
o | —— caplet na 1R sadzbu 6= 0.013
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Obr. 4.10: Porovnanie ceny floorletu a capletu na 1R sadzbu s realizacnou sadzbou
2.5 % v zavislosti na case refixu. Krivky boli ziskané z HW modelu pomocou

explicitnych vzorcov (4.17)) a (4.19) do ktorych boli dosadené parametre k a o
ziskané z kalibracie.

V kapitole[6|ocenime capy a floory a ziskané ceny porovndme s inymi ocenovacimi
nastrojmi.
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5. LIBOR trzny model

V tejto kapitole si priblizime jeden z nastrojov na modelovanie trokovych mier,
a to LIBOR trzny model. V d'alsom texte ho budeme znagcit skratkou LMM z an-
glického LIBOR Market Model. Casto sa mu hovori aj Brace-Gatarek-Musielov
(BGM) model podla autorov ¢lanku [4], v ktorom bol tento model v roku 1997
oficidlne predstaveny.

U jeho priaznivcov je oblibeny hlavne kvoli zhode medzi modelom a zauZiva-
nymi vztahmi na ocefiovanie capu a flooru, ako je Blackova formula. Pred zave-
denim trzného modelu neboli ziadne vzorce na urcenie turokovych sadzieb kom-
patibilné s Blackovou formulou pre cap a floor. Tieto vzorce boli zalozené na
napodobnovani Black-Scholesovho modelu pre opcie na akcie a nepresnych pred-
pokladoch o rozdeleni urokovych sadzieb. Predstavenie LMM poskytlo nové od-
vodenie Blackovej formuly zalozené na presnej dynamike forwardovych irokovych
sadzieb.

Pred zavedenim LMM modelu boli jedinym néstrojom na simulovanie tro-
kovych sadzieb modely predpovedajice okamziti urokovu sadzbu. Tieto modely
sa eSte stale vyuzivaju v mnohych aplikaciach. Princip ich fungovania i jeden
z modelov, Hull-Whiteov model, bol priblizeny v kapitole [4]

5.1 Teoéria k LMM

Nech ¢as t = 0 znaci sticasnost. Uvazujme mnoZinu ¢asovych okamzikov T :=
{Tb, ..., Tar} s dvojicami dob splatnosti (T;_1, T;). Oznacme 7; ako ¢ast roka prislu-
sni k paru (T;_1,T;) prei > 0 a 79 je ¢as od uzavretia dohody po ¢as Ty a polozme
T_; := 0, potom T; bude v rokoch oznacovat dobu od ¢asu 0.

Uvazujme vSeobecnt forwardovi mieru Fy(t) = F(t,Ty_1,Ty), k = 1,..., M,
ktord je vyjadrend do ¢asu Ty_1, kedy sa zhoduje so spotovou mierou F(Tj_1) =
L(Ty_1,Ty).

Predpokladajme, Ze forwardova miera Fj, se bude vyvijat v ¢ase podla vzfahu

dF(t) = o, (1) Fp(t)dZ5(t),t < Tp_y, (5.1)

kde Z*(t) je M-dimenziondlny vektor Brownovho pohybu s kovarianciou p = p;
1,7 =1,..., M, pre ktoru plati

7]7

dZ*(t)dZ* ()" = pdt,

a kde gy,(t) je horizontalny M-dimenzionalny vektor volatility forwardovej miery
Fy(t). Kazdy vektor ¢;(t) ma na j-tom mieste jedini nenulovi zlozkou o;(t).
Preto mozme rovnicu ((5.1]) prepisat do tvaru

dF(t) = o () Fe(1)dZE (), t < Ty, (5.2)

kde Z¥(t) je k-tou zlozkou vektoru Brownovho pohybu Z* a ide teda o standardny
Brownov pohyb. Pokial bude z kontextu zrejmé, rovnicu (5.2)) budeme pisat iba
v tvare
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Proces opisany vztahom (5.3) nemd drift. Po pridan{ predpokladu na neexis-
tenciu arbitrdze je potrebné pridat do rovnice ¢len, ktory predstavuje drift.
Tak je mozné ziskat vztah [I], str. 203, pomocou ktorého je mozné simulovat
forwardové sadzby

Pk Tion(t) Fy(t)
1 + Tj}?j(t)

dF(t) = on(t)Fre(t) >

Jj=oa+1

kde py.; je korelacia medzi forwardovymi sadzbami F(t) a Fj(t), pre k = a +
1,...,B.

5.1.1 Okamzita volatilita forwardovej tirokovej miery

Pre okamziti volatilitu o (¢) je nutné zaviest niektoré zo zjednodusujicich pred-
pokladov. Od vhodnej volby predpokladov bude zavisiet kvalita ziskaného mode-
lu.

Budeme predpokladat, ze okamzita volatilita forwardovej irokové miery oy, (t)
je po castiach spojitd funkcia. Presnejsie, okamzitd volatilita oy (t) je po ¢astiach
konstantna na kazdom z intervalov 1,,_o < t < T,,_1 s dobou splatnosti T},,_; pre
casy t < Tj_;. Podla tohto predpokladu mézeme okamzitii volatilitu usporiadat

do tabulky:

Tabulka 5.1: Okamzité volatility.

Cas: t € (0, To] (TQ, Tl] (Tl, Tg] (TM_Q, TM—I]
Fwd miera Fi(t) o11 - - -
Fy(t) 02,1 02,92 - -
Fu(t) OM,1 OM,2 oM3 oMM

V [1] mozeme najst viac tvarov a predpokladov pre okamzitou volatilitu. My
se zameriame na zredukovanie po¢tu parametrov v tabulke [5.1 Mo6zme predpo-
kladat, Ze volatilita zdvisi len od ¢asu do splatnosti T}, — T, B3(t)—1 forwardovych
sadzieb, kde 5(t) = k+ 1 pre T_1 < t < T}, a nie od ¢asu t a doby splatnosti 7T}
jednotlivo. V takomto pripade dostavame

ak(t) = Ok p(e) = Mh—(5(5)-1)- (5.5)

Toto vyjadrenie volatility nés vedie k tabulke [5.2]

Tabulka 5.2: Aplikdcia vzfahu (5.5) na tvar okamzitej volatility forwardovych
sadzieb.

Cas: t € (0, To] (Tg, Tl] (Tl, Tg] (TM_27 TM—I]
Fwd miera Fi(t) i - - o _
F2 (t) 772 ’)’,1 - e -
Fu(t) M M- Nv—2 | - Uat
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V tejto praci budeme predpokladat, Ze pre okamzité volatility z tabulky
v kazdom case t plati

or(t) = onpey = Prlr—(s1)-1), (5.6)
kde B(t) = k + 1 pro Ty_1 < t < T},. Takéto vyjadrenie vedie k tabulke .

Tabulka 5.3: Aplikdcia predpokladov (5.6) na tvar okamzitej volatility forwar-
dovych sadzieb.

Cas: t € (0, To] (TQ, Tl] (Tl, TQ] e (TM,Q, TMfl]
Fwd miera F;(t) ORETN - - .. _
Fy(1) D1y D1y - e -
F(t) Qi Py | Partdpr—o | -+ @1y

Stredné hodnota kvadratu forwardovej sadzby odpoveda strednej hodnote

kvadratu capletu U?—capzet na obdobie 0 az T;_ ;. Preto je mozné vyjadrit vola-

tilitu capletu v;_cqpier PomMocou okamzitej volatility o; ;

Ti-1 .
1 1 ¢
U?—caplet - T / O-iQ,B(t)dt = T. Z Tj—21j—10-i2,j7 (57>
i 0 -14=1

-1

kde 7; ; = T; — T;. Volatility capletov v;_capier s daji ziskat z trhu.

5.1.2 Ocenenie capu a flooru pomocou LMM

Capy a floory sme charakterizovali v kapitole [2.2] Tam sme uviedli, ze diskonto-
vana vyplata z capu v case 0 so zaciatkom v T}, a vyplatnymi diiami 7,44, ...,73
je dand vztahom ({2.5)).

Hodnota takéhoto capu bude rovna ocakévanej hodnote diskontovanych pricha
dzajucich platieb

B B
E{ > %D(0,T) <E<ﬂ_1>—K>+} = Y wP(O0,T)E [(F(Ti) — K)*].

i=a+1 i=a+1
(5.8)

Funkcia diskontovanych vyplat (2.5)) presla do suctu jednotlivych vyplatnych fun-
kil (F;(Ti—1) — K)* zdruzenych s T;_;-capletom. Cena takéhoto capletu k ¢asu
0 bude potom dané vztahom

7:.P(0, T, B (Fy(T;—,) — K)*. (5.9)

Ako je vidief zo vzfahu (2.5)), vo vyplatnej funkeii capu bude vystupovat vady
len jedna forwardovéa sadzba, preto korelacia medzi jednotlivymi forwardovymi
sadzbami nebude mat vplyv na diskontovanti vyplatu capu. Proces Fj je marting4l
a vyvija sa podla vztahu

dF(t) = () Fi(1)dZi(t), t < T. (5.10)
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KedZe F; m4 logaritmicko-normélne rozdelenie, je mozné priamo spocitat strednt
hodnotu '
B [(F(Tim) — K)*]. (5.11)

ako Black-Scholesovu cenu pre CALL opciu na akciu s ¢asom realizacie T;_;, rea-
lizaénou cenou K, cenou v ¢ase splatnosti F; a okamzitou volatilitou o;(t). Takto
dostavame ekvivalenciu medzi LMM a Blackovou formulou pre diskontovani cenu
T;_1-capletu

Cp]-f‘MM(t7iZ—IL—1’E7K) = ClpBlaCk(tvﬂ—hEuK’ Ui) (512)
- PQJUQHU(FU)ML
BUK, Fi(t),v:) = E'[(F(Ti) - K)'],

i(Ti-
= F(t)®(di (K, Fi(t),vi)) — K®(do( K, Fi(t), vs)),
& (K, Fi(t),v;) = 1DF(75)/K+U2/2

U
InF;(t)/K —v?/2
d2(K7E(t)7Ui) = = ( )/ UZ/ )
%
(5.13)
kde v? je okamzity rozptyl nedeleny ¢asom, na rozdiel od UT2 | capletus ktory bude

vzdy Standardizovany ¢asom

2 o 2
v, = ,—Ti—IUTFl —caplet?
1 Ti—1
2 o 2
UTFlfcaplet T T. L / Ui,ﬁ(t)dt’
i

0

Veli¢ina vr, | _capletu Sa nazyva T;_j;-volatilita capletu a je vyjadrend ako druhd
odmocnina rozptylu forwardovej sadzby F;(t), pre ¢t € [0,T;_1). Tato volatilita je
zndma a mozme ju ziskat z trhu.

Hodnotu capu potom urcéime jednoducho ako stcet cez vsetky jeho caplety

Ve — Z Cpl*™. (5.14)
i=a+1
Podobne sa da ukdzaf, ze ceny floorletu ziskané Blackovou formulou ({2.8)

a priamym vypoc¢tom v LMM si zhodné a suctom vsetkych floorletov ziskame
hodnotu flooru Voor,

5.1.3 Korelacia forwardovych sadzieb

Okamzita korelacia je vyjadrenim zavislosti medzi zmenou roznych forwardovych
sadzieb. Korelacie medzi jednotlivymi forwardovymi sadzbami je mozné usporia-
dat do korela¢nej matice do korelacnej matice p. Korela¢ni matice dimenzie M
moze mat vieobecne M (M — 1)/2 parametrov. Ak bude pocet forwardovych sa-
dzieb M velky, mozeme dostat velky pocet parametrov. Preto se v nasledujtice;
¢asti pokisime pocet parametrov ¢o najviac znizit.

Kedze p je korelatnd matica, musi byt symetrickd a pozitivne semidefinitn4,
je ju mozné prepisat do tvaru

p=PHPT,
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kde P je ortogonalna matice, PPT = I; a H je diagonilna matica, ktorej prvky
st vlastnymi &fslami matice p. Ip; je jednotkova maticu s hodnostou M.

Zavedieme diagonalnu maticu A ktord obsahuje druhé odmocniny vlastnych
¢isel matice p. Po definovani matice A := PA, dostavame

AAT = p,  ATA=H.

Dalej je mozné nahradif rozklad p = AA”T maticou B s rozmermi M X n, takou,
7e BBT je korelacna matica s hodnostou n, kde n << M. Nahradime povodni
zlozku dZ vo vztahu (5.3)) ¢lenom BdW (t), pricom W je n-rozmerny Brownov
pohyb. Tak namiesto

dZdzT = pdt

dostaneme

BdW (BAW)! = BAWdW?*' BT = BB'dt.

Odtial mdme novi korelaéni maticu p? = BB” s hodnostou n a rovnaki hodnost
ma teraz i nahodné zlozka v rovnici pre forwardovu urokovi mieru. Nakoniec je
este potrebné zistit vhodné parametre matice B tak, aby p? spliovala podmienky
korelacnej matice.

Rebonato navrhol nasledujicu formulu pre i-ty riadok matice B

bi71 = COS 97;71
bi,k = COS Qi,k sin 92'71 -+ -sin Gi,k_l, 1<k< n, (515)
bi,n = sin 6@1 -+ -sin (91-’”,1,

pre i = 1,..., M. Pre takiuto maticu B bude p? symetrickd, pozitivne semidefi-

nitnd s jednickami na diagonéle, a teda pre Tubovolné hodnoty parametrov 6, ;
spliiuje vlastnosti korela¢nej matice. Pocet parametrov v tomto pripade bude uz
len M x (n —1). V pripade, ze n = 2 bude matice B vyzerat nasledovne

cosf; sinb,;
cosfly sinf,

cos by sinfy
a elementy korela¢ni matice p? budu tvaru
pl = cos (6; — 6;), (5.16)

a teda korelacnd matica bude parametrizovanad M parametrami.

5.1.4 Ocenenie swapca pomocou LMM

Vseobecne je diskontovani cenu swapca mozné pocitat ako strednt hodnotu

vyplaty
B
P(0,T,)E* | (Sap(Tn) — K)" > nP(T,,T;)| . (5.17)

t=a+1

Zo vztahu (2.3)) je vidiet, ze swapovd sadzba S, zévisi na zlozenom rozdelenf
nahodnych forwardovych sadzieb

Foir(To), Faro(T), - .., F5(Th). (5.18)
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Preto bude pri oceniovani swapcov zohrdvat dolezitt 1ilohu koreldcia medzi jed-
notlivymi forwardovymi sadzbami charakterizovand v kapitole Ked'ze cenu
swapca nie je mozné pomocou LMM explicitne vyjadrit pouzijeme na jeho oce-
nenie metédu Monte Carlo, na zéklade ktorej je potrebné urobit vela simuldcii
forwardovych sadzieb . Potom pre kazdid simuldciu spoc¢itat diskontovant
vyplatu swapca

PO (SuslT) ~ K)* Y wP(T, T), (5.19)

i=a+1

kde S, 5 je mozné ziskat z rovnice .

Cena swapca je potom dand ako aritmeticky priemer diskontovanych vyplat
napocitanych pomocou velkého poctu simulécii.

Forwardové sadzby je mozné simulovat pomocou vztahu . Tuto
rovnicu nie je mozné analyticky vyriesit, ale je mozné odvodit rekurentny vztah
pre jeho zdiskretizovanu formu. Pouzitim Itovho lemmatu dostaneme

A F(1) = oxlt) Y p’“ﬁ“f?g)@)dt _ "’“S)th +onB)dZe(t).  (5.20)

Vyhodou tohto vyjadrenia je, Ze jeho difizny koeficient je deterministicky. Volbou
malého At je mozné dostat priblizny diskretizovany tvar predchddzajicej rovnice

Pr,Ti05 () F5(t)
1DFk(t—|—At) = lan —I—Uk At —
]%;rl 1+T]F (t)
ok (t)?

oAt () (Zult + A1) = Z(), (5.21)

kde (Zi(t + At) — Zk(t)) ma mnohorozmerné normélne rozdelenie v AtN (0, p).
Po tprave a aplikacii predpokladu (5.6)) na tvar okamzitej volatility forwardovych
5.21

sadzieb je mozné vyjadrit vztah (5.21]) v tvare
k
COS (9k — 9)7'(1) '(I)kw',awk,a(ﬂF'(t)
Fi.(t+ At) = Fy(t)exp I Ay
j:za:+1 1+ 7 F(1)
Qi _a N
exXp [— 9 At + (I)k:¢k—o¢ AtEk s (522)

kde ¢, je k-ta zlozka vektoru e, ktory ma mnohorozmerné normaéalne rozdelenie
N(0, p). Vztah (5.22)) popisuje zmenu forwardovej sadzby Fy(t) v case a je ho
mozné vyuzit na simuldciu forwardovych sadzieb.

5.1.5 Kalibracia LMM

Pred samotnou simuléciou, je potrebné zistit hodnoty parametrov 6;,; a ®; pre
i=1,...,M, kde M je doba na ktori budeme chciet simulovat vyvoj forwardovych
sadzieb, tak, aby bol model ¢o najviac v siilade s trhom. Tomuto postupu sa hovori
kalibracia modelu na trhové data.
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Najskor si upravime vztah (5.7) do tvaru

v? T,
CDi _ i—caplet 7 (52?))

jZ::l(qu - Tj—2)¢z‘2—j+1

pomocou ktorého ziskame z trznych capletovych volatilit v;_capler @ znamych pa-
rametrov ¢; a 6; prei=1,..., M.

Na kalibraciu pouzijeme Rebonatov vztah [1], str. 248 na vypocet swap-
covej volatility swapca s podkladovym swapom zacinajicom v ¢ase T, a splatnom
v case Tjg

B wi(0w(OVE(OVE(0) s F

kde swapova sadzba S, g bude dand linedrnou kombinaciou forwardovych sadzieb
Fi(t)

kde
TiFP(t, T, Ti)

1 - 7 Fa 7Fa 7"'7F -
w;(t) Wi(Fay1(t), Faya(t) 5(8) S air TFP(t, T, T

T |
o tllyj=a+ 1+T]'Fj(t)

= 5 T — (5.25)
k=a+1 Tk Hj=a+1 157, ;%)

Rebonatov vztah (5.24)) je pribliznycm vztahom na uréenie volatility z LMM.
Predpokladdme, ze volatilita forwardovej sadzby je v tvare (5.6, preto m6zme
integréal vo vztahu (5.24)) prepisat do tvaru

Ta Ta

/ai(t)aj(t)dt = /O-i,ﬁ(t)ai,/a’(t) = (I)iq)j Z ¢i—h¢j—h- (526)
0 0 h=0
Ak dosadime do Rebonatovho vzorca (5.24)) vyssie uvedeny zjednoduseny tvar
integralu a namiesto korela¢nej matice p dosadime jej odhad p? mozeme vztah
pre (v 4"™)? prepisat do tvaru

2 L d w;(0)w;(0) F;(0)F;(0)
(Uoc,B ) = Z Se.5(0)2

o j=a+1

B a
Pij
23,0, S i nthjn. (5.27)
h=0

Tento vztah je na kalibrdciu vhodny hlavne preto, lebo obsahuje vietky dostupné
vstupné parametre a jeho vystupom je druhd mocnina swapcovej volatility v},
Takto spocitani hodnotu swapcovej volatility je mozné porovnat so swapcovou
volatilitou ziskanou z trhu v}§RKET.

Principom kalibracie bude nastavit vstupné parametre 61, ...,0y a1, ..., Un

tak aby bola hodnota swapcovej volatility v;%* ¢o najblizsie k trznej volati-

lite V) ZREET pre vietky mozné dvojicen o, §. Pre tento ucel vyuzijeme sticet
kvadratov odchyliek
2
LMM LMM _ , MARKET
s = > (vaﬁ — Uy 5 ) , (5.28)
B—a>1
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ktorého minimalizaciou dosiahneme kalibraciu modelu na trzné data. Minimali-
zuje sa vzhladom k parametrom 6; a 1);. Pri uréeni minimalneho sti¢tu sme vyne-
chali volatility swapcov s dizkou podkladového swapu 1 rok, lebo tieto volatility
su korelované s capletovymi volatilitami.

Parametre 1; slizia k uréeniu okamzitych volatilit forwardovych sadzieb podla
vztahu . KedZe parametre ®; si kladné, tak musia byt i vSetky parametra
Y; kladne, inak by bola vysledna volatilita zaporna. Z tohto dovodu si k stictu

sPMM priddme penalizaény élen

M
p1= Q> max(—1,0), (5.29)
i=1

kde Q je nejaké velké kladné &islo napr. 1019,
Od korelacnej matice sa ocakdava, ze susedné forwardové miery budu kladne
korelované, tj. p;;—1 > 0. Chceme teda, aby platilo

—7T/2<0i—91;1<ﬂ'/2. (530)

Preto k stuctu ((5.28)) priddme d'alsi penalizaény ¢len
M
P2 = QZHI&X(wl —Gi_1| —7T/2,0), (531)
im2

kde zvolime Q= 10'°.
K overeniu spravnosti kalibracie je mozné napocitat relativnu chybu v per-

centach

MARKET _ , LMM

_ o, o.p
ap = 100~ e (5.32)

a?/B

Pri spravnej kalibracii by chyby mali byt v absolutnej hodnote malé, ideédlne
blizke 0.

5.2 Aplikacia LMM na trznych datach

5.2.1 Kalibracia LMM

LMM model budeme kalibrovat s vyuzitim rocnej forwardovej krivky (obrazok
B-2), roénych implikovanych capletovych volatilitdch (obrazok a impliko-
vanych volatilitdch swapca (obrézok a tabulka k 30.6.2012.

Aby sme vyuzili vsetky data ziskane z trhu polozime M = 29. Pred pociatkom
kalibracie je potrebné zvolit pociatoéné hodnoty vstupnych parametrov, napr.
Oy =0y=..=0g=m/2ah =1y=..=19 = 1.

Jeden kalibra¢ny krok sa skladéd z nasledujucich bodov

e 7o zvolenych hodnot parametrov 1y, ..., 999 a trznych capletovych volatilit
Vi caplet Uréime pomocou vztahu (5.23) parametre @, ..., Pog.

e Pomocou vztahu (5.27) uréime vsetky mozné swapcové volatility UE%IM,

ktoré st dostupné na trhu, okrem volatility swapca s podkladovym swapom
dlzky jeden rok.
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Tabulka 5.4: Hodnoty parametrov modelu LMM. Parametre 6 a ) sa ziskali ka-

libréciou. Parameter ® sa ziskal pomocou vztahu (5.23)).

Index 0 D[%)] P
1 | -0.07 | 812.06 | 0.09

2 | -0.10 | 973.48 | 0.04

3 0.13 | 845.27 | 0.05

4 0.31 | 653.40 | 0.07

5 043 | 534.57 | 0.08

6

7

8

0.73 | 473.62 0.09
1.05 | 385.91 0.13
1.30 | 297.08 0.18
9 1.49 | 220.57 0.24
10 1.57 | 164.83 0.31
11 1.71 133.77 0.40
12 1.90 | 110.00 0.49
13 2.04 89.26 0.64
14 1.96 72.14 0.82
15 1.91 58.12 1.05
16 1.91 46.74 1.35
17 1.92 37.55 1.73
18 1.92 30.12 2.22
19 1.92 24.14 2.85
20 1.92 19.32 3.65
21 1.92 15.45 4.67
22 1.92 12.34 5.99
23 1.92 9.84 7.68
24 1.92 7.83 9.88
25 1.92 6.24 12.64
26 1.92 4.96 16.21
27 1.92 3.94 20.86
28 1.92 3.12 26.91
29 1.92 2.52 32.78

e 7 trznych swapcovych volatilit US{{?RKET i napoc¢itanych hodnot swapcovych
LMM

volatilit v, 3™ vypocitame pomocou vzfahu (5.28)) sicet s"MM | ku ktorému
pripoc¢itame penalizacné cleny ((5.29) a (5.31]).

Cela kalibracia spociva v opakovani vyssie opisaného kalibracného kroku az
po dobu kym nebude s najmensie mozné s ohladom k parametrom 6, ..., O
a i, ..., Yag.

Pri uréeni minimalneho s™™M boli v softwary R vyuzivané minimalizacné
met6édy Nelder-Mead [6] a BEGS [7] obsiahnuti vo funkeii optim z balicka stats
s roznymi hodnotami vstupnych parametrov.

Pre velké mnozstvo optimalizovanych parametrov (az 58), boli najskor zistené
optimalne hodnoty parametrov potrebnych k simulacii forwardovej krivky pre
prvych desat rokov, tj. 01, ..., 610,41, ..., ¥19. Tieto hodnoty boli ndsledne pouzité
ako po¢iatoéné hodnoty prvych 20 parametrov pri hladan{ parametrov potrebnych
k simulécii forwardovej krovky na 29 rokov. Ostatnych 38 pociatocnych hodnot
bolo volenych Tubovolne. Je potrebné zdoraznit, Ze vysledok minimalizdcie zavisi
na volbe poc¢iatoénych hodnot parametrov.

Pri takom vysokom pocte optimalizovanych parametrov je pomerne zlozité
néjst minimalnu hodnotu suétu s"™M. K najlepsiemu vysledku, minimalnej hod-
note s"MM 4+ p + p, = 67.2 a hodnotdm optimalizovanych parametrov zobra-
zenych v tabulke , viedla minimalizacnd metéda BFGS. Tento vysledok bol
dosiahnuty pri pociatocnych hodnotach parametrov ¢; = 2 a parametre 6; boli
zvolené ndhodne z rovnomerného rozdelenia na intervale (0, 7/2) pre i = 1, ..., 29.

V tabulky [5.4je vidiet, Ze vSetky ndjdené parametre v; st tak, ako sme cheeli,
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Tabulka 5.5: Relativne odchylky (v percentéch) kalibrovanych swapcovych vola-
tilit od trznych volatilit spo¢itané pomocou vztahu (5.32)).

Tenor podkladového swapu
Maturita swapca 2R 3R 4R 5R 6R R 8R IR 10R
1R 0.44 0.69 1.06 0.96 0.38 -0.55 -1.08 -0.44 -0.67
2R -1.11 -0.17 -1.59 -0.07 -0.07 0.56 0.81 0.88 0.82
3R -0.47 -098 -1.18 0.05 0.52 0.82 0.26  -0.01 -0.05
4R -0.44 -0.72 -0.51 0.68 0.79 0.27 -0.33 -045 -0.37
5R 0.26 0.01 0.11 0.05 -0.26 -0.82 -0.93 -0.53 -1.27
6R -0.42 -0.17  0.36 0.55 0.08 0.07 0.20 -0.50 -1.25
R -0.56 -0.07 0.76 0.62 0.60 0.72 -0.06 -0.51 -1.11
8R 0.05 1.07 1.08 1.34 1.51 0.81 0.50 0.39  -0.01
9R 1.39 0.83 0.92 1.37 0.91 0.77 0.94 1.23 1.06
10R -0.71  -1.25 -1.12 -1.04 -0.57 -0.13 0.66 1.43 1.54
11R -0.3¢ -1.10 -1.75 -1.13 -0.56 -0.01 0.89 1.77 2.06
12R -0.75 -198 -1.95 -1.22 -0.54 0.11 1.11 2.15 2.52
13R -0.85 -149 -149 -0.75 -0.03 0.68 1.80 2.89 3.30
14R -0.60 -1.38 -1.38 -0.59 0.19 1.03 2.21 3.34 3.81
15R -0.76 -1.53 -1.46 -0.60 0.33 1.22 2.45 3.64 4.16
16R -0.69 -1.36 -1.21 -0.21 0.77 1.72 2.99 4.23 4.79
17R -0.61 -1.21 -0.92 0.13 1.15 2.15 3.46 4.74 5.35
18R -0.55 -1.02 -0.69 0.40 1.47 2.51 3.87 5.19 5.83
19R -0.44 -0.88 -0.51 0.63 1.74 2.82 4.22 5.58 6.25
20R -0.42 -0.81 -0.38 0.80 1.95 3.08 4.52 5.90 6.62
21R -0.36 -0.70 -0.23  1.00 2.20 3.37 4.84 6.26 NA
22R -0.31 -0.60 -0.08 1.19 2.43 3.63 5.13 NA NA
23R -0.27  -0.51  0.05 1.36 2.63 3.87 NA NA NA
24R -0.22  -0.42 0.18 1.52 2.83 NA NA NA NA
25R -0.18 -0.34 0.29 1.67 NA NA NA NA NA
26R -0.15 -0.27  0.40 NA NA NA NA NA NA
27R -0.11  -0.20 NA NA NA NA NA NA NA
28R -0.07 NA NA NA NA NA NA NA NA

kladné a parametre 6; spliuju podmienku ([5.30)).

Chyby zobrazené v tabulke st vzhladom k poc¢tu fitovanych parametrov
relativne malé, najvicsia chyba dosahuje hodnotu 6.62%. To nasvedcuje tomu, ze
minimalizécia prebehla tispesne.

V tabulkédch a su znazornené koreldcie medzi jednotlivymi forwar-
dovymi sadzbami. U niektorych dvojic sadzieb sme dostali zapornu koreldciu.
Ocakava sa, ze hodnoty korelacie medzi susednymi sadzbami budu kladné a blizke
jednicke, ¢o je vo vicsine pripadoch splnené. Tym sa potvrdila spravna volba hod-
noty parametra p = 1 v kapitole [3| ktory sme vyuzili pri uréenf ro¢nej capletovej
volatility a popisoval korelaciu medzi dvoma susednymi forwardovymi sadzba-
mi. Od urcitého indexu sa korelacie medzi sadzbami stavaji konstantné a od
istého ¢asu si koreldcie rovné jednicke, ¢o je mozné vysvetlit malymi hodnotami
okamzitej volatility tychto forwardovych sadzieb.

Hodnoty okamzitych volatilit forwardovych sadzieb z tabul’ky sd pri znamych
hodnotdch parametrov ®; a 1; zobrazené v tabulkich a Je vidiet, ze
pre kazda F(t) nastalo to, ze ze volatilita v case (Ty_o, Ti_1] je vicsia ako v
predchadzajucich casoch. Zanedbanim tychto poslednych ¢asovych okamzikov vo-
latilata forwardovych sadzieb vzdy klesa.

Je fazké postudit ¢i sa kalibracia podarila. Napriek velkému poétu parametrov
je najdené minimum pre sSLMM-+p; +ps pomerne malé ¢o svedéi o pomerne dobrej
zhode medzi najdenymi a trhovymi volatilitami. Neprirodzeny narast okamzitych
volatilit v poslednych casovych intervaloch a jednotkové korelacie medzi Fis az
Fy9 spravnost kalibrdcie mierne spochybnujt.
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5.2.2 Urcenie ceny swapca

Na rozdiel od HW modelu, ktory modeluje okamziti drokovi sadzbu je LMM
zalozeny na modelovani forwardovej sadzby. Tento model predpoklada, ze for-
wardova sadzba Fi(t) v ¢ase t < Tj_; na obdobie medzi Ty_; a Ty sa vyvija
podle Brownovho pohybu vztahom (5.4)).

9_ Q - a OQmom me QOQO 5 8U
—— forwardova krivka F(0,T,T+1) o 8
o simulécia forwardovych sadzieb F(T,T,T+1) P % o
®  priemer simulacii 80 °
0 ogo
o%o gg 8 o
— ée@ o® §° g8°
2 08 SRHE
S o o8 E 08o8
§ 3885008
S 98 @A
\g E =3§
_5 < — 8 :: &
5 e
AN z
o BHECESBCRCENRNNEEEUGEUNENE

Cas T [roky]

Obr. 5.1: Forwardova krivka z trhu, 200 simulécii forwardovej sadzby urcenej k

ocenovaniu swapca a ich aritmeticky priemer. Simulacie forwardovej sadzby su
ziskané pomocou vzfahu vztahu (5.22)

Na obrazku [5.1] je zndzornend forwardova krivka F/(0,7,T + 1) z trhu v case
0 v porovnani so simuldciami krivky F(T,T,T+1) = L(T,T + 1) ziskanej pomo-
cou vztahu (5.22). Pomocou vztahu sme simulovali mnozinu forwardovych
sadzieb {Fi(t), F5(t), ..., Fag(t)} pre vsetky dostupné casy t, pricom za At sme
zvolili 1 mesiac. Moze byt zaujimavé pozorovat forwardové sadzby v budiicom
case T a case 0, ako je to na obrazku [5.1

Vsimnime si ze simuldcie sa pohybuju v okoli forwardovej krivky, ale aritme-
ticky priemer simulécii L(7,T 4 1) nie je zhodny s forwardovou krivkou ziskanou
z tthu FM(0,7,T + 1) a s pribidajicim ¢asom sa od nej ¢oraz viac vzdaluje.
Toto chovanie sa dé o¢akdvat uz zo samotného vztahu a hodnot minimali-
zovanych parametrov. Pri normalite dat a 200 simuldciach uz mozme aritmeticky
priemer simuldcii forwardovej krivky prehlésit za dostatocéne vierohodny odhad
jej strednej hodnoty. Ak by mal byt priemer simuldcii na forwardovej krivke,
musela by byt strednd hodnota vyrazu exp|...] vo vztahu rovnéd jednej.
Pozrime sa preto na tento vzfah blizsie.
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Rozdelme si hranati zatvorku zo vztahu (5.22)) na dve casti a ozna¢me

b cos (O — 0;)70; Pkt _atbi—a(t) Fy(t) PLi_q
A = At — —=At, (5.33
j:azjﬂ 1+ 7;F5(t) 2 o)
B = & oVAL (5.34)

Vztah (5.22) moézme prepisat do tvaru

Fr(t+At) A g

Fo®) =e"e™", (5.35)

kde A a B st deterministické veliciny a ¢ ~ N(0,1), ktory znézornuje zmenu
forwardovej sadzby Fy(t) za ¢as At. Preto bude strednd hodnota forwardove;
sadzby vyzerat ndsledovne

EF,(t + At) = Fj,(t)e*Ee®® = Fj,(t)ete /2. (5.36)

Poslednd rovnost zo vztahu - platl preto, lebo ak € ~ N(0,1), potom eB¢
LN(eB*/2 (eB” — 1)eP”) . Vyraz eeB*/2 nemusi byt rovny 1 a preto ani stredn4
hodnota forwardovych sadzieb nemusi byt rovna forwardovej sadzbe z trhu.

T4to technika umozituje generovat len po sebe nasledujiice roéné forwardové
sadzby F(t,T, T+ 1) pre T € {0,1,2,...}.

Metédou Monte Carlo z kapitoly ocenime swapec na podkladovy swap
na dobu 5 rokov pri realizacnej sadzbe stanovenej na K = 2.5%.

Pomocou vztahu (5.22) nasimulujeme 200 simulécii forwardovej krivky. Zo
simulovanej forwardovej sadzby spoc¢itame pomocou vzorca swapovu sadzu.
T4 nasledne dosadime do vzfahu a urcime diskontovani vyplatu swapca
pre kazdd simuldciu mnoziny forwardovych sadzieb zv14st.

Na obrézkoch a st zndzornené diskontované vyplaty platiaceho a
prijimajiceho swapca pre vsetkych 200 simulécii forwardovych kriviek a ich arit-
meticky priemer. Vysokd volatilita sposobila vysoku variabilitu sadzieb a to ma
za dosledok velki variabilitu diskontovanych vyplat. Aritmeticky priemer diskon-
tovanych vyplat dava pomerne rozumné hodnoty. U platiaceho i prijimajiceho
swapca sa priemernd hodnota diskontovanych vyplat pohybuje v intervale od 0%
do 6%. Na intervaloch, kde u platiaceho swapca diskontovand vyplata rastie, tam
u prijimajiceho klesé a naopak. Toto chovanie sa d& ocakdvat, pretoze tieto dva
kontrakty st dve strany jedného obchodu.

44



0 n ° %g 8 077007, B
o diskontovana vyplata pre ur€itd simulaciu @ 8 ;
o —— priemer simulcii g 8o
=] §° 88
o o 8 °og 8
o 08 8 3
é 8 g o
e - ) o g8l

—_— a oo o 8
g o8 H
o [e) é °
-8 JEelg
o )

© ] : g

o — © E -----

&as prvého refixu platiaceho swapca [roky]

Obr. 5.2: Diskontované vyplaty platiaceho swapca na swap s dizkou 5 rokov,
realizacnou sadzbou 2.5% v zavislosti na jeho maturite. Diskontované vyplaty
sui urcené z 200 simulovanych mnozin forwardovych sadzieb. Zelenymi bodmi je
znazorneny aritmeticky priemer diskontovanych vyplat.
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Cas prvého refixu prijimajuceho swapca [roky]

Obr. 5.3: Diskontované vyplaty prijimajiceho swapca na swap s dizkou 5 rokov,
realizacnou sadzbou 2.5% v zavislosti na jeho maturite. Diskontované vyplaty
st urcené z 200 simulovanych mnozin forwardovych sadzieb. Zelenymi bodmi je
znézorneny aritmeticky priemer diskontovanych vyplat.
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6. Porovnanie ocenovania
pomocou HW a LMM modelu

V tejto kapitole porovname predstavené metdédy oceniovania na roznych irokovych
derivatoch.

6.1 Porovnanie cien capu a flooru

V kapitole je ukdzané, ze cena capu, a podobne aj flooru, napocitana po-
mocou LMM bude zhodné s cenou z Blackovej formuly. Preto si na obrazku
znizorné len ceny capov a floorov ziskane z HW modelu pomocou vztahov (4.17))
a a z LMM modelu pomocou vztahov a jeho ekvivalentu pre floor.

Ocenime capy a floory na dobu 5 rokov a realizacni sadzbu 2.5% s roznymi do-
bami do uplatnenia. Cenu budeme udévat v percentdch z hodnoty podkladového
aktiva.

Je vidiet, Ze ceny capu a flooru ziskané pomocou HW modelu a LMM majui
podobny tvar. Rozdiel medzi nimi je sice pri kratsej dobe prvého refixu vacsi
miestami vyssi nez 1%, no so zvacsujucou sa dobou do prvého refixu sa rozdiel
stdva maly miestami zanedbatelny.

Dobré zhoda medzi zobrazovanymi technikami ocenenia sa dala ocakavat.
Dovodom je, ze HW model bol kalibrovany na trzné data pomocou cien capletov
a floorletov ziskanych z Blackovej formuly na ocenenie capu a flooru zlozeného len
z jedného capletu a floorletu. Rozdiel medzi cenou capu a flooru z HW modelu
a cenou z Blackovej formuly z obrazka |4.8| sa rovna suctu rozdielov cien capletu
a floorletu spocitanych tymito dvoma spésobmi a znézornenych na obrazku [4.8|
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Obr. 6.1: Porovnanie cien capu a flooru na dobu 5 rokov pomocou HW mode-
lu a LMM vyjadrenych v percentach z hodnoty podkladového aktiva urcenych
v zavislosti na dobe prvého refixu.

6.2 Porovnanie cien swapca

Na obréazkoch a su znazornené ceny platiaceho a prijimajiceho swapca
ziskané pomocou Blackovej formuly, HW modelu a LMM. Cenu swapca sme z HW
modelu ziskali pomocou vztahov a . Predtym bolo potrebné zistit r*
ako koren rovnice . Tato rovnica ma urcite 1 koren, pretoze funkcia na jej
lavej strane je klesajica. Na rieSenie rovnice je v softwary R mozné vyuzit
funkciu nlegslv z balicka nlegslv.

Je zrejmé, ze pri oceneni platiaceho swapca i prijimajiceho swapca sme uz
nedospeli k takej zhode cien ziskanych roznymi modelmi, ako tomu bolo u capu
a flooru.

Ceny swapca si pocitane pri realizacnej sadzbe 2.5%. Ak sa pozrieme na
swapovu sadzbu pre 5 roény swap (obrazok spocitant z trhovej forwardo-
vej krivky vidime Ze hodnota 2.5% nastava priblizne v ¢ase 4 roky. Pri pohlade
na porovnaniam cien na obrazkoch a si mozme vsimnut, Ze cena platia-
ceho swapca sa priblizne rovna cene prijimajiceho swapca s maturitou 4 roky
na podkladovy swap s dizkou 5 rokov a to pre vSetky tri sposoby ocenenia. U
Blackovej formuly a HW modelu je tdto zhoda dand priamo tvarom vztahov
pomocou ktorych swapce oceniujeme. U Blackovej formuly to si vztahy
a a u HW modelu vztahy a ([4.19).

Ked sa zameriame na porovnanie ceny z Blackovej formuly a HW modelu
vidime, Ze tvar tychto kriviek je dost podobny, no ich rozdiel je v&i¢si nez rozdiel
cien capu (flooru) uréeny rovnakymi metédami na obrazku Dovod tejto nez-
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Obr. 6.2: Swapova sadzba pre swap na dobu 5 rokov v zavislosti na ¢ase prvého
refixu. Sadzba bola uréend pomocou vztahu (2.3)) z trznej forwardovej sadzby.

hody je v tom, ze pri kalibracii HW modelu na trzné data neboli vyuzivané ceny
swapca, ale len ceny capu a flooru.

Pri pohlade na ceny swapov ziskané z LMM je badat urcité odlisnosti od cien
swapu z HW modelu a Blackovej formuly (obrazok a . Pre swapce s te-
norom do 15 rokov je cena platiaceho swapca urcend pomocou LMM podobné
cene z Blackovej formuly. Medzi cenami prijimajiceho swapca s tenormi v tomto
obdobi, je uz vicsi rozdiel, no tvar kriviek zostdva podobny.

Cena swapca nebola pocitana pomocou explicitného vzorca, lebo takyto vzo-
rec pre swapce U LMM modelu neexistuje. K urc¢eniu ceny bolo treba LMM kalib-
rovat na trzné implikované swapcové a capletové volatility, ktoré maji za sti¢asnej
situacie na trhu pomerne vysoké hodnoty. Tento fakt ovplyvnil cenu platiaceho
swapca (obrézok tak, ze pri swapcoch s tenorom nad 15 rokov cena oproti zo-
stavajucim dvom modelom prudko vzrasta a naopak, cena prijimajiceho swapca
na obréazku (6.4 je velmi nizka. Toto chovanie mozme odovodnif tym, Ze zatial ¢o
HW model pracuje s konstantnou volatilitou u LMM hodnota okamzitej volatility
forwardovych sadzieb zavisi na case, pricom je spociatku vysoka a s pribudajicim
casom Kklesd.
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Obr. 6.3: Porovnanie ceny platiaceho swapca na dobu 5 rokov, pri realizacnej
sadzbe 2.5% urcenej pomocou Blackovej formuly, HW modelu a LMM, vyjad-
renych v percentéach z hodnoty podkladového aktiva v zavislosti na case prvého
refixu. U LMM st spocitané iba body pre casy 0, 1, 2, ... roky, a nésledne spojené
useckami.

K=25 %

—— HW: prijimajlci swaption
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Obr. 6.4: Porovnanie ceny prijimajiceho swapca na dobu 5 rokov, s realizacnou
sadzbou 2.5% urcenej pomocou Blackovej formuly, HW modelu a LMM, vyjad-
renych v percentach z hodnoty podkladového aktiva v zavislosti na case prvého
refixu. U LMM st spocitané iba body pre ¢asy 0, 1, 2, ... roky, a nasledne spojené
useckami.
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Zaver

Urokové derivaty nachadzaji v dnesnej dobe tri sposoby vyuzitia a to zaistenie
rizika, Spekuldcia a cenova arbitraz. V kazdej z tychto oblasti zohrava ocenenie
derivdtov vyznamnu tlohu pri dalsom rozhodovani. V tejto praci sme si pred-
stavili tri rozne sposoby ocenenia financénych derivatov Blackovu formulu, Hull
Whiteov model a LIBOR trzny model.

Blackova formula sa uZ desatro¢ia vyuZiva na oceiovanie nielen irokovych
derivatov. Jej vyhodou je, ze pozostava z pomerne jednoduchého vzorca, ktory
k svojmu prevedeniu nepotrebuje zlozite systémy a dlhé hodiny vypoctov. V praxi
ale casto nefunguje. Dovodom je malé zohladnenie aktudlnej situdcie na trhu
a predpoklad o konstantnej volatilite.

Hull-Whiteov model vychadza z aktudlneho tvaru forwardovej krivky, ¢im zo-
hladiiuje situdciu na trhu. Pracuje vsak s konstantnou hodnotou absolutnej vola-
tility trokovej sadzby. Nevyhodou je, ze okamzité urokova sadzba r(t) generovand
tymto modelom m4 normélne rozdelenie. Preto existuje pravdepodobnost, Ze si-
mulované sadzby budu zaporné. Takéto sadzby, ale na finanénom trhu, nemaja
ziaden vyznam. Napriek tomu sa pri ocenovani capu, flooru a swapcov dosiahol
dobry sihlas s Blackovou formulou.

LIBOR trzny model, je pomerne mlady nastroj na simulovanie budiceho
vyvoja forwardovej sadzby a ocenovanie derivatov. Jeho vstupom je spotova kriv-
ka a model dobre zohladiiuje implikované trhové volatility. Z tohto dovodu je
dobre prisposobeny aktualnym trhovym podmienkam.

My sme pomocou tohto modelu ocenovali capy, floory a swapce, lebo sme
cheeli vysledok z tohto modelu porovnat s inymi metédami oceflovania. V sku-
to¢nosti sa capletova a swapcova volatilita vyuziva len na kalibraciu modelu. Ked
uz su hodnoty parametrov modelu v silade s trhom, nasimuluje sa budici vyvoj
forwardovej sadzby. Ta ma bohaté vyuzitie najme pri ocenovani exotickych fi-
nan¢nych derivatov. Pre tieto finanéné instrumenty neexistuju explicitné vzorce
na uréenie ceny. Ich cenu je preto potrebné ziskat metédou Monte Carlo.

LIBOR trzny model umoziuje generovat len roéné forwardové sadzby. Dalsim
predmetom skiimania by mohla byt technika Brownovho premostenia, ktord umoz-
fiuje z roénych sadzieb ziskat sadzby i na kratsie ¢asové obdobie.

Pri neistej trhovej situdcif, ked st implikované volatility forwardovych sadzieb
vysoké, moZe nastat, Ze simuldcie forwardovej sadzby budi mat velky rozp-
tyl. To nastalo aj v nasom pripade pri ocenovani swapca. V takejto situdcii je
na zvazeni obchodnika, ¢i bude takémuto vysledku doverovat, alebo vyuzije iny
model.

Nemozme jednoznacne povedat, ktory z tychto troch néstrojov na ocenenie
urokovych derivatov je ten najvhodnejsi. Ako sme uviedli, vsetky modely maja
svoje vyhody i nevyhody a zdlezi len na pouzivatelovi, jeho stratégii a postoju
k riziku, ktory model vyuzije.
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Zoznam pouzitych skratiek

T mnozina casovych okamzikov

Vi—caplet implikovand volatlita i-teho capletu
*

r spotova trokova sadzba pre ktoru je cena kupénového dlhopisu rovna re-
aliza¢nej cene opcie

Sa,p(t) forwardova swapova sadzba v Case t
W (t) n-dimenzionélny Brownov pohyb

A diagonalna matica, ktorej prvky su druhé mocniny vlastnych ¢isel matice p

Black

Cap cena capu urcena pomocou Blackovej formuly

HW

Cap cena capu urcena pomocou HW modelom

Cpl*™MM cena i-teho capletu uréend pomocou LMM modelu

Flo OrBlack

cena flooru ur¢end pomocou Blackovej formuly
Floor™ cena flooru uréend pomocou HW modelom
FRA dohoda o forwardovom obchode, forwardovy kontrakt

FRA(t,T,7(T,S), N, K) forwardovy kontrakt uzavrety v ¢ase t, so splatnostou
v case T, na spotovi sadzbu, L(T,S), realizacni sadzbu K a hodnotou
podkladového aktiva N

HW model Hull-Whiteov model
LMM LIBOR trzny model

PFS(t, T, 7, N, K) vyplata platiaceho swapu (majitel plati pevni sadzbu a prijima
pohyblivil) uzavretého v ¢ase ¢ na realizacnu sadzbu K pri nominélnej hod-
note podkladového aktiva N. Platby budu prebiehat v ¢asoch T, medzi
ktorymi su ¢asové intervaly dIZky T

PSHW cena platiaceho swapca uréend pomocou HW modelu
PSPk Cena platiaceho swapca uréend pomocou Blackovej formuly

RFS(t, T, 7, N, K) vyplata prijimajiceho swapu (majitel prijima pevni sadzbu
a plati pohyblivil) uzavretého v ¢ase ¢ na realizaéni sadzbu K pri no-
mindlnej hodnote podkladového aktiva N. Platby budu prebiehat v ¢asoch
T, medzi ktorymi si ¢asové intervaly diZky T

RSHW cena platiaceho swapca uréena pomocou HW modelu
RSBk Cena prijimajiceho swapca uréend pomocou Blackovej formuly

ZBC(t,T, S, X) Cena eurépskej CALL opcie v Case uzavretia ¢ a splatnosti T’
na bezkupdénovy dlhopis s dobou splatnosti S a realizacnou cenou X
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ZBP(t,T,5,X) Cena eurépskej PUT opcie v ¢ase uzavretia ¢ a splatnosti T
na bezkupénovy dlhopis s dobou splatnosti S a realiza¢nou cenou X

) distribu¢na funkcia normovaného normélneho rozdelenia
0¥ parameter LMM

(8 parameter LMM

p korelacna matica forwardovych sadzieb

pr;  korelacia medzi forwardovymi sadzbami Fy(t) a Fj(t)

o absolutna volatilita okamzitej irokovej sadzby

0; = 053 okamzitd volatilita forwardovej sadzby F;(t) pre t € (Ts()—2,8(6)-1)
T mnozina casovych obdobi

7(t,T) ¢as medzi t a T' v rokoch

T doba medzi mc¢asmi T;_; a T; v rokoch

0; parameter LMM

vgls" swapcové volatilita uréend pomocou Rebonatovho vztahu

VNGREET trimd implikovand swapcové volatilita

€a,p relativna chyba

Y¥(t) rovnovazna hodnota okamzitej irokovej sadzby v HW modely
D(t,T) diskontny faktor medzi ¢asmi t a T

F(t,T,S) forwardowd tirokova sadzba urcena v case t na obdobie medzi T a S
f(t,T,S) okamzitd forwardové tirokova sadzba uréend v case t pre ¢as T
FM(0,T,S) trzné forwardova sadzba v ¢ase 0 na ¢as od T' do S

fM(0,t) okamzita trhova forwardova tirokova sadzba v ¢ase 0 pre cas t
Fi(t) forwardova sadzba v ¢ase t na obdobie medzi Tj,_1 a Ty

H diagonalna matica, ktorej prvky su vlastnymi ¢islami matice p

Iy jenotkovd matica s hodnostou M

K realiza¢na sadzba

k rychlost ndvratnosti k rovnovaznej hodnote 9(t) u HW modelu

L(t,T) spotova trokova miera pre jednoduché tirocenie so zaciatkom v ¢ase t a
splatnostou v case T
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LN(u,0) logaritmicko-normalne rozdelenie so strednou hodnotou u a rozptylom
o

N nominalna hodnota

N(p,0) normélne rozdelenie so strednou hodnotou p a rozptylom o

P(t,T) cena bezkupénového dlhopisu v ¢ase t so splatnostou v ¢ase T
PM(0,T) trzna cena bezkupénového dlhopisu v ¢ase 0 so splatnostou v T
r(t) okamzitd irokova sadzba v case t

R(t,T) spotovd sadzba pre spojité urocenie v case t so splatnostou v case T
RM(0,T) trzna spotovd sadzba pre spojité trocenia od ¢asu 0 do ¢ase T

X realiza¢na cena

Y (¢t,T) spotovd sadzba pre zlozené tirocenie v ¢ase t so splatnostou v ¢ase T

Z(t) Brownov pohyb
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