
je . ' , /- .. ~ "" . -.l.. '-~__ ...:... ........

Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikální fakulta

BAKALÁŘSKÁPRÁCE

Barbora Lebdušková

Kopule a modelování závislost i

Katedra pravděpodobnost i a matematické statistiky

\1cdollcí bakalářské práce: Mgr. Zdeněk Hlávka Ph.D.

Studijní program: Matematika

2006 KNIHOVNA MFF UK

I
I
2565050054



Na tomto místě bych chtěla poděkovat vedoucímu práce Mgr. Zdeňku Hlávkovi Ph.D. za
trpělivost a cenné rady.

P rohlašuj i, že jsem svou bakalářskou práci napsala samostatně a výhradně s použitím
citovaných pramenů. Souhlasím se zapůjčováním práce a jejím zveřejňováním.

V P raze dn e 16.5.2006

2

Barbora Lebdušková

Vv k " rl(



Obsah

1 Úvod 5

2 Kopule 6
2.1 Označení................... 6
2.2 Kopule.................... 6
2.3 Fréchet-Hoeffdingovy meze a Sklarova věta 8

2.3.1 Fréchet-Hoeffdingovy meze. 8
2.3.2 Sklarova věta . . . . . . . . 10

3 Vlastnosti kopulí 11
3.1 Náhodné veličiny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. II

3.1.1 Fréchet-Hoeffdingovy meze pro spojité distribučnífunkce náhodných
veličin . . . . . 12

3.2 Funkce kopulím blízké . . . . . 13
3.2.1 Kopule přežití. . . . . . 13
3.2.2 Duální a opačné kopule. 14

3.3 Symetrie... .... 15
3.4 Uspořádání . . . . . 17
3.5 Archimedovy kopule 18

4 Přehled kopulí 21
4.1 Dvourozměrné kopule . 23

4.1.1 lardia . . . . . 23
4.1.2 Gumbel-Hougaard 25
4.1.3 Ali- I\likhail-H aq. 27
4.1.4 Fréchet..... 29
4.1.5 Cuadras-Augé . 31

4.2 Vícerozměrné kopule . 33

5 Odhady parametrů kopulí 34

6 Závěr 36

Literatura 37

3



Název práce: Kopule a modelování závislosti
Autor: Barbora Lebdušková
Katedra (ústav): Katedra pravděpodobnostia matematické statistiky
Vedoucí bakalářské práce: Mgr. Zdeněk Hlávka Ph.D.
e-mail vedouczno:hlavka@karlin.mff.cuni.cz
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deny vlastnosti kopulí (Frechét-Hoeffdingovy meze, uspořádání, symetrie), kopule přežití

a Archimedovy kopule. Třetí část obsahuje několik konkrétních příkladů dvourozměrných

kopulí spolu s grafickým znázorněním a jednu ukázku vícerozměrné kopule. V závěrečné
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give Sklar 's theorem. These ideas are then extended for random variables. Next, we sum­
marize the basic properties of copulas (Fréchet-Hoeffding boundaries, order, symmetry),
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Kapitola 1
,

Uvarl

Cílem této práce je zadefinovat pojem kopule, seznámit se se základními vlastnostmi
těchto funkcí a vytvořit jejich přehled. Budeme se zabývat hlavně dvourozměrnýmikopu­
lemi. První část práce tvoří teorie obsahující definici kopulí.

Ve druhé část i uvedeme jejich elementární vlastnosti, které jsem se snažila demonstrovat
na konkrétních příkladech. Zmíníme funkce, které s kopulemi úzce souvisí. Odvodila jsem
pro ně vyjádření pomocí pravděpodobnosti a vypočítala je pro konkrétní rodinu kopulí.

a kon ci druhé části se seznámíme s význačnou skupinou Archimedových kopulí. Jedná
se o kopule, kt eré mají v určitém smyslu dobré vlastnosti , například jsem ukázala, že jsou
symetrické.

Ve třet í části jsou uvedeny některé konkrétní rodiny kopulí, jejich grafy a charakteris­
t ika. U těchto kopulí jsem ověřovala vlastnosti definované v první části. Jelikož v literatuře

je těchto funkcí uved eno velké množství, snažila js em se vybírat takové rodiny kopulí, aby
byly zastoupe ny základní typy.

V poslední část i jsem zmínila způsob odhadu parametrů kopulí. Pro hlubší zájem
uvádím lit eraturu , ve kt eré je možné se dozvědět více.
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Kapitola 2

Kopule

V této kapi tole definujeme, co to vlastně kopule jsou a povíme si něco o Fréchet­
Hoeffdingových mezích a Sklarově vetě . Následně t uto teor ii upřesníme pro náhodné veličiny

a zmíníme základní vlastnosti kopulí.

2.1 Označení

a úvod uvedeme značení, které je v následujícím textu použito.

• JR == (+00 , - 00)

• JR == [+00, -00]
-2

• JR == [+00 , -00] x [+00, -00]

• obdélník v ]R2 je kartézský součin dvou uzavřených intervalů [Xl, YI ] X [X2' Y2]

• body (Xl, yd a (X2 ,Y2) budeme nazývat vrcholy obdélníku

• I == [0, 1] a j ednotkovým čtvercem nazveme 12 == 1 x 1

• DF ...definiční obor fun kce F

• RF" .obor hodnot funkce F

2.2 Kopule

Dříve než přistoupíme k vlastní definici pojmu kopule, zadefinujeme si několik po­
mocných pojmů , které nám usnadní další práci.
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Definice 2.2.1. Nechť Sl a S2 jsou neprázdné podmnožiny JR a H je funkce definovaná
na Sl x S2. Nechť B == [Xl, Yl ] X [X2, Y2] je obdélník s vrcholy náležícími do D H . Potom
definujeme H-objem B jako

(2.1)

6

Funkce z JR do JR můžeme charakterizovat pomocí pojmů rostoucí, klesající, nerostoucí
a neklesající, ale funkce z JR2 do JR mohou v jednom bodě v určitém směru růst, a v jiném
směru klesat , proto zavedeme pojem 2-rostoucí.

Definice 2 .2 .2 . Řekneme , že funkce H : JR2 -+ JR je 2-rostou cí pokud pro všechny
obdélníky B ležící v D H platí VH (B) ~ O.

Příklad 2.2. 1. Mějme funkci H (x,y) == (x - 1) (y - 1) definovanou na ]2. Pokud se na
H budem e dívat jako na funkci proměnné x , pak pro všechna Y E (0,1) je tato funkce
klesající. Podobně to platí , když budeme H uvažovat jako funkci proměnné y a x E (0,1).
Ale zároveň platí , že VH (]2) == 1. Je te dy zřejmé , že H je 2-rostoucí.

•
Uvedeme j eště j ed en příklad , který je možné najít v [6]. Je na něm vidět , že funkce

neklesaj ící v každém argume nt u nemusí bý t 2-rostoucí.

Příklad 2.2.2 . Mějme funkci H (x, y) == max (x,y) definovanou na ] 2. Tato funkc e je
zřejmě neklesaj ící v každém svém arg umentu . Pokud spočítáme její H-objem]2 dos t aneme

\ f f[ (]2) == max (1, 1) - max (0,1) - max (1 , O) + max (O, O) == -1

Funkce H nemůže být 2-rostoucí.

•
yní již můžeme definovat kopule. Proved eme t o pomocí poněkud obecnější skupiny

fun kcí , kterým budeme ř íkat subkopule.

Definice 2.2.3. Dvourozměrná subkopule (2-subkopule) je funkce C' s vlastnostmi:

1. Dc' == Sl X S2, kd e Sl, S2 jsou podmnožiny] obsahující Oa 1;

2. C' je 2-rostoucí a pro všechna (x, y) E Dc' platí

C' (x, O) == O== C' (O, y) ;

7
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3. pro \fu E Sl a \fv E S2 platí

C' (u, 1) == u a C' (1, v) == v. (2.3)

6

Všimněme si, že pro každé (u,v) E Dc' platí, že O< C' (u, v) :S 1.

D efinice 2.2.4. Dvourozměrná kopule (2-kopule, kopule) je dvourozměrná subkopule C
s definičním oborem 12 .

V celém tomto textu se budeme zabývat hlavně dvourozměrnými kopulemi , takže je
budeme označovat pouze jako kopule. Většina pojmů se dá rozšířit do více dimenzí, tuto
teorii je možné najít v [6].

2.3 Fréchet-Hoeffdingovy meze a Sklarova věta

2.3 .1 Fréchet-H oeffdingovy meze

Z předchozího textu víme, že funkční hodnoty libovolné kopule leží v intervalu (O, 1).
V této kapitole tento odhad zpřesníme. Ukážeme si, že existuje jakási nejmenší a největší

kopule , kterým se říká Fréchet-Hoeffdingovy meze .

Věta 2.3 .1 . Necht C' je subkopule, potom pro každé (u, v) z jejilio definičniho oboru platí

max (u + v - 1, O) :S C' (u, v) < min (u, v).

Důkaz.Viz [6, str. 8]

V dalším te xt u budeme používat značení

M (u,v) == min (u,v)
W(u , v) == max(u+v-1,0)

(2.4)

D

(2.5)
(2 .6)

Všimnem e si, že každá z těchto funkcí je také kopulí. Tedy pro každou kopuli C a každý
bod (u, v ) Z [ 2 platí 111 (u , v ) < C (u , v ) :S lvI (u, v ) . Ještě zmíníme jednu význačnoukopuli,
tz v . součinovou kopuli

II (u, v) == uv (2.7)

Tyto t ř i kopule (Fréche t-Hoeffd ingovy meze a součinová kopule) jsou znázorněny na
obrazcích 2.1 - 2.3. Pro zobraze n í je použit 3D graf a pro lepší představu ještě tzv. contour
plot stejné hustoty.
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2.3.2 Sklarova věta

Nyní zadefinujeme distribuční funkci, a to zatím bez zavedení náhodných veličin.

D efinice 2.3.1. Funkce F s definičním oborem JR, pro kterou platí

1. F je neklesající na svém definičním oboru

2. lim x-t - oo F (x) == O

3. limx-t +oo F (x) == 1

se nazýv á distribuční funkce.

Definice 2.3.2. Funkce H s definičním oborem JR2, pro kt erou platí

1. H je 2-rostoucí na svém definičním oboru

2. lim x-t - oo H (x,y) == limY-t - oo H (x, y) == O

3. lim (x,Y)-t (+oo ,+oo)F(x) == 1

se nazýv á sdružená distribuční funkce. Marginální distribučnífunkce jsou F a G takové, že

F (x)
G (y)

H (x, +(0)

H(+oo,y) .

(2.8)
(2.9)

lásledujici věta popisuje vztah mezi kopulí, distribuční funkcí a marginálními dis­
t ribučními funkcemi. Dala by se nazvat základní větou teorie kopulí.

Věta 2.3.2 (Sklarova) . Bud' H dvourozměrná distribuční funkce mající jednorozměrné
m.arginální dis tribuční f unkce F a G. Pak existuje taková kopule C, že pro všechna reálné
x a y platí

Důkaz. Viz [6, str. 15]

H (x, y) == C (F (x) ,G (y)) .

10
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Kapitola 3

Vlastnosti kopulí

V této kapitole se budeme zabývat vzt ahem mezi kopulemi a náhodnými veličinami,

definujeme si některé funkce od kopulí odvozené a blíže se podíváme na vlastnosti ko­
pulí. Vlastnosti budou demonstrovány na vhodných parametrických rodinách kopulí, které
podrobně představíme ve čtvrté kapitole.

3. 1 Náhodné veličiny

Pro porozumění následujících odstavců je nutné mít základní znalosti z teorie míry.
Předpokládejme , že (O, A) je měřitelný prostor. Prvky množiny O budeme nazývat ele­
m en tární j evy a značit w; prvky a -algebry A budeme nazývat jevy a značit velkými písmeny
z počátku abecedy.

Definice 3. 1. 1. Pravděpodobnost P je definována jako míra na A s vlastnostmi:

1. P (A) ~ 0, A E A

2. P (O) == 1, P (0) == O

3. P (U~=l An ) == L~=l P (A n ) , je-li {An } posloupnost po dvou disjunktních jevů.

Troj ice (O, A P) se nazývá pravděpodobnostní prostor.

Definice 3.1 .2 . Měřitelná reálná funkc e X : (O, A) -----+ (JR, B), kde B značí systém
bor lovských mno žin z JR, se nazývá n áhodná veli čina.

áhodn é vel ič iny budeme značit velkými písmeny z konce abecedy, malá písmena bu­
dou značit jejich hodnoty. Každé borelovské množině B E B můžeme přiřadit její vzor
.Iy - l (B) == {w E O : X (w) E B} a pravděpodobnostní míru Q (B) == P [X- 1 (B) ], kterou
budeme nazývat zákon rozdělení náhodné veličiny nebo stručně rozdělení.
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Definice 3 .1 .3. Funkce F s definičním oborem JR se nazývá distribuční funk ce náhodné
veličiny X, jestliže pro všechna x z definičního oboru platí

F (x) = P [X :::; x] .

(J edná se o speciální případ Q(B), kdy B = (-00, x).)

(3.1)

Dále uvedeme variantu Sklarovy věty pro distribuční funkce náhodných veličin X a Y.

Věta 3 .1 .1 . Nechť X a Y jsou náhodné veličiny s distribučními funkcemi F a G a sdruženou
distribuční funkcí H. Potom existuje kopule C) pro kterou platí

H (x,y) = C (F (x) ,G (y)) . (3.2)

Obráceně) pokud C j e kopule) F a G js ou distribuční funkce) pak H definovaná vztahem
(2.12) j e sdružen á distribuční funkce s marginálními distribučními funkcemi F a G .

Důkaz. An alogický s důkazem věty 2.3.2

o
Kopuli z předcházející věty budeme nazývat kopule X a Y a značit CX y . Připomeňme ,

že dvě náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé právě, když pro jej ich sdruženou distribuční

funk ci H (x,y) a marginální distribuční funkce F (x) a G (y) platí H (x, y) = F (x) G (y).
Iáslcduj ící věta dává do souvislosti nezávislost se součinovou kopulí ll.

Věta 3 .1 .2 . Nechť X a Y jsou spojité náhodné veličiny. X a Y jsou nezávislé právě) když
CX y = ll.

Důkaz. Tvrzení je zřej mé .

o

3.1.1 Fréchet-Hoeffdingovy meze pro spoj ité distribuční funkce
náhodných veličin

S obecným tvarem Fréchet-Hoeffedingových mezích jsme se seznámili dříve. Nyní předpo­
kládejrne, že X a Y jsou náh odn é veličiny se sdruženou distribuční funkcí H a marginálními
distribučními funkcemi F a G. Potom pro všechna x E JR, y E JR platí

max (F (x) + G (y) - 1, O) :::; H (x,y) < min (F (x) , G (y)) .

12
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3.2 Funkce kopulím blízké

3.2.1 Kopule přežití

Náhodné veličiny často reprezentují délku života jednotlivce v populaci. Pravděpodo­

bnost , že délka života života překročí hodnotu x se dá vyjádřit pomocí funkce přežití

F (x) = P [X > x] = 1 - F (x) , (3.4)

kde F značí distribuční funkci náhodné veličiny X . Hodnoty náhodné veličiny X bereme
z JR. Mějme dvojici náhodných veličnin (X, Y) s distribuční funkcí H. Sdruženou funkci
přežití definujeme, jako H (x, y) = p [X > x, Y > y] . Marginály H jsou limy-t-oo H (x , y)
a lim x-t - oo H (x,y). Jsou to fukce F a G. Ot ázkou je, zda existuje nějaký vztah mezi
sdruže nou funkcí přežití a jejími marginálami, analogický se situací popsanou ve Sklarově

větě . Předpokládejme , že C je kopule X a Y.

H(x,y) =l-F(x)-G(y)+H(x,y)

= F (x) + G (y) - 1 + C (F (x) ,G (y))

= F (x) + G (y) - 1 + C (1 - F (x), 1 - G (y))

Jestli že definuj eme funkci 6 : 12~ 1 jako

6 (u, v) = u + v - I + C (1 - u, 1 - v) ,

dostaneme
H (x, y) = 6 (F (x) ,G (y)) .

(3.5)

(3.6)

Všimněme si, že 6 je kopule. Budeme ji označovat jako kopuli přežití X a Y. Jestliže X a
Y jsou náh odné veličiny, pak kopuli a kopuli přežití můžeme vyjádřit jako

C (F (x) ,G (y)) = p [X < x,Y :::; y] (3 .7)

6 [F (x), G (y)) = P [X> x,Y>y] . (3.8)

Příklad 3.2 .1 . Spočítáme kopuli přežití pro Mardiovu rodinu kopulí (viz podkapitola 4.1)
danou vzorcem

(}2 (1 + ()) 2 (}2 (1 - O)
Co (u,v) = 2 NI (u,v) + (1 - () ) II (u, v) + 2 W (u,v)

(}E [-l ,l].

6 (u ,v) u + v- I + C (1 - u, 1 - v)
u + v - I + 02(~+O) M (1 - u, 1 - v) + (1 - (}2) II (1 - u, 1 - v)

+ 0 2 (~-O)W (1 - u, 1 - v) .

a obrázku 3.1 je znázorněna Mardiova kopule přežití pro () = 0.9 .
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•
3.2.2 Duální a opačné kopule

Ještě zmíníme dvě skupiny funkcí, které jsou kopulím blízké. Tou první jsou duální
kopule. Jestli že C je kopule, pak

6 (u,v) == u + v - C (u,v) (3.9)

j e duální kopule.
Druhou skupinu tvoří opačná kopule. Nechť C je kopule pak

C* (u,v) == 1 - C (1 - u, 1 - v) (3.10)

je opačná kopule.
Podobný vztah, jako existuje mezi kopulí a kopulí přežití, odvodíme i pro duální ko­

puli a opačnou kopuli kopuli. Když do definice duální kopule dosadíme za u mariginální
di tribuční funkci F (x) a za v mariginální distribuční funkci G (y), dostaneme

C(F (x) ,G (y)) == F (x) + G (y) - C (F (x) ,G (y))

p (X <x] + P (Y <y] - p (X < x, Y < y]

p (X < x nebo Y < y] .

Obdobn v pro opačnou kopuli a marg inální distribuční funkce přežití F (x) a G (y) je vidět ,

že
C* (F (x) ,G (y)) == 1 - C (1 - F (x) , 1 - G (y))

1 -C(F(x) ,G(y))

1 - P (X < x, Y ~ y]

P (X > x nebo Y > y] .

Takže vyjádř ní duální a opačné kopule pomocí pravděpodobnosti vypadá takto:
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C(F(x),G(y))
C* (F (x) ,G (y))

p [X < x nebo Y < y]
p [X > x nebo Y > y] .

(3.11)

(3.12)

Příklad 3.2.2. Spočítáme duální a opačnou kopuli pro Mardiovu rodinu kopulí (viz pod­
kapitola 4.1) z příkladu 3.2.1

(5 (u, v) u + v - C (u, v)
u + v - B2(~+(}) M (u, v) - (1 - ()2) II (u,v) - B2(~_(})W (u, v)

Mardiova duální kopule pro () == 0.9 je vykreslena na obr. 3.2.

o o
0.0 0.2 0.4 0 .6 0 .8 1.0

Obrázek 3.2: Mardiova duální kopule pro () == 0.9

C* (u,v) 1 - C (1 - u, 1 - v)
1 - (} 2 (~+(} ) M (1 - u, 1 - v) - (1 - ()2) II (1 - u, 1 - v)­

- B2(~_(} ) W (1 - u, 1 - v) .

Mardiova opačná kopule pro e== 0.9 je vykreslena na obr. 3.3.

•

3.3 Symetrie

Začneme definicí symetrie náhodné veličiny.

15



Obrázek 3.3: Mardiova opačná kopule pro () == 0.9

Definice 3.3.1. Jestliže X je náhodná veličina a a je reálné číslo, říkáme, že X je syme­
trická okolo a, jestliže distribuční funkce veličin X - a a a - X jsou stejné. To znamená,
že pro libovolné x z JR je

p [X - a :::; x] == P [a - X < x] .

Jestliže X je spojitá náhodná veličina můžeme to zapsat jako

F(a+x)==F(a-x).

(3.13)

(3.14)

6

1 yní uvažujme dvojici náhodných veličin (X, Y). Máme několik možností, jak definovat
symetrii této dvojice náhodných veličin okolo bodu (a, b).

Definice 3.3.2. echť X a Y jsou náhodné veličiny a nechť (a, b) je bod v ]R2.

1. (X Y'" ) je marginálně symetrická kolem bodu (a, b), jestliže X je symetrická okolo a
a Y je symetrická okolo b.

2. (X, Y'") je radiálně symetrická okolo (a, b), jestliže sdružená distribučnífunkce náhodných
vr ličin X - a a Y'" - b je shodná se sdruženou distribuční funkcí náhodných veličin

a- ./\ a b- Y .

3. (./\, Y'" ) j e sdruženě symetrická okolo bodu (a, b), jestliže následující čtyři dvojice
náh odných v ličin mají shodnou sdruženou distribuční funkci: (X - a, Y - b),
(.IY-a b -Y) , (a -X,Y -b) , (a-X,b-Y).

Definice 3.3.3. Kopule C je symetrická, jestliže pro všechna (u, v ) Z /2 platí

C(u , v)==C(v,u).

16
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Příklad 3.3.1. Mezi symetrické kopule patří například Mardiova rodina kopulí z příkladu

3.2.1. Je vidět, že kopule II, M a W jsou symetrické a tudíž platí následující rovnost.

Co (u,v) 02(~+O) M (u,v) + (1 - ()2) II (u, v) + 02(~-O)W (u,v)

02 (~+O)M (v,u) + (1 - ()2) II (v, u) + 02(~-O)W (v, u)

•

3.4 Uspořádání

V následujícím odstavci se pokusíme zavést uspořádání na kopulích.

Definice 3.4.1. J estliže Cl a C2 jsou kopule, říkáme, že Cl je menší než C2 (nebo C2 je
větší než Cl)' jestliže

Cl (u, v) < C2 (u,v) pro všechna (u, v) E 12
.

Toto uspořádání je pouze částečné, pro tože ne každé dvě kopule můžeme porovnat.

Příklad 3.4.1 . Součinová kopul e II a kopule definovaná jako průměr Frechét-Hoeffdingo­
vých mezí nejsou porovnatelné . Jestli že

C ( )
== W (u,v )+M(u,v)

u,v 2 '

potom C (i ,i) > II (i ,i) a C ( i , ~) < II (i ,~ ). Proto neplatí ani C -< II , ani C >- II .

•
Definice 3.4.2. Řekneme, že úplně uspořádaná par ametrická rodina kopulí {Co} je pozi­
t ivn ě uspořádaná, jestliže pro každé a < {3 platí Co: -< C{3 , a negativně uspořádaná, jestliže
pro každé a < {3 platí Co: >- C{3.

17



Příklad 3.4.2. Vezměme rodinu kopulí Cuadras-Augé (viz podkapitola 4.1).

{

I -O

CO (u,v) == [min (u,v)]o [UV]l -O == UV ,
Ul -OV ,

u<v

u>v

Tato rodina je pozitivně uspořádaná, protože pro °< a < (3 < 1 a u E (0,1), v E (0,1)
platí

Ca (u, v) ( uv ) f3 -a
---== <1
Cf3 (u, v) min (u, v) -

Z toho je hned vidět, že Ca -< Cf3.

•
Mezi kopule, které nejsou uspořádané patří Mardiova rodina kopulí.

Příklad 3.4 .3 . Mardiova rodina kopulí (viz příklad 3.2 .1) je dána vzorcem

02 (1 + O) 02 (1 - O)
Co(u, v) == 2 M (u,v) + (1 - 02

) II (u,v) + 2 W (u, v)

OE [-1 ,1]

Snadno se ověří , že Co ( ~, ~) ~ Ct ( ~ , ~) , ale zároveň Ct (~, i ) > C~ ( ~, i )·

•

3.5 Archirnedovy kopule

Ještě zmíníme jednu velice zaj ímavou skupinu kopulí, Archimedovy kopule. Jedná se
o velmi širokou skupinu, kam patří mnoho rodin kopulí. Nebudeme se jimi zabývat do
hloubky, spokoj íme se s definicí a uved eme je do souvislost i s výše uvedenými vlastnostmi.
Podrobnější informace je mož né nalézt v [6] .

Definice 3.5.1. echť cp je spoj itá, ryze klesající funkce z I do [O, +00] taková, že cp (1) == O.
Pseudoinuerze funkc e cp je funkce cp[- l] s D cp [- l ] == [0, + 00] a H <p[-l l == I daná předpisem

cp[- I] (t) == { cp-I (t) ,
0,

18

°< t < cp (O) ,
cp (O) < t ~ +00.

(3.16)



Všiměme si, že <p[-l] je spojitá a nerostoucí na [0, +00], na [0, <p (O)] je dokonce ryze
klesající.

D efinice 3. 5.2. Nechť kopule C (u, v) Z 12 do 1 lze zapsat ve tvaru

C (u ,v) == cp[-l] (cp (u) + ip (v)), (3.17)

kde cp je spojitá, ryze klesající fun kce z 1 do [0, +00] taková, že cp (1) == °a cp[-l] je
pseudoinverze funkce <po Pak kopuli C nazveme Archimedovou kopulí a funkci sp jejím
generátorem. Pokud ip (O) == +00, nazveme ip striktní generátor.

yní zmíníme některé základní vlastnosti Archimedových kopulí.

Věta 3.5 .1. Nechť C je Archimedova kopule s generátorem ip , potom

1. C je symetrická;

2. C je asociativní, tj. O (O (u ,v), w) == O (u, O (v, w)) pro všechna u, v ,w z 1;

3. Jestliže c > °je libovolná konstanta, pak cip je také generátorem O.

Důkaz.

1. O (u, v ) == cp[-1] (<p (u) + ip (v)) == cp[-1] (<p (v) + cp (u)) == O (v, u)

2. ejprve budeme uvažovat , že O::; <p (u) + cp (v) < sp (O) :

O (O (u, v), w) - O (<p[- 1](<p (u) + <p (v)), w)

_ <p[-1] (cp (cp[- l](cp (u) + cp (v))) + sp (w))

_ <p[-1] (cp (cp-1 (<p (u) + cp (v))) + cp (w))

_ <p[-1] (cp (u) + <p(v) + cp (w))

_ <p[-l] (cp (u) + sp (<p-1 (cp (v) + ip (w))))

_ <p[-l] (cp (u) + <p (<p[-1](cp (v) + <p (w))))

- O (U, cp[- l](cp (v) + sp (w)))

- O(u, O(v,w)) .

yní uvažujme že <p(0) < <p(u) +cp (v ) < +00:

O (O (u, v), w) - O ( <p[- l] (cp (u) + <p (v)), w)

- O(O,w)

- °
- O(u, O)

_ O (u cp[-l] (cp (v) + sp (w)))

- C(u,O(v,w )).
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3. Nejprve budeme uvažovat , že O< csp (u) + ap (v) < cip (O) :

(cip)[- 1] (C<p (U) + op (V)) (op ) - 1 C ( sp (U) + <p (V))

(op ) - 1 ap (<p - 1 (<p (U) + <p (V)))

C (u, v)

Nyní uvažujme že cip (O) < op (u) + c<p (v) :::; +00 :
(ap)[- 1] (c<p (u) + op (v)) O

<p[-l] (<p (u) + ip (v))

C (u, v)

o

Archimedovy kopule můžeme rozdělit na dvourozměrné a vícerozměrné a na kopule
s jedním parametrem a více parametry. Konkrétní příklady uvedeme v kapitole 4. Hlouběji
zde t uto sp eciální skupinu kopulí rozebírat nebudeme.
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Kapitola 4

Přehled kopulí

Kopule můžeme rozdělit na dvourozměrné a vícerozměrné, dále pak podle počtu pa­
rametrů (budeme se věnovat jednorozměrným kopulím s jedním parametrem a se dvěma

parametry). Cílem této kapi toly je uvést některé konkrétní rodiny kopulí. Vždy uvedeme
název rodiny, vzorec, lit eraturu , kde ho můžeme nalézt, vlastnosti této rodiny a grafy
pro několik hodnot parametru . Pro zobrazování budeme používat trojrozměrný a dvou­
rozměrný graf. Do toho druhého zakreslíme navíc příslušnou Fréchet-Hoeffdingovu mez
nebo součinovou kopuli , pokud by se pro danou hodnotu parametru kopule k některé z
těchto funkcí blížila . Gr afy jsou nakresleny v programu R.

Zde je skript pro obrázek Mardiovy rodiny kopulí s parametrem e= 0.9

pos t script( ' mard ia1p.ps', width = S, height = S, horizontal = FAL8E, onefile = TRUE)

a <- 0.3

x <- seq(O, 1 , lengt h= 30)

y <- x

f <- function(x ,y) (a ~ 2*(1+a))/2 * pmin(x,y)+(l-a ~ 2)*x*y+(a ~ 2*(1-a))/2*pmax(x+y-1,0)

z <- outer(x,y,f)

op <- par (bg = ' whi te ' )

persp(x, y , z, t heta = - 30 , ph i = 20, expand = 0.9, col = 'lightblue',

ltheta = SO , shade = 0 .9 , box = TRUE, t icktype =' det a i l ed ' ,nticks = 2,

xlab = 'u' , ylab = 'v ' , zlab = 'f(u ,v) ')

postscript('mardia1c. ps' , width = S, he ight S, horizontal = FAL8E, onefile = TRUE)

x<-seq(O,l,by=O .l)

y<-seq(O,l ,by=O.l)

a<-0.3

f<-function(x,y)(a ~ 2*(1+a))/2 * pmi.n Cx , y)+(l -a ~ 2)*x*y+(a " 2*( 1-a))/2*pmax(x+y-1,0)

contour(outer(x,y,f) ,axes=T,xlab=' u' , ylab= ' v ' )

contour(outer(x ,y ,'pmin') ,add=T, col= ' gr eySO' ,drawlabels=F)
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Ještě než se s některými vybranými kopulemi seznámíme blíže, rozdělíme si je podle
počtu parametrů. V tabulce jsou uvedeny pouze kopule zmiňované v této práci.

Kopule Jeden parametr Více parametrů Archimedova

Mardia ,( - -

Gumbel-Hougaard ,( - ,(

Ali-Mikhail-Haq ,( - ,(

Fréchet - ,( -

Cuadras-Augé - ,( -

Tabulka 4.1: Rozdělení kopulí podle počtu parametrů

Rodiny jsem vybírala tak, aby bylo zastoupeno co nejvíc výše uvedených vlastností.
To znamená, že zde jsou rodiny jednoparametrické, ale i rodiny s více parametry. Kromě
symetrických Archimedových kopulí jsou zde zastoupeny i symetrické rodiny, které k Ar­
chimedovým řadit nemůžeme a navíc i rodina, která není obecně symetrická. Podobně je
to i s uspořádáním , jsou uvedeny různé možnosti a to jak pro jednoparametrické kopule,
tak i pro kopule s více parametry.

Kopulí však exist uje daleko více, mnoho dalších příkladů je možné nalézt například

v [6] .
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4.1 Dvourozměrnékopule

4 .1 .1 Mardia

Literatura: [6]

Vzorec:

02 (1 + O) 02 (1 - O)
Co(u,v)== 2 M(u,v)+ (1- 02 )II(u,v)+ 2 W(u,v) (4 .1)

OE [-1,1]

Speciální případy:

Vlastnosti:

• Je symetrická .

Co (u,v)

Cl (u,v)

C- 1 (u,v)

II (u, v)

M (u, v)

W (u, v)

• ení ani pozitivně , ani negativně uspořádaná.

• Kopule přežití:

c (u, v ) == u + v - I + 02(~+O) M (1 - u, 1 - v) + (1 - ( 2 ) II (1 - u, 1 - v)

+ 0 2 (~-O) W (1 - u, 1 - v) .

• Du ální kopule:

- ( ) 0
2
(1+0) ( ) ( 02 ) ( ) 0

2
(1 O) ( )C u, v == u + v - 2 M u,v-I - II u, v - 2- W u, V .

• Opačná kopule:

C* (u,v) 1 - 0 2 (~+O) M (1 - u, 1 - v) - (1 - ( 2 ) II (1 - u, 1 - v)

- 0 2 (~-O)W (1 - u,1 - v) .

23



0.2 0.4 0 .6 0 .8 1.0

Obrázek 4.1: Mardiova rodina pro () = 0.9. Šedou barvou M = min (u, v).
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Ob rázek 4.2: Mardiova rodina pro () = -0.9. Šedou barvou W = max (u + v - I, O).
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Obrázek 4.3: Mardiova rodina pro () = 0.3. Šedou barvou fl = (uv).
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4.1.2 Gumbel-Hougaard

Literatura: [6]

Vzorec:

Speciální případy:

1

Co (u, v) = e- [( -lnu)8 +( -lnv)8] ~

() E [1 , +00)

Cl (u, v) = II (u, v)

C+oo (u,v) = M (u,v)

(4.2)

Vlastnosti :
• Kopule je Archimedova, tudíž je i symetrická. J ej í generátor má tvar (-ln t)() a jedná

se dokonce o striktní generátor.

• ení uspořádaná. ( apříklad C2 (0.5,0.5) > C3 (0.5, 0.5), ale C2 (2,2) < C3 (2,2)).

• Kopule přežití:

[ e 8] 16 (u , v ) = u + v-I + e- (-ln(1-u)) +(- ln (1- v )) ~.

• Duální kopule:

C- ( ) - + _ e-[( -lnu)8 +( -lnv)8]#u , v - u v .

• Opačná kopule:

C* ( ) - 1 _ - [(- ln( 1- u ))8+(- ln(1-v))8]#
U,V - e .
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Obrázek 4.4: Gumbel-Hougaardova rodina pro () == 1.5. Šedou barvou II == (uv).
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Obrázek 4.5: Gumbel-Hougaardova rodina pro () == 100.
Šedou barvou VV == max (u + v-I, O).
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4.1.3 Ali-Mikhail-Haq

Literatura: [6]

Vzorec:

Speciální případy:

uv
Co (u,v) ~-l---e-(l---u-)-(l---v-)

eE [-1,1)

Co (u, v) ~ II (u, v)

C ( )
_ II (u, v)

1 U V ------­
, u+v+ll(u,v)

(4.3)

Vlastnosti:
• Kopule je Archimedova, tudíž je i symetrická. Její generátor má tvar ln 1-0~1-t) a

jedná se dokonce o striktní generátor.

• J e pozitivně uspořádaná.

• Kopule přežití:
A (1 - u) (1 - v)

C (u, v ) == u + v-I + .
1- Biiu

• Duální kopule:
- uv

C (u, v) = u + v - 1 _ e(1 _ u) (1 - v)"

• Opačná kopule:

C* ( ) _ _ (1 - u) (1 - v)
u, v-I e.1- uv
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Obrázek 4.6: Ali-Mikhail-Haq rodina pro e= -1.

Obrázek 4.7: Ali-Mikhail-Haq rodina pro () = -0.1. Šedou barvou II = (uv).
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Obrázek 4.8: Ali-Mikhail-Haq rodina pro () = 0.999 .
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4.1.4 Fréchet

Literatura: [6]

Vzorec:
CQ ,(3 (u, v) == cxM (u, v) + (1 - a - (3) II (u, v) + jJW (u, v)

a, {3 E [0,1], a + {3 < 1

Speciální případy:
Co ,o (u, v) == II (u, v)

GO,I (u, v) == W (u, v)

GI,o (u, v) == M (u, v)

Vlastnosti:
• Je symetrická.

(4.4)

• S uspořádáním je to trochu složitější, protože tu máme dva parametry. Pokud (3
vezmeme pevné, tak podle a je tato rodina pozitivně uspořádaná.V opačném případě

je uspořádaná negativně.

• Kopule přežití:

6(u,v) == u+v- 1+aM (1 - u, 1 - v ) + (1 - a -{3) II (1- u, 1 - v)

+ {3W (1 - u, 1 - v) .

• Duální kopule:

C(u, v) == u + v - aM (u,v) - (1 - a - (3) II (u, v) - {3W (u, v) .

• Opačná kopule:

C* (u , v) == 1 - aM (1 - u, 1 - v) - (1 - a - (3) II (1 - u, 1 - v) - jJW (1 - u, 1 - v) .
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Obrázek 4.9: Fréchetova rodina pro a == 0.1 a b == 0.3. Šedou barvou fl == (uv).

o

Q)

ci

'2
~

~

ci

v
ci

N
ci

o
ci

o o
0.0 0.2 0.4 0.6 0 .8 1.0

Obrázek 4.10: Fréchetova rodina pro a == 0.9 a b == 0.1. Šedou barvou M == min (u,v).
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Obrázek 4.11: Fréchetova rodina pro a
Š dou barvou W == max (u + v- I, O).

0.1 a b 0.9.
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4.1.5 Cuadras-Augé

Literatura: [7]

Vzorec:
Co:,(3 (u, v) == min (ul- O:v,uv1- /3 )

a E [0, 1], f3 E [0, 1]

Speciální případy:
Co: ,o (u,v) == CO,/3 (u, v) == II (u,v)

CI ,1 (u, v) == M (u, v)

Vlastnosti:
• Kopule je symetrická pouze v případě , že a == b.

• Pro a == b je pozitivně uspořádaná.

• Kopule přežití:

C(u, v) = u + v - I + min ((1 - u)I -o (1 - v) , (1 - u) (1 - v)1- ,8) .

• Du ální kopule:
c (u,v) == u + v - min (ul - O:v,uvl - (3 ) .

• Opačná kopule:

C* (u,v) = 1 - min ((1 - U)I-0 (1- v) , (1 - u) (1 - V)I-,8 ) .
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Obrázek 4.12: Cuadras-Augé rodina pro a == (3 == 0.3. Šedou barvou II == (uv).
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Obrázek 4.13: Cuadras-Augé rodina pro a == (3 == 0.7. Šedou barvou M == min (u, v).
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4.2 Vícerozměrnékopule

Teorie vícerozměrných kopulí je do jisté míry analogická s dvourozměrným případem,

více informací lze nalézt například v [6]. Jen pro ilustraci uvedeme vícerozměrnou variantu
Gumbelovy rodiny kopulí

(4.6)

kde II == ( U l'" U n ) , a > 1 a pro a == 1 jsou veličiny Ul ... un vzájemně nezávislé. Tuto
kopuli najdeme v [5].
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Kapitola 5

Odhady parametrů kopulí

K odhadování parametrů kopulí existují tři různé přístupy. První parametrický předpo­

klád á znalost marginálních distribučních funkcí. Potom můžeme aplikovat metodu ma­
ximální věrohodnost i popsanou např. v [1], protože sdružená distribuční funkce se dá
vyjádřit pomocí vhodné kopule a marginálních distribučních funkcí.

Druhým možným přístupem jsou neparametrické metody. V tomto případě není třeba

znát marginální distribuční funkce, ale odhady získané touto cestou nejsou obecně ani
eficientní, ani konzist entní. eparamet rická metoda založená na Kendallově T je popsána
v [4].

Třet í možnost je kompromisem mezi oběma předešlými a používá se pro ní označení

semiparametrická metoda. Nepracuje s marginálními distribučními funkcemi, ale s mar­
ginálními empirickými distribučními funkcemi. Odhad, který dostaneme sice není obecně

eficientní, ale je konzist entní a asymtot icky normální. Důkaz tohoto tvrzení i popis této
metody je možné nalézt v [3] . Můžeme ji provést ve dvou krocích: Předpokládejme , že
Co (u), u E lRn je kopule a E; (xn ) jsou spojité marginální distribuční funkce. Ze Sklarovy
věty můžeme sdruženou distribuční funkci F (x) , x E lRn vyjádřit jako

Odpovídající hustota bude mít tvar

N

J (x) == Co (Fl (xd , F2(X2) , ... , FN (XN)) II Jn(xn),
n=l

kd J n (xn ) j ou hustoty příslušných Fn (xn ) a

()
8Co(u1 , U2, ... ,UN)

Co II ==
8Ul ,8U2' ... , 8UN

• Odhadn me marginální distribuční funkci pomocí empirické distribuční funkce

T

Pn (xn ) = ~ L I (x; < Xn ) .

t=l
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• Budeme předpokládat,že data přetransformovánaempirickou distribuční funkcí tvoří

náhodný výběr z rozdělení kopule, jejíž parametr odhadneme pomocí metody ma­
ximální věrohodnosti.

T

O= argmax 2,)n c (Pi (Xl)' ... , FN (XN); ()) .
t=l

(5.2)

Ještě dříve než budeme odhadovat parametr kopule, musíme vědět , která kopule je pro
naše data vhodná. K tomu lze využít například GOF test pro kopule, který je popsán v [2]
nebo v [8].
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Kapitola 6

Závěr

Kopule jsou velmi užitečné při modelování závislosti, protože umožňují místo sdružené
distribuční funkce pracovat s často daleko jednoduššími marginálními distribučními funk­
cemi. Úzce souvisí se Spearmanovým p a Kendallovým T, které jsou vhodné pro vyjádření

závislosti i v případech, kde kovariance selhává.
V této práci jsem definovala, co vlastně kopule jsou, a uvedla některé jejich vlastnosti.

Třetí kapitola obsahuje některé konkrétní rodiny. Snažila jsem se vybírat takové funkce,
aby byly zastoupeny různé kombinace vlastností. Je vidět, že si jednotlivé kopule jsou
dost podobné. Z obrázků je dobře patrné, jak se pro vhodné parametry blíží k Fréchet­
Hoeffdingovým mezím , popřípadě k součinové kopuli Il. Na závěr jsem shrnula možnosti
odhadu parametru kopulí.
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