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Abstrakt: V prvni ¢asti této prace je definovan pojem dvourozmérné kopule a je vyslovena
Sklarova véta. Tyto pojmy jsou nasledovné rozsifeny pro nahodné veli¢iny. Dale jsou uve-
deny vlastnosti kopuli (Frechét-Hoeffdingovy meze, uspofadani, symetrie), kopule preziti
a Archimedovy kopule. Treti ¢ast obsahuje nékolik konkrétnich piikladu dvourozmérnych
kopuli spolu s grafickym znézornénim a jednu ukazku vicerozmérné kopule. V zdvéreéné
¢asti jsou zminény moznosti odhadovéani parametri kopuli (parametricky, neparametricky
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Kapitola 1
Uvod

Cilem této prace je zadefinovat pojem kopule, seznamit se se zakladnimi vlastnostmi
téchto funkei a vytvorit jejich prehled. Budeme se zabyvat hlavné dvourozmérnymi kopu-
lemi. Prvni ¢ast prace tvori teorie obsahujici definici kopuli.

Ve druhé casti uvedeme jejich elementarni vlastnosti, které jsem se snazila demonstrovat
na konkrétnich prikladech. Zminime funkce, které s kopulemi uzce souvisi. Odvodila jsem
pro né vyjadieni pomoci pravdépodobnosti a vypocitala je pro konkrétni rodinu kopuli.
Na konci druhé casti se seznamime s vyznacnou skupinou Archimedovych kopuli. Jedna
se o kopule, které maji v ur¢itém smyslu dobré vlastnosti, napriklad jsem ukdzala, Ze jsou
symetrické.

Ve treti ¢asti jsou uvedeny nékteré konkrétni rodiny kopuli, jejich grafy a charakteris-
tika. U téchto kopuli jsem ovérovala vlastnosti definované v prvni casti. Jelikoz v literatuie
je téchto funkci uvedeno velké mnozstvi, snazila jsem se vybirat takové rodiny kopuli, aby
byly zastoupeny zakladni typy.

V posledni ¢asti jsem zminila zpusob odhadu parametri kopuli. Pro hlubsi zdjem
uvadim literaturu, ve které je mozné se dozvédét vice.



Kapitola 2

Kopule

V této kapitole definujeme, co to vlastné kopule jsou a povime si néco o Fréchet-
Hoeffdingovych mezich a Sklarové veté. Nédsledné tuto teorii upfesnime pro ndhodné velic¢iny
a zminime zakladni vlastnosti kopuli.

2.1 Oznaceni

Na tuvod uvedeme znaceni, které je v nasledujicim textu pouzito.

e R = (+00,—00)

e R= [+OO, —OO]

o R'= [+00, —00] X [+00, —00]

o obdélntk v R’ je kartézsky soucin dvou uzavienych intervalu [z, y1] X [z2, yo)
e body (z1,4) a (z2,y2) budeme nazyvat vrcholy obdélniku

e [ =0,1] a jednotkovym ctvercem nazveme I> = I x I

e Dy...definiéni obor funkce F

e Rp...obor hodnot funkce F

2.2 Kopule

Driive nez piistoupime k vlastni definici pojmu kopule, zadefinujeme si nékolik po-
mocnych pojmu, které nam usnadni dalsi préci.
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Definice 2.2.1. Necht S; a S, jsou neprazdné podmnoziny R a H je funkce definovand
na S; x Sa. Necht B = [z, 1] X [22,12] je obdélnik s vrcholy nélezicimi do Dy . Potom
definujeme H-objem B jako

Vi (B) = H (z2,y2) — H (x2,y1) — H (z1,y2) + H (z1,1) . (2.1)
JAN

Funkce z R do R muzeme charakterizovat pomoci pojmu rostouct, klesajici, nerostouct
g =2 . = , 4 i , ; o
a neklesagict, ale funkce z R™ do R mohou v jednom bodé v uréitém sméru rust, a v jiném
sméru klesat, proto zavedeme pojem 2-rostouct.

Definice 2.2.2. Rekneme, ze funkce H : R’ — R je 2-rostouci pokud pro vSechny
obdélniky B lezici v Dy plati Vi (B) > 0.

A

Priklad 2.2.1. Mé&jme funkci H (z,y) = (z — 1) (y — 1) definovanou na I*. Pokud se na
H budeme divat jako na funkci proménné z, pak pro vsechna y € (0,1) je tato funkce
klesajici. Podobné to plati, kdyz budeme H uvazovat jako funkci proménné y a =z € (0, 1).
Ale zaroven plati, ze Vi (I?) = 1. Je tedy zfejmé, ze H je 2-rostouci.

Uvedeme jesté jeden priklad, ktery je mozné najit v [6]. Je na ném vidét, ze funkce
neklesajici v kazdém argumentu nemusi byt 2-rostouci.

Piiklad 2.2.2. Méjme funkci H (z,y) = max (z,y) definovanou na I?. Tato funkce je
ziejmé neklesajici v kazdém svém argumentu. Pokud spoéitdme jeji H-objem I? dostaneme

Vi (I*) = max (1,1) — max (0,1) — max (1,0) + max (0,0) = —1
Funkce H nemuze byt 2-rostouci.
L

Nvyni jiz muzeme definovat kopule. Provedeme to pomoci ponékud obecnéjsi skupiny
funkei, kterym budeme tikat subkopule.

Definice 2.2.3. Dvourozmérnd subkopule (2-subkopule) je funkce C’ s vlastnostmi:
1. Do = Sy x Sy, kde S1, .S, jsou podmnoziny I obsahujici 0 a 1;
2. C' je 2-rostouci a pro vsechna (z,y) € Do plati

'(,0) =0=C"(0,9); (2.2)



3. proYu € S) a Yv € S, plati
C'(u,1)=u a C'(1,v) =v. (2.3)

Vsimnéme si, ze pro kazdé (u,v) € D¢ plati, ze 0 < C' (u,v) < 1.

Definice 2.2.4. Dvourozmérnd kopule (2-kopule, kopule) je dvourozmérna subkopule C
s definiénim oborem I2.

A

V celém tomto textu se budeme zabyvat hlavné dvourozmérnymi kopulemi, takze je
budeme oznacovat pouze jako kopule. Vétsina pojmu se da rozsirit do vice dimenzi, tuto
teorii je mozné najit v [6].

2.3 Fréchet-Hoeffdingovy meze a Sklarova véta

2.3.1 Fréchet-Hoeffdingovy meze

Z predchoziho textu vime, ze funkéni hodnoty libovolné kopule lezi v intervalu (0, 1).
V této kapitole tento odhad zpresnime. Ukazeme si, Ze existuje jakdsi nejmensi a nejvétsi
kopule, kterym se tika Fréchet-Hoeffdingovy meze.

Véta 2.3.1. Necht C' je subkopule, potom pro kazdé (u,v) z jejiho definiéniho oboru plati

max (u+v — 1,0) < C' (u,v) < min (u,v). (2.4)
Diikaz.Viz (6, str. 8]
O
V dalsim textu budeme pouzivat znaceni
M (u,v) = min (u,v) (2.5)
W (u,v) = max(u+v—1,0) (2.6)

Vsimneme si, ze kazda z téchto funkci je také kopuli. Tedy pro kazdou kopuli C a kazdy
bod (u,v) z I? plati W (u,v) < C (u,v) < M (u,v). Jesté zminime jednu vyznacnou kopuli,
tzv. soucinovou kopuli

I (u,v) = wv (2%)

Tyto tii kopule (Fréchet-Hoeffdingovy meze a soucinova kopule) jsou zndzornény na
obrazcich 2.1 - 2.3. Pro zobrazeni je pouzit 3D graf a pro lepsi predstavu jesté tzv. contour
plot stejné hustoty.



Obrazek 2.1: M (u,v)
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Obrazek 2.2: W (u,v)

< .
- : \ S
o \
(-]
o \
o
- '
o
o
o
-]
o

T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrézek 2.3: I (u,v)




2.3.2 Sklarova véta

Nyni zadefinujeme distribuéni funkei, a to zatim bez zavedeni ndhodnych veli¢in.
Definice 2.3.1. Funkce F s definiénim oborem R, pro kterou plati

1. F je neklesajici na svém definiénim oboru

2. limy_oo F (2) = 0

3. Ly cqs ' (8) =1

se nazyva distribucni funkce.

Definice 2.3.2. Funkce H s defini¢cnim oborem ﬁz, pro kterou plati
1. H je 2-rostouci na svém defini¢nim oboru
2 iz o H(2,9) =limy_ oo H(z,5) =0
3. limgnsiie.ao0) Filx) =1
se nazyva sdruzend distribucni funkce. Margindlni distribuéni funkce jsou F a G takové, ze

F(z) = H(z,+00)
G(y) = H(+o0,y).
A

Nasledujici véta popisuje vztah mezi kopuli, distribu¢ni funkci a margindlnimi dis-
tribu¢nimi funkcemi. Dala by se nazvat zakladni vétou teorie kopuli.

Véta 2.3.2 (Sklarova). Bud H dvourozmérnd distribuéni funkce magici jednorozmérné
marginaln? distribuéni funkce F' a G. Pak ezistuje takovd kopule C, Ze pro vSechna redlné
T ay plat?

H(z,y) = C(F(2),G (y)). (2.10)

Diikaz. Viz [6, str. 15)
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Kapitola 3

Vlastnosti kopuli

V této kapitole se budeme zabyvat vztahem mezi kopulemi a ndhodnymi veli¢inami,
definujeme si nékteré funkce od kopuli odvozené a blize se podivame na vlastnosti ko-
puli. Vlastnosti budou demonstrovany na vhodnych parametrickych rodinach kopuli, které
podrobné predstavime ve ¢tvrté kapitole.

3.1 Nahodné veli¢iny

Pro porozuméni nésledujicich odstavcu je nutné mit zdkladni znalosti z teorie miry.
Predpokladejme, ze (£2,.4) je méfitelny prostor. Prvky mnoziny €2 budeme nazyvat ele-
mentdrni jevy a znacit w; prvky o-algebry A budeme nazyvat jevy a znacit velkymi pismeny
z pocatku abecedy.

Definice 3.1.1. Pravdépodobnost P je definovana jako mira na A s vlastnostmi:

1. P(A)>0,A€ A

P(©) =1, P(W)
P(U)Z, An) =32, P(Ay), je-li {A,} posloupnost po dvou disjunktnich jevi.
Trojice (§2,.A4, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

A

Definice 3.1.2. Méritelna redlna funkce X : (2,4) — (R, B), kde B znaéi systém
borelovskych mnozin z R, se nazyva ndhodnd velicina.

A

Nahodné veli¢ciny budeme znacit velkymi pismeny z konce abecedy, mald pismena bu-

dou znacit jejich hodnoty. Kazdé borelovské mnoziné B € B muzeme piiradit jeji vzor

X'(B) = {weQ: X (w) € B} a pravdépodobnostni miru Q (B) = P [X ! (B)], kterou
budeme nazyvat zakon rozdéleni nahodné veli¢iny nebo stru¢né rozdélent.
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Definice 3.1.3. Funkce F s definiénim oborem R se nazyva distribucni funkce ndhodné
veliciny X, jestlize pro vSechna x z definiéniho oboru plati

F(z) =P[X <al. (3.1)

(Jednd se o specialni piipad @ (B), kdy B = (—o0, z).)
A
Dale uvedeme variantu Sklarovy véty pro distribu¢ni funkce ndhodnych velicin X a Y.

Véta 3.1.1. Necht X a Y jsou ndhodné veli¢iny s distribuénimi funkcemi F a G a sdruzenou
distribucni funkci H. Potom ezistuje kopule C, pro kterou plati

H(z,y) = C(F(2),G (y)). (3.2)

Obrdcené, pokud C je kopule, F' a G jsou distribucni funkce, pak H definovand vztahem
(2.12) je sdruzena distribuéni funkce s margindlnimi distribuénimi funkcemi F a G.

Diikaz. Analogicky s dikazem véty 2.3.2
O

Kopuli z predchazejici véty budeme nazyvat kopule X a Y a znacit Cxy. Piipomenme,
ze dvé ndhodné veliciny X a Y jsou nezdvislé pravé, kdyz pro jejich sdruzenou distribuéni
funkci H (z,y) a marginalni distribu¢ni funkce F (z) a G (y) plati H (z,y) = F (z) G (y).
Nasledujici véta dava do souvislosti nezavislost se soucinovou kopuli II.

Véta 3.1.2. Necht X a'Y jsou spojité ndhodné veliciny. X a'Y jsou nezavislé praveé, kdyz
Cxy =1L

Dukaz. Tvrzeni je ziejmé.

3.1.1 Fréchet-Hoeffdingovy meze pro spojité distribuc¢ni funkce
nahodnych veli¢in
S obecnym tvarem Fréchet-Hoeffedingovych mezich jsme se seznamili diive. Nyni predpo-

kladejme, ze X a Y jsou ndhodné veliciny se sdruzenou distribu¢ni funkei H a marginalnimi
distribuénimi funkcemi F' a G. Potom pro vSechna z € R, y € R plati

max (F (z) + G (y) — 1,0) < H (z,y) < min (F (z),G (y)) . (3.3)
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3.2 Funkce kopulim blizké

3.2.1 Kopule preziti

Nahodné veli¢iny Casto reprezentuji délku zivota jednotlivce v populaci. Pravdépodo-
bnost, ze délka zZivota Zivota piekro¢i hodnotu x se da vyjadrit pomoci funkce preZiti

F(z)=P[X >z]=1-F(2), (3.4)

kde F' znaci distribuéni funkci nahodné veli¢iny X. Hodnoty ndhodné veli¢iny X bereme
z R. Méjme dvojici nahodnych velicnin (X,Y) s distribu¢ni funkei H. Sdruzenou funkci
preZiti definujeme, jako H(z,y)=P P[X >z,Y >y|. Margindly H jsou limy, o, H (z,y)
a lim,,_o H (z,y). Jsou to fukce F' a G. Otédzkou je, zda existuje néjaky vztah mezi
sdruzenou funkci pfeziti a jejimi margindlami, analogicky se situaci popsanou ve Sklarové
veté. Predpoklddejme, ze C' je kopule X a Y.

H(z,y) =1-F(z)-G(y)+H(z,y)
:F( )+G(y)—1+C(F(z),G(y))
=F()+Gy)-1+C(1-F(z),1-G(y))

Jestlize definujeme funkci eIt —3J jako
Cu,v)=u+v—-1+C(1—-ul-0v), (3.5)
dostaneme - o .
A (z,y) = C (F(2),G (v)). (3.6)

Vsimnéme si, ze C je kopule. Budeme ji oznacovat jako kopuli preziti X a Y. Jestlize X a
Y jsou nahodné veli¢iny, pak kopuli a kopuli preziti muzeme vyjadrit jako

C(F(z),G(y) = P[X<zY <y (3.7)
C(F(z),G(y) = P[X>azY >y (3.8)

Piiklad 3.2.1. Spoécitame kopuli preziti pro Mardiovu rodinu kopuli (viz podkapitola 4.1)
danou vzorcem

Co(u,v) = W—(lg_l_i)M (u,v) + (1 — 6%) I (u, v) +

62 (1 - 0)

5 W (u,v)

0el-1,1].

Cu,v) = u+v—-1+C(1-u,1-0)
= utv—1+Z880 (1 —y1—v)+(1-6?) (1 —u,1-v)
oy, (=) ;_BJH-" (1—-u,1-v).

Na obrazku 3.1 je znazornéna Mardiova kopule preziti pro 6 = 0.9.
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Obrézek 3.1: Mardiova kopule preziti pro # = 0.9

3.2.2 Dudlni a opacné kopule

Jesté zminime dvé skupiny funkei, které jsou kopulim blizké. Tou prvni jsou dudini
kopule. Jestlize C je kopule, pak

C (u,v) =u+v—C (u,v) (3.9)

je dudlni kopule.
Druhou skupinu tvofi opaénd kopule. Necht C je kopule pak

C* (u,v)=1-C((1 —u,1—0) (3.10)

je opacna kopule.

Podobny vztah, jako existuje mezi kopuli a kopuli preziti, odvodime i pro dudlni ko-
puli a opacnou kopuli kopuli. Kdyz do definice dudlni kopule dosadime za u marigindlni
distribucni funkei F' (z) a za v mariginalni distribu¢ni funkei G (y), dostaneme

C(F(2),G(y)= F(@)+G(y) -C(F(z),G(y))
= P[X<z]+P[Y <y|-P[X <z,Y <y
= P[X <zneboY <y].

Obdobné pro opa¢nou kopuli a marginalni distribuéni funkce preziti F (z) a G (y) je vidét,
ze
C*(F(z),G(y)= 1-C(1-F(z),1-G(y))
= 1-C(F(2),G(y))
= ]-PX<LzY <yl
= P[X >zneboY >y].

Takze vyjadieni dudlni a opac¢né kopule pomoci pravdépodobnosti vypada takto:

14



C(F(z),G(y) = P[X <zneboY <y (3.11)
C*(F(z),G(y)) = P[X >zneboY >y]. (3.12)

Priklad 3.2.2. Spocitame dualni a opa¢nou kopuli pro Mardiovu rodinu kopuli (viz pod-
kapitola 4.1) z pfikladu 3.2.1

C(u,v) = u+v-—Cl(u,v)
= u+v—gi%+—glM(u,v)—(1—92)1'1(1;,1;)—@#214/(1;,1})

Mardiova dualni kopule pro = 0.9 je vykreslena na obr. 3.2.

08
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Obrazek 3.2: Mardiova dudlni kopule pro 6 = 0.9

C*(u,v) = 1-C(1—-u,1-v)
= 1-2U0 N (1l —v) - (1 - (1-ul-v)-
~E0Ow (1—u,1-v).

Mardiova opac¢na kopule pro 6 = 0.9 je vykreslena na obr. 3.3.

3.3 Symetrie

Zacneme definici symetrie ndhodné veliciny.
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Obrézek 3.3: Mardiova opacna kopule pro # = 0.9

Definice 3.3.1. Jestlize X je ndhodna veli¢ina a a je reélné cislo, itkame, ze X je syme-
trickd okolo a, jestlize distribuc¢ni funkce veli¢cin X — a a a — X jsou stejné. To znamen4,
ze pro libovolné z z R je

P[X-a<z|]=Pla—-X <1]. (3.13)

Jestlize X je spojita nahodna velicina muzeme to zapsat jako
Fla+z)=F(a—1). (3.14)
A

Nyni uvazujme dvojici ndhodnych veli¢in (X, Y"). Mdame nékolik moznosti, jak definovat
symetrii této dvojice nahodnych veli¢in okolo bodu (a,b).

Definice 3.3.2. Necht X a Y jsou ndhodné veli¢iny a necht (a,b) je bod v R?.

1. (X,Y) je margindlné symetrickd kolem bodu (a,b), jestlize X je symetricka okolo a
a Y je symetricka okolo b.

2. (X,Y) je radidlné symetrickd okolo (a, b), jestlize sdruzena distribu¢ni funkce nahodnych
velicin X' —a a Y — b je shodnd se sdruzenou distribu¢ni funkei ndhodnych veli¢in
a—Xab-Y.

3. (X,Y) je sdruzené symetrickd okolo bodu (a,b), jestlize nasledujici ¢tyfi dvojice
nahodnych veli¢in maji shodnou sdruzenou distribuéni funkei: (X —a,Y —b),

(X —a,5—Y), (6a—XY —b); a—X:0—Y).

A

Definice 3.3.3. Kopule C je symetrickd, jestlize pro vsechna (u,v) z I? plati
Cluv) =C(v,%)- (3.15)
A
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Priklad 3.3.1. Mezi symetrické kopule patii naptiklad Mardiova rodina kopuli z ptikladu
3.2.1. Je vidét, Ze kopule II, M a W jsou symetrické a tudiz plati ndsledujici rovnost.

Co(u,v) = ZLDN (u,0) + (1 - 62) T (u, ) + ZC=DW (u, v)
= ZLO N (v,u) + (1 — 02) T (v, u) + ZEOW (v, w)

3.4 Usporadani

V nasledujicim odstavci se pokusime zavést usporadani na kopulich.

Definice 3.4.1. Jestlize C a C jsou kopule, fikdme, ze C, je mensi nez Cy (nebo C, je
vétsi nez C)), jestlize

C, (u,v) < Cy (u,v) pro véechna (u,v) € I
Znaceni: Cy < Cy nebo (Cy > CY).
A
Toto usporadéni je pouze ¢astecné, protoze ne kazdé dvé kopule mizeme porovnat.

Priklad 3.4.1. Soucinova kopule IT a kopule definovand jako priumeér Frechét-Hoeffdingo-
vych mezi nejsou porovnatelné. Jestlize

C (u,v) = W (u,v) —;—M' (u,v),

)aC (%, %) <II (%, %) Proto neplati ani C < II, ani C > IL.

potom C' (%, }) > [ (%,
2]

Definice 3.4.2. Rekneme, ze tiplné uspoidadand parametricka rodina kopuli {Cy} je pozi-
tivné usporddand, jestlize pro kazdé a < f3 plati C, < Cp, a negativné usporddand, jestlize
pro kazdé a < 3 plati C, > Csp.

A
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Priklad 3.4.2. Vezméme rodinu kopuli Cuadras-Augé (viz podkapitola 4.1).

w'? u<vw
Cy (u,v) = [min (u,v)]’ [uv]' ™’ = { g Z

Tato rodina je pozitivné usporadand, protoze pro0 < a < g <1lawu € (0,1), v € (0,1)

plati ;
o (u,v -
gﬁ Eu,vg - (minfﬁa,v)) =1

Z toho je hned vidét, ze C, < Cp.

=
Mezi kopule, které nejsou uspofddané patii Mardiova rodina kopuli.
Priklad 3.4.3. Mardiova rodina kopuli (viz pfiklad 3.2.1) je ddna vzorcem
Co (u,v) = W%-@—M (u,v) + (1 — 6°) I (u,v) + MW (u,v)
6 €[-1,1]

Snadno se oveéri, ze Cj (-3—, %) < C% (% %) ale zaroven Cl (%, %) > C_;_ (%, %)

[ |

3.5 Archimedovy kopule

Jesté zminime jednu velice zajimavou skupinu kopuli, Archimedovy kopule. Jedna se
o velmi Sirokou skupinu, kam patii mnoho rodin kopuli. Nebudeme se jimi zabyvat do
hloubky, spokojl'me se s deﬁnici a uvedeme je do souvislosti s vySe uvedenymi vlastnostmi.

v s

Definice 3.5.1. Necht ¢ je spojitd, ryze klesajici funkce z I do [0, +00] takova, ze ¢ (1) = 0.

Pseudoinverze funkce ¢ je funkce o= s D -y = [0,+00] a H -y = I dana pFedpisem
=
y el (t), 0<t<e(0 )
o1 (1) = (3.16)
0, p(0) <t<+
2\
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Vsiméme si, ze ¢!~ je spojitd a nerostouci na [0, +oc], na [0, (0)] je dokonce ryze
klesajici.

Definice 3.5.2. Necht kopule C (u,v) z I? do I Ize zapsat ve tvaru

C (u,v) = o (¢ (u) + ¢ (v)), (3.17)

kde ¢ je spojitd, ryze klesajici funkce z I do [0,4o00] takovd, Ze (1) = 0 a 7! je
pseudoinverze funkce ¢. Pak kopuli C' nazveme Archimedovou kopuli a funkci ¢ jejim
generatorem. Pokud ¢ (0) = 400, nazveme ¢ striktni generdtor.

A

Nyni zminime nékteré zakladni vlastnosti Archimedovych kopuli.
Véta 3.5.1. Necht C' je Archimedova kopule s generdtorem ¢, potom
1. C je symetricka,
2. C je asociativni, tj. C (C (u,v),w) = C (u,C (v,w)) pro vSechna u,v,w z I;
3. Jestlize ¢ > 0 je libovolnd konstanta, pak cp je také generdtorem C.

Dikaz.
1. C(u,v) = 9" (p (u) + ¢ (v) = ¢ (9 (v) + ¢ (u)) = C (v, u)
2. Nejprve budeme uvazovat, ze 0 < ¢ (u)+ ¢ (v) < ¢(0):
C(C (u,v),w) = C (e (p(u) + ¢ (v)),w)
= ol (o (e (¢ (w) + ¢ (v))) + ¢ (w))
e~ (e (u) + ¢ (v))) + ¢ (w))
) + ¢ (w))
= = (p ()+99(w))))
= 71 P (o (v) + ¢ (w))))
= C('U»,SO['”( (v )+90(’w)))
= C(u,C (v,w)).
Nyni uvazujme ze ¢ (0) < ¢ (u) + ¢ (v) < +00:
C(C(u,v),w) = C (e (p(w)+¢(v)),w)
= C(0,w)
= 0
= C(u,0)
= C (v, ¢ (¢ (v) + ¢ (0)))
= C(u,C (v,w)).

(
(v
(
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3. Nejprve budeme uvazovat, ze 0 < cp (u) + cp (v) < cp(0) :

(cp) ™ (e () + cp (v)) = (cp)™ el () + ¢ (v))
= (o) (e (0 (w) + 9 (v)))
= C(u,v)

Nyni uvazujme ze cp (0) < cp (u) + cp (v) < 400

(cp) ™ (e (u) +cp(v)) = 0
= ¢ (p(u) + ¢ (v))
= C(u,v)

O
Archimedovy kopule muzeme rozdélit na dvourozmérné a vicerozmérné a na kopule

s jednim parametrem a vice parametry. Konkrétni piiklady uvedeme v kapitole 4. Hloubgji
zde tuto specidlni skupinu kopuli rozebirat nebudeme.
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Kapitola 4

Prehled kopuli

Kopule muzeme rozdélit na dvourozmérné a vicerozmérné, dale pak podle poctu pa-
rametru (budeme se vénovat jednorozmérnym kopulim s jednim parametrem a se dvéma
parametry). Cilem této kapitoly je uvést nékteré konkrétni rodiny kopuli. Vzdy uvedeme
nazev rodiny, vzorec, literaturu, kde ho muzeme nalézt, vlastnosti této rodiny a grafy
pro nékolik hodnot parametru. Pro zobrazovani budeme pouzivat trojrozmérny a dvou-
rozmérny graf. Do toho druhého zakreslime navic pfislusnou Fréchet-Hoeffdingovu mez
nebo souc¢inovou kopuli, pokud by se pro danou hodnotu parametru kopule k nékteré z
téchto funkei blizila. Grafy jsou nakresleny v programu R.

Zde je skript pro obrazek Mardiovy rodiny kopuli s parametrem ¢ = 0.9

postscript(’mardialp.ps’, width = 5, height = 5, horizontal = FALSE, onefile = TRUE)

a <~ 0.3

x <- seq(0, 1, length= 30)

y <= X

f <- function(x,y) (a " 2*(1+a))/2 * pmin(x,y)+(1-a " 2)*x*y+(a "~ 2x(1-a))/2*pmax(x+y-1,0)
z <- outer(x,y,f)

op <- par(bg = ’white’)

persp(x, y, z, theta = -30, phi = 20, expand = 0.9, col = ’lightblue’,

ltheta = 50, shade = 0.9, box = TRUE, ticktype =’detailed’,nticks = 2,

xlab = ’u’, ylab = ’v’, zlab = f(u,v)’)

postscript(’mardialc.ps’, width = 5, height = 5, horizontal = FALSE, onefile = TRUE)
x<-seq(0,1,by=0.1)

y<-seq(0,1,by=0.1)

a<-0.3

f<-function(x,y)(a” 2%(1+a))/2 * pmin(x, y)+(1-a " 2)*xxy+(a "~ 2x(1-a))/2*pmax(x+y-1,0)
contour (outer(x,y,f) ,axes=T,xlab="u’,ylab="v’)

contour (outer(x,y,’pmin’),add=T,col=’grey50’ ,drawlabels=F)
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Jesté nez se s nékterymi vybranymi kopulemi sezndmime blize, rozdélime si je podle
poctu parametru. V tabulce jsou uvedeny pouze kopule zminované v této praci.

Kopule Jeden parametr | Vice parametri | Archimedova
Mardia v - -
Gumbel-Hougaard v - v
Ali-Mikhail-Haq v - v
Fréchet - v -
Cuadras-Augé - v -

Tabulka 4.1: Rozdéleni kopuli podle poctu parametri

Rodiny jsem vybirala tak, aby bylo zastoupeno co nejvic vySe uvedenych vlastnosti.
To znamena, ze zde jsou rodiny jednoparametrické, ale i rodiny s vice parametry. Kromé
symetrickych Archimedovych kopuli jsou zde zastoupeny i symetrické rodiny, které k Ar-
chimedovym radit nemuzeme a navic i rodina, kterd neni obecné symetrickd. Podobné je
to i s usporadanim, jsou uvedeny ruzné moznosti a to jak pro jednoparametrické kopule,
tak 1 pro kopule s vice parametry.

Kopuli vsak existuje daleko vice, mnoho dalsich ptikladi je mozné nalézt napiiklad
v [6].
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4.1 Dvourozmérné kopule

4.1.1 Mardia

Literatura: 6]

Vzorec:
6%(1+0 62 (1 —
Cy (u,v) = -—%M (u,v) + (1 — %) I (u, v) + %W (u,v)
6 e[-1,1]
Specialni pripady:
Co (u,v) = II(u,v)
Ci (u,v) = M (u,v)
C_1(u,v) = W (u,v)
Vlastnosti:

Je symetricka.

Neni ani pozitivné, ani negativné usporddana.

Kopule preziti:

-~

Dudlni kopule:

Cilun) =
Opacna kopule:

C* (u,v)

Clu,n) = u—i—v—1+MM(1—u,l—u)+(1—92)ﬂ(l—u,l—v)

+ 20w (1 —u,1—v).

u_},v_ﬁﬂ%ﬂﬂ{(u,v)_(l—QQ)H(u,U)—&lz;glPV(u,v).

= 1-Z0900 (1 —u1—v) - (1-0)I(1—u,l-v)
— E0Oyy (1 - u,1-v).
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Obrazek 4.3: Mardiova rodina pro 6 = 0.3. Sedou barvou II = (uv).

24



4.1.2 Gumbel-Hougaard

Literatura: [6]

Vzorec:
Co (u,v) = e-[(—tnu)%{-:nv)aﬁ (4.2)
€ [1,+0)
Specidlni pripady:
Ci (u,v) =11 (u,v)
Cio (u,v) = M (u,v)
Vlastnosti:

e Kopule je Archimedova, tudiz je i symetricka. Jeji generator ma tvar (— In t)g a jedna
se dokonce o striktni generator.

e Neni uspordadana. (Napiiklad C; (0.5,0.5) > C3(0.5,0.5), ale C; (2,2) < C3(2,2)).

Kopule preziti:

C'(u 'v)—u+v—1+e [(~tn(1—u))® +(=In(1- v))"’]é

Dualni kopule:

C(u,v) =u+v- e‘[(—*w)"ﬂ-tnvy"]*.

Opacna kopule:
C* (u,v) =1— e—[(—:nu—u))‘9+(-1n(1-v}}"]?5_



o J
1 -
-
|
o L B
g
= o ] \_ =
o
| \
> ‘. S
e, (0 \ oe .
-]
| \\
L \
o
o |
o
5 | T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 4.5: Gumbel-Hougaardova rodina pro ¢ = 100.
Sedou barvou W = max (u + v — 1,0).
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4.1.3 Ali-Mikhail-Haq

Literatura: [6)

Vzorec: -
C = 4.3
oY) = T A —w d =) (4:3)
6 e [-1,1)
Specidlni pripady:
Co (u,v) =11 (u, v)
__ 1I(u,0)
Crltn) = u+v+II(u,v)
Viastnosti:

e Kopule je Archimedova, tudiz je i symetrickd. Jeji generator ma tvar lnl—_qgl—_tl a
jedna se dokonce o striktni generator.

e Je pozitivné usporadana.
e Kopule preziti:

: (1—w)(1-v)

Cu,v)=ut+v—1+ T

Dualni kopule:
- uv

Clisv) =t~ A o)

Opacna kopule:
(1—u)(1l—w)

1 — Ouv

C* (u,v)=1-
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Obrazek 4.7: Ali-Mikhail-Haq rodina pro # = —0.1. Sedou barvou IT = (uv).

/

TS
N

0.0 0.2 0.4 0.6 o8 1.0

0.6 oe

0.4

0.2

=R

0.0

Obrazek 4.8: Ali-Mikhail-Haq rodina pro € = 0.999.
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4.1.4 Fréchet

Literatura: [6]

Vzorec:
Cap (u,0) = aM (u,0) + (1 — & — B) T (u, v) + AW () (4.4
a,B€(0,1], a+ <1

Specidlni pripady:
Coy (u,v) =11 (u, v)
Coa (u,v) = W (u,v)
Cho (u,v) = M (u,v)

Vlastnosti:

e Je symetricka.
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vezmeme pevné, tak podle « je tato rodina pozitivné usporadand. V opac¢ném ptipadé
je usporadana negativné.

Kopule preziti:

Cuw) = u+tv—14aM(1l-u,1-v)+(1—-—a—-pF)I(1-u,1-1v)
+ W (1 —u,1-w).

Duadlni kopule:

C (u,v) =u+v—aM (u,v) — (1 —a-B)I(u,v) — BW (u,v).

Opacna kopule:

C*(u,v)=1-aM(1l-u,1-v)—(1-a-B)II(1-ul1-v)-BW((1—-ul-1),.

29



(i

(A

o

o
o

o
=

0.4

0.2

0.0

0.0

0.2

0.4

0.6 0.8 1.0

~ \\ w L
T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.8 o8 1.0

Obrazek 4.11: Fréchetova rodina pro a = 0.1 a b = 0.9.

Sedou barvou W = max (v + v — 1,0).
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4.1.5 Cuadras-Augé

Literatura: (7]

Vzorec:
Ca, (u,v) = min (u! %, uv'~*) (4.5)
a€0,1], Be0,1]
Specialni pripady:
Cay (u,v) = Cp 5 (u,v) = I (u, v)
C11 (u,v) = M (u,v)
Viastnosti:

e Kopule je symetrickd pouze v ptipadé, ze a = b.

Pro a = b je pozitivné usporadana.

Kopule preziti:

C (u,v) =u+v— 1+ min ((1—u)l_“(l—v),(l—u)(l—v)l_ﬁ).

Duadlni kopule: )
C (u,v) = u+ v — min (u'"%v, u'vl_ﬁ) :

Opaéna kopule:

C* (4,v) = 1 — min ((1 S 0 I R v)l—ﬁ) .
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Obrazek 4.12

Obrazek 4.13: Cuadras-Augé rodina pro a = 8 = 0.7. Sedou barvou M = min (u, v).
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4.2 Vicerozmérné kopule
Teorie vicerozmérnych kopuli je do jisté miry analogickd s dvourozmérnym piipadem,

vice informaci lze nalézt naptiklad v [6]. Jen pro ilustraci uvedeme vicerozmérnou variantu
Gumbelovy rodiny kopuli

1=1

- 1/a
C,(u,0) =exp | — (Z (—log ui)a) , (4.6)

kde u = (u;...u,), a > 1 a pro a = 1 jsou veli¢iny u,...u, vzajemné nezavislé. Tuto
kopuli najdeme v [5].
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Kapitola 5

Odhady parametrt kopuli

K odhadovani parametru kopuli existuji tii ruzné pfistupy. Prvni parametricky predpo-
klada znalost marginalnich distribu¢nich funkci. Potom muzeme aplikovat metodu ma-
ximalni vérohodnosti popsanou napf. v [1], protoze sdruzend distribu¢ni funkce se da
vyjadrit pomoci vhodné kopule a marginédlnich distribuc¢nich funkei.

Druhym moznym pristupem jsou neparametrické metody. V tomto pripadé neni treba
znat margindlni distribuéni funkce, ale odhady ziskané touto cestou nejsou obecné ani
eficientni, ani konzistentni. Neparametrickd metoda zalozend na Kendallové 7 je popsdna
v [4].

Treti moznost je kompromisem mezi obéma predeslymi a pouzivd se pro ni oznaceni
semiparametrickd metoda. Nepracuje s margindlnimi distribu¢nimi funkcemi, ale s mar-
ginalnimi empirickymi distribu¢nimi funkcemi. Odhad, ktery dostaneme sice neni obecné
eficientni, ale je konzistentni a asymtoticky normaélni. Diikaz tohoto tvrzeni i popis této
metody je mozné nalézt v [3]. Muzeme ji provést ve dvou krocich: Predpoklddejme, ze
Cy(u), u € R" je kopule a F, (z,) jsou spojité margindlni distribu¢ni funkce. Ze Sklarovy
véty muzeme sdruzenou distribuéni funkci F (x), z € R" vyjadiit jako

F(X) = Cg (F] (El),Fg (11?2) y s ..,FN (xN))

Odpovidajici hustota bude mit tvar
N
f(x) =co(Fy (1), Fa(22),. .., F (zn)) [ [ fn ()
n=1

kde f, (z,) jsou hustoty prislusnych F, (z,) a

A (11) . 609 (ul,u2,.. .,U,N)
. B Bul,aug,...,au;v

e Odhadneme marginalni distribu¢ni funkci pomoci empirické distribucni funkce
1T
. _ 2 t .
E,(z,) = 7 ;Zl Iz < ) - (5.1)
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e Budeme predpokladat, ze data pretransformovana empirickou distribuéni funkei tvori
ndhodny vybér z rozdéleni kopule, jejiz parametr odhadneme pomoci metody ma-
ximalni vérohodnosti.

T
é:argmalenc(ﬁ’l (:Bl),...,FN (xN);Q). (5.2)

t=1

Jesté drive nez budeme odhadovat parametr kopule, musime védét, kterd kopule je pro
nase data vhodna. K tomu lze vyuzit napiiklad GOF test pro kopule, ktery je popsan v [2]
nebo v [8].
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Kapitola 6
Zaver

Kopule jsou velmi uzitecné pfi modelovani zavislosti, protoze umoziuji misto sdruzené
distribucni funkce pracovat s casto daleko jednodussimi margindlnimi distribu¢nimi funk-
cemi. Uzce souvisi se Spearmanovym p a Kendallovym 7, které jsou vhodné pro vyjadreni
zavislosti 1 v pripadech, kde kovariance selhava.

V této praci jsem definovala, co vlastné kopule jsou, a uvedla nékteré jejich vlastnosti.
Treti kapitola obsahuje nékteré konkrétni rodiny. Snazila jsem se vybirat takové funkce,
aby byly zastoupeny ruzné kombinace vlastnosti. Je vidét, Ze si jednotlivé kopule jsou
dost podobné. Z obrazku je dobie patrné, jak se pro vhodné parametry blizi k Fréchet-
Hoeffdingovym mezim, popiipadé k soucinové kopuli II. Na zavér jsem shrnula mozZnosti
odhadu parametru kopuli.
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