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Kapitola 1
Uvod

Tato prace je zaméfena na takzvany zékon iterovaného logaritmu, slavnou li-
mitni vétu v teorii pravdépodobnosti. V préci nejprve stru¢né pfipomeneme
zasadni historické vysledky souvisejici s timto zdkonem a poté se ve trech
kapitoldch budeme vénovat postupnému dokazovani zakona iterovaného lo-
garitmu za ruznych predpokladu pro soucty nezavislych nahodnych veli¢in a
také pro Wieneruv proces. Na zdavér uvedeme zajimavou konverzi k zakonu
iterovaného logaritmu.

Neni-li uvedeno jinak, jsou uvedend tvrzeni a jejich dukazy prevzaty z
ucebnic a monografii Prokhorov, Statulevi¢ius (2000), Lesigne (2005), Galen
(2000), Tucker (1967) a Karatzas, Shreve (1991).

1.1 Historie

Ruzné varianty zakona iterovaného logaritmu pro posloupnost ndhodnych
velicin X,, obsahuji podminky, za jejich platnosti limsup * }S—"l = 1 s.j. nebo
n—-+oo

lim sup = lﬁl <1s.j., kde S, E X a {a,} je posloupnost kladnych ¢isel.

Tyto w:tahy upresnu]1 odhady mskane pomom zakona velkych c1se1

uuuuuu

hujicich zakon 1terovaneho logaritmu. Prvni z nich je Kolmogorovova véta,
kterou bude nasledovat véta Hartmanova-Winterova.

Véta 1.1 (Kolmogorov) Necht X,, je posloupnost nezdvislych ndhodnyjch
velicin s nulovou stredni hodnotou a koneénym rozptylem. Polozme B,



Y k=1 EX?. Necht B, — +00 pron — +oo. Ddle predpoklddejme, e existuje
posloupnost kladnyjch cisel {M,} tak, Ze

| Xn| < My, (1.1)
! /
B 1/2
M= z . :
¢ ((mlan) ) L1:2)
Potom s
lim sup - 1 s.j. (1.3)

notos V2B.INIn B,

Jestlize posloupnost {X,} spliuje podminky véty, pak je spliiuje i po-
sloupnost {—X,}. Tudiz ziskdvame i tvrzeni:

lim inf Sn

n—+oo /2B, Inln B,

Celkové tedy muzeme tvrzeni Kolmogorovovy véty shrnout nédsledujicim
vyrazem:

-1 s

lim sup [Sn| s.j. (1.4)

n—too V2B, InInB, !

Kolmogorovova véta je prvni obecny vysledek tykajici se zakona iterovaného

logaritmu. Jiz dfive dokédzal Chinéin vztah (1.4) pro posloupnosti nezavislych
stejné rozdélenych veli¢in, které nabyvaji pouze dvou hodnot.

Podminka (1.2) Kolmogorovovy véty nemuze byt nijak oslabena. Marcin-

kiewicz a Zygmund (1937) zkonstruovali posloupnost nezavislych ndhodnych

veli¢cin nabyvajicich pouze dvou hodnot, pro kterou B, — +oo, M, =

O ((ﬁ'{?ﬂ) UQ)‘ ale

lim sup

oy )
= 3.
s OB D, 54

Weiss (1959) a Egorov (1972) zkonstruovali posloupnosti nezavislych ndhodnych
veli¢in, pro které jsou splnény predpoklady (1.1) a (1.2) , ale

lim sup

Sn -
> A.
neioo V2B, InlnB, =l



Véta 1.2 (Hartman-Winter) Necht {X,} je posloupnost nezdvislyjch stejné
rozdélenyjch velicin, pro které EX; =0 a EX? = 02 < +00. Potom

limsup—=—-==0 s.j.

n—+oo V2nlInlnn -

Strassen (1966) dokézal, ze je-li {X,} posloupnost nezdvislych stejné
rozdélenych veli¢in s EX? = 400, potom

limsup —— = +00 s.j.

n—+00 Vnlnlnn

Optimalnost tohoto vysledku ukédzal v néasledujici vété Berkes (1972).

Véta 1.3 (Berkes) Je-li f(n) libovolnd funkce, pro kterou je lim f(n) =

+00, potom ezistuje posloupnost nezavislyjch stejné rozdélenyjch nahodnijch
veliéin {X,} takovd, 7¢ EX, =0, EX} =+ a

lim sup Sn =0 &

n—+oo f(n)vnlnlnn a

Martikainen (1980), Rosalsky (1980) a Pruitt (1981) dokazali konverzi
k zdkonu iterovaného logaritmu:

Je-li {X,} posloupnost nezdvislyjch stejné rozdélenyjch nahodnych velic¢in

Sn

limsup ——==1 s.j,

n—+o0c V2nlnlnn B

potom EX; =0 a EX} = 1.

1.2 Od zakona velkych cisel k centralni li-
mitni véte
Nejprve uvedeme vSechna tii tvrzeni, kterd budeme srovnavat. Jiz z nadpisu

plyne, ze co do obecnosti lezi zakon iterovaného logaritmu mezi zakonem
velkych cisel a centralni limitni vétou.



Véta 1.4 (Zakon velkych é&isel) Je-li {X,} posloupnost nezdvisljch stej-
né rozdélenych nahodnijch velicin s koneénou stiedni hodnotou (bez ijmy na

obecnosti predpoklddejme, ze EX, = 0), pak pro S, := i1 Xi, n € N plati
lim & =0 &3
n—+ooc M

Véta 1.5 (Zékon iterovaného logaritmu) Necht {X,} je posloupnost ne-
zavislijch stejné rozdélenyjch ndhodnijch velicin. Oznaéme S, = Y., X;,
n € N. Jestlize EX, =0 a varX; = 02 < +00, pak

lim sup =0 s.j. a liminf S

Sn .
n—+00 V2nlnlnn n—+o0 \/2nlnlnn =

Véta 1.6 (Centralni limitni véta) Necht {X,} je posloupnost nezdvis-
ljch stejné rozdélenych nahodnych velicin. Oznaéme S, := Y X;, n € N.
Je-li EX; = 0 avarX, = 0% < 400, pak plati

: S B
nEerP (\/7_10 < :c) = ®(z),

kde ® je distribucni funkce normovaného normdlniho rozdéleni.

Zakon velkych ¢isel nam déva konvergenci posloupnosti %l S.j. pron —
+o0 k jednomu jedinému bodu. Tato véta ma také nejslabsi predpoklady
(koneénd stfedni hodnota, zadny pozadavek na rozptyl). Zakon iterovaného
logaritmu uz ndm prozrazuje o néco vice. Jeho pomoci jiz ziskdvame inter-
val, do kterého spadaji hodnoty posloupnosti ﬁ S.j. pro n — +o0.
Pro stejné rozdélené nezavislé ndhodné veliciny se jeho predpoklady shoduji
s predpoklady centrdlni limitni véty, kterd ndm ddva nejsilnéjsi vysledek,
kterym je konvergence posloupnosti 73—:; v distribuci k normalnimu rozdéleni.
Zakon iterované logaritmu je tedy jakymsi mezistupném mezi zdkonem vel-

kych ¢isel a centralni limitni vétou.

1.3 Zakon iterovaného logaritmu versus cent-
ralni limitni véta

Podminky v Hartmanové-Winterové vété se shoduji s podminkami Lévyho
centralni limitni véty. Tudiz pro posloupnosti nezavislych stejné rozdélenych
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veli¢in s kone¢nym rozptylem plati jak zdkon iterovaného logaritmu, tak i
centralni limitni véta.

V tomto okamziku vyvstava prirozens otdzka, jak je to s aplikaci zdkonu
iterovaného logaritmu a centralni limitni véty pro posloupnosti nestejné
rozdélenych ndhodnych veli¢in s nekoneénymi rozptyly. Jiz se podarilo ukézat,
ze posloupnost s témito vlastnostmi, pro kterou je splnéna centralni limitn{
véta, nemusi jeSté nutné spliiovat zédkon iterovaného logaritmu, a naopak.

Marcinkiewicz a Zygmund (1937) zkonstruovali posloupnosti nezavislych
omezenych nestejné rozdélenych ndhodnych veli¢in, pro které plati centralni
limitni véta, ale neplati pro né zékon iterovaného logaritmu. Ackoli tedy
nahodné veli¢iny vyhovuji silnéjsim podminkam, za jejichz platnosti lze apli-
kovat centrdlni limitni vétu, neplati pro né zékon iterovaného logaritmu.
Dalsi vysledek dokazal Petrov (1966):

Necht X,, je posloupnost nezdvislijch ndhodnijch velic¢in s nulovymi strednimi
hodnotami a koneénymi rozptyly. PoloZme

By = ZEX,? a R, :=sup|P(S, < zy/B,)— ®(z)|.
k=1 i\

Jestlize

B— +00, 22 1 & Ry=O((lnB.)")

pro néjaké 6 > 0, potom plati vztah (1.3).

Tvrzeni véty také plati v pripadé, ze lim inf %ﬂ >0a

n—-+0oo

1 n
lim sup Y EXZ|In| X" < +o0
k=1

n—-+oo

pro néjaké § > 0. Lze ukézat i jiné podminky vyhybajici se predpokladum
o existenci momentu fadu vyssich nez dva, za nichz tvrzeni (1.3) plati.
Egorov (1969) dokazal, ze neni mozné nahradit v predchozi vété kladné
¢islo & nulou. Ukazal, ze existuje posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in
s nulovymi stfednimi hodnotami a koneénymi rozptyly, pro kterou EX? =< 1
a R, = O((InB,) '), avSak tvrzeni (1.3) neplati. Z toho plyne, ze posloup-
nost nezavislych ndhodnych veli¢in spliujici centrdlni limitni vétu (tj. je-li
R, — 0 pro n — +00), jesté nemusi spliiovat zakon iterovaného logaritmu.



Tomkins (1991) dokézal nésledujici vétu:

Necht {X,} je posloupnost nezdviskjch ndhodnyjch velicin s nulovymi

strednimi hodnotami a koneénymi rozptyly, B, :== 3 _, EX} — 400, %‘2‘ =

0aX,=o0 (”ﬁn}i ) s.j. Plati-li pro posloupnost {X,} centrdlni limitni
véta, pak pro ni plati v zdkon iterovaného logaritmu.

V jednotlivych dalsich kapitolach se budeme zabyvat ruznymi verzemi
zékona iterovaného logaritmu pro soucty nezavislych ndhodnych veli¢in a

jejich dukazy.
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Kapitola 2

Chinc¢inuv zakon iterovaného
logaritmu pro veli¢iny
s alternativnim rozdélenim

2.1 Uvod

Méjme ndhodnou veli¢inu X s alternativnim rozdélenim, kde pravdépodobnost
uspéchu v kazdém pokusu je p a pocet uspéchu v n nezavislych pokusech
oznacime S,,. Boreluv silny zdkon velkych ¢isel nam fika, ze

S, —n

lim oy
n—-+o0o n

centralni limitni véta nam dava

lim P(Sﬂ_npgx)=¢> =
Rt ol vn p(1 - p)

kde ® je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni. Chinéinuv
zakon iterovaného logaritmu pfidava znacnou informaci k silnému zékonu
velkych ¢isel. Poskytuje velmi presny odhad mezi, mezi kterymi se posloup-
nost S, — np pohybuje skoro jisté. To znamen4d, ze skoro jisté pro vsechna
£ > 0 existuje nekone¢né mnoho n tak, ze

S, —np> (1 —¢)y/2p(1 —p)nlnlnn

a pro vSechna n dost velka je

Sp—np < (1+¢)y/2p(1 — p)ninlnn.

1B |



Toto tvrzeni obsahuje iterovany logaritmus In In n, ktery je vybornym piikladem
funkce, kterd jde pro rostouci n do nekone¢na extrémné pomalu.
Ukdzeme si nékolik tvrzeni vedoucich k zdkonu iterovaného logaritmu
v chronologickém potadi a ty budeme dokazovat.
(1) Hausdorffuv odhad: Pro kazdé ¢ > 0:

Sp—np= o(nE‘L%) S.j. pro n — +o0.
(2) Hardyuv-Littlewoodiv odhad:
Sp —np=0(Vnlnn) s. j. pron — +oo.

(3) Chin¢inuv zdkon iterovaného logaritmu.

Méjme prostor s pravdépodobnostni mirou (2, P), kde Q = {w = (wy)n>1 :
wp = 0 nebo w, = 1 pro kazdé w > 1} je mnozina nekone¢nych posloup-
nosti nul a jednic¢ek. Pro kazdé n je w, = 1 s pravdépodobnosti p a w, = 0
s pravdépodobnosti 1 — p. Polozme

Xn(w) =Wp—pa Rn(w) = Zxk(w) = Sn(w) — np,
k=1

kde w = (wp)n>1 € Q. Tudiz {X,,} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych
velicin s nulovou stfedni hodnotou. Spole¢né s Dodatky 3 a 7 to je vSe, co
potfebujeme k nasemu dukazu.

2.2 Hausdorffuv odhad

Tvrzeni 2.1 Pro kazdé e >0 je S, —np = o(n”%) S.j. pro n — +00.

Diikaz: Nejprve si uvédomme, ze S, —np = > ;_; Xi = R,(w). A protoze
Sa —np = o(ne'%) pravé tehdy, existuje-li pro kazdé 6 > 0 nyg € N ta-
kové, ze pro vSechna n > ng je S, — np < onctz, stadi ném dokézat, ze
lim n ¢ :R, =0s.j.

n—+00

Necht i, iy, ..., € N. Potom E[X; X, ... X;,] < 1. Je-li alespon jedno
i; razné od ostatnich, pak E[X; Xj, ... X;,] = 0, protoze {X,} je posloup-
nost nezavislych nahodnych veli¢in.
Necht k € N. Pak

E[RM = E[Zn: Xiw)*= Y  EXyX;..X,])<N(kn),
=1

1<y iz, ik S0
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kde N(k,n) je pocet funkei z mnoziny {1,2,...,2k} do mnoziny {1,2,...,n},
kde se kazdé z dosazenych hodnot nabyv4 nejméné dvakrat. Necht M (k) je
pocet rozkladi mnoziny {1,2,...,2k} do podmnozin obsahujicich nejméné
dva prvky.

Je-li P takovyto rozklad, pak P obsahuje nejvyse k prvki a pocet funkei
z{1,2,...,2k} do {1,2,...,n}, které jsou konstantni v kazdém prvku z P,
je maximalné n*. Z toho plyne, ze N(k,n) < n*M (k).

Necht ¢ > 0. Pak

E[(n—s—%Rn)%] < n—2ks—kN(k’n) < n_zkEM(k‘).

1

Kdyz zvolime k > 5,

pak
3" E[(n 3 R)] < +0o.

n>1

Z Dodatku 1 dostdvame, ze posloupnost {(n“"%Rn)zk} konverguje skoro
jisté k nule pro n jdouci do nekonecna, ale z toho jiz snadno vyplyva i
konvergence posloupnost {n_s_%Rn} k nule s.j.

Pro kazdé £ > 0 existuje mnozina miry nula, mimo niz n‘E'%Rn kon-
verguje k nule. K dokonceni dikazu uvazujme libovolnou spocetnou rodinu
hodnot £. Pro kazdé ¢; z této rodiny existuje mnozina €2; € €2 takova, ze
QG ={weR:lim, 100 | n}fl“%% |> 0}. Kazdé z téchto mnozin ; ma vsak
miru nula, tudiz i jejich sjednoceni ma miru nula, a my muzeme psat, ze
n~¢"172R, konverguje k nule pro kazdé ¢ > 0 az na mnozinu miry nula. [

2.3 Hardyuv-Littlewoodiv odhad
Tvrzeni 2.2 S, — np = O(vVnlnn) skoro jisté pro n — +ooc.

Dikaz: Toto tvrzeni plyne z Dodatku 3. Dostavame, ze

P(R, > Vnlnn) <exp {nh+ ( h_n) }

n

kde

13



Pro n jdouci do nekoneéna je

" [Inn B Inn & 1

T n | 2p(1-p)n ’\n
T 1/ln_” I R
p + = exp 2p(1 — p) =n g

e —nhs (y/22)} :
kde ~ znamena, ze li exp{ . " — 7 1 >
4 My—ia6 g = 1. Protoze iR 2, je

A .. . i
tedy n 220-») obecnym ¢lenem konvergentni fady. Tudiz

ZP(Rn > vnlnn) < Zn_m < +00.

n>1 n>1
Dodatek 5 pak implikuje, ze R, < vnlnn pro velkd n skoro jisté. O

2.4 Chincintv zakon iterovaného logaritmu

Véta 2.3 (Chinéinuv zdkon iterovaného logaritmu) Skoro jisté

lim sup e =1 a liminf S — 1P = —1.
n—+oc 1/2p(1 — p)ninlnn n—+0 /2p(1 — p)nlnlnn

Jesté pred zacatkem dukazu Chincinova zakona iterovaného logaritmu si
ukdzeme dvé lemmata, ktera k nému vyuzijeme. Nejprve ale pro kazdé ¢islo
n > 1 definujeme a(n) := /2p(1 — p)nlnlnn.

Lemma 2.4 Pro vsechna kladnd ¢isla a a § a dost velkd n je
(Inn) **0+9) < P(R, > aa(n)) < (Inn) =209,

Lemma 2.5 Predpoklidejme, Ze {Y, }n>1 je posloupnost nezavislych nahodngjch
veli¢in s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem o?. Necht T, := Y1 + Yo +
...+ Y,. Pak

P(max Te > b) < SP(T, > b— 20+/)

1<k<n =3

pro kazdé b € R.

14



Dikaz Lemmatu 2.4: Dodatek 3 ndm iik4, ze

P(R, > aa(n)) < exp {—nh+ (aa(n))} a, (2.1)

n

protoze posloupnost {a(n)/n} konverguje k nule, z Dodatku 4 plyne, ze
aa(n) a® a(n)\? a(n)\®
h = . =AY
5w ) o B
(n) Inl Inlnn ?
s (aan ) ey nnn+0((n nn) )
n n n

nh, (5@) >a*(1—46)Inlnn

n

Tudiz

pro dost velkd n. Kombinaci tohoto a nerovnosti (2.1) dostaneme, ze
P(R, > aa(n)) < (Inn)~**(-9

pro dost velkd n. Dodatek 7, ktery mizeme pouzit, protoze vInlnn = o(né),
nam dava

P(R, > an(n))= P (% -p> @—a-x/?lnlnn) ~
1 1 2

~ —_————— . (Inn)7%.
V2rav2Inlnn 2¢v/wInlnn ey

Protoze vInlnn = o((In n)“a‘s), dostaneme, ze P(R, > aa(n)) > (1nn)‘“2(1+5)
pro dostatecné velka n. O

.exp(—a®Inlnn) =

Dikaz Lemmatu 2.5: Protoze nahodné veliciny Y, jsou nezavislé, plati

var(T,, — Ty) = (n — k)o? pro kazdé 1 < k < n. Z Cebyevovy nerovnosti pak

plyne

var(T, — Tx) n—k
40°n 4n

P(|Tu—Tx |< 20vn) 21—

15



Z vlastnosti pravdépodobnosti plyne, ze

Plmax Ty > b)=Y P(Ti<bTh<b....Tpy <ba T > b),

1<k<n
k=1

coz je shora omezeno vyrazem
4 mn
‘gzp(Tl <b,T2<b,...,Tk_1 <baTk2b)-P(|Tn—Tk |S20‘\/7_1)
k=1

Néhodné velicina T,, — Tj a vektor (T1,T5,...,Tx) jsou zfejmé nezavislé,
proto muzeme tento vyraz piepsat do tvaru

4 n
§ZP(T1 <bTy<b,....Ti.y<baTi>ba |T, — T |< 207).
k=1

Protoze jev
Ty <bTp<b,....Tx1<baTy>baT, >b—20n]
obsahuje jev
Ty <b,To<b,....Tiy<baT.>ba |T,— T |< 20v/n],

dostavame nerovnost

n

PT <bTp<b,....,Te_1 < b,T. > baT, >b-20n).

P(max T > b) <
1<k<n =

W =

Tudiz

QI | =

P(max Ty > b) <
1<k<n

P(T, > b - 20y/n).
O

Nyni se pustime do dukazu Chincinova zakona iterovaného logaritmu. Staci
nam dokazat, Ze

. Sn — np
lim sup

— —+—1’
n—-+00 a(n)
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protoze vypocet lim inf dostaneme snadno z lim sup nésledujicim zpusobem:

1 = limsup S~ = lim sup  Sai i | BES
n—too \/np(l —p)Inlnn  n—te /np(l —p)Inlnn
. nea L (SIS EE T RS dil e
n—too \/np(l—p)lnlnn  n—+ /np(l —p)lnlnn
e

n—+oo /np(1 — p) Inlnn’

Dikaz provedeme ve dvou krocich. Pro kazdé n > 0 ukdzeme, Ze

(i) limes superior je skoro jisté mensi nez 1 + ),

(ii) limes superior je skoro jisté vétsi nez 1 — .

Z téchto dvou bodu dostaneme ocekavany vysledek, kdyz nechame jit n
k nule: spojime jev skoro jisty s kazdym 7, budeme uvazovat posloupnost
hodnot 7 jdouci k nule a vyuzijeme faktu, ze spocetné sjednoceni mnozin
miry nula je opét miry nula.

Dikaz Chinéinova zdkona iterovaného logaritmu: Vol n > 0. Pro reédlné
¢islo v > 1 (bude vybrano pozdéji) a kazdé k € N polozme ny, := |7*|, kde
|7* | je celd eéast 4*. Ukédzeme, ze

> P(max Ry 2 (1+n)a(ng)) < +oo. (2.2)

n<ng4
k>0

Lemma 2.5 tika, ze

P ( max R, > (1+ n)a(nk)) < %P (Rnk+1 > (1 +n)a(ng) — 2y/nk+1p(1 — p)) ;

ngm.,,l

Protoze /nr.1 = o(a(ny)) pro k — +00, je
1
2y/ny1p(1 = p) < 57}‘0(%)

pro vsechna k dost velka. Pro takova k je

P ( max R, > (1+ n)a(nk)> < éP (Rnh1 > (1+ g)a(nk)) :

n<ng 3
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Vime, ze a(ng41) ~ /yo(ny), kde ~ znaéi, ze limy_, , o %% = 1. V tomto

okamziku vybereme 4 > 1 zminované v dvodu diikazu a to takové, které
spliiuje

(+9)> (D

Potom pro dost velka k&

(1 — g) a(ng) > (1 o+ g) a(nk+1),

a proto

P ( max R, > (1 + n)a(nk)) < §P (Rn > (1+ E)a(nkﬂ)) :

n<ng4 4

Nyni pouzijeme Lemma 2.4 (pro a = (1 —6)~' = (1 + 1)), abychom nasli
horni mez pro tento vyraz. Dostaneme

Qo o=

P max Ru > (14 n)am) < Snmey) 0P

pro dost velka k. Nakonec
(Inngsq) " ~ (klny) =03,

coz je obecny ¢len konvergentni fady. Mdame tedy dokdzdno (2.2).
Z Dodatku 5 plyne, ze

max R, < (1 + n)a(nk) s.j. pro dost velkd k

n<ngy
a tedy

max R, < (14 n)a(n) s.j. pro dostatecné velka k.

nk<n<nga
Ted' jiz dostdvame, ze skoro jisté

R, < (1+n)a(n)
pro dostatecné velkd n, coz nam dava (i).

Abychom dokazali (ii), potfebujeme ukazat, ze s pravdépodobnosti jedna
jev R, > (1 — n)a(n) nastdva pro nekone¢né mnoho n. K tomuto dcelu
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najdeme posloupnost {n;} takovou, ze P (R,, > (1 — n)a(n)) = 1 pro ne-
kone¢né mnoho k. Vybereme podposloupnost spliiujici ny = ~*, kde v je
dost velké ¢islo (bude vybrdno pozdéji). Ukdzeme, ze

D P (R = Ry 2 (1= Da(4)) = +oo, (2.3)
k>1
a ze skoro jisté
Rys 2 —Ja(y) (2.4)

pro dostatecné velka k.
Vyuzijeme toho, ze nédhodna veli¢ina R.x — R.x-1 mé stejné rozdéleni
jako nahodnd veli¢ina R« _.x-1. Tedy

P (R7k —“Rya>(1- g)a('y"‘)) . (R,?k._wl %= E)a(’yk)) .
Jestlize k roste nade vsechny meze, pak

a(y* — 4% 1) y—1

g —

a(v) g
Kdy vybereme v tak, aby (1 —12),/7 < (1-1)\/y —1, pak

(1 - g) Q (7") = (]_ - g) o ('Yk _ ’}/k_l)

pro dost velka k. Pro takova k dostavame
N k Yl k k—1
L i B — g3 = s —a, —_
P (R,Tk R (1 2)0{(’}( )) P (R.yk_,.rk (1 4)0(’}’ 9 )) .

Nyni pouzijeme Lemma 2.4 (pro a = (14 6)~' = (1 — 1)) k nalezeni dolni
meze pro tento vyraz. Tak ziskdvame

P (e~ - o) 2 (=)

pro dost velka k. Protoze (In(v* —+*1))"1*% ~ (kIn(y))"'*% je obecnym
¢lenem divergentni fady, dostavame (2. 3)

Pro k jdouci do nekoneé¢na plati a(7*) ~ \/ya(7*~!). Nyni vybereme v
tak, aby platilo n\/_ > 4. Pro takova v a dost velka k pak ziskavame nerov-
nost na(v*) > aa(y*~1). Pro takové k, pro kterd plati predchozi nerovnost,
plati

Ryt < —Ta(7)] C [~Ryp1 2 2a(* 7))
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Nyni pouzijeme (i) (R, < (1 + n)a(n)) na posloupnost {—R,}. Dostaneme
tak skoro jisté, ze —R.«-1 < 2a(y*7!) pro dost velkd k. To dokazuje (2.4).
Protoze {R.,» — R,k-1} je posloupnost nezavislych nadhodnych veli¢in a
soucet (2.3) diverguje, dostdvame z Dodatku 6, Ze skoro jisté existuje ne-
konetné mnoho k € N tak, ze Ryx — Ryx-1 > (1 — 2)a(~*). Tento vysledek
spole¢né s nerovnosti (2.4) implikuje, ze existuje nekone¢né mnoho k € N
tak, ze R« > (1 —n)a(~*). Timto jsme dokézali (ii). O

20



Kapitola 3

Zakon iterovaného logaritmu
pro soucty nezavislych
nahodnych veliéin

3.1 Zakon iterovaného logaritmu pro stejné
rozdélené nahodné veliciny

Véta 3.1 (Hartman-Winter, Strassen) Necht X, Xs,... jsou nezdvislé
stejné rozdélené ndhodné veliciny. Oznaéme S, := X1+ Xo+. ..+ X,. Jestlize
EX =0 avarX = 0% < +00, pak

Sn

limsup ———— = ¢ s.J. a liminf ———— = —0¢ s.j.
n—-*ocp v2nininn 4 n—+00 \/2nInlnn ‘

Diikaz: Tvrzeni dokazeme pro stejné rozdélené nezavislé nahodné veliciny s
normovanym normalnim rozdélenim N (0, 1). K dukazu pouzijeme néasledujici
nerovnosti:

exp {—(1 +¢)A?/2} < P(Sa/v/n = X) < exp{—(1 — €)\*/2} (3.1)

pro vSechna A > A, pro néjaké . a
Lévyho nerovnost:

P(max Si > X) <2P(S, =2 \) (3.2)

1<k<n
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pro vSechna A > 0.
Nyni oznaéme b, := v2Inlnn a n; := |_akJ pro néjaké a > 1 (dostatecné
malé a bude vybrdno pozdéji). Déle pro jevy Ay plati:

Ap = U [8m > vm(1 +2e)b,) C

ng—1<m<ny

[Mk—1
C [nkhﬂanfgnk Sm 2 (1 + 26) n_kbnk_l \/n_k] s (33)

protoze {y/n} a {b,} jsou rostouci posloupnosti. Proto pro dostate¢né velk4
k dostavame:

P(A) < 2P(Ja > (1+22) /%2, ) < z (3.2)
< 2exp{—3(1—¢)(1+2)?22Ink} < z (3.1)
< 2exp{—-(1+¢)lnk} = pro a dost blizké 1
=
- kl+e:

Jelikoz kﬁe je obecny ¢len konvergentni fady, ziskdvame dulezity odhad:

P(Ai) < 400 a tedy z Dodatku 5 plyne, ze P(limsup A;) = 0. Diky

k=0 n—+00

libovolné volbé € > 0 pak musi platit, ze li}m iliop 7‘%@: = 183
= - By P ~ . S . o s wyw
Jesté musime ukdazat, ze lgil.iipjﬁ%: > 1 s.j. Zustaneme tedy jesté
u znaceni n; := |a*|, kde ale a vybereme pozdéji dostateéné velké. Nyni

si rozepiseme S,, = Sy, , + (Sn, — Sn,_,). Déle mizeme tedy psat

Snk N1 bﬂk—l Sﬂk-1 Sﬂk - Snk—l
S — . . -|- ~
\/n_kbnk ng bnk AV} nk—lbnk_l \/n_kbnk
Sn Sﬂk - Snk_
1 L - L (3.4)

E e 8] ¥
\/‘E Vnk—lbﬂk—l \/n_kbﬂk

V tomto okamziku vyuzijeme nezavislosti ndhodnych veli¢in X,,. Diky tomu
budou nize definované jevy By také nezavislé a bude pro né platit

B, = [Sm.- - S‘-’lk—l 2 (1 - ge)mb"k] -
Sm.- = Sﬂk—l > (1 — 25)‘/n_kbm" (3 5)
Vik—Ri1 /T — e '
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mame

P(Bx) > exp -%(1 +e)(1 - QE)EWbﬁk > z (3.1)
> exp —i—,(l+£)(1—26)2%§1)321nk =
> exp{—(1-¢)lnk} = pro a dost velké
= kl{c 2
Jelikoz ;Tl_—e je obecny clen divergentni fady, pak ndm Dodatek 6 impli-

kuje, ze P(limsup, . By) = 1. Ale protoze P(limsup, .,  Ai) = 0 a
P(limsup,,_, . o, Bi) = 1, ziskdvame, ze P(limsup,,_, .. (A5NByx)) = 1. Navic
pro Aj N By, uzitim (3.4), (3.5) a symetrické verze (3.3), dostdvime, ze

Sw o _(1+2)(1+¢)

+(1-2¢) > (1-3¢)

pro vybrané a dost velké. ngy pro libovolné ¢ > 0 a podposloupnost
{ni} dostavame, Ze lim sup —==k— e > 1 s.j. Timto jsme jiz dokédzali rovnost
han it:op m =1 8.j A protoze

lim inf Sn = lim sup —5n

n—+c \/2nlnlnn  n—tec V2nlnlnn’
ziskavame tak i rovnost irllr_r.l glof m =] O

3.2 Zakon iterovaného logaritmu pro nestejné
rozdélené nezavislé nahodné velic¢iny

Jesté pred uvedenim samotného Kolmogorovova zdkona iterovaného loga-
ritmu si pfipomeneme nékolik lemmat, kterd ndm pomohou pfi jeho doka-
zovani.

Lemma 3.2 Necht X je ndhodnd velicina s koneénym druhym momentem.
Potom | X — EX| < V2varX pro kazdyj medidn X .

Diikaz: Pro kazdé 6 > 0 dostavame z Cebyevovy nerovnosti, ze

1
P(|X _EX|= (2+5)Ua’rX) e

t\.'Jlr—-
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Tudiz
P{X>EX - /(14+68warX) >3 a
P({X <EX —/(1+6)varX) > 3.

Z definice medianu plyne, ze

— V(2 +8varX < X < EX + /(2 + 6)varX.

Ale protoze muzeme volit § > 0 libovolné malé, ziskdvame ocekdvany vysledek.
O

Lemma 3.3 Necht X,, X, ..., X, jen nezdvisljch ndhodnijch veli¢in, Sy :=
X1+ ...+ Xk ac¢ libovolnd konstanta. Pak

B (max (Sk — u(Sk — Sp)) > 5) € 2P(8,, =)

1<k<n
kde p znaci medidn.

Diikaz: Polozme Sy := 0, Sy := 11‘2%(83' — u(S;—S,)) pro 1 < k < n. Necht
SIS

dale
A = [S,:]<€lﬂ[5k— Sk 5)26] a
By =[S~ Sk—iS.— )=l

Také vime, ze u(S, — Sk) = —u(Sk — Sn). Je ziejmé, ze A, ..., A, jsou
disjunktni a [S: > €] = | Ax. Pro kazdé k tedy mame:
k=1

BkAkC[SnZSk"—p,(Sk— )]ﬂ[Sk-— Sk——S)>€]C[SnZ€].

Tudiz (S, > €] D U AiBy.. Protoze {A;,...,An} jsou disjunktni, jsou

dlb_]llnktnl i jevy {AlBl,.. A, B,}. Navic z definice medidnu plyne, Ze
P(By) > 3 L Pro kazdé k jsou tedy Ay a By nezavislé. Tudiz

P(S, >¢) > P(Ur, AxBr) = Liey P(AkBi) = 2ok P(Ax)P(Bx)
> 1Y% P(Ar) = $P(Us Ak) = 3P(S] 2 €).
Tim je dukaz dokoncen. a
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Lemmg 3.4 Necht X, ..., X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s koneénymi
druhymi momenty, EX;, =0 pro1<k<n a Sk := X; +...+ Xs. Potom

P (1191?&){71 Sk > e) <2P (Sn > — \/Qva'rSn) .
Diikaz: Protoze E(Sy — S,) = 0, pak z Lemmatu 3.2 dostdvime, ze

|4(Sk — Sn)| < /2var(Sk — S,) < v/2varS,

a tedy —pu(Sy — S,) > —v/2varS,. Z Lemmatu 3.3 potom plyne nésledujici
sérii rovnosti a nerovnosti:

P(l@%8k>e) = P(O[Skzs])g

i)

< 2P (S > € \/2va'r,5'n).

Tim je tvrzeni lemmatu dokézano. O

Lemma 3.5 Necht b, je neklesajici posloupnost kladnijch éisel, pro kterou
b, — + a %ﬂ — 1 pro n — +4o00. Potom pro kaZdé ¢ > 1 ezistuje

rostouct posloupnost {ny} prirozenych cisel takovd, Ze b, ~ c* (tj. b—;} — 1
pron — +00).

Dukaz: Nejprve poznamenejme, ze existuje prirozené ¢islo kg takové, ze
kazdy interval tvaru [c*; ¢**!) obsahuje nejméné jedno b, pro kazdé k > k,
jinak by bylo lim Sup b‘*‘ > ¢ > 1, coz je ale v rozporu s predpokladem,

ktery rikd, ze b',; ~ — 1 pro n — +o00.
Necht tedy n; =ny = ... = ng, = 1. Pro j > ko definujme n; jako nejmensi

prirozené ¢islo, pro které b,, > ¢!. Potom n; < nj.; pro vsechna j > ko,
# . s bn L
takze {n;} je rostouci posloupnost. Pro j > ko je tedy —b’nJ—l < % < 1
bﬂ = - I3 ’ - y
Protoze ale —b—?—l — 1, ziskavame, ze bnj ~ . O
o

Lemma 3.6 Necht 0 < b,, b, — +00 pron — 400 a EE;L ~ c¢ > 1. Potom

Inb
b L prom=r+400.
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Diikaz: Rozepisme si vyraz, pro ktery chceme najit limitu:

Inb, ln( ) +Inb,,_;

Inb,.;i Inb,_,

Jelikoz lnf: — Inc a Inb, — +00 pro n — 400, dostdvame tvrzeni
lemmatu. 0

Definice 3.1 Necht (2, A, P) je méfitelny prostor a nechf f : Q — R.
Esenciélni supremum funkce f definujeme jako nejmensi éislo a € R takové,
pro nez je P({z € Q: f(z) > a}) =0.

Véta 3.7 (Kolmogorov) Necht{X,} je posloupnost nezdvisljch néhodnijch
velic¢in splniugici nasledujici predpoklady:
d, := esssup |X,| < +o0, EX, = 0 pro viechna n € N, s? := varS, —

400, kde S, = X1+ ...+ X, ad, —o(,/mfg—g) pro n — +00
Potom lizn—]?-l:op \/m =1 g

Diikaz: Nejprve si povsimnéme, ze varX, = EX2 < d? = o (ln = 52) Tudiz

2 2
A varXn4 _ 14 Snn o(1)

2 2 g o
8 8= sz Inlnsg_

Tuto rovnost muzeme také prepsat jako

S‘l?l+l 1 & — I
g3 nined,,

n

Protoze Inln s? — +oc pro n — +oo dle pfedpokladu, dostdvdme z posledni

2
rovnice, ze “—‘ — 1 pro n — +o00.
Nyni volme ¢ a & libovolné tak, aby byla splnéna nerovnost 1 > ¢ > § > 0.
Oznac¢me t, := /2Inln s2. K dukazu véty nadm sta¢i postaci ukazat platnost

nasledujicich tvrzeni:

P (lim sup(S, > (1+ 5)sntn)) =) (3.6)
P (lim sup(S, > (1 —€)spt )) =1 (3.7)
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Nejprve ukazeme (3.6). Zvolme pevné c spliiujici nerovnost 148 > ¢ > 1.
Nyni muzeme pouzit Lemma 3.5, protoze jsme jiz dokazali, Ze posloupnost
{sn} spliiuje jeho pfedpoklady. Pro tuto posloupnost tedy existuje rostouct
posloupnost prirozenych ¢isel {n;} takové, ze s,, ~ c*. Tudiz z Lemmatu
3.6 dostavame, ze

1+46
(14 6)Sﬂk-ltnk—l ¥ Tsnktﬂk' (3.8)
Oznacme si S := Ig}gk{sj}, k(n) = nmkg{k} a Nim) = nmkg{nk}

Potom, protoze {s,t,} je rostouci posloupnost v n, je

[lim sup (S, > (1+ 5)sntn)] C |limsup (Sn > (14 6)snk{n)tnkm)] =

n—+od n—-+00

C |limsup (S* > (14 6)sm_tnk)] :

Mh+1
n—+0o0

Protoze 1+ 6 > ¢ > 1, muzeme vybrat £ > 0 takové, Ze l—z‘i >1+&.Z(3.8)
plyne nasledujici inkluze:

llimsup (S:m; > (1+ 6)snktnk)] & [limsup (Sn. = (1 +E) s tn ] :
Dokazeme-li, ze
P (limsup(S;k > (1+ £)snktnk)) =0, (3.9)

je dukaz (3.6) hotov. Diky Dodatku 5 staci dokazat, ze

00

Y P (S;, = (14 8)sntn,) < +oo. (3.10)
k=1

Diky Lemmatu 3.4 plati pro véechna dost velkd k nasledujici nerovnosti:
P(S: 2 (1+&)sntn) < 2P (S > (1 + E)snytn, — V285,) =
= 2F (Sm_ > 8ptn (1 + & — gf)) <

< 2P (Sne = Snita,(1+5)).
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Nyni méme jiz vSechno pfipraveno pro aplikaci Dodatku 8. Oznaéme & :=

tn, (1 + %) a Cp, = max esssup—‘—l =0 : ) Protoze erc,, =

<j<ng ,/lnlns?,k
tny (1 + %)O(ﬁ) — 0 pro k — +o00, dostdvame, Ze pro vSechna dost velka k
je 0 < gxep, < 1. Tudiz

p (S"k 2 Sﬂktnk(l T %)) < exp {_t%ku;.%)z (1 - Sk;“k)} —

= exp{—(1+5)%(1 - %*)Inlns2,
Protoze, jak bylo ukédzano vyse, erc,, — 0 pro k — +o0, existuje ¢ > 0
takové, Ze pro vSechna dost velka k plati:

(1+%)2(1— "’;"") > 1+,

a tedy

¢ 1
(,S,',,”c >3 (1 + 2)) < exp{—(l + () lnlnc%} - m

+ 00
Jelikoz Y = < +00, dostdvdme z Dodatku 5 tvrzeni (3.6).
k=1
Nyni dokézeme (3.7). Necht {ni}, d a c zustdvaji stejné jako v dukazu
(3.6). Protoze 1 > ¢ > § > 0, a protoze ¢ > 1, existuje pfirozené ¢islo r, pro
néz plati nerovnost
1 2

¢

Pro pevné r definujeme posloupnost ptirozenych ¢éisel {my} jako my := n.
Poznamenejme, ze

o
Smk‘_l — Snrk_r — ( Sﬂkrﬂ
1

) ~c  (pro k — +0).

k 3 1 g5
<ol () -+ {5 (32}

Ak (pro k — +00). (3.12)

Smk Snrk Nkr+j—1

Tudiz In —rL ~ In¢?". Snadno si vSimneme, ze

"'"‘kl

~ klnc =Inc
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Nyni oznac¢me

u2 s 2 2 T SE“& 1 2 1
kT Sm T Smy, = Sm |1 - S ~ Smi (1 - c?) ’
vi = 2Inlnu} ~2mln(lns?, +In(1- %)) ~2Inlns?, =2 .

Ak = [Smk — Smk_l > (1 — 6)ukvk].

Vsimnéme si, Zze ndhodné veliciny S,,, — Sim,_, jsou nezavislé pro vsechna
k (zde jsme vyuzili pfedpoklad nezdvislosti ndhodnych velic¢in X;) a tudiz i
jevy [Ag] museji byt nezévislé pro vsechna k. Nyni bychom chtéli dokazat,

k—+o00
Jelikoz 0 < § < 1, pak pro & := (1-6) v plati, ze &, — +00 pro k — +00.
Déle polozme

+o0
ze P (lim sup Ak) = 1. Z Dodatku 6 nam staci ukdzat, ze Y, P(Ax) = +oo.
k=1

| Xn|
Cr = MAaX § eSSSUPp —; M1 <N S Mg ¢ .

U
Z definice ux muizZeme pro nékterd jx € {my_1 + 1,...,my} psat:
be =g
g = esssu[:)|—"fL ~(1-Z)°® esssupg-fL =
mg
85 |X;
= (1-z) 2S—Less:aup—ﬁ——>0 pro n — +00.

= ™ Sik

Dale si oznacme 7 : — — 1. Pro dost velké k diky Dodatku 9 a (3.12) plati

P(Ax) > exp {-%(1 —0)20}(1+7)} =exp{—(1-6)Inlnui} =

" 2\1-6) _ 1 -~ 1 _ 1
= exp{~In(lnu)'’} = (nw2) " (mekr) ?  @kme)

Jelikoz Z T_w = +o00, pak i i P(Ai) = +oo a tedy P(limsup Ag) =

k= k=1 k—+o00
1. Déle oznacme Bi = [|Smp_y] £ 28my_stmi_,]- Diky volbé 0 < & <
1. ziskdvame z dikazu (3.6) i dikaz rovnosti P(limsup Bj) = 0, protoze

k—+00
{my} C {ni}. Dostavdme tak, ze

P(limsup AxBy) = 1. (3.13)

n—-—roo
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V dalsim kroku dukazu ukdzeme sérii uziteé¢nych inkluzi.

AkBk = [Smk - Smk_l > (1 - 5)ukvk] [lS‘mkql = 2Smk-1tmk-l1 C
C [Smk > (1 - a)u’kvk + Smk—l} [Smk—l 2 _zsmk—ltmkq} -
C [Smy > (1 =8 usvr— 28m;_ tms] -

Vyuzijeme toho, ze uj ~ Sm,(1—37), Vk ~ tm, az Lemmatu 3.6 Spm,_ tm,_, ~
cl—,smktmk. Diky témto jiz znamym vysledkim muzeme déle pokracovat:

(1 = &)urth — 28my_ tme, ~ (1= 8)Smptmy(l — 22)% — 28my_ by ~
~ smitm {1 = 0)(1 - F)E - 2.]

Pro dost velka k pak, diky specidlnimu vybéru r, ktery jsme provedli (spliuje
(3.11)), plati inkluze

ABu € [ > (1= ot (3.14)

Z (3.13) a (3.14) nakonec plyne, ze
P (lim sup (Sm, > (1 — E)Smktmk)) =
k—+00

¢imz jsme dokazali (3.7). O
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Kapitola 4

Zakon iterovaného logaritmu
pro Wieneruv proces

4.1 Wieneruv proces

Zakon iterovaného logaritmu lze zavést jak pro soucty ndhodnych veli¢in, tak
i pro spojité procesy. Jednim z nejznaméjsich reprezentantu je Wieneruv pro-
ces, pro ktery také zakon iterovaného logaritmu zformulujeme a dokazeme.
Zde si muzeme jesté povsimnout hlavnich rozdili oproti predeslé kapitole.
Prvni odlisnosti{ je prechod od ndhodné posloupnosti ke spojitému procesu
a druhou z nich je predpoklad nezavislosti. Kapitola 3 totiz predpoklada
nezavislost ndhodnych veli¢in X,,, n € N, kdezto u Wienerova procesu (viz.
Definice 4.1) je tato podminka jaksi modifikovana. Definice Wienerova pro-
cesu nevyzaduje totiz nezavislost ndhodnych veli¢in W, t > 0, ale nezévislost
prirustka Wy, — W, 0 < s <t < 4o0.

Jesté nez se pustime do samotného zakona, uvedeme si nékolik uzitec¢nych
definic a tvrzeni.

Definice 4.1 Wienerovym procesem nazveme spojity proces W = {W;, §; 0 <
t < +o00} definovany na néjakém pravdépodobnostnim prostoru (€2, §, P), pro
ktery plati:

1. Wo=0 s.j.

2. W, — Wy jsou nezdvislé priristky s normdlnim rozdélenim N(0,t — s)
nag pro0 < s <t,

3. W, je méritelna nahodnd velicina pro vsechna t > 0,
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4. Wiy — W jsou nezdvislé na Fs pro vsechna 0 < s < t < +00.

Dodejme jeste, zZe §, je tzv. filtrace ndhodného procesu W, tj. neklesagici
posloupnost c—algeber {F;t > 0} 2 §F takovych, ¢ Fs CF CF pro0 < s <
t < 4o00.

procesy ziskané nasledujicimi transformacemi jsou Wienerovy:

Lemma 4.1 Je-li W = {W;,§;0 < t < +oo} Wieneruv proces, pak i

1.Y ={Y;,3;0< t < +o0} definovany jako
Yi=tWy; 0<t<+oo
Yo=0: L=,
kde §.Y je filtrace generovand samotnym procesem Y, tj. ' = a(Ys0<
s < t), nejmensi o—algebra, vzhledem ke které je X, méritelnd pro
vsechna s € [0,t].

Definice 4.2 Proces {X;,§;0 < t < +00} se nazgvd submartingal (resp.
supermartingal ), jestlize pro vsechna 0 < t < +o0 je X; integrovatelnd a pro
kazdé 0 < s <t < 400 plati s.j.:

E(X:|¥s) = X, ( resp. E(X|Fs) < X).
Proces { X, §;0 <t < +00} se nazjvd martingal, jestlize plati obé podminky

zdroveni, tj. BE(X|§s) = Xs.

4.2 Zakon iterovaného logaritmu pro Wie-
neruv proces

Véta 4.2 (ZIL pro Wieneruv proces) Pro skoro vsechna w € ) plati:

e W) i) liminf @) — _

Q hr?\b{l)lp V2t InIn(1/t) L i 111}1\1{}1f V2tinln(1/?) '
o . u"g w o 1 1 1 w-t “: —

i) Umeupcr =1, o) Uil oo =1

Poznamka 4.1 Diky symetrii (Lemma 4.1(2)) plyne vlastnost (ii) z vlast-
nosti (i) a z inverze casu (Lemma 4.1(1)) dostdivdme z vlastnosti (i) a (ii)
i vlastnosti (ii1) a ().
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Diikaz Veéty 4.2: Aplikujme Dodatek 10 na martingal {X;, F;0 < t < +00.},
kde X; = exp {/\Wt — %AQt} pro 0 <t < +00. Dostdvame pro A > 0, 3 > 0 :

P(max(W —%s) >,8) (mastze)‘B) < (4.1)

0<s<t 0<s<t

Ozna¢me h(t) := /2tlnln(1/t) a volme 6,6 € (0,1). Dédle budeme volit
A= (1+06)0"h(6"), B=3h(") at=06"v (4.1), z éeho ziskdme

A 1
d (ofc‘ﬁ’a‘n(w 5= ‘3) (nin(/g)y= Pon 2t

Protoze W})—‘T‘ je obecny clen konvergentni fady, dostavame z Do-
datku 5, ze existuje jev (g5 € § s pravdépodobnosti jedna a ndhodna veli¢ina
Nps nabyvajici hodnot z mnoziny pfirozenych cisel takovd, ze pro vSechna
w € Qs plati

1+9

max (Ws(w) —

0<s<On

sﬁ"“h(é?")) # %h(ﬁ“) pro n > Nps(w).
Tudiz pro kazdé t € ("1, 6"] je

W,(w) < max Wi(w) < (1 4 g) h(6™) < (1+ g) %h(t).

0<s<n
Proto
Wi (w) ( 5) 1 )
ol sli+5)-—= ro n > Nps(w) a viechna w € Qys.
9"+1<Iz)se" h(t) 9 ) /@ P o3 (w) 05

Pro n jdouci do nekonecna pak dostaneme nerovnost

1 — L1+ =]— 1.
OSSP R L 3l

Pro d \\, 0 a 6 / 1 pfes mnozinu racionalnich ¢isel potom plati, ze

lim sup — < 8 (4.2)

o h(t)
Abychom dostali opa¢nou nerovnost, musime pouzit Dodatek 6, ktery
predpoklddd nezdvislost. Pouzijeme tedy nezavislost jevi A, := Wy —
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Won+1 > /1 —6h(6")] pron = 1,2,... a pevné 0 < § < 1. Dodatek 11
pouzity pro z = \/2Inn + 21Inln(1/6) iik4, ze

Wgn e W9n+1 ) e‘zzﬂ konst.
PA,)=P| ———>z) > = ron> |—]|.
el ( vor—gntt T ) T Var(z+ 1) T nvinn ; Iné

Protoze wﬁ je obecny ¢len divergentni fady, dostaneme z Dodatku 6, ze

existuje jev 0y € §F s P(Qy) = 1 tak, ze pro kazdé w € 0y a k > 1 existuje
prirozené cislo m = m(k,w) > k takové, ze

Wen (W) — Wym1(w) > VI — OR(6™). (4.3)

Navic nerovnost (4.2) aplikovand na Wienertuv proces —W implikuje exis-
tenci jevu 2* € § s pravdépodobnosti jedna a ndhodné veli¢iny N* nabyvajici
hodnot z mnoziny pfirozenych ¢isel tak, ze pro kazdé w € Q0" je

—Wenar(w) < 2h(071) < 4VOR(O™)  pron > N*(w).  (4.4)

Z (4.3) a (4.4) mizeme shrnout, ze pro kazdé w € QN N* a kazdé k < 1
existuje pfirozené ¢islo m = m(k,w) > k v N*(w), pro né je

ng(w)
Ao > V1-6—4V06.

Nechame-li rust m nade vsechny meze, plati nerovnost

limsup£2\/1—9‘4\/§ S.J.
oo h(t)

Nechdme-li navic konvergovat 6 k nule pfes mnozinu raciondlnich ¢isel, dos-
tavame ocekavany vysledek, tedy

1%
limsup—t =1 S.j.
0o h(t)
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Kapitola 5

Konverze k zakonu iterovaného
logaritmu

V posledni kapitole si ukdzeme jesté jeden zajimavy vysledek spojeny se
zakonem iterovaného logaritmu a tim je jeho konverze, kterou uvedl Stras-
sen(1966). Pro iplnost jesté srovnejme zékon iterovaného logaritmu se zdkonem
velkych ¢isel a centralni limitni vétou.
Necht {X,} je posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych nédhodnych
T

veli¢in a S, := )_ Xi.
i=1
Existuji tfi klasické vysledky tykajici se posloupnosti {S,}:

e zakon velkych cisel, ktery rika, ze %Sﬂ — 0 s.j. praveé tehdy, kdy X; €
LI a EX] =),

e centralni limitni véta, jez tvrdi, ze ﬁsn £, N(0,1) prave tehdy, kdyz
X,e L2, EX,=0aEX?=1.

e zakon iterovaného logaritmu, ktery fikd, ze lim supﬁ = 13

n—+00
— S, —o 1 & AastliE 2 = g
lrlir_r.nl;fmTﬁl—n = —1 s.j., jestlize X; € L*, EX; =0a EX{ = 1.
Profesor Freedman uvedl na své prednéasce v roce 1963 domnénku, Ze puvodni
implikace v zédkonu iterovaného logaritmu muze byt nahrazena ekvivalenci,
stejné tak jak je tomu u zdkona velkych ¢isel a centrdlni limitni véty. K
dikazu této vyuzijeme Skorochodovych poznatku.



Véta 5.1 Je-li s kladnou pravdépodobnosti

lim sup __15l < 400, (5.1)

n—+oc V2nlInln S,

potom EX? < +o0 a EX; = 0.

Drikaz: Protoze jev (5.1) lezi ve zbytkové o-algebie (tj. v [ o(Xn, Xns1,--)),
n
plati (5.1) s.j., specialné je pak lim 1S, = 0 s.v., tedy z Kolmogorovova
n—-+00
zékona velkych ¢isel je X; € L' a EX; = 0. Bez ijmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze rozdéleni X; je symetrické kolem nuly. Nyni pouzijeme
Skorochodovu vétu, ktera tikd, ze existuje pravdépodobnostni prostor, na
kterém je separabilni jednorozmérny Wieneruv proces {(;}:>0 definovany
zaroven s posloupnosti 71, 7y, . . . nezavislych stejné rozdélenych nezapornych

nahodnych veli¢in takovych, ze a, = Y 7;, kde:
j=1
(i) posloupnosti S1,S52,... a (ay,Cay, .- maji stejné rozdéleni,

(i) Em = E(X?) (obé strany mohou byt nekonecné),

(iii) |G — Canyl < |Can — Capny| S.v. pro vSechna n a an—; <t < a.
Diky (ii) muzeme dokazat, ze z (5.1) plyne, ze 7, € L'. Pro spor predpokla-
dejme, ze ETy = +00. Potom

1 2 =
lim —a, =+o00 s.v. (pouzili jsme zakon velkych cisel). (5.2)

n—+o0o N

Ze zakona iterovaného logaritmu je

S.. (5.3)

lim sup

Ck
N— . a———
k—+o00 V2klInlnk
Z (iii) mame
Ck < Ccrn—1 + Kan - Cﬂ’n—‘ll < QICﬂ’n—ll 5 |C01n| S.V.

pro a,_1 < k < ay, tedy

. . . QIcﬂn—li + |C0fnl
lim sup lim sup

Ck
e =
k—t+oo V2kInlnk = n—too /2an-1lnlna,_;

= Rs 2|Cap-1| + [Canl 2nlnlnn
T e Vonlnlnn  \20.1lnlna,
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2ninlnn
li = Vs ;
n—l»r—{loo \/20{,1_] In In Qn_1 2 g g (5 2)

]lm Sup 2[(0’11—1] + |Can!
n—+o00 V2nlnlnn

protoze (,, —proces simuluje S,—proces. Tedy

Ck

limsup ———==0 s.v,,

k—+o00 V2kInlnk

coz je ale ve sporu s (5.3).

<400 8.V,

O

Dusledek 5.2 limsup \/Z,Sln—l =1 a hm inf ﬁﬁ = —1 pravé tehdy,
n nn n—-+o00 n n

n—+0oo

kdyz X, € L?, EX; =0 a EX? = 1.
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Dodatek A

Pouzita tvrzeni

Dodatek 1 Necht {X,}n>0 je posloupnost ndhodniyjch velicin. Je-li

S B Xy |< +oo

n=0

pak X,, — 0 skoro jisté pro n — +00.

Dodatek 2 Pro kazdé € € (0;1 — p) definujeme
pte l—p—g
e
Dodatek 3 Pro kazdée € (0;1 —p)an>1,jeh.(¢) >0a

hi(¢):=(p+¢)ln +(1—-p—¢)ln

Py (& > p-i-s) A
n

Dodatek 4 Proe — 0 je h.(¢) = ﬁ + O(&?).
Dodatek 5 (Prvni Borelovo-Cantelliho lemma.) Necht {A,},>1 je po-

sloupnost jevu. Je-li

ZP(An) < +00, pak P(limsup A4,) = 0.

Nn—-100
n>1

Dodatek 6 (Druhé Borelovo-Cantelliho lemma.) Necht {A,},>1 je po-
sloupnost nezavislyjch jevu. Je-li

> P(A,) = +00, pak P(limsup(A,)) = 1.

n>1 n—+o00
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Dodatek 7 Necht {a,},>1 je posloupnost redlnijch éisel takovych, Ze

lim a, =400 a lim a,n /% =0.

n—+o00o n—-+00
Potom g )
n an ]. (1}
P.(——-p> 1- ~ exp(——=).
(o —22vl-p \/ﬁ) . p(=3)
Dodatek 8 Necht X,,..., X, jsou nezdvislé omezené nahodné veli¢iny, pro

které EX;, =0 pro1 < k <n. Oznaéme S, := X1 + ...+ X, 82 := var$,,
By 5= A8 B8y = max{esssuplf—:l;l < k < n}. Potom pro0 < ¢ < -

plati -
5 & ECn
P(;:>E)<exp{—5(l—?)}

Dodatek 9 Necht X.,..., X, jsou nezivislé omezené ndhodné veliciny, pro
které EX; =0 pro1 < k <n. Oznaéme S, := X1 +...+ X, 82 := varS,,
Sp = /82 a ¢, := max{esssup If—:l;l < k < n}. Je-li v > 0 libovolné,
Cn = Cn(7y) dostatecné malé a € = (7y) dostatecné velké, potom

(5 ) mp{-£L120),

Dodatek 10 Necht {X;, §;0 < t < 400} je supermartingal, pro néjz je
kazdd trajektorie zprava spojitd. Necht [0, ] je podinterval [0,+00) a necht
a < 3, A > 0 jsou redlnd cisla. Potom plati:

/\-P(sup X¢Z/\) < E(X]).

o<t<T

Dodatek 11 Pro kazdé x > 0 plati nerovnost

I 2 oo 2 1 2
o prEd / e v 2dy < =~ /2,
. T
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