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Úvod

Nejvýznamn¥j²í motivací pro téma pozi£ního kódování je existující p°íklad vy-
uºití této teorie v praxi. �védská technologická �rma Anoto vyvinula produkt
nazývaný digitální pero (viz Obrázek 1), který slouºí k digitalizaci ru£n¥ psaného
textu. Koncept digitálního pera spo£ívá v kombinaci klasického pera a £tecího
za°ízení snímajícího £ást povrchu papíru, po kterém perem pí²eme. Tento papír
je poti²t¥ný drobnými te£kami, jejichº rozmíst¥ní je ur£eno matematickým p°ed-
pisem, coº je p°esn¥ ta komponenta vynálezu �rmy Anoto, kterou se v této práci
budeme zabývat.

Zatímco kódování pozice na p°ímce je v literatu°e popisováno, nap°. v [5] a
[2], ke kódování pozice v rovin¥ je obtíºné nalézt vhodné zdroje. �lánek [1] tvo°í
p°ehled r·zných známých metod kódování pozice v rovin¥, av²ak systému kódo-
vání pouºívaného �rmou Anoto se nev¥nuje p°íli² do detailu. Informace o principu
kódování byly tedy £erpány p°ímo z patent· této spole£nosti, konkrétn¥ z [6] a [7],
kde ov²em nenalezneme p°esné matematické formulace, ale spí²e neúplný slovní
popis s p°íkladem dekódování. P°esn¥ formulovat a podrobn¥ vyloºit poznatky
získané z t¥chto patent· byl jeden z cíl· této práce.

Práce je rozd¥lena na £ty°i kapitoly. Úvod do tématu tvo°í popis dvou zp·-
sob· kódování pozice na p°ímce. Ve druhé kapitole se za£neme v¥novat p°íkladu
pozi£ního kódu v rovin¥ patentovaného spole£ností Anoto, který na p°ípadech
sou°adnic x a y ukazuje první dv¥ moºné metody kódování, ale není vhodný pro
praktické vyuºití z d·vodu malých rozm¥r· kódované plochy. Ve t°etí kapitole je
p°edvedena verze kódu Anoto, která je pro praxi vhodná a p°edstavuje zajímavou
aplikaci �ínské v¥ty o zbytcích. Metody kódování sou°adnice y v p°ípad¥ obou
t¥chto pozi£ních kód· v rovin¥ jsou porovnány v záv¥ru práce.

Obrázek 1: Elektronické pero a gra�cká podoba pozi£ního kódu Anoto na papí°e,
p°evzato z [8]
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1. Kódování pozice na p°ímce

De�nice. Zobrazení z mnoºiny celo£íselných bod· θ : {0, . . . , d} → {0, . . . , n},
kde d ≥ n a d, n ∈ N, budeme °íkat pozi£ní kód na p°ímce.

De�nice. �ekneme, ºe pozi£ní kód na p°ímce θ je k-detekovatelný, jestliºe pro
kaºdý celo£íselný interval I = {x, x+1, . . . , x+k−1} ⊆ {0, . . . , d}, lze ze znalosti
θ �I jednozna£n¥ ur£it x.

Restrikci θ na interval I z p°edchozí de�nice budeme v této kapitole °íkat
okno.

1.1 Kódování pozice s vyuºitím marker·

Zp·sob kódování pozice na p°ímce s vyuºitím marker· p°edvedeme na p°íkladu
konstrukce 9-detekovatelného pozi£ního kódu. Nejprve uvedeme z°ejmé lemma
popisující zápis £ísla v £íselné soustav¥ o základu 4.

Lemma 1.1. Kaºdý prvek d z mnoºiny {0, . . . , 48 − 1} lze jednozna£n¥ vyjád°it
ve tvaru

d = a0 + 4 · a1 + 42 · a2 + · · ·+ 47 · a7,

kde a0, . . . , a7 ∈ {0, 1, 2, 3}.

V p°ípad¥ pot°eby, nap°íklad p°i vyjad°ování dvou po sob¥ jdoucích £ísel ve
£ty°kové soustav¥, si ke koe�cient·m z Lemma 1.1 p°idáme je²t¥ index vyjad°o-
vaného £ísla, tzn. pí²eme d = 47a7,d + · · ·+ 4a1,d + a0,d.

Kaºdé x ∈ {0, . . . , 9 ·48−1} zapí²eme ve tvaru x = 9d+ r, kde r ∈ {0, . . . , 8}.
Zobrazení θ : {0, . . . , 9 · 48 − 1} → {0, 1, 2, 3} ∪ {•} de�nujeme následujícím zp·-
sobem:

θ(x) = θ(9d+ r) =

{
• pokud r = 0,
a8−r jinak,

p°i£emº a7, . . . , a0 jsou koe�cienty vyjád°ení £ísla d dle Lemma 1.1, tzn. a7 =
a7,d = bd/47c, a6 = a6,d = b(d− 47 · a7)/46c atd.

Symbolu • budeme °íkat marker.
P°edstavíme-li si osu x jako svislici, na níº nás zajímají pouze celo£íselné bo-

dy, p°i°azuje pozi£ní kód na p°ímce θ násobk·m £ísla 9 marker a zbylým osmi
sou°adnicím pod tímto markerem p°i°azuje osmici koe�cient·, které jednozna£n¥
ur£ují jeho polohu.

Pozorování 1.2. Bu¤ d ∈ {0, . . . , 48 − 2} a i ∈ {1, . . . , 7}. Pro koe�cienty z vy-
jád°ení £ísel d a (d+ 1) dle Lemma 1.1 platí

a0,d+1 = a0,d + 1 (mod 4),

ai,d+1 =

{
ai,d + 1 (mod 4), pokud (d+ 1) = 0 (mod 4i),
ai,d, jinak.
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Na θ m·ºeme pohlíºet jako na 5-ární posloupnost {θ(x)}(9·4
8−1)

x=0 .

Lemma 1.3. Ze znalosti libovolných devíti po sob¥ jdoucích £len· posloupnosti
θ, které si ozna£íme ξ0, . . . , ξ8, lze jednozna£n¥ ur£it takové x ∈ {0, . . . , 9 ·48−1},
ºe ξ0 = θ(x), . . . , ξ8 = θ(x+ 8).

D·kaz. P°edpokládejme, ºe máme k dispozici n¥jakou podposloupnost posloup-
nosti θ délky 9, kterou jsme ozna£ili ξ0, . . . , ξ8. Z konstrukce θ existuje práv¥ jedno
i ∈ {0, . . . , 8} takové, ºe ξi = •, kde • je marker. Pro i = 0 je situace nejjedno-
du²²í, protoºe pak x = 9 · (47a7 + · · ·+4a1 +a0), kde a7 = ξ1, a6 = ξ2, . . . , a0 = ξ8.

Podívejme se na p°ípad i > 0. Ozna£me si písmenem d po°adové £íslo mar-
keru, je tedy d ∈ {0, . . . , 48 − 1}. Po°adové £íslo markeru je hodnota, kterou p°i
kódování vyjad°ujeme ve £ty°kové soustav¥. Sou°adnici x tedy budeme hledat ve
tvaru x = 9(d+ 1)− i.

Situace vypadá tak, ºe £leny ξ0, . . . , ξi−1 jsou rovny posledním (nejmén¥ vý-
znamným) i koe�cient·m z vyjád°ení £ísla d dle Lemma 1.1, p°i£emº d je po-
zice p°ede²lého markeru, £ili ξ0 = ai−1,d, . . . , ξi−1 = a0,d. Na druhé stran¥ £leny
ξi+1, . . . , ξ8 p°edstavují po °ad¥ koe�cienty a7,d+1, . . . , ai,d+1, kde (d+ 1) je pozice
aktuálního markeru. Ke spo£ítání (d + 1) sta£í ur£it koe�cienty ai−1,d, . . . , a0,d
podle Pozorování 1.2. Z (d+ 1) snadno dostaneme x = 9(d+ 1)− i.

V minulém d·kazu jsme jednozna£n¥ dekódovali sou°adnici x. Ozna£íme-li
I = {x, x+ 1, . . . , x+ 8}, dostaneme z de�nice k-detekovatelnosti následující tvr-
zení, které jiº není t°eba dokazovat.

Tvrzení 1.4. Zobrazení θ je 9-detekovatelný pozi£ní kód na p°ímce.

Poznámka. Analogicky k vý²e popsanému p°ípadu m·ºeme pro libovolné m >
1 sestrojit pozi£ní kód na p°ímce vyuºívající m + 1 symbol· (m koe�cient· a
marker). Ozna£me písmenem k velikost okna a p°edpokládejme, ºe v kaºdém
okn¥ se vyskytne práv¥ jeden marker. Aby bylo moºné docílit k-detekovatelnosti,
musí být proto spln¥na podmínka

(m+ 1)k ≥ k ·mk−1,

Pro m = 4 a k = 9 platí

59 = 1953125 ≥ 589824 = 9 · 48,

Poznámka. P°i vyjád°ení pozice marker· pomocí £íselné soustavy o základu m
lze sestrojit pozi£ní kód θ : {0, . . . , k ·mk−1 − 1} → {0, . . . ,m− 1} ∪ {•}.

1.2 Kódování pozice s vyuºitím De Bruijnovy po-
sloupnosti

Vyuºití De Bruijnovy posloupnosti je p°ímo£aré °e²ení vedoucí ke konstrukci po-
zi£ního kódu na p°ímce s maximální moºnou hodnotou d, která je ov²em vy-
koupena £asov¥ náro£ným dekódováním. V dal²ím budeme vyuºívat následující
de�nice:
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De�nice. Bu¤ A abeceda, | A |= q, l = qn. Potom q-ární posloupnost

a0, a1, . . . , al−1

s vlastností, ºe se libovolná q-ární posloupnost délky n vyskytne práv¥ jednou jako
podposloupnost ai, ai+1, . . . , ai+l−1, kde i ∈ {0, . . . , l − 1} a v indexech s£ítáme
modulo l, nazveme De Bruijnovou posloupností °ádu n.

Dále budeme vyuºívat posloupnost, jejíº název je p°evzatý z [1].

De�nice. Bu¤ A abeceda, | A |= q, n ≤ l. Potom q-ární posloupnost

a0, a1, . . . , al−1

s vlastností, ºe se libovolná q-ární posloupnost délky n vyskytne nejvý²e jednou
jako podposloupnost ai, ai+1, . . . , ai+l−1, kde i ∈ {0, . . . , l−1} a v indexech s£ítáme
modulo l, nazveme kvazi De Bruijnovou posloupností °ádu n.

Obrázek 1.1: Kvazi De Bruijnova posloupnost délky l

Pozorování 1.5. Platí, ºe je-li P De Bruijnova posloupnost °ádu n, pak je P
také kvazi De Bruijnova posloupnost °ádu n.

1.2.1 Konstrukce De Bruijnovy posloupnosti

Uvaºujme, ºe q je prvo£íslo a n ∈ N. Konstrukci q-ární kvazi De Bruijnovy po-
sloupnosti °ádu n lze provést s vyuºitím lineárního posuvného registru se zp¥tnou
vazbou (LFSR).

P°ipome¬me n¥které poznatky z teorie kone£ných t¥les. Bu¤

f(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c1x+ c0,

kde c0, . . . , cn−1 ∈ Fq, n¥jaký primitivní polynom nad Fq. Zvolme pevn¥ prvních n
£len· (a1, . . . , an) z Fq. �leny (a1, . . . , an) a f(x) jednozna£n¥ ur£ují q-ární kvazi
De Bruijnovu posloupnost °ádu n a délky qn − 1, kterou ozna£íme a1, . . . , aqn−1.
Polynom f(x) vyjad°uje rekurzivní vztah pro £leny této posloupnosti:

an+j = −cn−1an−1+j − . . .− c1a1+j − c0aj (mod q),

kde j = 0, 1, 2, . . . a v indexech s£ítáme modulo qn − 1.
Polynomu f(x) se °íká charakteristický polynom posloupnosti a1, . . . , aqn−1.

Zd·razn¥me, ºe posloupnost a1, . . . , aqn−1 si p°edstavujeme jako cyklus, tzn. po
prvku aqn−1 následují prvky a1, a2, . . . .
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De�nice. Bu¤ A = a1, . . . , al kvazi De Bruijnova posloupnost °ádu n. Kaºdou
n-tici po sob¥ jdoucích prvk· A nazveme stav a ozna£íme sx = (ax, . . . , ax+n−1),
kde x ∈ {1, . . . , l}.

Posloupnosti (a1, . . . , an) z p°edchozí konstrukce budeme °íkat po£áte£ní stav.

Lemma 1.6. Bu¤ a1, . . . , aqn−1 q-ární kvazi De Bruijnova posloupnost °ádu n
s po£áte£ním stavem (a1, . . . , an) = (0, . . . , 0, 1), kterou jsme vygenerovali pomocí
LFSR s vyuºitím primitivního polynomu f(x) nad Fq. Poloºíme-li a0 = 0, je
posloupnost a0, a1, . . . , aqn−1 De Bruijnova posloupnost °ádu n.

D·kaz. Dle de�nice De Bruijnovy posloupnosti je t°eba dokázat, ºe se libo-
volná q-ární posloupnost délky n vyskytne práv¥ jednou jako podposloupnost
ai, . . . , ai+qn−1, kde i ∈ N0 a v indexech po£ítáme modulo qn. S novým prv-
kem a0 = 0 p°idáme do posloupnosti a1, . . . , aqn−1 také nové podposloupnosti
aqn−n+k, . . . , aqn−1+k, kde k ∈ {1, . . . , n}. Na²ím úkolem bude ukázat, ºe se tyto
nové podposloupnosti nikde v posloupnosti a0, . . . , aqn−1 neopakují. P°ipome¬me,
ºe v indexech s£ítáme modulo qn.

V p°ípad¥ k = n víme, ºe posloupnost a0, . . . , an−1 = 0, . . . , 0, a tedy z d·vo-
du konstrukce pomocí LFSR se v p·vodní posloupnosti a1, . . . , aqn−1 nevyskyt-
ne. Uvaºujme k ∈ {1, . . . , n − 1} a posloupnosti aqn−n+k, . . . , aqn−1. V p·vod-
ní posloupnosti po kaºdé z t¥chto posloupností následuje posloupnost nul délky
n− k. P·vodní posloupnost je kvazi De Bruijnova °ádu n a délky qn − 1, jinými
slovy posloupnosti délky n tvaru aqn−n+k, . . . , aqn−1, 0, . . . , 0 se v ní vyskytnou
práv¥ jednou. Jelikoº jsme p°idali prvek a0 = 0, platí op¥t, ºe po posloupnos-
ti aqn−n+k, . . . , aqn−1 následuje n − k nulových £len·, tzn. výsledná posloupnost
a0, . . . , aqn−1 je skute£n¥ De Bruijnova °ádu n.

1.2.2 Pozi£ní kód na p°ímce

Pro porovnání s p°edchozí sekcí o kódování pomocí marker· uvaºujme, ºe máme
k dispozici 5 symbol·, tzn. q = 5, a n = 9. Zvolme f(x) = x9 + 2x4 + 3. Dle [4] je
f(x) primitivní polynom nad F5. Zvolme dále po£áte£ní stav (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)
a pomocí vztahu a9+i = 3a4+i + 2ai (mod 5) vygenerujme kvazi De Bruijnovu
posloupnost a1, . . . , a59−1 °ádu 9. P°idáním £lenu a0 = 0 p°ed po£áte£ní stav
obdrºíme dle Lemma 1.6 De Bruijnovu posloupnost °ádu 9.

Uvaºujme op¥t, ºe osa x je svislice a na jejích celo£íselných bodech chceme
de�novat pozi£ní kód. Na základ¥ konstrukce z p°edchozího odstavce de�nujme
zobrazení

χ : {0, . . . , 59 − 1} → {0, 1, 2, 3, 4}
x 7→ ax.

Na zobrazení χ lze z°ejm¥ pohlíºet jako na 5-ární De Bruijnovou posloupnost
{χ(x)}59−1x=0 °ádu 9.

Lemma 1.7. Ze znalosti libovolných 9 po sob¥ jdoucích £len· posloupnosti χ,
které si ozna£íme ξ0, . . . , ξ8, lze jednozna£n¥ ur£it takové x ∈ {0, . . . , 95 − 1}, ºe
ξ0 = χ(x), . . . , ξ8 = χ(x+ 8).
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D·kaz. Uvaºujme libovolnou podposloupnost posloupnosti χ délky 9 a
ozna£me její £leny ξ0, . . . , ξ8. Pozi£ní kód χ byl de�nován tak, ºe pro
ξ0, . . . , ξ8 = 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 dostaneme okamºit¥ x = 0 a pro ξ0, . . . , ξ8 =
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1 obdrºíme x = 1.

V ostatních p°ípadech budeme postupovat následujícím zp·sobem. Na
ξ0, . . . , ξ8 se budeme dívat jako na stav LFSR ur£eného polynomem f(x) =
x9 + 2x4 + 3. Ozna£me si tento stav sx a poloºme s1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1).
Do LFSR nejprve vloºíme stav s1 a následn¥ budeme generovat následující stavy
tak dlouho, dokud se nedostaneme do stavu sx, coº je vyjád°eno v Algoritmu 1.
Tento algoritmus skon£í po k cyklech, kde k ≤ (59−10), jelikoº χ je De Bruijnova
posloupnost. Pro hledanou sou°adnici z°ejm¥ platí x = k + 1.

Dekódování pozi£ního kódu χ ilustrujeme pomocí algoritmu, který byl nazna-
£en v d·kazu p°edchozího lemmatu. Ozna£ením si[j], j ∈ {1, . . . , 9} rozumíme
prvek na j-té pozici stavu si.

Algoritmus 1 Dekódování pozi£ního kódu na p°ímce χ

vstup: s1, s ∈ {0, 1, 2, 3, 4}9
výstup: x ∈ {0, . . . , 59 − 1} takové, ºe s = sx

i := 1
si := (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)
if s = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) then

return 0
else

while si 6= s do
novy := 2si[1] + 3si[5] (mod 5)
pomocny := si
i := i+ 1
for j = 1→ 8 do

si[j] := pomocny[j + 1]
end for
si[9] := novy

end while
return i

end if

Díky p°edchozímu lemmatu m·ºeme jiº bez d·kazu uvést následující tvrzení.

Tvrzení 1.8. Zobrazení χ je 9-detekovatelný pozi£ní kód na p°ímce.

Poznámka. Dle [3] trvá výpo£et nového 16 bitového stavu binárního LFSR po-
mocí b¥ºn¥ dostupné £ipové karty Mifare 9, 44µs. Budeme-li p°edpokládat, ºe
výpo£et nového stavu v Algoritmu 1 trvá p°ibliºn¥ stejnou dobu, bude trvat de-
kódování pozice pozi£ního kódu na p°ímce χ v nejhor²ím p°ípad¥ p°ibliºn¥ 18 s,
tzn. v pr·m¥ru zhruba 9 s, coº je velmi dlouhá doba. Pozi£ní kód χ tedy není
p°íli² vhodný pro praktické vyuºití.
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2. Pozi£ní kód na plo²e

Uvaºujme soustavu sou°adnic v rovin¥ R2 s po£átkem v bod¥ (0, 0) a celo£íselné
body v obdélníku o vrcholech (0, 0), (d, 0), (d, s) a (0, s) pro n¥jaká p°edem daná
p°irozená £ísla d a s.

De�nice. Zobrazení z mnoºiny celo£íselných bod· φ : {0, . . . , d} × {0, . . . , s} →
{0, 1}2 se nazývá pozi£ní kód.

De�nice. Bu¤ k > 0. Pro v²echna (x, y) ∈ {0, . . . , d−k+ 1}×{0, . . . , s−k+ 1}
de�nujeme k-okno v bod¥ (x, y) jako mnoºinu

D(k)
x,y = {(x+ i, y + j) ∈ N0 × N0 | 0 ≤ i, j ≤ k − 1} .

Budeme pracovat s pozi£ními kódy, které umoº¬ují jednozna£n¥ ur£it sou°ad-
nice bod· v k-okn¥ ze znalosti jeho obrazu. Tuto d·leºitou vlastnost popisuje
následující de�nice.

De�nice. Pozi£ní kód φ je k-detekovatelný, pokud pro v²echnaD(k)
x,y ⊆ {0, . . . , d}×

{0, . . . , s} lze ze znalosti φ �
D

(k)
x,y

jednozna£n¥ ur£it (x, y).

Následující de�nice navazuje na de�nici kvazi De Bruijnovy posloupnosti z p°ed-
chozí kapitoly. Kvazi De Bruijnovu posloupnost arity q, °ádu n a délky l budeme
zna£it Q(q, n, l).

De�nice. Uvaºujme kvazi De Bruijnovu posloupnost a0, . . . , al−1. Posloupnost
ai, ai+1, . . . , ai+l−1, kde s£ítáme indexy modulo l, nazveme i-tým posunutím po-
sloupnosti a0, . . . , al−1. Indexu i budeme °íkat pozi£ní £íslo.

Je z°ejmé, ºe i-té posunutí kvazi De Bruijnovy posloupnosti Q(q, n, l) je op¥t
kvazi De Bruijnova posloupnost. Pozi£ní £íslo pro nás bude d·leºité p°i kódování
a dekódování.

Pozorování 2.1. Z de�nice kvazi De Bruijnovy posloupnosti je vid¥t, ºe pozi£ní
£íslo i je jednozna£n¥ ur£eno prvními n £leny i-tého posunutí.

Vý²e uvedené de�nice nyní ilustrujeme na pozi£ním kódu patentovaném v [6].
Tento p°íklad slouºí k popsání dvou zp·sob· kódování vyuºitých pro kódování
sou°adnic x a y.

2.1 Anoto Pattern: základní verze

V této sekci popí²eme pozi£ní kód, jehoº vlastnosti a postup p°i dekódování jsou
nazna£eny v [6], patentu �rmy Anoto. Konstrukce pozi£ního kódu je v tomto
patentu zaloºena na kvazi De Bruijnových posloupnostech, p°i£emº uvedený p°í-
klad vyuºívá posloupnost Q(2, 4, 7). P°i volb¥ obvyklé (dle [6]) jednotkové vzdá-
lenosti 300µm bychom, jak pozd¥ji uvidíme, dokázali zakódovat plochu obdélníku
o rozm¥rech 28, 8mm × 299, 7mm. Tento rozm¥r je pro praktické vyuºití zjevn¥
nevhodný.
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P°edstavme si nyní, ºe v soustav¥ sou°adnic v rovin¥ R2 s po£átkem v bod¥
(0, 0) je osa x orientována svisle s hodnotami nar·stajícími sm¥rem dol·, zatímco
na k ní kolmé vodorovné ose y se hodnoty zvy²ují ve sm¥ru zleva doprava.

Poloºme d = 999, s = 96 a k = 4. Pro p°ehlednost ozna£meO = {0, . . . , 999}×
{0, . . . , 96}. V následujících odstavcích se tudíº budeme v¥novat konstrukci 4-
detekovatelného pozi£ního kódu φ : O → {0, 1}2. Pro tento ú£el si zade�nujeme
n¥kolik dal²ích objekt·. Mnoºinu D(4)

x,y budeme v této kapitole zna£it Dx,y a na-
zývat okno.

De�nice. Mnoºinám

Om,n = {(4m+ i, 3n+ j) | (m,n) ∈ {0, . . . , 249} × {0, . . . , 31}, 0 ≤ i, j ≤ 3}

budeme °íkat speciální okna.

Uv¥domme si, ºe Om,n = D4m,3n. Z celo£íselných bod· O lze vytvo°it 1000 ·
96/12 = 8000 r·zných speciálních oken, p°i£emº kaºdá dv¥ sousední speciální
okna Om,n a Om,n+1 ve vodorovném sm¥ru y mají netriviální pr·nik, jímº je mno-
ºina {(4m+ i, 3(n+ 1)) | 0 ≤ i ≤ 3}.

2.2 Konstrukce pozi£ního kódu

Pozi£ní kód φ je v patentu [6] konstruován pomocí následující binární kvazi
De Bruijnovy posloupnosti Q(2, 4, 7):

0, 0, 0, 1, 0, 1, 0.

Ozna£me si ji písmenem P a její £leny postupn¥ jako a0, . . . , a6 .
Uvaºujme bod (x, y) ∈ {0, . . . , 999} × {0, . . . , 96}. Jeho hodnotu φ(x, y) bu-

deme hledat ve tvaru
φ(x, y) =

(
aα(x)+y, aβ(y)+x

)
,

kde v indexech s£ítáme modulo 7 a β a α jsou vhodn¥ zvolená zobrazení, která
postupn¥ sou°adnicím x a y p°i°azují pozi£ní £ísla:

α : {0, . . . , 999} → {0, . . . , 6} ,

β : {0, . . . , 96} → {0, . . . , 6} .

De�nice. Posloupnost pozi£ních £ísel {α(x)}dx=0 nazveme startovní posloupnos-
tí ve sm¥ru x a posloupnosti pozi£ních £ísel {β(y)}sy=0 budeme °íkat startovní
posloupnost ve sm¥ru y.

Vyjád°ení, ve kterém hledáme hodnotu bodu (x, y) p°i zobrazení φ poukazuje
na podobu budovaného pozi£ního kódu. Kód φ si m·ºeme p°edstavit jako postup-
né zapisování β(y)-tého posunutí posloupnosti P opakovan¥ za sebou do sloupc·
o délce s + 1 = 1000 a podobn¥ i α(x)-tého posunutí posloupnosti P do °ádk·
délky d+ 1 = 97. Získáme tak matici M = (mxy) nad Z2

2 o rozm¥rech 1000× 97,
mxy = φ(x, y) = (aα(x)+y, aβ(y)+x, ), kde x a y po£ítáme od nuly. Vidíme, ºe pro
n¥jaké pevné (x, y) není φ �Dx,y nic jiného neº £tvercová podmatice matice M
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o rozm¥rech 4× 4, tzn. φ �Dx,y= R = (rkl), rkl = φ(x+ k, y + l), 0 ≤ k, l ≤ 3.
Pro za£átek poznamenejme, ºe budeme vyuºívat vyjád°ení x = 4m + q,

q ∈ {0, 1, 2, 3}, které nám °íká, ºe bod (x, y) leºí v m-tém speciálním okn¥ ve
svislém sm¥ru x. Celkový po£et speciálních oken ve sm¥ru x je 1000/4 = 250.
Obdobn¥ vyjád°ení y = 3n + r, r ∈ {0, 1, 2}, indikuje n-té speciální okno ve
vodorovném sm¥ru y, jejichº celkový po£et je (97− 1)/3 = 32.

V¥nujme se nyní konstrukci zobrazení β. Do startovní posloupnosti β chceme
vloºit informaci o sou°adnici y bodu (x, y). Konkrétn¥ bude β vyjad°ovat, v ja-
kém speciálním okn¥ O•,n bod (x, y) leºí a na kterém míst¥ (ze £ty° moºných) se
v rámci tohoto okna nachází (r). K prvnímu vyuºijeme následující z°ejmé lemma.

Lemma 2.2. Kaºdý prvek n ∈ {0, . . . , 31} lze jednozna£n¥ vyjád°it ve tvaru

n = b2 · 8 + b1 · 2 + b0 · 1,

kde b0 ∈ {0, 1} a b1, b2 ∈ {0, 1, 2, 3}.
Poznámka. Vyjád°ení z Lemmatu 2.2 se také nazývá zápisem ve smí²ené bázi
{8, 2, 1}.

Pro dal²í pouºití si ke koe�cient·m z Lemmatu 2.2 p°idáme je²t¥ index ozna£u-
jící vyjad°ovaný prvek, £ili pro n ∈ {0, . . . , 31} budeme psát n = 8b2,n+2b1,n+b0,n.
Tento zápis je nezbytný pro vyjád°ení vztah· mezi koe�cienty pro r·zná n.

Lemma 2.3. Nech´ n = 8b2,n + 2b1,n + b0,n, n ∈ {0, . . . , 31} je zápis ve smí²ené
bázi {8, 2, 1} dle Lemma 2.2. Potom platí

b0,n+1 = b0,n + 1 (mod 2),

b1,n+1 = b0,n + b1,n (mod 4).

D·kaz. Koe�cient b0,n vyjad°uje, zda-li je n sudé nebo liché £íslo. Pro n+ 1 tedy
dostaneme b0,n+1 = b0,n + 1 (mod 2).

Pro n ∈ {0, . . . , 30} platí n+ 1 = 8b2,n + 2b1,n + b0,n + 1 = 8b2,n+1 + 2b1,n+1 +
b0,n+1. Je-li b0,n = 0, pak z prvního dokazovaného vztahu dostaneme b0,n+1 = 1, a
tedy 8b2,n + 2b1,n = 8b2,n+1 + 2b1,n+1, tzn. b1,n = b1,n + b0,n = b1,n+1 (mod 4).

Je-li b0,n = 1, pak b0,n+1 = 0 a 8b2,n + 2b1,n + 2 = 8b2,n+1 + 2b1,n+1, tzn.
b1,n + 1 = b1,n + b0,n = b1,n+1 (mod 4).

Kódování pozice je ve vodorovném sm¥ru y realizováno pomocí rozdíl· sou-
sedních pozi£ních £ísel tvo°ících startovní posloupnost β, kterou de�nujeme ná-
sledovn¥.

Bu¤ n ∈ {0, . . . , 31} a n = 8b2,n+2b1,n+b0,n vyjád°ení z Lemmatu 2.2. Zvolme
β(0) libovoln¥ z {0, . . . , 6}. Známe-li β(3n), de�nujeme

β(3n+ 1) = β(3n) + b2,n + 3 (mod 7),

β(3n+ 2) = β(3n+ 1) + b1,n + 3 (mod 7),

β(3n+ 3) = β(3n+ 2) + b0,n + 1 (mod 7).

Ozna£me si

δ2,n =β(3n+ 1)− β(3n) = b2,n + 3 (mod 7),

δ1,n =β(3n+ 2)− β(3n+ 1) = b1,n + 3 (mod 7),

δ0,n =β(3n+ 3)− β(3n+ 2) = b0,n + 1 (mod 7).
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Pozorování 2.4. Pro v²echna n ∈ {0, . . . , 31} platí

3 ≤ δ2,n ≤ 6,

3 ≤ δ1,n ≤ 6,

1 ≤ δ0,n ≤ 2.

Konstanty 3, 3, 1 si pro p°ehlednost pojmenujme po °ad¥ ∆2,∆1,∆0.

Pozorování 2.5. ∆2 + ∆1 + ∆0 = 0 (mod 7).

Je dobré si v tuto chvíli uv¥domit, ºe p°i dekódování budeme mít k dispozici
£tvercovou matici R = φ �Dx,y . Poloºíme-li m = bx/4c a n = by/3c, bude rovnost
Dx,y = O4m,3n platit pouze v 1/12 p°ípad·.

Omezíme-li se v této p°edstav¥ na sou°adnici y, bude platit y = 3n jen pro
1/3 p°ípad·. Pro ur£ení posunutí R vzhledem k φ �O•,n ve vodorovném sm¥ru y je
tedy ºádoucí odli²it jeden ze t°í rozdíl· pozi£ních £ísel od ostatních. Z Pozorování
2.4 je vid¥t, ºe je tento poºadavek spln¥n.

Lemma 2.6. Pro v²echna y ∈ {0, . . . , 96} platí

β(y) = β(3n+ r) = β(3n) +
r−1∑
i=0

(b2−i,n + ∆2−i) (mod 7),

kde

β(3n) = β(0) +
n−1∑
j=0

(b0,j + b1,j + b2,j) (mod 7).

D·kaz. Výpo£ty budeme provád¥t v Z7 a budeme postupovat indukcí podle n.
Z de�nice zobrazení β pro n = 0 a n = 1 plyne

β(1) = β(0) + b2,0 + ∆2,

β(2) = β(1) + b1,0 + ∆1 = β(0) + b2,0 + ∆2 + b1,0 + ∆1

= β(0) +
1∑
i=0

(b2−i,0 + ∆2−i),

β(3) = β(2) + b0,0 + ∆0 = β(0) +
2∑
i=0

b2−i,0 +
2∑
i=0

∆2−i

= β(0) + b0,0 + b1,0 + b2,0.

Zvolíme induk£ní p°edpoklad, ºe pro n ≥ 0 platí

β(3n) = β(0) +
n−1∑
j=0

(b0,j + b1,j + b2,j),

β(3n+ 1) = β(3n) + b2,n + ∆2,

β(3n+ 2) = β(3n) +
1∑
i=0

(b2−i,n + ∆2−i).

11



Ov¥°me nyní dokazované rovnosti pro n+1. S vyuºitím de�nice β a induk£ního
p°edpokladu dostaneme

β(3(n+ 1)) = β(3n+ 2) + b0,n + ∆0 = β(3n+ 1) + b1,n + ∆1 + b0,n + ∆0

= β(3n) + b2,n + ∆2 + b1,n + ∆1 + b0,n + ∆0

= β(0) +
n−1∑
j=0

(b0,j + b1,j + b2,j) + b0,n + b1,n + b2,n

= β(0) +
n∑
j=0

(b0,j + b1,j + b2,j),

β(3(n+ 1) + 1) = β(3(n+ 1)) + b2,n+1 + ∆2,

β(3(n+ 1) + 2) = β(3(n+ 1) + 1) + b1,n+1 + ∆1

= β(3(n+ 1)) +
1∑
i=0

(b2−i,n+1 + ∆2−i).

Ke konstrukci pozi£ního kódu nám je²t¥ zbývá de�novat zobrazení α. Vý²e by-
lo zmín¥no, ºe ve svislém sm¥ru x disponujeme 250 speciálními okny. Z°ejm¥ platí:

Lemma 2.7. Kaºdý prvek m ∈ {0, . . . , 249} lze jednozna£n¥ vyjád°it ve tvaru

m = c3 · 50 + c2 · 10 + c1 · 2 + c0 · 1,

kde c0 ∈ {0, 1} a c1, c2, c3 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Ke koe�cient·m si p°idáme index vyjad°ovaného £ísla, který umoºní popsat
vztahy koe�cient· pro r·zná m.

Lemma 2.8. Nech´ m = 50c3,m+10c2,m+2c1,m+ c0,m, m ∈ {0, . . . , 249} je zápis
ve smí²ené bázi {50, 10, 2, 1} dle Lemma 2.7. Potom platí

c0,m+1 = c0,m + 1 (mod 2),

c1,m+1 = c0,m + c1,m (mod 5),

c2,m+1 =

{
c2,m + 1 (mod 5) práv¥ tehdy, kdyº c0,m = 1 a c1,m = 4,
c2,m jinak .

D·kaz. První dva vztahy se dokáºí podobn¥ jako Lemma 2.3.
Poslední vztah je pozorování plynoucí z vlastností vyjád°ení dle Lemma 2.7.

Bu¤m ∈ {0, . . . , 249} am = 50c3,m+10c2,m+2c1,m+c0,m vyjád°ení z Lemmatu
2.7. Potom de�nujeme

α(4m) = c3,m + 2,

α(4m+ 1) = c2,m + 2,

α(4m+ 2) = c1,m + 2,

α(4m+ 3) = c0,m.
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Ze stejného d·vodu, jaký byl popsán v p°ípad¥ zobrazení β, je i jeden z kaºdé
£tve°ice po sob¥ jdoucích £len· startovní posloupnosti ve sm¥ru x odli²en od
ostatních.

Pozorování 2.9. Pro zobrazení α platí

α(4n), α(4n+ 1), α(4n+ 2) ∈ {2, . . . , 6},

α(4n+ 3) ∈ {0, 1}.

Pro dal²í pouºití si ozna£íme Θ0 = 0 a Θ1 = Θ2 = Θ3 = 2.

Lemma 2.10. Pro v²echna x ∈ {0, . . . , 999} platí

α(x) = α(4m+ q) = c3−q,m + Θ3−q.

D·kaz. Plyne z de�nice α.

Posloupnosti α a β ur£ují posunutí posloupnosti P postupn¥ na za£átcích x-
tého °ádku a y-tého sloupce. Z toho φ(0, 0) = (aα(0), aβ(0)). Pro pevné x se kv·li
kódování první sou°adnice budeme muset posunout v opakování posloupnosti P
vodorovn¥ v x-tém °ádku o y. Naopak za�xujeme-li hodnotu y, bude t°eba se
v p°ípad¥ druhé sou°adnice posunout svisle v y-tém sloupci je²t¥ o x na úro-
ve¬ prvního znaku (β(y) + x)-tého posunutí posloupnosti P . Nakonec skute£n¥
dostaneme

φ(x, y) =
(
aα(x)+y, aβ(y)+x

)
,

kde v indexech s£ítáme modulo 7.

P°íklad 1. Nyní si ukáºeme konstrukci pozi£ního kódu φ na plo²e o velikosti
64 jednotkových vzdáleností. Uvaºujme, ºe x, y ∈ {0, . . . , 7}. Zvolme β(0) = 0
a p°ipome¬me, ºe δi,n = bi,n + ∆i, i ∈ {0, 1, 2}, kde ∆2 = ∆1 = 3 a ∆0 = 1. Pro
koe�cienty z vyjád°ení n = 0 platí b2,0 = 0, b1,0 = 0, b0,0 = 0, pro n = 1 platí
b2,1 = 0, b1,1 = 0, b0,1 = 1 a pro n = 2 je b2,2 = 0, b1,2 = 1, b0,2 = 0, coº vyuºijeme
pro výpo£et hodnot startovní posloupnosti β v Tabulce 2.1.

y n δ2,n δ1,n δ0,n β(y)
0 0 3 − − 0
1 0 − 3 − 3
2 0 − − 1 6
3 1 3 − − 0
4 1 − 3 − 3
5 1 − − 2 6
6 2 3 − − 1
7 2 − 4 − 4

Tabulka 2.1: Startovní posloupnost ve sm¥ru y
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Na²ím cílem je sestrojit matici F = (fxy) takovou, aby fxy = φ(x, y). Budeme-
li zapisovat posloupnost P , do sloupe£k· s po£áte£ním posunutím β(y), dostane-
me matici druhých sou°adnic F , kterou ozna£íme jako F 2:

F 2 =

0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 0 0

Matici prvních sou°adnic F ozna£íme jako F 1. Pro m = 0 platí c3,0 = 0, c2,0 =
0, c1,0 = 0, c0,0 = 0 a pro m = 1 máme c3,1 = 0, c2,1 = 0, c1,1 = 0, c0,1 = 1. M·ºeme
tedy psát hodnoty α(x) do Tabulky 2.2.

x m α(x)
0 0 2
1 0 2
2 0 2
3 0 0
4 1 2
5 1 2
6 1 2
7 1 1

Tabulka 2.2: Startovní posloupnost ve sm¥ru x

Budeme-li nyní zapisovat P do °ádk· s po£áte£ním posunutím α(x), obdrºíme
matici F 1 a následn¥ i F :

F 1 =

0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0

, F =

(0, 0) (1, 1) (0, 0) (1, 0) (0, 1) . . .
(0, 0) (1, 0) (0, 0) (1, 0) (0, 0) . . .
(0, 0) (1, 1) (0, 0) (1, 0) (0, 1) . . .
(0, 1) (0, 0) (0, 0) (1, 1) (0, 0) . . .
...

...
...

...
... . . .

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Poznámka. Gra�cká podoba pozi£ního kódu �rmy Anoto má formu ti²t¥ných
znak· − te£ek, které zaujímají v·£i my²leným celo£íselným bod·m jednu ze £ty°
poloh odpovídající £ty°em moºným hodnotám. Z Obrázku 2.1 je patrné, ºe jeden
znak je nositelem dvou bit· informace.

Poznámka. Uvaºujme matici F = (fxy) z p°edchozího p°íkladu. Ozna£me jako
F ′ £tvercovou podmatici typu 4×4 z jejího horního levého rohu. Gra�cká podoba
matice F ′ je znázorn¥na na Obrázcích 2.2 a 2.3.
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(1,1)                    (0,1)           (1,0)           (0,0) 

Obrázek 2.1: Gra�cká podoba pozi£ního kódu

Obrázek 2.2: Gra�cká podoba F ′ s pomocnou m°íºkou

Obrázek 2.3: Gra�cká podoba F ′ bez pomocné m°íºky

Na produktech �rmy Anoto, coº je nap°íklad list papíru ur£ený pro psaní
elektronickým perem, se tiskne pouze pozi£ní kód ve form¥ te£ek, tzn. bez m°íºky
jako na Obrázku 2.3. Obrázky jsou zv¥t²ené, tzn. na reálném papí°e je vzdálenost
sousedních m°íºkových bod· z Obrázku 2.2 pouhých 300µm.

2.3 Dekódování pozice

Nyní vyloºíme postup, jakým ze znalosti matice φ �Dx,y ur£íme (x, y). Matici
φ �Dx,y , kterou máme p°i dekódování k dispozici, jsme si jiº d°íve ozna£ili R =

(rkl), rkl ∈ {0, 1}2.
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Prvky matice R jsou tedy dvojice £ísel ze Z2. Pro pot°eby dekódování z této
matice odvodíme dv¥ pomocné matice R1 a R2 takovým zp·sobem, ºe matici R1

budou tvo°it první sou°adnice prvk· R a podobn¥ v p°ípad¥ matice R2 se omezíme
na druhé sou°adnice prvk·R. Uvaºujme projekce p1 a p2 z {0, 1}2 do {0, 1} takové,
ºe p1(u, v) = u a p2(u, v) = v, a poloºme R1 = (p1(rkl)) a R2 = (p2(rkl)). Vidíme,
ºe matice R1 a R2 mají rovn¥º rozm¥ry 4× 4.

P°i dekódování nalezneme jako první sou°adnici y, a to ve známém tvaru y =
3n + r. Postup k jejímu nalezení vychází z vlastností posloupnosti β, respektive
posloupnosti rozdíl· jejích sousedních £len·.

De�nice. Posloupnosti δ2,0, δ1,0, δ0,0, δ2,1, δ1,1δ0,1, . . . , δ2,31, δ1,31, δ0,31 budeme °íkat
posloupnost rozdíl· a budeme ji zna£it D.

Také si na tomto míst¥ p°ipome¬me vlastnost zobrazení β, kterou budeme p°i
dekódování rovn¥º pouºívat.

Pozorování 2.11. Pro v²echna n ∈ {0, . . . , 32}, kde n = 8b2,n + 2b1,n + b0,n
a i ∈ {0, 1, 2}, platí bi,n = δi,n −∆i (mod 7).

Z Pozorování 2.4 je patrné, ºe jednotlivé £leny posloupnosti rozdíl· leºí v jedné
ze dvou r·zných mnoºin: V = {3, 4, 5, 6} aM = {1, 2}. V posloupnosti D dochází
k pravidelnému st°ídání dvou prvk· z mnoºiny V a jednoho prvku z mnoºiny M .
Podívejme se pro ilustraci na za£átek posloupnosti D. Z Pozorování 2.4 dostáváme,
ºe b2,0 ∈ V , b1,0 ∈ V a b0,0 ∈ M , a tedy, nahradíme-li schematicky kaºdý £len
posloupnosti D ozna£ením mnoºiny, ve které se nachází, dostaneme opakování
V, V,M, V, V,M, V, V,M, V, V,M, V, V,M, . . .

P°i zji²´ování sou°adnice y vyuºijeme £tvercovou maticí R2. Prvky R2 = (r2kl)
jsou £ísla z {0, 1} a na její sloupce se m·ºeme dívat jako na posloupnosti z {0, 1}4,
jeº si ozna£íme následujícím zp·sobem:

r20 =


r200
r210
r220
r230

 , r21 =


r201
r211
r221
r231

 , r22 =


r202
r212
r222
r232

 , r23 =


r203
r213
r223
r233


Jelikoº n = 4 (uvaºujeme n z de�nice kvazi De Bruijnovy posloupnosti), tak

díky zp·sobu, jakým jsme zkonstruovali pozi£ní kód, a Pozorování 2.1, kaºdá
z t¥chto posloupností jednozna£n¥ ur£uje n¥jaké pozi£ní £íslo. K jeho ur£ení nám
poslouºí Tabulka 2.3, ve které jsme si o£íslovali podposloupnosti délky £ty°i tak,
jak jdou za sebou v posloupnosti a0, a1, . . . , a6, a0, a1, a2, kde a0, . . . , a6 = P . Toto
o£íslování jsme vyjád°ili bijekcí

ϕ :




0
0
0
1

 ,


0
0
1
0

 ,


0
1
0
1

 ,


1
0
1
0

 ,


0
1
0
0

 ,


1
0
0
0

 ,


0
0
0
0


→ {0, . . . , 6}.

Ozna£íme si nyní

ξ2 = ϕ(r21)− ϕ(r20) (mod 7),

ξ1 = ϕ(r22)− ϕ(r21) (mod 7),

ξ0 = ϕ(r23)− ϕ(r22) (mod 7).
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Posloupnost ri Pozi£ní £íslo ϕ(ri)
0001 0
0010 1
0101 2
1010 3
0100 4
1000 5
0000 6

Tabulka 2.3: Hodnoty zobrazení ϕ

Situace vypadá jako na Obrázku 2.4.

Obrázek 2.4: Schéma dekódování sou°adnice y

Získali jsme t°i rozdíly pozi£ních £ísel ξ2, ξ1, ξ0. Z konstrukce zobrazení β plyne,
ºe (ξ2, ξ1, ξ0) je podposloupnost posloupnosti rozdíl· D. Otázkou je, jakým £len·m
posloupnosti rozdíl· se prvky této podposloupnosti rovnají. Vý²e jsme diskutovali
o vlastnostech posloupnosti D, a tedy víme, ºe kaºdá trojice po sob¥ jdoucích £len·
D se skládá z dvou prvk· mnoºiny V a jednoho prvku z mnoºiny M , které jsou
uspo°ádány v po°adí V VM , VMV nebo MV V . O tom, který z uvedených t°ech
p°ípad· nastane, z°ejm¥ rozhoduje náleºení jednoho z prvk· trojice ξ2, ξ1, ξ0 do
mnoºiny M = {1, 2}.

Pokud ξ0 ∈M , nastává situace V VM . V tomto p°ípad¥ z úvah vý²e vyplývá
existence £ísla n z {0, . . . , 31} takového, ºe ξ0 = δ0,n, ξ1 = δ1,n, ξ2 = δ2,n. Jinými
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slovy z d·vodu nulového posunutí matice R ve vodorovném sm¥ru y v·£i matici
φ �O•,n je r = 0, a tedy y = 3n. S pomocí Pozorování 2.11 ur£íme koe�cienty bi,n,
i ∈ {0, 1, 2}, a n snadno dopo£ítáme z vyjád°ení n = 8b2,n+2b1,n+b0. Uv¥domme
si, ºe v dal²ích dvou p°ípadech zaznamenáme posunutí v·£i této ideální situaci, £ili
r > 0, a koe�cienty získané z rozdíl· ξ2, ξ1, ξ0 budou £áste£n¥ p°íslu²et n a n+ 1.
Podívejme se na tyto zbývající moºnosti podrobn¥ji.

V p°ípad¥, ºe ξ1 ∈ {1, 2}, nastává moºnost VMV a existuje takové
n z {0, . . . , 31}, ºe ξ2 = δ1,n, ξ1 = δ0,n a ξ0 = δ2,n+1. Pro posunutí platí r = 1.
Díky Pozorování 2.11 získáme koe�cienty b0,n, b1,n a b2,n+1 a z Lemma 2.3 ur£íme
zbylé koe�cienty b0,n+1, b1,n+1 pot°ebné k výpo£tu n + 1. Z této znalosti snadno
spo£teme také y = 3n+ 1.

Nakonec je-li ξ2 ∈ {1, 2}, a nastává tedy poslední varianta MV V , platí pro
n¥jaké n z {0, . . . , 31} ξ2 = δ0,n, ξ1 = δ2,n+1, ξ0 = δ1,n+1 a posunutí r = 2. Ze
znalosti b0,n spo£teme b0,n+1 pomocí Lemma 2.3 a snadno ur£íme y = 3n+ 2.

P°i dekódování sou°adnice x vyuºijeme matici R1 = (r1kl) a znalost sou°adnice
y. Sou°adnici x budeme hledat ve tvaru x = 4m + q. Princip dekódování bude
velmi podobný, ov²em nebudeme vyuºívat rozdíly pozi£ních £ísel, ale pouze po-
zi£ní £ísla samotná. Jako v p°ípad¥ posloupnosti rozdíl·, i startovní posloupnost
ve svislém sm¥ru x se vyzna£uje st°ídáním mnoºin, do kterých pat°í její £leny,
v pravidelném po°adí. Ozna£íme-li mnoºinyW = {2, . . . , 6} a Z = {0, 1} a zam¥-
níme £len posloupnosti α za název mnoºiny, ve které leºí, dostaneme posloupnost
W,W,W,Z,W,W,W,Z,W,W,W,Z, . . . .

Ozna£me si °ádky matice R1 podobn¥ jako sloupce R2 v p°ípad¥ y:

r10 = r100, r
1
01, r

1
02, r

1
03,

r11 = r110, r
1
11, r

1
10, r

1
13,

r12 = r120, r
1
21, r

1
22, r

1
23,

r13 = r130, r
1
31, r

1
32, r

1
33.

Znalost y nám pom·ºe p°i ur£ování p°íslu²ných £len· startovní posloupnosti
α, p°edstavuje totiº posunutí posloupnosti P zapisované opakovan¥ do zkouma-
ného °ádku. Aplikujme nyní bijekci ϕ na °ádky matice R1 a ode£t¥me p°íslu²né
posunutí o y. Výsledek ozna£me

ν3−i = ϕ(r1i )− y (mod 7), i ∈ {0, 1, 2, 3}.

Uv¥domme si, ºe (ν3, ν2, ν1, ν0) je podposloupnost startovní posloupnosti α.
Díky rozm¥r·m matice R1 budeme mít vºdy k dispozici £tve°ici pozi£ních £ísel,
která díky vý²e zmín¥né vlastnosti startovní posloupnosti jednozna£n¥ ur£í hod-
notu q.

Podobn¥ jako u dekódování sou°adnice y odpovídá ν0 ∈ Z situaci WWWZ
indikující q = 0. V takovém p°ípad¥ tedy lze °íci, ºe existuje m ∈ {0, . . . , 249}
takové, ºe ν3 = α(4m), ν2 = α(4m+1), ν1 = α(4m+2), ν0 = α(4m+3) a x = 4m.
K výpo£tu m vyuºijeme vyjád°ení m = 50c3,m + 10c2,m + 2c1,m + c0,m pomocí ko-
e�cient·, které snadno dopo£ítáme s vyuºitím následujícího d·sledku Lemmatu
2.10. Pro p°ehlednost zna£ení v n¥m budeme uvaºovat vyjád°ení x = 4m+ p.
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Pozorování 2.12. Pro v²echna m ∈ {0, . . . , 249} a p ∈ {0, 1, 2, 3} platí

c3−p,m = α(4m+ p)−Θ3−p (mod 7).

Pokud ν1 ∈ Z, nacházíme se v situaci WWZW , tzn. q = 1, a existuje
m ∈ {0, . . . , 249} takové, ºe ν3 = α(4m + 1), ν2 = α(4m + 2), ν1 = α(4m +
3), ν0 = α(4(m + 1)). Vidíme, ºe s pomocí Pozorování 2.12 obdrºíme koe�cienty
c2,m, c1,m, c0,m a c3,m+1. Budeme tedy vyjad°ovat £íslo m + 1, k jehoº výpo£tu
nám dopom·ºe Lemma 2.8. Podobn¥ tomu bude i v posledních dvou p°ípadech.
Nakonec snadno ur£íme x = 4m+ 1.

P°ípad ν2 ∈ Z ozna£íme jako WZWW . Máme q = 2 a existuje m ∈
{0, . . . , 249} takové, ºe ν3 = α(4m + 2), ν2 = α(4m + 3), ν1 = α(4(m + 1)), ν0 =
α(4(m+ 1) + 1). Zbytek je analogický k p°edchozímu p°ípadu a m·ºeme spo£ítat
x = 4m+ 2.

Nakonec je-li ν3 ∈ Z, jsme v situaci ZWWW , tzn. q = 3 a existuje m ∈
{0, . . . , 249} takové, ºe ν3 = α(4m+3), ν2 = α(4(m+1)), ν1 = α(4(m+1)+1), ν0 =
α(4(m+ 1) + 2) a x = 4m+ 3.

P°íklad 2. Nyní si p°edvedeme dekódování sou°adnic x a y na p°íkladu. P°ed-
pokládejme, ºe máme k dispozici matici

R =


(1, 0) (0, 0) (1, 0) (0, 0)
(0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
(0, 0) (0, 1) (1, 0) (0, 0)
(1, 0) (0, 0) (1, 1) (0, 0)

 .

Ozna£me si

R1 =


1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 1 0
1 0 1 0

 , R2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .

Nejprve vyuºijeme R2 k ur£ení sou°adnice y. Ozna£íme

ξ2 = ϕ


0
0
1
0

− ϕ


0
0
0
0

 (mod 7) = 1− 6 (mod 7) = 2 (mod 7),

ξ1 = ϕ


0
0
0
1

− ϕ


0
0
1
0

 (mod 7) = 0− 1 (mod 7) = 6 (mod 7),

ξ0 = ϕ


0
0
0
0

− ϕ


0
0
0
1

 (mod 7) = 6− 0 (mod 7) = 6 (mod 7).

Vidíme, ºe ξ2 ∈ {1, 2} = M a ξ1, ξ0 ∈ {3, 4, 5, 6} = V , a tedy jsme v situaci
MV V , kde bereme v úvahu posunutí r = 2. Z konstrukce φ víme, ºe pro n¥jaké
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n ∈ {0, . . . , 31} platí ξ2 = δ0,n = b0,n + 1, ξ1 = δ2,n+1 = b2,n+1 + 3 a ξ0 =
δ1,n+1 = b1,n+1 + 3. Z toho dostaneme b2,n+1 = 3, b1,n+1 = 3 a b0,n = 1. Z b0,n = 1
dopo£ítáme dle Lemma 2.3 b0,n+1 = 1+1 (mod 2) = 0 (mod 2). Nakonec n+1 =
8 · 3 + 2 · 3 + 0 = 30 a y = 3n+ r = 3 · 29 + 2 = 89.

Pro dekódování sou°adnice x budeme pot°ebovat matici R1 a znalost y = 89.
Zobrazení ϕ budeme aplikovat na °ádky matice R1. Ozna£íme si

ν3 = ϕ(1010)− y (mod 7) = 3− 89 (mod 7) = 5 (mod 7),

ν2 = ϕ(0000)− y (mod 7) = 6− 89 (mod 7) = 1 (mod 7),

ν1 = ϕ(0010)− y (mod 7) = 1− 89 (mod 7) = 3 (mod 7),

ν0 = ϕ(1010)− y (mod 7) = 3− 89 (mod 7) = 5 (mod 7).

Vzhledem k tomu, ºe ν2 ∈ {0, 1} = Z, jsme v situaci, kterou jsme si p°i
popisu dekódování ozna£ili jako WZWW , tzn. q = 2. Díky Pozorování 2.12
a z konstrukce pozi£ního kódu φ existuje m ∈ {0, . . . , 249} takové, ºe c1,m =
ν3 − 2 = 3, c0,m = ν2 = 1, c3,m+1 = ν1 − 2 = 1 a c2,m+1 = ν0 − 2 = 3. Dle Lem-
ma 2.8 dopo£ítáme c1,m+1 = c0,m + c1,m (mod 5) = 1 + 3 (mod 5) = 4 (mod 5)
a c0,m+1 = c0,m+1 (mod 2) = 0 (mod 2) a z tohom+1 = 50·1+10·3+2·4+0 = 88,
tzn. x = 4m+q = 4·87+2 = 350. Výsledné sou°adnice jsou tedy (x, y) = (89, 350).

D·sledek 2.13. Ze znalosti matice R lze jednozna£n¥ ur£it dvojici £ísel (x, y)
takovou, ºe R = φ �Dx,y= (φ(x+ i, y + j))0≤i,j≤3.

D·kaz. Jednozna£nost je vid¥t z popisu vý²e nebo z Algoritmu 2.

Z uvedeného d·sledku okamºit¥ plyne následující d·sledek:

D·sledek 2.14. Vý²e zkonstruované zobrazení φ je 4-detekovatelný pozi£ní kód.

Vý²e popsaný dekódovací algoritmus nyní uvedeme ve form¥ pseudokódu. Ma-
tici R = (rkl) budeme reprezentovat jako pole o rozm¥rech 4×8. Tuto reprezentaci
ozna£íme jako R∗ = (rk∗l∗) = (R∗[k∗, l∗]). V²echny prvky R∗ náleºí do Z2 a platí
rkl = (rk∗l∗ , rk∗(l∗+1)) pro kaºdé 0 ≤ k, l ≤ 3.

Jsou-li a, b dva °et¥zce bit·, budeme zápisem a ‖ b ozna£ovat operaci napojení
°et¥zce b na konec °et¥zce a, tzn. a ‖ b = ab.

Algoritmus 2 Dekódování sou°adnic x a y

vstup: pole R∗ o rozm¥rech [0, . . . , 3]× [0, . . . , 7]
výstup: dvojice sou°adnic (x, y)

function koefB0(e)
koefB0 = e+ 1 (mod 2)

end function
function koefB1(f, g)

koefB1 = f + g (mod 4)
end function
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function koefC1(f, g)
koefC1 = f + g (mod 5)

end function
function koefC2(f, g, h)

if f = 1 & g = 4 then
koefC2 = h+ 1 (mod 5)

else
koefC2 = h

end if
end function
function vypocetN(f, g, h)

vypocetN = 8f + 2g + h
end function
function vypocetM(e, f, g, h)

vypocetM = 50e+ 10f + 2g + h
end function

for i = 0→ 3 do
De�nuj prázdný °et¥zec si
for j = 0→ 3 do si := si ‖ R∗ [j, 2i+ 1]
end for

end for
for t = 0→ 2 do ξi := ϕ(s3−t)− ϕ(s2−t) (mod 7)
end for
if 1 ≤ ξ0 ≤ 2 then

b2 := ξ2 − 3
b1 := ξ1 − 3
b0 := ξ0 − 1
r := 0

else
if 1 ≤ ξ1 ≤ 2 then

b2 := ξ0 − 3
b1 := koefB1(ξ1 − 1, ξ2 − 3)
b0 := koefB0(ξ1 − 1)
r := 1

else
b2 := ξ1 − 3
b1 := ξ0 − 3
b0 := koefB0(ξ2 − 1)
r := 2

end if
end if
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if r > 0 then n := vypocetN(b2, b1, b0)− 1
else

n := vypocetN(b2, b1, b0)
end if
y := 3n+ r

for u = 0→ 3 do
De�nuj prázdný °et¥zec ru
for v = 0→ 3 do ru := ru ‖ R∗ [2u, v]
end for

end for
for w = 0→ 3 do ν3−w := ϕ(rw)− y (mod 7)
end for
if 0 ≤ ν0 ≤ 1 then

c3 := ν3 − 2
c2 := ν2 − 2
c1 := ν1 − 2
c0 := ν0
q := 0

else
if 0 ≤ ν1 ≤ 1 then

c3 := ν0 − 2
c2 := koefC2(ν1, ν2 − 2, ν3 − 2)
c1 := koefC1(ν1, ν2 − 2)
c0 := koefB0(ν1)
q := 1

else
if 0 ≤ ν2 ≤ 1 then

c3 := ν1 − 2
c2 := ν0 − 2
c1 := koefC1(ν2, ν3 − 2)
c0 := koefB0(ν2)
q := 2

else
c3 := ν2 − 2
c2 := ν1 − 2
c1 := ν0 − 2
c0 := koefB0(ν3)
q := 3

end if
end if

end if
if q > 0 then m := vypocetM(c3, c2, c1, c0)− 1
else

m := vypocetM(c3, c2, c1, c0)
end if
x := 4m+ q
return (x, y)
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3. Anoto Pattern: verze pro vyuºití
v praxi

Nyní popí²eme pozi£ní kód patentovaný rovn¥º �rmou Anoto, který lze díky jeho
schopnosti kódovat velké plochy pohodln¥ vyuºívat v praxi. Jiº v [6] bylo uve-
deno, ºe se pro reálné vyuºití volí velikost matice p°edstavující restrikci kódu na
okno 6 × 6. P°i na²em zavedeném zna£ení tedy bude na²ím cílem zkonstruovat
6-detekovatelný pozi£ní kód ψ : {0, . . . , d} × {0, . . . , s} → {0, 1}2.

V porovnání s p°íkladem 4-detekovatelného pozi£ního kódu popsaného v [6] se
tato verze m·ºe díky stejnému zp·sobu kódování sou°adnic x a y zdát jednodu²²í,
ov²em i zde je vyuºíván princip zapisování n¥jaké binární kvazi De Bruijnovy po-
sloupnosti °ádu 6 opakovan¥ za sebou postupn¥ v °ádcích i sloupcích s vyuºitím
n¥jakých startovních posloupností udávajících po£áte£ní posunutí. Hlavní my²-
lenka ov²em tkví ve vyuºití �ínské v¥ty o zbytcích zp·sobem, který je nazna£en
p°i popisu dekódování v [7]. Na základ¥ tohoto patentu a n¥kterých poznatk·
z [6] nyní zkonstruujeme pozi£ní kód ψ.

Kódování sou°adnic x a y bude probíhat stejným zp·sobem, sta£í nám tedy
popsat pouze p°ípad jedné z nich, nap°íklad y ve vodorovném sm¥ru (ozna£ení os
zachováme stejné jako v minulé sekci z d·vodu snadn¥j²ího popisu dekódování).

V dal²ím budeme vyuºívat následující verzi �ínské v¥ty o zbytcích:

V¥ta 3.1 (�ínská v¥ta o zbytcích). Nech´ l1, . . . , lm jsou po dvou nesoud¥lná
p°irozená £ísla. Ozna£me L =

∏m
i=1 li. Potom zobrazení

ε : ZL → Zl1 × · · · × Zlm
a 7→ (a (mod l1), . . . , a (mod lm))

je izomor�smus grup.

3.1 Kódování

Nyní zkonstruujeme pozi£ní kód popsaný v [7], nazv¥me ho ψ. Dle [7] jsou dány
binární kvazi De Bruijnovu posloupnost Q(2, 6, 63), jeº si ozna£íme písmenem H:

H = 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0,

1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1

a £ty°i kvazi De Bruijnovy posloupnosti °ádu 5, které si ozna£íme D1, . . . , D4:

D1 = 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 2, 0, 0, 1,

0, 2, 0, 0, 2, 0, 2, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 0, 1, 2, 0, 2, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0,

1, 1, 1, 1, 0, 2, 1, 0, 1, 0, 2, 1, 1, 0, 0, 1, 2, 1, 0, 1, 1, 2, 0, 0, 0, 2, 1, 0, 2, 0, 2, 1, 1, 1,

0, 0, 2, 1, 2, 0, 1, 1, 1, 2, 0, 2, 0, 0, 1, 1, 2, 1, 0, 0, 0, 2, 2, 0, 1, 0, 2, 2, 0, 0, 1, 2, 2, 0,

2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 2, 1, 2, 1, 0, 2, 1, 2, 1, 1, 0, 2, 2, 1, 2, 1, 2, 0, 2, 2, 0, 2, 2, 2, 0, 1, 1,

2, 2, 1, 1, 0, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 0, 0, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 0, 2, 2, 2, 2, 2, 0, 2, 1, 2, 2,

2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 0, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 0, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 0, 0, 2, 1, 1, 2, 2
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D2 = 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1,

0, 0, 2, 0, 0, 0, 1, 2, 0, 1, 0, 1, 2, 1, 0, 0, 0, 2, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 2, 1, 0, 0, 1, 2, 1, 2,

1, 0, 1, 0, 2, 0, 1, 1, 0, 2, 0, 0, 1, 0, 2, 1, 2, 0, 0, 0, 2, 2, 0, 0, 1, 1, 2, 0, 2, 0, 0, 2, 0, 2,

0, 1, 2, 0, 0, 2, 2, 1, 1, 0, 0, 2, 1, 0, 1, 1, 2, 1, 0, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 0, 2, 2, 2, 1, 0, 1, 2, 2,

0, 0, 2, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 0, 0, 1, 2, 2, 1, 2, 0, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 0, 1, 2, 1, 1, 1, 2,

2, 0, 2, 2, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 0, 1, 2, 2, 2, 0, 2, 0, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 0, 2, 2, 0,

2, 1, 0, 2, 1, 1, 0, 2, 2, 2, 2, 0, 1, 0, 2, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 2, 0, 2, 2, 2

D3 = 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1

D4∗ = 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 2, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 0, 0, 0, 1, 2, 0, 0, 2, 1, 0,

0, 0, 2, 1, 1, 2, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 2, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 2, 2, 0, 0, 0, 2, 2, 1, 0, 2, 0, 1, 1, 0,

0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 2, 0, 2, 0, 1, 2, 0, 2, 2, 0, 1, 0, 2, 1, 0,

1, 2, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 0, 0, 1, 0, 1, 2, 2, 2, 0, 0, 2, 2, 2, 0, 1, 2, 1, 2, 0, 2, 0, 0, 1, 2,

2, 0, 1, 1, 2, 1, 0, 2, 1, 1, 0, 2, 0, 2, 1, 2, 0, 0, 1, 1, 0, 2, 1, 2, 1, 0, 1, 0, 2, 2, 0, 2, 1, 0,

2, 2, 1, 1, 1, 2, 0, 2, 1, 1, 1, 0, 2, 2, 2, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 2,

1, 0, 0, 2, 1, 2, 2, 1, 0, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 0, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 0, 2, 2, 2,

1, 1

Vidíme, ºe posloupnost D3 je binární a D1, D2, D4 jsou ternární. Jejich délky
jsou po °ad¥ l1 = 236, l2 = 233, l3 = 31 a l4∗ = 240.

Poznámka. Je snadné ov¥°it, ºe vý²e uvedené posloupnosti D1, D2, D3 p°evzaté
z [7] skute£n¥ mají deklarované vlastnosti, tzn. délky l1 = 236, l2 = 233, l3 = 31
a jsou kvazi De Bruijnovy °ádu p¥t. Ve [7] se ov²em tvrdí, ºe délka posloupnosti
D4∗ je l4∗ = 241, coº zjevn¥ není pravda. Pro na²e pot°eby do posloupnosti D4∗

p°idáme mezi pozice 80 a 81 práv¥ jeden znak ”1” a tím obdrºíme posloupnost
D4 s poºadovanými vlastnostmi.

Vidíme, ºe posloupnost D3 je binární a D1, D2, D3 jsou ternární. Jejich délky
jsou po °ad¥ l1 = 236, l2 = 233, l3 = 31 a l4 = 241. V²imn¥me si, ºe délky jsou po
dvou nesoud¥lné.

Ke konstrukci pozi£ního kódu pot°ebujeme znát zp·sob, jakým budeme za-
pisovat posloupnost H opakovan¥ za sebou do sloupc·. Op¥t tedy pot°ebujeme
sestrojit posloupnost ur£ující posunutí posloupnosti H na za£átku kaºdého sloup-
ce. Ozna£me si

γ : {0, . . . , s} → {0, . . . , 62}.

De�nice. Posloupnosti {γ(y)}sy=0 budeme °íkat startovní posloupnost ve sm¥ru
y.

Na za£átku kaºdého y-tého sloupce tedy budeme zapisovat γ(y)-té posunutí
posloupnosti H.

P°edpokládejme, ºe máme k dispozici n¥jakou dal²í posloupnost δ, kterou
zapí²eme jako zobrazení

δ : {0, . . . , s− 1} →M,
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kde M = {a, . . . , b} ⊆ {0, . . . , 62}, pro které platí

δ(y) = γ(y + 1)− γ(y) (mod 63).

De�nice. Posloupnost {δ(y)}s−1y=0 nazv¥me posloupnost rozdíl·.

Zkonstruujeme-li si v dal²ích odstavcích n¥jakou posloupnosti rozdíl· a zvolíme-
li si hodnotu γ(0), nic nám nebude bránit v sestrojení posloupnosti γ s vyuºitím
vý²e uvedeného vztahu a následn¥ i celého pozi£ního kódu ψ. V tuto chvíli je pod-
statné, ºe nejprve budeme konstruovat posloupnost δ a z ní následn¥ odvodíme γ.

Konstrukce posloupnosti rozdíl·

Nejprve budeme sm¥°ovat k de�nici vyjád°ení ve smí²ené bázi. První Lemma
uvedeme bez d·kazu, jelikoº popisuje p-adický zápis £ísel.

Lemma 3.2. Kaºdý prvek δ z {0, . . . , pk−1}, kde p ∈ P a k ∈ N lze jednozna£n¥
vyjád°it ve tvaru

δ = c0 + p · c1 + p2 · c2 + · · ·+ pk−1 · ck−1,

kde c0, . . . , ck−1 ∈ {0, . . . , p− 1}.

Lemma 3.3. Kaºdý prvek δ z {0, . . . , pk11 pk22 pk33 −1}, kde p1, p2, p3 jsou (ne nutn¥
r·zná) prvo£ísla a k1, k2, k3 ∈ N, lze jednozna£n¥ vyjád°it ve tvaru

δ =c0 + p1c1 + · · ·+ pk1−11 ck1−1 + pk11 ·
(
ck1 + p2ck1+1 + · · ·+ pk2−12 ck1+k2−1

)
+

+ pk11 p
k2
2 ·
(
ck1+k2 + p3ck1+k2+1 + · · ·+ pk3−13 ck1+k2+k3−1

)
,

kde

c0, . . . , ck1−1 ∈ {0, . . . , p1 − 1},
ck1 , . . . , ck1+k2−1 ∈ {0, . . . , p2 − 1},

ck1+k2 , . . . , ck1+k2+k3−1 ∈ {0, . . . , p3 − 1}.

D·kaz. Ozna£me si T = {0, . . . , pk11 − 1}, U = {0, . . . , pk22 − 1} a V =
{0, . . . , pk33 − 1}. Dle Lemma 3.2 lze kaºdý prvek t ∈ T jednozna£n¥ vyjád°it
ve tvaru

t = c0 + p1c1 + · · ·+ pk1−11 ck1−1,

kaºdý prvek u ∈ U lze jednozna£n¥ vyjád°it ve tvaru

u = ck1 + p2ck1+1 + · · ·+ pk2−12 ck1+k2−1

a kaºdý prvek v ∈ V lze jednozna£n¥ vyjád°it ve tvaru

v = ck1+k2 + p3ck1+k2+1 + · · ·+ pk3−13 ck1+k2+k3−1,

kde koe�cienty ci, 0 ≤ i ≤ k1 + k2 + k3 − 1 jsou jako ve zn¥ní dokazovaného
Lemmatu.

25



Sta£í nám tedy ukázat, ºe kaºdý prvek δ z {0, . . . , pk11 pk22 pk33 − 1} lze jedno-
zna£n¥ vyjád°it ve tvaru δ = t+ p1k

1u+ pk11 p
k2
2 v, kde t ∈ T, u ∈ U, v ∈ V .

Podívejme se nejprve na výraz t + pk11 u. Tímto zp·sobem lze jednozna£n¥
vyjád°it práv¥ v²echny prvky celo£íselného intervalu, jehoº nejv¥t²í prvek je ro-
ven pk11 − 1 + pk11 ·

(
pk22 − 1

)
= pk11 p

k2
2 − 1, £ili {0, . . . , pk1−11 , pk11 , . . . , p

k1
1 p

k2
2 − 1}.

P°idáme-li si do vyjád°ení prvk· je²t¥ s£ítanec pk11 p
k2
2 v, získáme práv¥ v²echny

prvky mnoºiny {0, . . . , pk11 pk22 pk33 − 1}.

De�nice. Vyjád°ení £ísel z {0, . . . , pk11 pk22 pk33 −1} dle Lemma 3.3 budeme nazývat
vyjád°ení ve smí²ené bázi

{1, p1, p21, . . . , p
k1
1 , p

k1
1 p2, . . . , p

k1
1 p

k2
2 , . . . , p

k1
1 p

k2
2 p

k3−1
3 }.

Vra´me se nyní k posloupnostem D1, . . . , D4, které vyuºijeme v na²í kon-
strukci. Jak bylo zd·razn¥no d°íve, jejich arita je postupn¥ 3, 3, 2, 3. Poloºíme-li
p1 = 3, p2 = 2, p3 = 3 a k1 = 2, k2 = 1, k3 = 1, dostaneme z Lemma 3.3, ºe kaºdý
prvek {0, . . . , 53} lze vyjád°it ve smí²ené bázi {1, 3, 9, 18}.

Budeme chtít, aby arita posloupnosti δ byla 54. Zkonstruujme nyní posloup-
nost rozdíl· δ : {0, . . . , s− 1} → {5 . . . , 58}. Díky Lemma 3.3 platí:

Lemma 3.4. Kaºdý prvek δ ∈ {5, . . . , 58} lze jednozna£n¥ vyjád°it ve tvaru

δ = 5 + c0 + c1 · 3 + c2 · 9 + c3 · 18,

kde c2 ∈ {0, 1} a c0, c1, c3 ∈ {0, 1, 2}.

Poloºme dále L = l1 · l2 · l3 · l4, máme tedy L = 236 ·233 ·31 ·241 = 410815348.
Podle �ínské v¥ty o zbytcích si sestrojme zobrazení ε následujícím zp·sobem

ε : ZL → Zl1 × Zl2 × Zl3 × Zl4 ,

a 7→


a (mod l1)
a (mod l2)
a (mod l3)
a (mod l4)

 .

V n¥kterých p°ípadech vyuºijeme pro p°ehlednost prostorov¥ úsporn¥j²í zna-

£ení


a (mod l1)
a (mod l2)
a (mod l3)
a (mod l4)

 =


(a)l1
(a)l2
(a)l3
(a)l4

 .

V p°ípad¥ posloupnostiD1 ozna£me jakoD1 [i] její i-tý prvek, i ∈ {0, . . . , 235}.
Analogicky pro zbylé posloupnosti D2, D3, D4 a H.

Pro konstrukci posloupnosti rozdíl· vyuºijeme je²t¥ dal²í dv¥ zobrazení, je-
jichº ozna£ení a popis následuje.

Zobrazení

d =


d1
d2
d3
d4

 : Zl1 × Zl2 × Zl3 × Zl4 → Z3 × Z3 × Z2 × Z3
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p°i°adí kaºdému prvku


a1
a2
a3
a4

, ai ∈ Zli , 1 ≤ i ≤ 4, hodnotu


D1[a1]
D2[a2]
D3[a3]
D4[a4]

 , kde

Di[ai] je ai-tý prvek posloupnosti Di.
Na základ¥ Lemma 3.4 de�nujeme zobrazení

τ : Z3 × Z3 × Z2 × Z3 → {5, . . . , 58},
b1
b2
b3
b4

 7→ 5 + b1 + 3b2 + 9b3 + 18b4.

Kone£n¥ pro v²echna y ∈ {0, . . . , L− 1} poloºme

δ(y) = τ (d (ε(y))) , (3.1)

£ímº dostaneme posloupnost rozdíl· δ.
Ve chvíli, kdy jiº máme sestrojenou posloupnost rozdíl·, m·ºeme získat také

startovní posloupnost ve sm¥ru y zp·sobem, který jsme jiº d°íve nazna£ili. Zvolme
γ(0) libovoln¥ z {0, . . . , 62}.

Pro v²echna y ∈ {0, . . . , L} de�nujeme

γ(y) = γ(0) +

y−1∑
i=0

δ(i) (mod 63).

Sou°adnici x budeme kódovat naprosto stejným zp·sobem. Díky tomu platí
rovnost d = s = L a m·ºeme konstrukci pozi£ního kódu dokon£it.

De�nice. Pozi£ní kód ψ de�nujeme jako zobrazení

ψ : {0, . . . , L}2 → {0, 1}2,

které kaºdému bodu (x, y) ∈ {0, . . . , L}2 p°i°adí hodnotu

ψ(x, y) = (H[γ(x) + y (mod 63)], H[γ(y) + x (mod 63)]) .

P°íklad 3. Nyní si p°edvedeme konstrukci pozi£ního kódu ψ pro x, y ∈ {0, . . . , 9}.
Cílem tedy bude zakódovat plochu £tverce o velikosti 102 jednotkových vzdálenos-
tí. Jinými slovy, chceme sestrojit matici M = (mxy) o rozm¥rech 10× 10 nad Z2

2

tak, aby mxy = ψ(x, y). Matici prvních sloºek M ozna£me M1 a matici druhých
sloºek M2.

Za£n¥me se sou°adnicí y. Zkonstruujeme prvních 9 £len· posloupnosti δ z vy-
jád°ení 3.1 a zvolíme γ(0) = 0. Následn¥ dopo£ítáme γ(1), . . . , γ(9) ze vztahu
γ(i+ 1) = δ(i) + γ(i) (mod 63), 0 ≤ i ≤ 8. V²e zaneseme do Tabulky 3.1.

Posloupnost γ p°edstavuje po£áte£ní posunutí posloupnosti H na za£átku jed-
notlivých sloupc·. Druhé sloºky pozi£ního kódu na £tverci o hran¥ 10 tedy tvo°í
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y ε(y) d(ε(y)) δ(y) γ(y)
0 (0, 0, 0, 0) (0, 0, 0, 0) 5 0
1 (1, 1, 1, 1) (0, 0, 0, 0) 5 5
2 (2, 2, 2, 2) (0, 0, 0, 0) 5 10
3 (3, 3, 3, 3) (0, 0, 0, 0) 5 15
4 (4, 4, 4, 4) (0, 0, 0, 0) 5 20
5 (5, 5, 5, 5) (1, 1, 1, 1) 36 25
6 (6, 6, 6, 6) (0, 0, 0, 0) 5 61
7 (7, 7, 7, 7) (0, 0, 0, 2) 41 3
8 (8, 8, 8, 8) (0, 0, 1, 0) 14 44
9 - - - 58

Tabulka 3.1: Posloupnost rozdíl· a startovní posloupnost ve sm¥ru y

matici M2, která vypadá následovn¥:

M2 =

0 0 1 1 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 0 1
0 1 1 0 1 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 1 0 1 0 0

Sou°adnici x budeme kódovat s vyuºitím stejné posloupnosti rozdíl·

δ = 5, 5, 5, 5, 5, 36, 5, 41, 14,

ov²em nemusíme se p°i odvozování posloupnosti γ drºet stejné volby γ(0) jako
u y. P°idejme si k posloupnosti γ váºící se k sou°adnici x pro p°ehlednost index
1 a zvolme γ1(0) = 3. Následn¥ obdrºíme startovní posloupnost

γ1 = 3, 8, 13, 18, 23, 28, 1, 6, 47, 61

a matici M1. Kombinací prvk· obou matic dostaneme na záv¥r výslednou matici
M .

M1 =

0 0 0 1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 1 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1 0 0 1
1 1 0 0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 1 1 1 0 1
0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 0

, M =

(0, 0) (0, 0) (0, 1) . . .
(0, 0) (1, 1) (1, 1) . . .
(1, 0) (0, 0) (1, 1) . . .
...

...
... . . .

...
...

...
...

...
...
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Poznámka. P°i volb¥ r·zných hodnot γ(0) z {0, . . . , 62} lze s vyuºitím posloup-
nosti rozdíl· δ sestrojit r·zné verzi posloupnosti γ, díky které obdrºíme varianty
pozi£ního kódu ψ. Vzhledem k tomu, ºe sou°adnici x kódujeme stejným zp·so-
bem s vyuºitím stejné posloupnosti rozdíl· δ, m·ºeme získat 632 r·zných variant
pozi£ního kódu ψ. Jsme tedy celkov¥ schopni zakódovat plochu 632 £tverc· o ve-
likosti 4108153482 jednotkových vzdáleností.

3.2 Detekovatelnost

Zobrazení δ je de�nováno jako sloºení t°í pomocných zobrazení. Shr¬me si nyní
jejich vlastnosti.

Lemma 3.5. Zobrazení τ : Z3 × Z3 × Z2 × Z3 → {5, . . . , 58} je bijekce, p°i£emº
inverzní zobrazení τ−1 p°i°adí kaºdému prvku u z mnoºiny {5, . . . , 58} £tve°ici

u1
u2
u3
u4

, kde

u4 = b(u− 5)/18c
u3 = b(u− 5− 18u4)/9c
u2 = b(u− 5− 18u4 − 9u3)/3c
u1 = u− 5− 18u4 − 9u3 − 3u2.

D·kaz. Z Lemma 3.4 je z°ejmé, ºe τ je bijekce. Prvky u1, . . . , u4 jsou ur£eny
jednozna£n¥ a platí u4 ∈ {0, 1, 2}, u3 ∈ {0, 1}, u2 ∈ {0, 1, 2} a u1 ∈ {0, 1, 2}. Tedy
τ−1 zobrazí {5, . . . , 58} na Z3 × Z3 × Z2 × Z3.

Lemma 3.6. Zobrazení d =


d1
d2
d3
d4

 : Zl1 ×Zl2 ×Zl3 ×Zl4 → Z3×Z3×Z2×Z3

je na, ale není prosté.

D·kaz. Vzhledem k tomu, ºe l1 = 236, l2 = 233, l3 = 31 a l4 = 241, nem·ºe
být d prosté. Kaºdý prvek Z3 se vyskytuje v posloupnosti D1 na n¥jaké pozici
z {0, . . . , l1−1}, podobn¥ pro D2 a D4. Kaºdý prvek Z2 se nachází v posloupnosti
D3 na n¥jaké pozici z {0, . . . , l3−1}. Vidíme, ºe pro kaºdou £tve°ici prvk· z Z3×
Z3 × Z2 × Z3 lze nalézt vzor, a d je tedy na.

D·kaz následujícího lemmatu vychází z vlastností zobrazení ε a d, které slouºí
ke konstrukci posloupnosti δ, jiº jsme vyjád°ili zápisem 3.1.

Lemma 3.7. Pro v²echna y, z ∈ {0, . . . , L− 1} platí

(y 6= z )⇒ [(d(ε(y)), d(ε(y + 1)), . . . , d(ε(y + 4)))

6= (d(ε(z)), d(ε(z + 1)) . . . , d(ε(z + 4)))] .
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D·kaz. P°edpokládejme, ºe máme n¥jaké pevné y a z z {0, . . . , L− 1} takové, ºe
y 6= z. Projdeme si první dva kroky konstrukce δ.

Platí

ε(y) =


(y)l1
(y)l2
(y)l3
(y)l4

 , ε(z) =


(z)l1
(z)l2
(z)l3
(z)l4

 .

Protoºe y 6= z, existuje index i ∈ {1, 2, 3, 4} takový, ºe (y)li 6= (z)li . Pokra£ujme
dále se zobrazením d, které £tve°icím prvk· p°i°azuje pozice v posloupnostech
D1, . . . , D4. Ozna£me

A = (d(ε(y)), d(ε(y + 1)), . . . , d(ε(y + 4)))

=


D1[(y)l1 ] D1[(y + 1)l1 ] . . . D1[(y + 4)l1 ]
D2[(y)l2 ] D2[(y + 1)l2 ] . . . D2[(y + 4)l2 ]
D3[(y)l3 ] D3[(y + 1)l3 ] . . . D3[(y + 4)l3 ]
D4[(y)l4 ] D4[(y + 1)l4 ] . . . D4[(y + 4)l4 ]

 ,

B = (d(ε(z)), d(ε(z + 1)), . . . , d(ε(z + 4)))

=


D1[(z)l1 ] D1[(z + 1)l1 ] . . . D1[(z + 4)l1 ]
D2[(z)l2 ] D2[(z + 1)l2 ] . . . D2[(z + 4)l2 ]
D3[(z)l3 ] D3[(z + 1)l3 ] . . . D3[(z + 4)l3 ]
D4[(z)l4 ] D4[(z + 1)l4 ] . . . D4[(z + 4)l4 ]

 .

Kaºdá p¥tice £ísel p°edstavující °ádek matice A tvo°í podposloupnost n¥které
z posloupností D1, . . . , D4, jelikoº (y, y + 1, . . . , y + 4) jsou po sob¥ jdoucí £ísla.
Analogicky pro matici B. Posloupnosti D1, . . . , D4 jsou kvazi De Bruijnovy °ádu
p¥t. Platí-li tedy, ºe (y)li 6= (z)li , existuje index j ∈ {0, . . . , 4} takový, ºeDi[(y)li+
j] 6= Di[(z)li + j].

Lemma 3.8. Zobrazení ε : ZL → Zl1 × Zl2 × Zl3 × Zl4 je izomor�smus grup.
Inverzní izomor�smus ε−1 : Zl1 × Zl2 × Zl3 × Zl4 → ZL p°i°adí kaºdé £tve°ici
prvk· (v1, . . . , v4), vi ∈ Zli , 1 ≤ i ≤ 4, jednozna£n¥ ur£ený prvek p ze ZL, který
je °e²ením soustavy kongruencí

p = v1 (mod l1),

p = v2 (mod l2),

p = v3 (mod l3),

p = v4 (mod l4).

D·kaz. �ísla l1, . . . , l4 byla zvolena tak, ºe l1 = 236, l2 = 233, l3 = 31 a l4 = 241,
tzn. jsou po dvou nesoud¥lná. Jiº d°íve jsme poloºili L = l1 · l2 · l3 · l4. Platí tedy
p°edpoklady �ínské v¥ty o zbytcích 3.1.

Tvrzení 3.9. Posloupnost rozdíl· δ je 54-ární kvazi De Bruijnova posloupnost
°ádu p¥t a délky L.

D·kaz. Jelikoº δ = τ(d(ε)), je abeceda δ rovna oboru hodnot τ , coº je mnoºina
{5, . . . , 58}.
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Zobrazení τ je bijekce. S vyuºitím tohoto faktu a Lemma 3.7 dostaneme, ºe pro
v²echna y, z ∈ {0, . . . , L−1} platí: jsou-li (δ(y), . . . , δ(y+4)) a (δ(z), . . . , δ(z+1))
dv¥ podposloupnosti posloupnosti δ, pro které je spln¥no (δ(y), . . . , δ(y + 4)) =
(δ(z), . . . , δ(z+ 1)), potom y = z. To znamená, ºe kaºdé podposloupnosti δ délky
p¥t je moºné p°i°adit jednozna£n¥ ur£ené pozi£ní £íslo z {0, . . . , L − 1}. Jinými
slovy, kaºdá posloupnost délky p¥t z abecedy {5, . . . , 58} se vyskytne nejvý²e
jednou jako podposloupnost δ, a tedy je δ kvazi De Bruijnova °ádu p¥t.

Dekódování

Podobn¥ jako v minulé sekci si ozna£íme písmenem R matici, jeº máme p°i dekó-
dování k dispozici. Je to matice typu 6× 6, jejíº prvky náleºí Z2

2. Budeme hledat
takovou dvojici (x, y), aby platilo, ºe R = ψ �

D
(6)
x,y
, kde D(6)

x,y je 6-okno v bod¥
(x, y). Jinými slovy, hledané (x, y) jsou sou°adnice prvku v levém horním rohu
matice R.

Omezme se nyní na sou°adnici y, jelikoº na sou°adnici x je moºné aplikovat
stejný postup. Budeme tudíº pracovat s maticí R2 = (r2kl) tvo°enou druhými sou-
°adnicemi prvk· R.

Ozna£me si sloupce matice R2 následujícím zp·sobem:

r20 =


r200
r210
r220
r230
r240
r250

 , r21 =


r201
r211
r221
r231
r241
r251

 , . . . , r25 =


r205
r215
r225
r235
r245
r255

 .

Na podposloupnostech posloupnosti H délky 6 de�nujeme zobrazení

ω :




0
0
0
0
0
0

 ,


0
0
0
0
0
1

 , . . . ,


1
0
0
0
1
1




→ {0, . . . , 62},

které kaºdé podposloupnosti délky 6 p°i°adí jednozna£n¥ ur£ené pozi£ní £íslo.
Zobrazení ω je z°ejm¥ bijekce. Z konstrukce ψ víme, ºe sloupce R2 jsou tvo°eny

podposloupnostmi H délky 6, a tedy na n¥ lze aplikovat ω. Ozna£me si

ξ0 = ω(r21)− ω(r20) (mod 63),

ξ1 = ω(r22)− ω(r21) (mod 63),

ξ2 = ω(r23)− ω(r22) (mod 63),

ξ3 = ω(r24)− ω(r23) (mod 63),

ξ4 = ω(r25)− ω(r24) (mod 63).

Lemma 3.10. Posloupnost ξ0, . . . , ξ4 je podposloupnost posloupnosti rozdíl· δ
délky p¥t.
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D·kaz. Z konstrukce ψ plyne existence takového bodu (x, y), ºe

ξi = ω(r2i+1)−ω(r2i ) (mod 63) = (ω(r2i+1)−x)− (ω(r2i )−x) (mod 63), 0 ≤ i ≤ 4

a (ω(r20)−x (mod 63), . . . , ω(r25)−x (mod 63)) = (γ(y), γ(y+1), . . . , γ(y+5)),

coº je vyjád°ením faktu, ºe druhá sloºka zobrazení ψ je tvo°ena zapisováním
posloupnosti H do sloupc· s po£áte£ním posunutím ur£eným posloupností γ.
Z toho dostaneme ξi = γ(y + i+ 1)− γ(y + i) = δ(y + i).

Lemma 3.11. Ze znalosti matice R2 je moºné jednozna£n¥ dekódovat sou°adnici
y.

D·kaz. Budeme pracovat s posloupností ξ0, . . . , ξ4, o které z Lemma 3.10 víme,
ºe je podposloupnost posloupnosti δ. Aplikujme na prvky ξ0, . . . , ξ4 zobrazení τ−1

a ozna£me si

C =

(
τ−1(ξ0), . . . , τ

−1(ξ4)

)
.

C je matice typu 4 × 5. Z konstrukce kódu ψ plyne, ºe °ádky C tvo°í pod-
posloupnosti posloupností D1, . . . , D4 délky p¥t. Jelikoº tyto posloupnosti jsou
kvazi De Bruijnovy °ádu p¥t, m·ºeme °ádk·m C p°i°adit jednozna£n¥ ur£ená
pozi£ní £ísla ν1, . . . , ν4. Sou°adnici y poté nalezneme jako °e²ení soustavy

y = ν1 (mod l1),

y = ν2 (mod l2),

y = ν3 (mod l3),

y = ν4 (mod l4).

Tvrzení 3.12. Zobrazení ψ je 6-detekovatelný pozi£ní kód.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe máme k dispozici libovolnou £tvercovou matici R
o rozm¥rech 6× 6, která je podmaticí matice M = (mrs) o rozm¥rech (L + 1)×
(L+ 1), jeº p°edstavuje pozi£ní kód ψ, £ili

mrs = ψ(r, s) = (H[γ(r) + s (mod 63)], H[γ(s) + r (mod 63)]) .

Matici prvních sou°adnic R ozna£íme R1 a matici jejích druhých sou°adnic R2.
Z matice R2 díky Lemma 3.11 jednozna£n¥ ur£íme sou°adnici y. Jak bylo

popsáno vý²e, sou°adnice x byla zakódována naprosto stejným zp·sobem jako
y. Aplikujeme-li tedy zobrazení ω na °ádky matice R1 a nadále postupujeme
analogicky s p°ípadem R2, obdrºíme jednozna£n¥ ur£enou hodnotu x. Nakonec
tedy ur£íme takový bod (x, y), ºe R = ψ �

D
(6)
xy
.

P°íklad 4. Nyní ukáºeme, jak ze znalosti matice R typu 6 × 6 dekódujeme
sou°adnice y a x. P°edpokládejme, ºe máme k dispozici matici R, ze které jsme
získali matici jejích prvních sou°adnic R1 a matici druhých sou°adnic R2:

R1 =


0 0 0 0 1 1
1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 0

 , R2 =


0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0

 .
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Podívejme se nejprve na matici R2. Aplikujme na její sloupce zobrazení ω
a ozna£me:

ξ20 = ω


0
1
0
1
1
1

− ω


0
0
0
0
0
1

 (mod 63) = 51− 1 (mod 63) = 50 (mod 63),

ξ21 = ω


0
0
0
0
0
1

− ω


0
1
0
1
1
1

 (mod 63) = 1− 51 (mod 63) = 13 (mod 63),

ξ22 = ω


0
1
0
1
0
0

− ω


0
0
0
0
0
1

 (mod 63) = 33− 1 (mod 63) = 32 (mod 63),

ξ23 = ω


1
1
0
0
1
0

− ω


0
1
0
1
0
0

 (mod 63) = 28− 33 (mod 63) = 58 (mod 63),

ξ24 = ω


1
0
1
0
0
0

− ω


1
1
0
0
1
0

 (mod 63) = 34− 28 (mod 63) = 6 (mod 63).

Dle Lemma 3.10 je posloupnost (50, 13, 32, 58, 6) podposloupnost δ. Její délka
je 5, a tedy lze jednozna£n¥ ur£it její pozi£ní £íslo v posloupnosti δ, které je
rovno sou°adnici y. Pro kaºdý prvek ξ2i , 0 ≤ i ≤ 4, nyní nalezneme hodnotu p°i
zobrazení τ−1. Výsledek zapí²eme do matice

(
τ−1(50), τ−1(13), τ−1(32), τ−1(58), τ−1(6)

)
=


0 2 0 2 1
0 2 0 2 0
1 0 1 1 0
2 0 1 2 0

 .

Na °ádky této matice se budeme dívat jako na posloupnosti (0, 2, 0, 2, 1),
(0, 2, 0, 2, 0), (1, 0, 1, 1, 0), (2, 0, 1, 2, 0), ke kterým existují jednozna£n¥ ur£ená po-
zi£ní £ísla v posloupnostech D1, . . . , D4. Tato pozi£ní £ísla jsou (95, 98, 21, 90).
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Pro získání sou°adnice y nyní jiº sta£í vy°e²it soustavu

y = 95 (mod 236),

y = 98 (mod 233),

y = 21 (mod 31),

y = 90 (mod 241).

Výsledek je y = 331.
Postup pro dekódování sou°adnice x je podobný. Nejprve aplikujeme zobraze-

ní ω na °ádky matice R2 a po ode£tení výsledných hodnot získáme ξ10 , ξ
1
1 , ξ

1
2 , ξ

1
3 , ξ

1
4 ,

coº je podposloupnost δ. Následn¥ postupujeme zcela analogicky a dojdeme k vý-
sledku x = 37.

3.2.1 Konstrukce kvazi De Bruijnových posloupností

Vidíme, ºe pro konstrukci pozi£ního kódu ψ a k dekódování jsme z vlastností po-
sloupností D1, . . . , D4 vyuºili jejich aritu, nesoud¥lnost délek a fakt, ºe jsou kvazi
De Bruijnovy °ádu p¥t. Jinými slovy, pokud bychom m¥li k dispozici n¥jakou
jinou £tve°ici kvazi De Bruijnových posloupností °ádu p¥t E1, . . . , E4 s délka-
mi l1 = 236, l2 = 233, l3 = 31, l4 = 241, p°i£emº E1, E2, E4 by byly ternární
a E3 binární, vý²e popsaná konstrukce a dekódování pozi£ního kódu ψ by z·-
stala nezm¥n¥ná. Podívejme se, jak bychom takové ternární posloupnosti mohli
sestrojit zkrácením vhodné De Bruijnovy posloupnosti. Binární kvazi De Bruij-
novu posloupnosti °ádu p¥t a délky 31 lze snadno zkonstruovat s vyuºitím LFSR
zp·sobem popsaným v první kapitole, a tedy se její konstrukci jiº v¥novat nebu-
deme.

Uvaºujme polynom f(x) = x5+2x+1. Dle [4] je f(x) primitivní polynom nad
F3. Zvolme po£áte£ní stav (0, 0, 0, 0, 1). V první kapitole jsme popsali postup, jak
m·ºeme pomocí LFSR vygenerovat kvazi De Bruijnovu posloupnost a1, . . . , a242
°ádu 5 a délky 35−1 = 242. P°idáním £lenu a0 = 0 p°ed po£áte£ní stav obdrºíme
dle Lemma 1.6 De Bruijnovu posloupnost °ádu 5, ozna£me si ji B = a0, . . . , a242.

B = 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 2, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 2, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 1, 2, 0, 2, 0, 1, 1,

2, 1, 1, 0, 1, 2, 0, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 2, 0, 1, 2, 1, 1, 1,

1, 2, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 2, 0, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 0, 2, 0, 0, 2, 2, 1, 0, 2, 0, 2, 2, 2, 1, 2,

0, 0, 2, 1, 1, 0, 2, 2, 0, 2, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 2, 1, 0, 0, 2, 2,

2, 0, 2, 0, 0, 1, 2, 1, 0, 1, 1, 2, 2, 1, 0, 1, 0, 2, 2, 1, 2, 2, 0, 2, 1, 0, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 0, 0,

2, 0, 2, 0, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 2, 1, 0, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, 2, 2, 0, 0, 2, 0, 1, 0, 2, 1,

1, 2, 2, 2, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 2, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 2, 1, 0, 0, 1, 2, 2, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 2, 1, 0,

2, 2, 2, 2, 2

P°ipome¬me, ºe si kvazi De Bruijnovy posloupnosti p°edstavujeme jako cyk-
lické, tzn. jako kdyby jejich za£átky a konce byly spojeny k sob¥.
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Lemma 3.13. Bu¤ P = a0, . . . , al−1 q-ární kvazi De Bruijnova posloupnost °ádu
n. Jsou-li ai, ai+1, . . . , ai+n a aj, aj+1, . . . , aj+n, kde i 6= j, 0 ≤ i, j ≤ l − 1, její
podposloupnosti takové, ºe ai+1 = aj+1, ai+2 = aj+2, . . . , ai+n−1 = aj+n−1, lze
posloupnost P rozd¥lit na dv¥ posloupnosti

P ′ = ai, ai+1, . . . , ai+n−1, aj+n, aj+n+1, . . . , ai−1

a
P ′′ = aj, aj+1, . . . , aj+n−1, ai+n, ai+n+1, . . . , aj−1,

které jsou op¥t kvazi De Bruijnovy °ádu n.

Poznámka. Rozd¥lení kvazi De Bruijnovy posloupnosti popsané v Lemmatu 3.13
je znázorn¥no na Obrázku 3.1.

Obrázek 3.1: Rozd¥lení posloupnosti P na P ′ a P ′′

D·kaz. Je-li i 6= j, potom ai 6= aj a ai+n 6= aj+n, jelikoº P je kvazi De Bruijnova
°ádu n. Tedy P ′ 6= P ′′.

Uvaºujme posloupnost P ′. Chceme dokázat, ºe pro v²echna r, s ∈ {j + n, j +
n+ 1, . . . , i− 1, i, i+ 1, . . . , i+ n− 1} platí

(s 6= r)⇒ (as, as+1 . . . , as+n−1) 6= (ar, ar+1, . . . , ar+n−1). (3.2)

Pokud by P ′ m¥la tuto vlastnost, vyskytovala by se v ní kaºdá q-ární podpo-
sloupnost délky n nejvý²e jednou, a tedy by byla kvazi De Bruijnova °ádu n.
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Pro r, s ∈ {j + n, . . . , i} vztah 3.2 z°ejm¥ platí, nebo´ v takovém p°ípad¥ jsou
ar, . . . , ar+n−1 a as, . . . , as+n−1 podposloupnosti P , která je kvazi De Bruijnova
°ádu n.

V p°ípad¥, ºe r nebo s je prvkem {i+1, . . . , i+n−1}, budeme brát v úvahu také
nov¥ vzniklé podposloupnosti délky n ai+1+k, . . . , aj+n+k, kde k ∈ {0, . . . , n− 2}.
Díky p°edpokladu ai+1 = aj+1, . . . , ai+n−1 = aj+n−1 lze tyto nov¥ vzniklé podpo-
sloupnosti p°ezna£it následujícím zp·sobem:

ai+1, . . . , ai+n−1, aj+n = aj+1, . . . , aj+n−1, aj+n

ai+2, . . . , aj+n, aj+n+1 = aj+2, . . . , aj+n, aj+n+1

...
ai+n−1, aj+n, . . . , aj+2n−2 = aj+n−1, aj+n, . . . , aj+2n−2,

z £ehoº je vid¥t, ºe jde zárove¬ o podposloupnosti P ′ i P , a tedy vlastnost 3.2
bude spln¥na. V p°ípad¥ posloupnosti P ′′ budeme postupovat analogicky.

Vra´me se nyní k posloupnosti B = a0, . . . , a242, kterou chceme pomocí Lem-
ma 3.13 zkracovat na námi poºadované délky. P°idrºíme-li se zna£ení z tohoto
lemmatu, je l = 243, n = 5 a q = 3. Tabulka 3.2 ukazuje konkrétní úseky v po-
sloupnosti B, které spl¬ují p°edpoklady Lemma 3.13. Indexy i a j mají stejný
význam jako ve zn¥ní tohoto lemmatu. Výsledné dv¥ posloupnosti ozna£íme B′

a B′′. Pro konstrukci pozi£ního kódu nás bude zajímat vºdy ta del²í, coº bude
p°i na²em zna£ení B′. Poznamenejme také, ºe rozdíl délek B a B′ v posledním
sloupci tabulky je roven délce B′′.

(i+ 1, j + 1) podposloupnost ai+1, . . . , aj+4 vB délkaB′ rozdíl délekB aB′

(0, 1) 0, 0, 0, 0, 0 242 1
(117, 118) 1, 1, 1, 1, 1 242 1
(238, 239) 2, 2, 2, 2, 2 242 1
(48, 50) 0, 1, 0, 1, 0, 1 241 2

(119, 121) 0, 2, 0, 2, 0, 2 241 2
(228, 231) 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0 240 3
(107, 110) 0, 2, 2, 0, 2, 2, 0 240 3

(2, 6) 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1 239 4
(123, 127) 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 2 239 4

Tabulka 3.2: Konstrukce posloupnosti B′

D·sledek 3.14. Na základ¥ posloupnosti B a p°edchozí Tabulky 3.2 lze zkonstru-
ovat kvazi De Bruijnovu posloupnost °ádu 5 délky 243− i, kde i ∈ {1, . . . , 21}.

D·kaz. Se£teme-li rozdíly délek v posledním sloupci tabulky dostaneme 3 · 1 + 2 ·
2 + 2 · 3 + 2 · 4 = 21.
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3.3 Poznámka o ur£ení rotace povrchu

V p°edchozí £ásti této kapitoly jsme vid¥li, ºe k dekódování sou°adnic pozi£ní-
ho kódu ψ vyuºíváme matici typu 6 × 6 nad Z2

2, která p°edstavuje ψ �
D

(6)
xy

pro
n¥jakou dvojici (x, y). V [7] se pro popis dekódování v praxi p°edpokládá práce
s maticemi o rozm¥rech 8 × 8, potaºmo s podposloupnostmi H délky 8. Je to
z d·vodu moºnosti detekce rotace povrchu.

De�nice. Binární posloupnosti a0, . . . , al a al, al−1, . . . , a0 nazveme p°evrácené,
binární posloupnosti a0, . . . , al a (a0 + 1) mod 2, . . . , (al + 1) mod 2 nazveme
opa£né.

Posloupnost H je kvazi De Bruijnova °ádu 6, a tím pádem je téº kvazi De
Bruijnova °ádu 8. Byla zvolena tak, aby spl¬ovala následující podmínky.

Pozorování 3.15. Nech´ P,Q,R jsou binární posloupnosti délky 8, p°i£emº P a Q
jsou p°evrácené a P a R jsou opa£né. Pak platí, ºe, je-li P podposloupnost H,
nevyskytne se v posloupnosti H posloupnost Q ani posloupnost R jako podposloup-
nost.

Uvaºujme, ºe máme k dispozici matici typu 8 × 8, ozna£me ji O, pro kterou
existuje (x, y) takové, ºe O = ψ �

D
(8)
xy
. Stejn¥ jako p°i dekódování si odd¥líme

první a druhé sloºky prvk· matice O a ozna£íme postupn¥ O1 matici prvních
sou°adnic a O2 matici druhých sou°adnic prvk· O. Z konstrukce pozi£ního kódu
ψ plyne, ºe p°i nulové rotaci jsou °ádky matice O1 a sloupce O2 podposloupnostmi
H délky osm. Následující Tabulka 3.3 znázor¬uje, co se d¥je p°i rotaci (ve sm¥ru
hodinových ru£i£ek) s �p·vodními� °ádky a sloupci matice O (tím jsou my²leny
°ádky a sloupce O p°i nulové rotaci):

Ov²em podobn¥ jako v p°ípad¥ pozi£ního kódu φ z druhé kapitoly snímá £tecí

rotace °ádkyO1 sloupceO2

90◦ sloupce p°evrácené °ádky
180◦ p°evrácené °ádky p°evrácené sloupce
270◦ p°evrácené sloupce °ádky

Tabulka 3.3: Rotace matic O1 a O2

za°ízení p°i dekódování v praxi matici O v její gra�cké podob¥, kde její prvky od-
povídají te£kám v jedné ze £ty° moºných poloh. Existuje více vhodných zp·sob·,
jak prvk·m z Z2

2 lze p°i°adit tyto £ty°i polohy. Podívejme se, jak bude situace
vypadat v p°ípad¥, ºe byly prvky O gra�cky zakódovány dle [7], coº ilustruje
Obrázek 3.2.

Tabulka 3.4 znázor¬uje, jakým zp·sobem budou jednotlivé te£ky interpreto-
vány p°i rotaci povrchu o 90, 180 a 270 stup¬·. Vidíme, ºe p°i rotaci o 180◦ se ob¥
sou°adnice zm¥ní na opa£né. P°i rotaci o 90◦ se na míst¥ druhé sou°adnice objeví
opa£ná hodnota p·vodní první sou°adnice a naopak p°i rotaci o 270◦ se na míst¥
první sou°adnice objeví opa£ná hodnota p·vodní druhé sou°adnice. Shr¬me nyní
vý²e uvedené poznatky:
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(0,1)                    (0,0)           (1,0)           (1,1) 

Obrázek 3.2: Gra�cké kódování prvk· Z2
2

poloha te£ky 90◦ 180◦ 270◦

(1, 1) (1, 0) (0, 0) (0, 1)
(0, 1) (1, 1) (1, 0) (0, 0)
(1, 0) (0, 0) (0, 1) (1, 1)
(0, 0) (0, 1) (1, 1) (1, 0)

Tabulka 3.4: Vliv rotace povrchu na dekódování te£ek

• P°i rotaci o 180◦ budou p·vodní °ádky O1 i p·vodní sloupce O2 p°e£teny
jako p°evrácené a opa£né.

• P°i rotaci o 90◦ budou p·vodní °ádky O1 p°e£teny jako opa£né, p°i£emº
budou tvo°it sloupce matice O2∗ , kde jsme symbolem O∗ ozna£ili matici O
oto£enou o 90◦ ve sm¥ru hodinových ru£i£ek.

• P°i rotaci o 270◦ budou p·vodní sloupce O2 p°e£teny jako opa£né, p°i£emº
budou tvo°it °ádky matice O1∗∗ , kde O∗∗ je ozna£ení pro matici O oto£enou
o 270◦ ve sm¥ru hodinových ru£i£ek.

3.4 Roz²í°ení

Vý²e popsaný princip kódování pozice s vyuºitím �ínské v¥ty o zbytcích lze zfor-
mulovat obecn¥ji. Navaºme nyní na Lemma 3.3 a podívejme se na moºnost zápisu
prvku z celo£íselného intervalu ve smí²ené bázi. D·kaz následujícího lemmatu by
byl podobný d·kazu Lemma 3.3 av²ak s mnohem v¥t²ím mnoºstvím nep°íjem-
ných index·, a proto ho nebudeme uvád¥t.

Lemma 3.16. Bu¤ M = {0, . . . , pk11 · · · pkmm − 1}, kde p1, . . . , pm jsou (ne nutn¥
po dvou r·zná) prvo£ísla a k1, . . . , km ∈ N. Potom kaºdý prvek δ z mnoºiny M
lze jednozna£n¥ vyjád°it ve tvaru

δ =c0 + p1c1 + · · ·+ pk1−11 ck1−1 + pk11 ·
(
ck1 + p2ck1+1 + · · ·+ pk2−12 ck1+k2−1

)
+

· · ·+ pk11 · · · p
km−1

m−1 ·
(
c∑m−1

i=1 ki
+ pmc∑m−1

i=1 ki+1 + · · ·+ pkm−1m c∑m
i=1 ki−1

)
,
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kde

c0, . . . , ck1−1 ∈ {0, . . . , p1 − 1},
...

c∑m−1
i=1 ki

, . . . , c∑m
i=1 ki−1 ∈ {0, . . . , pm − 1}.

De�nice. Vyjád°ení £ísel z {0, . . . , pk11 · · · pkmm − 1} dle Lemma 3.16 budeme na-
zývat vyjád°ení ve smí²ené bázi

{1, p1, p21, . . . , p
k1
1 , p

k1
1 p2, . . . , p

k1
1 · · · pkm−1m }.

Vidíme, ºe smí²ená báze m·ºe mít libovolnou velikost. Máme-li k dispozici
kvazi De Bruijnovy posloupnosti ur£itého typu, m·ºeme si zkonstruovat pozi£-
ní kódy pouºitelné na libovoln¥ velké plochy. Postup by byl zcela analogický ke
konstrukci pozi£ního kódu ψ, a proto následující tvrzení, které popisuje tuto sku-
te£nost, uvádíme bez d·kazu. Sta£í p°ipomenout, ºe hlavní my²lenka konstrukce
n-detekovatelného pozi£ního kódu tkví v sestrojení n¥jaké posloupnosti rozdíl·
s dostate£n¥ velkou aritou, která je kvazi De Bruijnova °ádu (n − 1), a ºe k to-
muto vyuºíváme vhodné pomocné kvazi De Bruijnovy posloupnosti °ád· (n− 1)
s prvo£íselnou aritou.

Tvrzení 3.17. Bu¤te m,n, l, k1, . . . , km ∈ N. P°edpokládejme, ºe máme danou
n¥jakou binární kvazi De Bruijnovu posloupnost °ádu n a délky l spolu s kvazi
De Bruijnovými posloupnostmi °ádu n − 1, jeº si ozna£íme a o£íslujeme jako
D1

1, . . . , D
k1
1 , . . . , D

1
m, . . . , D

km
m , které spl¬ují následující podmínky:

1. jejich délky lji , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ki, jsou po dvou nesoud¥lné,

2. arita posloupností D1
i , . . . , D

ki
i , 1 ≤ i ≤ m, je rovna pi ∈ P, p°i£emº

pk11 · · · pkmm ≤ l.

Potom lze k t¥mto posloupnostem sestrojit n-detekovatelný pozi£ní kód

ψ : {0, . . . , L}2 → {0, 1}2, kde L =
m∏
i=1

(l1i · · · l
ki
i ).

Poznámka. Budeme-li se drºet zna£ení z minulého tvrzení, platí lji ≤ pn−1i ,
jelikoº Dj

i jsou kvazi De Bruijnovy posloupnosti °ádu n−1. Horní mez pro rozm¥r
plochy, kterou bychom se mohli snaºit tímto zp·sobem zakódovat, je tedy

L ≤

(
m∏
i=1

pkii

)n−1

.
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4. Srovnání se základní verzí

Vzpome¬me si nyní na po£áte£ní p°ípad 4-detekovatelného pozi£ního kódu φ
z druhé kapitoly. Sou°adnice y byla zakódována na základ¥ podobného principu
jako ob¥ sou°adnice v p°ípad¥ 6-detekovatelného pozi£ního kódu ψ, tzn. s vy-
uºitím rozdíl· £len· n¥jaké startovní posloupnosti. Tuto startovní posloupnosti
pozi£ních £ísel jsme v p°ípad¥ konstrukce φ ozna£ovali jako β. Posloupnost β hra-
je stejnou roli jako startovní posloupnost γ z t°etí kapitoly. Nyní ukáºeme, ºe ji
lze vyjád°it ve tvaru

β(y) = β(0) +

y−1∑
i=0

δ′(i) (mod 7),

kde y ∈ {0, . . . , 96}, β(0) je zvoleno libovoln¥ z {0, . . . , 6} a δ′ je vhodn¥ sestro-
jená posloupnost rozdíl·.

V této kapitole nás tedy bude zajímat, jestli kódování sou°adnice y v p°ípad¥
pozi£ních kód· φ a ψ popsaných na základ¥ [6] a [7] p°edstavuje skute£n¥ dv¥
r·zné metody nebo zda jde o jinak formulovaný totoºný princip. Pro pot°eby
porovnávání β a γ poslouºí de�novat si δ′ jako sloºení t°í vhodn¥ zvolených po-
mocných zobrazení.

Pro v²echna y budeme pouºívat vyjád°ení y = 3n+r, r ∈ {0, 1, 2}, na základ¥
kterého de�nujeme zobrazení

ε′ : {0, . . . , 95} → Z3 × {0, . . . , 31},

které p°i°adí kaºdému y = 3n+ r dvojici (r, n).
Dále zvolme posloupnosti

D1′ = 2, 2, 0

D2′ = 0, 1, 2, 3

Zobrazení

d′ : Z3 × {0, . . . , 31} → {(0, 0), (0, 1), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (2, 3)}

p°i°adí kaºdé dvojici (r, n) z Z3×{0, . . . , 31} dvojici (D1′ [r], D2′ [b2−r,n]), kde b2−r,n
je koe�cient z vyjád°ení n = 8b2,n + 2b1,n + b0,n ve smí²ené bázi dle Lemma 2.2.

Pro kaºdou dvojici (r, n) z°ejm¥ platí D2′ [b2−r,n] = b2−r,n.
Usilujeme o alternativní vyjád°ení β, tím pádem chceme, aby abeceda po-

sloupnosti rozdíl· δ′ byla {1, . . . , 6}. Na základ¥ tohoto poºadavku de�nujeme
zobrazení τ ′:

τ ′ : {(0, 0), (0, 1), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (2, 3)} → {1, . . . , 6},
(D1′ , D2′) 7→ 1 +D1′ +D2′ .

Nakonec pro v²echna y ∈ {0, . . . , 95} de�nujeme

δ′(y) = τ ′(d′(ε′(y))). (4.1)

40



Lemma 4.1. Bu¤ n ∈ {0, . . . , 31} a n = 8b2,n + 2b1,n + b0,n, kde b0,n ∈ {0, 1}
a b1,n, b2,n ∈ {0, 1, 2, 3}, vyjád°ení ve smí²ené bázi {8, 2, 1}. P°edpokládejme, ºe
jsme zvolili n¥jaké β(0) ∈ {1, . . . , 6}. P°ipome¬me, ºe, známe-li β(3n), je

β(3n+ 1) = β(3n) + b2,n + 3 (mod 7),

β(3n+ 2) = β(3n+ 1) + b1,n + 3 (mod 7),

β(3n+ 3) = β(3n+ 2) + b0,n + 1 (mod 7).

Potom pro v²echna y ∈ {0, . . . , 96} platí:

β(y) = β(0) +

y−1∑
i=0

δ′(i) (mod 7),

kde δ′(i) = τ ′(d′(ε′(i))) a y ∈ {0, . . . , 96}.

D·kaz. P°ipome¬me, ºe p°edpokládáme pevn¥ zvolené β(0) z {1, . . . , 6}. Budeme
postupovat indukcí podle y. Pro y = 1 platí β(1) = β(0)+b2,0+3 (mod 7). Jelikoº
platí rovnost

1 + 2 + b2,0 = τ ′(2, b2,0) = τ ′(d′(0, 0)) = τ ′(d′(ε′(0))) = δ′(0),

dostáváme β(1) = β(0) + δ′(0) (mod 7).
Formulujme nyní induk£ní p°edpoklad, ºe pro n¥jaké y ≥ 1 platí β(y) =

β(0) +
∑y−1

i=0 δ
′(i) (mod 7). Ov¥°me tento vztah pro y+ 1. Rozli²íme t°i p°ípady:

1. Je-li y = 3n + 1, platí dle induk£ního p°edpokladu β(3n + 1) = β(0) +∑3n
i=0 δ

′(i) (mod 7). Dále β(y + 1) = β(3n + 2) = β(3n + 1) + b1,n +
3 (mod 7) = β(0) +

∑3n
i=0 δ

′(i) + b1,n + 3 (mod 7). Dosadíme-li

b1,n + 3 = 1 + 2 + b1,n = τ ′(2, b1,n) = τ ′(d′(1, n)) = τ ′(d′(ε′(3n+ 1)))

= δ′(3n+ 1),

dostaneme

β(y + 1) = β(3n+ 2) = β(0) +
3n+1∑
i=0

δ′(i) (mod 7).

2. Je-li y = 3n + 2, platí dle induk£ního p°edpokladu β(3n + 2) = β(0) +∑3n+1
i=0 δ′(i) (mod 7), a tedy β(y + 1) = β(3n + 3) = β(3n + 2) + b0,n +

1 (mod 7) = β(0) +
∑3n+1

i=0 δ′(i) + b0,n + 1 (mod 7). Vyjád°íme-li si

b0,n + 1 = 1 + 0 + b0,n = τ ′(0, b0,n) = τ ′(d′(2, n)) = τ ′(d′(ε′(3n+ 2)))

= δ′(3n+ 2),

dostaneme

β(y + 1) = β(3n+ 3) = β(0) +
3n+2∑
i=0

δ′(i) (mod 7).
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3. Nakonec je-li y = 3n + 3, platí dle induk£ního p°edpokladu β(3n + 3) =
β(0) +

∑3n+2
i=0 δ′(i) (mod 7). Pro y+ 1 = 3n+ 4 = 3(n+ 1) + 1 z {0, . . . , 96}

platí dle Lemma 2.6 rovnost

β(y + 1) = β(3(n+ 1) + 1) = β(3(n+ 1)) + b2,n+1 + 3 (mod 7).

Z toho β(y+1) = β(0)+
∑3n+2

i=0 δ′(i)+b2,n+1+3 (mod 7). Op¥t si vyjád°íme

b2,n+1 + 3 = 1 + 2 + b2,n+1 = τ ′(2, b2,n+1) = τ ′(d′(0, n+ 1))

= τ ′(d′(ε′(3n+ 3))) = δ′(3n+ 3)

a po dosazení obdrºíme

β(y + 1) = β(3(n+ 1) + 1) = β(0) +
3n+3∑
i=0

δ′(i) (mod 7).

Nyní se podívejme podrobn¥ji na vlastnosti zobrazení τ ′, d′ a ε′.

Lemma 4.2. Zobrazení

τ ′ : {(0, 0), (0, 1), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (2, 3)} → {1, . . . , 6}

je bijekce. Inverzní zobrazení τ ′−1 p°i°adí kaºdému a ∈ {1, . . . , 6} dvojici (0, a−1),
pokud a ∈ {1, 2} = M , nebo dvojici (2, a− 3), pokud a ∈ {3, 4, 5, 6} = V .

D·kaz. �e jde o bijekci, je vid¥t ze zápisu τ ′. Pokud a ∈M , potom mu zobrazení
τ ′−1 p°i°adí jeden z prvk· {(0, 0), (0, 1)}. Pokud a ∈ V , bude jeho hodnota p°i
τ ′−1 z {(2, 0), (2, 1), (2, 2), (2, 3)}. P°esná podoba τ ′−1 lze snadno odvodit op¥t z
de�nice τ ′.

Lemma 4.3. Zobrazení

d′ : Z3 × {0, . . . , 31} → {(0, 0), (0, 1), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (2, 3)}

není de�nováno po sloºkách, není prosté, ale je na.

D·kaz. �e d′ není de�nováno po sloºkách je vid¥t z jeho zápisu. Platí |Z3 ×
{0, . . . , 31}| = 96 > 6, tedy d′ není prosté. Kaºdý z prvk· {0, 2}, které tvo°í první
sloºky prvk· z {(0, 0), (0, 1), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (2, 3)} nalezneme v posloupnosti
D1′ na n¥jaké pozici, která je prvkem Z3. Dále pro kaºdý prvek a ∈ {0, 1, 2, 3}
odpovídající druhé sou°adnici nalezneme n¥jaké r ∈ Z3 a n ∈ {0, . . . , 31} tak, ºe
platí a = b2−r,n, coº je n¥jaké pozi£ní £íslo v posloupnosti D2′ . Tedy d′ je na.

Lemma 4.4. Pro v²echna y, z ∈ {0, . . . , 95} platí

(y 6= z)⇒ [(d′(ε′(y)), d′(ε′(y + 1)), d′(ε′(y + 2)))

6= (d′(ε′(z)), d′(ε′(z + 1)), d′(ε′(z + 2)))] .
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D·kaz. Pro dva r·zné prvky y a z z {0, . . . , 95} ozna£íme

ε′(y) =

(
ry1
ny1

)
, ε′(z) =

(
rz1
nz1

)
a

ε′(y+1) =

(
ry2
ny2

)
, ε′(y+2) =

(
ry3
ny3

)
, ε′(z+1) =

(
rz2
nz2

)
, ε′(z+2) =

(
rz3
nz3

)
.

Protoºe y 6= z, je nutn¥ ry1 6= rz1 nebo n
y
1 6= nz1. Aplikujme nyní zobrazení d′ na

(ε′(y), ε′(y + 1), ε′(y + 2)) a (ε′(z), ε′(z + 1), ε′(z + 2)). Ozna£me

A′ = (d′(ε′(y), d′(ε′(y + 1), d′(ε′(y + 2)))

=

(
D1′ [ry1 ] D1′ [ry2 ] D1′ [ry3 ]
D2′ [b2−ry1 ,n

y
1
] D2′ [b2−ry2 ,n

y
2
] D2′ [b2−ry3 ,n

y
3
]

)
,

B′ = (d′(ε′(z), d′(ε′(z + 1), d′(ε′(z + 2)))

=

(
D1′ [rz1] D1′ [rz2] D1′ [rz3]
D2′ [b2−rz1 ,nz

1
] D2′ [b2−rz2 ,nz

2
] D2′ [b2−rz3 ,nz

3
]

)
.

Platí ry2 = ry1 + 1 (mod 3), ry3 = ry2 + 1 (mod 3) a podobn¥ pro rz1, r
z
2, r

z
3, tzn.

tyto indexy jsou po sob¥ jdoucí £ísla. Zárove¬ si uv¥domme, ºe posloupnost D1′ je
kvazi De Bruijnova °ádu t°i a první °ádky matic A′ a B′ tvo°í její podposloupnosti
délky t°i. Nastává-li tedy p°ípad ry1 6= rz1, nutn¥ existuje i ∈ {1, 2, 3} takové, ºe
D1′ [ryi ] 6= D1′ [rzi ].

V p°ípad¥, ºe ny1 6= nz1, nám sta£í diskutovat situaci (ny1 6= nz1) ∧ (ry1 = rz1).
P°ipome¬me vyjád°ení ny1 = 8b2,ny

1
+ 2b1,ny

1
+ b0,ny

1
a nz1 = 8b2,nz

1
+ 2b1,nz

1
+ b0,nz

1
.

Z ny1 6= nz1 existuje j ∈ {0, 1, 2} takové, ºe bj,ny
1
6= bj,nz

1
.

Pokud ry1 = rz1 = 0, je ny1 = ny2 = ny3 (analogicky pro z), a tedy z°ejm¥
bj,ny

1
= D2′ [bj,ny

1
] 6= D2′ [bj,nz

1
] = bj,nz

1
.

Pokud ry1 = rz1 = 1, nastává situace ny2 = ny1, n
y
3 = ny1 + 1 (analogicky pro z):

A′ =

(
2 0 2
b1,ny

1
b0,ny

1
b2,ny

1+1

)
, B′ =

(
2 0 2
b1,nz

1
b0,nz

1
b2,nz

1+1

)
.

Zam¥°íme-li se na druhé °ádky t¥chto matic, rozli²íme dv¥ varianty:

1. bu¤ existuje v ∈ {0, 1} takové, ºe bv,ny
1
6= bv,nz

1
, pak bv,ny

1
= D2′ [bv,ny

1
] 6=

D2′ [bv,nz
1
] = bv,nz

1
,

2. anebo uvaºujeme b1,ny
1

= b1,nz
1
a b0,ny

1
= b0,nz

1
. V takovém p°ípad¥ platí,

ºe pokud b2,ny
1+1 = b2,nz

1+1, tak lze s vyuºitím Lemma 2.3 snadno spo£ítat
ny1 + 1 a nz1 + 1, p°i£emº vyjde ny1 + 1 = nz1 + 1, coº je spor. Je tedy
b2,ny

1+1 = D2′ [b2,ny
1+1] 6= D2′ [b2,nz

1+1] = b2,nz
1+1.

Variantu ry1 = rz1 = 2 lze vy²et°it podobnými úvahami jako v p°edchozím p°ípad¥.

Lemma 4.5. Zobrazení ε′ : {0, . . . , 95} → Z3 × {0, . . . , 31} je bijekce.

D·kaz. Vyjád°ení y = 3n + r je z°ejm¥ jednozna£né, proto je ε′ prosté. Naopak
ke kaºdé dvojici (n, r) z Z3×{0, . . . , 31} existuje jednozna£n¥ ur£ené y = 3n+ r,
£ili ε′ je na.
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Poznámka. Vra´me se k zobrazení ε sestrojené dle �ínské v¥ty o zbytcích, které
je izomor�smem grup. Operace s£ítání po sloºkách je na mnoºin¥ Zl1×Zl2×Zl3×
Zl4 p°irozen¥ de�novaná.

Jestliºe na Z3 × {0, . . . , 31} dode�nujeme operaci s£ítání ⊕ zp·sobem, ºe

(r1, n1)⊕ (r2, n2) = (r1 + r2 (mod 3), n1 + n2 + b(r1 + r2)/3c (mod 32)) ,

lze snadno ukázat, ºe potom je ε′ homomor�smus grup, a tedy také izomor�smus
grup díky Lemmatu 4.5.

Tvrzení 4.6. Posloupnost rozdíl· δ′ je 6-ární kvazi De Bruijnova posloupnost
°ádu t°i.

D·kaz. Abeceda δ′ je z konstrukce δ′ rovna oboru hodnot τ ′, coº je {1, . . . , 6}.
Zobrazení τ ′ je bijekce, m·ºeme tedy s vyuºitím Lemma 4.4 vyslovit tvrzení,
ºe pro v²echna y, z ∈ {0, . . . , 95}, y 6= z platí (δ′(y), δ′(y + 1), δ′(y + 2)) 6=
(δ′(z), δ′(z + 1), δ′(z + 2)). To znamená, ºe kaºdé podposloupnosti δ′ délky t°i
lze p°i°adit jednozna£n¥ ur£ené pozi£ní £íslo z {0, . . . , 95}, jinými slovy, d′ je
kvazi De Bruijnova °ádu t°i.

4.1 Záv¥re£ná diskuse

Na tomto míst¥ m·ºeme konstatovat, ºe, a£koliv jsme docílili formáln¥ stejných
vyjád°ení zobrazení δ′ a δ, která vyuºíváme po °ad¥ v konstrukcích startovních
posloupností β a γ, nalezli jsme p°i podrobn¥j²ím zkoumání zásadní rozdíly.

Diskutujme postupn¥ jednotlivá pomocná zobrazení. Zobrazení ε i ε′ jsou izo-
mor�smy, av²ak zatímco ε pochází z �ínské v¥ty o zbytcích, ε′ vyjad°uje d¥lení
t°emi se zbytkem.

Zobrazení d a d′ jsme de�novali tak, ºe jsou ob¥ na, ale nikoliv prostá. Zobraze-
ní d′ není na rozdíl od d de�nováno po sloºkách. Dal²í rozdíl zam¥°íme v d·kazech
p°íbuzných Lemmat 3.7 a 4.4. Zatímco v d·kazu prvního jmenovaného lemmatu
vyuºíváme, fakt, ºe v²echny posloupnosti D1, D2, D3, D4 jsou kvazi De Bruijnovy
°ádu p¥t a °ádky matic A a B tvo°í jejich podposloupnosti, v d·kazu Lemmatu
4.4 °e²ícího podobnou vlastnost v p°ípad¥ δ′ tomu tak není. Je sice pravda, ºe
D1′ i D2′ jsou kvazi De Bruijnovy °ádu t°i, ale tuto vlastnost v p°ípad¥ D2′ v·bec
nevyuºijeme, jelikoº druhé °ádky matic A′ a B′ její podposloupnosti tvo°it nemusí.
Naopak vyuºijeme fakt, ºe konstrukce δ′ vychází z vyjád°ení n = 8b2,n+2b1,n+b0,n
dle Lemma 2.2.

Zobrazení τ ′ i τ byly zkonstruovány jako bijekce. Díky tomu je lze jednozna£n¥
invertovat.

Zna£né odli²nosti nalezneme také p°i dekódování, v p°ípad¥ δ nap°íklad nee-
xistuje ºádný ekvivalent Lemma 2.4, které umoº¬uje dekódování φ.

Díky diskuzi, kterou jsme práv¥ provedli, vidíme zásadní rozdíly v konstrukci
posloupností δ a δ′ a potaºmo i kódování sou°adnice y v p°ípadech pozi£ních kód·
φ a ψ.
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Záv¥r

Shr¬me nyní poznatky z p°ede²lých kapitol. Kódování pozice na p°ímce vºdy
spo£ívá v konstrukci n¥jaké De Bruijnovy nebo kvazi De Bruijnovy posloupnosti.
Nap°íklad pro kódování s vyuºitím marker· jsme zkonstruovali kód θ, na který
lze nahlíºet jako na kvazi De Bruijnovu posloupnost °ádu 9 o délce 9 · 48, jejíº
abeceda je {0, 1, 2, 3}∪{•} (to plyne z Lemma 1.3). Vid¥li jsme, ºe pro sestrojení
kvazi De Bruijnovy posloupnosti m·ºe slouºit vyjad°ování pozice markeru v n¥-
jaké £íselné soustav¥ nebo LFSR.

P°i sestrojování pozi£ních kód· v rovin¥ jsme op¥t vycházeli z kvazi De Bruij-
nových posloupností, kterým jsme °íkali startovní posloupnosti ve sm¥ru x nebo y.
Z°ejm¥ by na n¥ ²lo nahlíºet jako na pozi£ní kódy na p°ímce. P°i konstrukci star-
tovních posloupností jsme pouºili dal²í principy: vyjad°ování pozice ve smí²ené
bázi, odli²ení oken nebo vyuºití pomocné posloupnosti rozdíl·. Tyto posloupnos-
ti rozdíl· p°itom byly samy také kvazi De Bruijnovými posloupnostmi, k jejich
vytvo°ení jsme vyuºili nap°. �ínskou v¥tu o zbytcích.

Kódování pozice na p°ímce a v rovin¥ tudíº spojuje stejný koncept, ov²em
v p°ípad¥ pozi£ních kódu v rovin¥ je dále rozvinut. V [1] je popisován Resnik·v
pozi£ní kód vyuºívaný v CERNu, na který m·ºeme pohlíºet jako na metodu kó-
dování pozice v rovin¥ s vyuºitím marker·. Spole£nost Anoto °e²í otázku roz²í°ení
pozi£ního kódu na p°ímce do roviny pomocí binárních kvazi De Bruijnových po-
sloupností, které zapisuje opakovan¥ do °ádk· nebo sloupc· a jejichº po£áte£ní
posunutí je ur£eno startovními posloupnostmi.

Kombinace r·zných metod konstrukce startovních posloupností s opakováním
binárních kvazi De Bruijnových posloupností je zp·sob, kterým by bylo moºné
téma pozi£ního kódování dále rozvíjet. Zdaleka ne v²echny nové varianty by byly
optimální a vhodné pro praktické vyuºití. Nap°íklad vyuºijeme-li ke kódování jed-
né sou°adnice princip podobný kódování sou°adnice x u pozi£ního kódu φ v druhé
kapitole, musíme druhou sou°adnici zakódovat nap°. s vyuºitím posloupnosti roz-
díl·, tedy tak, aby bylo její dekódování nezávislé na znalosti té první. Také by
bylo moºné se zam¥°it na po£et prvk· p°e£tené matice (restrikce kódu na okno)
pot°ebných k dekódování pozice. Kódy φ a ψ jsou z tohoto pohledu optimální,
jelikoº rozm¥r £tvercové matice odpovídá °ádu opakovan¥ zapisované kvazi De
Bruijnovy posloupnosti.

Moºných sm¥r· k dal²ím úvahám je vícero, jako motivace m·ºe slouºit hledání
dal²ích aplikací pozi£ního kódování v praxi.
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