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Kapitola 1
Uvod

Parcialni deferencialni rovnice Ize fesit rtiznymi zptisoby. Jednou z moz-
nosti je metoda charakteristik. Tato metoda ovSsem funguje dobfe jen na
neomezenych oblastech. Chceme-li pocitat feSeni rovnice v omezené oblasti,
muzeme pouzit Fourierovy metody.

Predpokladejme, Zze mame linearni parcialni diferencialni rovnici splhujici
homogenni okrajovou podminku

na hranici oblasti, kde 77 je jednotkova normala hranice. Prepokladame-li
feSeni v separovaném tvaru, najdeme s pomoci okrajovych podminek po-
zadavky na separované funkce. Soucin odpovidajicich separovanych funkei
nam dava feseni rovnice. Jelikoz jde o linedrni rovnici, je i soucet libovolnych
dvou teseni také feSenim. Fourierova metoda spociva v secteni téchto reseni
do nekonec¢né fady. Diky ortogonalité a uplnosti oddélenych funkci a s uzitim
pocateéni podminky dostavame koeficienty v souc¢tu funkei fesicich rovnici.
Konkrétné je Fourierova metoda pouzita pro homogenni rovnici vedeni tepla
a rovnici struny.

Diilezitou souc¢asti pouziti této metody je dokazani toho, Ze nekonec¢na
rfada nalezend zminénym postupem je skutecné tesenim. V této praci jsou
zformulovany veéty urcujici, kdy jsou konkrétni dvé rovnice klasickym teSe-
nim. Jednoznacnost TeSeni tepelné rovnice plyne pak pfimo z principu ma-
xima (napf. v [1], str. 172). Véta o jednoznac¢nosti feseni vlnové rovnice je
zformulovana v [6], str. 51. Fourierova metoda je popsana v [1], str. 114 —
131 a [5], str. 91 — 96. Odvozeni rovnice vedeni tepla vychazi z [5], str. 38,
rovnici struny jsme odvodili podle [1], str. 28.



Kapitola 2

Rovnice vedeni tepla

2.1 Odvozeni rovnice vedeni tepla

Méjme téleso T zaujimajici oblast Q C R*. Rovnici vedeni tepla odvo-
dime z bilance energii

Qo — Q1 = @2, (2.1)

kde Qg je teplo vytvotrené tepelnymi zdroji G(Z,t) umisténymi v télese T, Q;
je teplo, které protéka hranici 0€2, a ()2 je zména tepla télesa T odpovidajici
zméné teploty u(Z,t). Déle predpokladejme, Ze téleso T mé hustotu p(7),
mérnou tepelnou kapacitu ¢(#) a souéinitel vnitini tepelné vodivosti \(%).

Nyni uré¢ime, ¢emu jsou rovny jednotliva tepla. Tepelné zdroje G(7,t)
predstavujici tepelny vykon vztazeny na jednotku objemu za casovy oka-
mzik 6t vyprodukuji energii

%:&/G@wm.
Q

Ptes hranici 0f) protece za cas dt teplo o velikosti
Q=0 | d.e)lz)ds.
o9

kde 7 je jednotkova vnéjsi norméla k hranici 092 v bodé & a ¢(Z, t) je hustota
tepelného toku, ktery mizeme urcit z Fourierova zakona

(@, t) = —A\Vu(i, 1).

Dosazenim zpét do vztahu pro ); dostavame

Q= —dt /BQ [A\Vu(F,t)].7(7) dS.



Nakonec jesté urc¢ime vztah mezi teplem a zménou teploty. Energie po-
trebna k zahrati télesa T o teplotu du je rovna

Q= /Q o(#)p(#)0ul, 1) du.

Zména teploty du, ke které dojde mezi ¢asem t a t, =t + dt, je rovna

ou(Z, t*
SulF,t) = u(F,t) — u(F. ) = Q4B 5y
ot
kde jsme pouzili Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté za predpokladu spoji-

tosti u a t* € [t, t5]. Dosazenim do vztahu pro @ dostavame

Q= 6t /Q c(f)p(f)iau(gé ) 4z,

Dosazenim do bilance energie (2.1) dostavame rovnici

ou(Z, t*

5t ( / G(Z,t)dz + / \Vu(Z, t)] .7 (Z) dS — / (@) p() 21T ) d:1:> ~0.
) o9 Q ot

Na druhy integral v predchozim vztahu uzijeme vétu o divergenci a ziska-

vame

ou(Z, t*
675/ {G(f, t) + div [AVu(Z, t)] — c(f)p(f)%] dz = 0.
Q
Rovnici podélime 6t a provedeme limitu 6t — 0, pak t* — t. Predchozi
bilanci mGzeme ale provadét nejen v €2, ale i v kazdé jeji libovolné podoblasti,
proto musi byt argument integralu roven nule. Predpokladdme-li navic, ze
¢, p, A = konst., mizeme )\ vytknout z divergence a uz piimo napsat rovnici

pro vedeni tepla
Tt A Tt
uEs) Ny o GED
ot cp cp

Uvazujme specidlné za téleso ty¢ (jednorozmérny piipad), jejiz konce jsou
umistény v bodech 0 a 1. Dale predpokladejme, 7e nema zadné tepelné zdroje
(G(#,t) = 0). Pak mizeme problém vedeni tepla zapsat ve tvaru

Uy — @’y =0 mna  (0,1) x (0,00), (2.2)

kde a> = \/(cp) a dolni indexy znac¢i parcilni derivaci podle ¢, resp. podle z.



2.2 Vedeni tepla 1

Resime rovnici veden{ tepla (2.2) s po¢ateéni podminkou u(z,0) = ug(x)
a okrajovymi podminkami u(0,¢) = 0,u(1,¢) = 0 pro vSechna t.

Predpokladejme feSeni separujici obé proménné u(x,t) = e(x)v(t). Po
dosazeni do rovnice (2.2) dostavame

e(@)i(t) — a2o(t)e(x) = 0 = 2— &) _ D) (2.3)

a tedy vyraz na levé strané je zavisly jen na x, pricemz vyraz na pravé strané
jen na t, z toho vyplyva, 7ze oba zlomky musi byt rovny konstanté. Z tohoto
divodu oznac¢me

(2.4)

Tento vztah ndm spolu s okrajovymi podminkami e(0) = e(1) = 0 déva
omezeni na \. UkdZeme, Ze netrividlni feSeni u(x, t) dostavame jen pro A > 0.
Rovnici (2.4) pfendsobme e?(x) a integrujme od 0 do 1. P¥i integraci per
partes vypadne podle okrajovych podminek hrani¢ni ¢len (e(0) = e(1) = 0).

)\/0162(:3) _ —/Ole(x)e"(x) g ([e(x)e'(x)][ll _/016'2(:5)> _ /01 ¢2(z).

Pro e(z) nenulové dostavame, Ze nutné A > 0 a pro né vyfesime z (2.4)
e(z) = ¢1sin VAz + ¢ cos Vz,
to dosadime do okrajovych podminek. Dostavame

0= 6(0) = Ca,

0=e(1) = ¢ sin VA,
nema-li byt e(z), a tedy i u(z,t) identicky roven nule, musi byt A = k*r?,
k € Z. 7 oznaceni (2.4) a rovnice (2.3) mizeme ur¢it cemu je rovno v(t),

tedy
b+ a* v =0 = v(t) =v(0)e

kde v(0) je hodnota v v ¢ase t = 0. Tu ur¢ime z poc¢ate¢ni podminky
o) = u(z,0) = e(x)0(0) = e(x)ap,

kde ag je nové oznaceni pro v(0). Nyni uz vime, ¢emu je rovno u(z,t). Obé
funkce e(z),v(t) mame vyjadiené pomoci konstanty A, kterd je omezend
vztahem A = k?72. Pro rfiznd k dostdvame riizné feseni. Tedy

—a?k%n%t

ug(x,t) = vg(z, t)eg(z,t) = age sin (krz),
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kde ay nyni obsahuje i multiplikativni konstantu ze sinu.
Rovnici (2.2) fesi také kazdy soucet uy. To nds ptivadi k tomu hledat
feSeni ve tvaru nekonecné rady

o
u(z,t) = Z ay e~ P sin (krx),
k=1

ager(r) = Z ay sin (kmx),

k=1 k=1

WE

uo(x) =
kde druha rovnice je patfi¢né upravena pocatec¢ni podminka.

Systém {sin (kwx)}2, tvoii ortogonalni tplnou bézi prostoru L?[0,1].
To se nam bude hodit ke spocitani hodnot koeficientii ay.

1 1 0
/ ug(z) sin (krz) dz = / Z a; sin (Imzx) sin (k7zx) do =
0 (N

= Z / sin (Irz) sin (krx) de = %,

pricemz sumaci a integral muzeme prehodit, nebot suma konverguje stejno-
mérné na [0, 1] a posledni rovnost vyplyva z ortogonality (polovina — ovéfeni
vypoctem). Takze je-li splnéna pocéateéni podminka, musi byt nutné

1
ap = 2/ uo () sin (krz) du.
0

Naopak, pro takova a, je z uplnosti systému splnéna pocatecni podminka,
protoze

1 00
/ (uo(a:) — Z ay sin (kmc)) sin(lrx)de =0 VI€EZ =
0 k=1
= wup(z) — Z a sin (kmzx) = 0.
Celkove tedy dostavame

Z bsin kwx)/o ug(x) sin (k7zx) dz. (2.5)

k=1

2.3 Vedeni tepla 2

Uvazujme pocateéni podminku u(x,0) = ug(z) a smiSené okrajové pod-
minky u(0,¢) = 0, u,(1,¢) = 0 pro vSechna t.

9



Separujeme u(z,t) = v(t)e(x). Stejné jako ¢asti Vedeni tepla 1 dospéjeme
k zavéru, ze A > 0; opét dostavame

e(z) = ¢1sin VA + ¢y cos VAz
a okrajové podminky davaji
0=¢e(0) = ¢,
0="¢(1) =V Acos Vz

a opét pro netrivialnost feSeni nutné chceme, aby VA = (k + 1/2)7. Dosté-
vame tedy
e(x) = eysin[(k + 1/2) mx].

Separovand funkce v(t) vyjde stejné jako v ¢asti Vedeni tepla 1, proto celkové
po secteni dostavame

Zake 2P Gin [(k 4+ 1/2) 7a,

= Zakek(a:) = Zak sin [(k + 1/2) wx].

Systém funkei {sin (k + 1/2)wx} je opét tplny ortogondlni se stejnou normou
jako minule a pro koeficienty vychazi

ap = 2/0 ug(z) sin[(k + 1/2) rz| dz

Celkem pak tedy dostavame

Z DT i [(k 4+ 1/2) 7a] /0 uo(x) sin [(k +1/2) m] dx
= (2.6)

2.3.1 Vedeni tepla 3

Uvazujme poc¢atecni podminku u(z,0) = ug(z) a okrajové podminky
u(0,t) = 0,u,(1,%) = 0 pro vSechna t.
Separujeme u(x,t) = v(t)e(r). Stejnym postupem jako v ¢asti Vedeni
tepla 1 dostaneme
e(z) = ¢ cos (krz).

10



Separovana funkce v(t) vyjde stejné jako v ¢asti Vedeni tepla 1, proto celkové
po poscitani dostavame

u(z,t) = Z ay e K cos (),
k=1
ugp(z) = Z ager(r) = Z ay cos (k).
k=1 k=1

Systém funkei {cos kmz} je Giplny ortogonalni se stejnou normou jako v ¢asti
Vedeni tepla 1 a 2 a pro koeficienty vychézi

1
ar = 2/ ug () cos (kmx) dx.
0

Celkem pak tedy dostavame

00 1
u(z,t) =2 Ze_anQWthos (lmx)/o ug(x) cos (kmx) da. (2.7)
k=1

2.4 Vlastnosti FeSeni rovnice vedeni tepla

Nyni se podivame, kdy jde v ptipadé rovnice vedeni tepla o klasické
feseni a co vime o diferencovatelnosti feseni. Nejprve si zformulujeme vétu
(viz [2], str. 139).

Véta 2.4.1 (Weierstrass o derivacich). Bud's,(z) = Y., fx(x) édstecny
soucet Tady. Necht existuji s! (x) na (a,b) pro vSechnan =1,2,3,... Necht
ddle s!,(x) Z0e na (a,b) a existuje bod xo € (a,b), Ze sp(xy) konverguje.

Pak s,(x) =0c na (a,b), oznacime-li s(x) := nh_)rglo sp(x), pak

s'(z), Yz € (a,b).

: li
215, 50 7)

Nyni ovéfime, Ze feSeni u(x, t) v pfipadé rovnice vedeni tepla je nekone¢né
diferencovatelné. Pro zajisténi (lokalné¢) stejnomérné konvergence na [0, 1]
fad (2.5), (2.6) a (2.7) budeme pozadovat ug(z) € L'[0,1]. Konvergentni
majoranta vypada pak V¢ > ¢ > 0 néasledovné

00 1
23 e [ (o) da,
k=1 0

nebot sinz < 1. Pro ovéfeni diferencovatelnosti u(x,t) pouzijeme Weier-
strassovu vétu. Pro pevné, a libovolné ¢t > ¢ vypada konvergentni majoranta
fad (2.5), (2.6) a (2.7) po n derivovanich

0 1
23 frema’ kD’ 5/0 o ()| da.
k=1

11



Tato rada konverguje pro kazdé n = 1,2,3... Predpoklady Weierstrassovy
véty jsou splnény, nebot puvodni nederivovana fada konverguje nejen bodové
v jednom bodé z [0, 1], ale dokonce stejnomérné na celém intervalu. Navic
libovolna nekonec¢na suma derivace argumentu rady konverguje stejnomérné
na daném intervalu, a tedy jsou splnény predpoklady Weierstrassovy véty
pro libovolnou derivaci. Tim se mysli, 7Ze jakmile zjistime 7z véty, 7ze suma
derivaci konverguje k derivaci fady, tak ji oznac¢ime jako novou radu a s tou
pokrac¢ujeme déle. Tedy u(x,t) je nekonecné diferencovatelnd pro ¢ > §. Pro
klasi¢nost feseni bychom jesté chtéli, aby u(z,t) € C([0,T] x [0,1]). K tomu
staci, aby fada (2.5) konvergovala stejnomérné pro ¢ € [0,4], tj. staci, aby
konvergovala jeji majoranta

22

Bud by, Fourierovy koeficienty pro uj(z) v L? prostoru s ortogonalnim sys-
témem {cos kmx}. Pomoci integrace per partes dostavame
b |

1 1

arl =12 [ wo(z)sin (krx)dx| =12 | uf(x o8 \FTE) (k7z) de| < —

|a| () sin ( 0 ,
0 0 km k

kde pozadujeme, aby uy(0) = uo(1) = 0 pro vymizeni hrani¢nich ¢lend. Pak
pomoci Besselovy nerovnosti (viz str. 17) mame

) sin (kmx) dzx|.

<

> 1bel* =) lbef* 21l cos ka3 < 2ffup()]l3 < oo,
—_———
k=1 k=1 1

nebot predpoklddédme ug(z) € L*(0,1). Dale pomoci Cauchyho-Schwarzovy
nerovnosti dostavame

|cs

_Z\ak\ < Z i

50 50 1/2
S 1
k=1 k=1

a vysSe uvedena majoranta konverguje. Napisme si vétu o klasickém teSeni
rovnice vedeni tepla.

uo(z) sin (krzx) dz

Tvrzeni 2.4.2 (Klasické FeSeni rovnice vedeni tepla). Rovnice u; —

a*uz; = 0 na (0,1) x (0,00) s okrajovgmi podminkami u(0,t) = 0 a po-

catecnimi podminkami u(x,0) = wuo(x) md klasické Feseni, tj. u(x,t) €

C(]0,1] x [0,00)), jestlize
ug(z) € C[0,1], up(x) € L*(0,1), ug(0) = ue(1) = 0.

Navic Feseni dané radou (2.5) je nekonecnékrat diferencovatelné pro t > 0.

12



Kapitola 3

Rovnice struny

3.1 Odvozeni rovnice struny

Méjme strunu natazenou mezi
body 0 a 1 (viz obr. 1). Stu- “
dujme malé pticné kmity struny,
pak struna kmitd v jedné roviné, | = - ITomo-----.
kolmo na osu x a v ¢ase t ma vy-
chylku u(x,t), zanedbavame vyssi
mocniny u,. Dale predpokladejme, 0 1z
ze struna je ohebné pruzné vlakno,
a tedy vektor napéti T mé smér
tecny k vlaknu.

Obréazek 1: Struna

Nyni ukdzeme, 7e napéti ve struné ma ve vSech mistech x a pro vSechny
casy t konstantni velikost. Hookiiv zakon tiké, Ze relativni prodlouzeni je
primo mérné napéti ve struné. Podivame se tedy, jakou mirou pfispiva
relativni prodlouzeni zpiisobené kmitanim struny. Délka struny mezi body
T1 a 9 ma velikost

2
l:/ V1+uide ~ x9 — x4,
1

coz je puvodni délka struny, relativni prodlouzeni je nulové, a tedy dle Ho-
okova zakona kmitani neptispiva k napéti ve struné — napéti je pro vSechny
casy t v daném misté konstantni.

Zavedme primét napéti T do osy z, Ty(z) = T(z) cosa a primét T do
osy u, Ty(x) = T(z)sina ~ T(z)tga = T(x)u,, aproximaci jsme mohli
provést diky malym «. Na strunu nalézajici se mezi body z; a x5 pusobi
sily napéti, vnéjsi sily a sily setrvaéné (pozorujeme ze soustavy spojené se
strunou). Posledni dvé sily maji smér osy u. Protoze studujeme pti¢né kmity,

13



musi byt soucet sil promitnutych do osy x roven nule, tedy
Tx(xl) - Tz(x2) - 07

kde 1, x5 jsme ale volili libovolné, a proto 7" nezavisi ani na x, ozna¢me toto
konstantni napéti 7.

Nyni sepiSeme pohybovou rovnici pro tsek [z1, x5]. Zména hybnosti mezi
casem t; a ty je rovna

Ap = / () s (2, 1) — s, 11)] diz,

T1

kde p(z) je linedrni hustota struny. Celkovy impulz sily pisobici na tento
tsek po dobu ¢y — t1, ktery se sklada z napéti T, (x) = Tyu,(z) a vnéjsich
objemovych sil f(z,t), je roven

AI:/: {To(ux(xg,t) —ux(xl,t))+Lf2f(x,t) dx] at.

Dle druhého Newtonova zdkona si musi byt tyto dva impulzy rovny. Pred-
pokladame-li spojitost prvnich derivaci u(z,t), mizeme pouzit prvni vétu
o sttedni hodnoté pro integralni pocet, dostavame

Ap = p(x*)[u(x*, ty) — u (2", t1)] Az,

AT = [Taluston ) = wson ) + [ 1ot da] o,

kde x* € [11,m9], Ax = 9 — mq, t** € [t1,15] a At = t5 — t;. Nyni stejnym
zpusobem prepiseme integral pomoci véty o stfedni hodnoté a pouzijeme
Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté na rozdily. Pak dostavame rovnici

p(x)uy(x*, ) AxAt = [Ty (g (™, 7)) + f(2™, )| Az At,

kde t* € [t1,ta] a a**, 2™ € [x1,25]. Ob& strany rovnice podélime AzxAt
a provedeme limity Ax — 0, At — 0. Pak z libovolnosti x1,¢; dostavame
rovnici pri¢nych kmiti struny

uy (7, 1) = a®(2)uge(z,t) + F(z,1),

kde a?(x) = Ty/p(x) a F(z,t) = f(z,t)/p(z). Budeme-li nyni povaZovat

hustotu struny p za konstantu a zanedbame-li vnéjsi sily F(x,t), dostavame

Uy — @’z =0 na  (0,1) x (0, 00). (3.1)

14



3.2 Strunal

Resfme rovnici struny (3.1) s po¢ateénimi podminkami u(x,0) = ug(z),
uy(z,0) = wuy(x) a okrajovymi podminkami u(0,¢) = 0,u(1,t) = 0 pro
vSechna 7.

Hledejme feSeni v separovaném tvaru u(x,t) = v(t)e(x). Stejnym postu-
pem jako v ¢asti Vedeni tepla 1 dospéjeme k zavéru, 7e ey(x) = ¢; sin krz.
Funkci v(t) ziskdme FeSenim rovnice

b+ a’k*r%v = 0.
Protoze z ¢asti o rovnici vedeni tepla vime, ze A > 0, jde o rovnici harmo-

nického oscilatoru, a tudiz mizeme primo psat reSeni rovnice

b
v (t) = ay cos (akmt) + ﬁ sin (akmt),

kde ar, = v(0) a by =

v;.(0). Rovnice struny je linedrni rovnice, a tedy
posc¢itanim v8ech FeSeni vy (¢

Jex () ziskdme také FeSeni. Dostavame tedy

u(z,t) = Z (ak cos (akmt) + l;—k sin (almrt)) sin (krz), (3.2)

arRT
k=1

T) = Zakek(aj) = Z ay sin (kmz),
T) = Zbkek(.fr) = Z b sin (k).

Jako dffve mizeme z ortogondlnosti a uplnosti systému {sinkmrx}{2,
v prostoru L?[0, 1] ur¢it koeficienty a; a by, dostavame

1
ar = 2/ uo () sin (kmzx) dz,
0

1
by = 2/ uq (z) sin (krz) dz.
0

3.3 Struna 2

Uvazujme pocateéni podminky u(z,0) = ug(x), ui(r,0) = ui(z) a okra-
jové podminky u(0,¢) = 0, u,(1,¢) = 0 pro v8echna t.

Hledejme feSeni v separovaném tvaru u(x,t) = v(t)e(z). Stejnym postu-
pem jako v ¢asti Vedeni tepla 2 zjistime, Ze egx(x) = ¢;sin[(k + 1/2) mx].
Funkce v(t) mé tvar

b .
vk (t) = ay, cos (aknt) + ﬁ sin (aknt),

15



kde a, = vg(0) a by = v, (0). Pos¢itanim vSech feSeni vy (t)ex(z) dostavame

u(z,t) = ; (ak cos (akmt) + abk—kﬂ sin (almt)) sin[(k+1/2)7wz], (3.3)
up(x) = Z aer(z) = Zak sin [(k + 1/2) 7z,
uy () :Zbkek Zbksm (k+1/2) nx].

=~
Il

1 k=1

Ortogonélnost systému {sin [(k + 1/2) 72|}, nam pomize urcit koefi-
cienty ap a by, dostavame

A :2/0 uo(z) sin[(k + 1/2) nzx] dx
bk:2/0 wy(x)sin [(k + 1/2) mz] dz

3.4 Struna 3

Uvazujme pocateéni podminky u(z,0) = ug(x), ui(z,0) = ui(z) a okra-
jové podminky u,(0,t) = 0,u,(1,t) = 0 pro vSechna t.

Hledejme feSeni v separovaném tvaru u(x,t) = v(t)e(x). Stejnym postu-
pem jako v ¢asti Vedeni tepla 3 dospéjeme k zavéru, 7e ey (x) = ¢; cos (krz).
Funkce v(t) mé tvar

b .
vk (t) = ay, cos (akmt) + ﬁ sin (aknt),

kde ar, = vg(0) a by = v, (0). Pos¢itanim vSech FeSeni vy (t)ex(z) dostavame

u(z,t) = Z <ak cos (akmt) + l;—k sin (almrt)) cos (kmz), (3.4)

arRT

Ortogonélnost systému {cos (krz)}$2, ndm pomuze ur¢it koeficienty ay

16



a by, dostavame
1
ap = 2/ ug(z) cos (kmzx) dz,
0

1
by = 2/ uq (z) cos (kmzx) du.
0

3.5 Vlastnosti feseni rovnice struny

Nyni se podivejme na vlastnosti feseni. Ziejmé nemuzeme predpokladat
nekonec¢nou diferencovatelnost jako v pripadé feseni rovnice vedeni tepla. Pri
derivovani nekoneéné fady (predpokladejme na okamzik, ze mizeme pieho-
dit derivaci a limitu) nam ze sinu ,vyskakuji“ k. Cim vy$si derivaci budeme

Vv

uo(r) a uy(x).

Zabyvejme se nejdiive, co budeme chtit pro to, aby feSeni u(x,t) bylo
spojité na [0, 1] x [0,00). Pro spojitost ndm urcité staci stejnomérna kon-
vergence fad (3.2), (3.3) nebo (3.4). Budeme studovat pfipad (3.2), ostatni
pripady by se provedly zcela analogicky. Majorantni fada vypada pro ¢ > 0

nasledovné
o0
> losl+
k o
k=1

A ted se ptame, kdy tato rada konverguje (absolutné — rozdélime si ji na
dvé)? Predpokladejme, ze ug mé prvni derivaci, pak mizeme s pomoci inte-
grace per-partes psat

ar = 2/0 uo () sin (krz) dr = %/0 up(x) cos (krz) dz—[ug(z) cos (krz)];

kde navic pozadujeme, aby hrani¢ni ¢len vymizel, tj. chceme uo(0) = ug(1) =
0. Zatim tedy mame

2 1
Hag| = 2 /0 () cos (k) dz. (3.5)

Déle se nam bude hodit nésledujici nerovnost ([4], str. 10).

Véta 3.5.1 (Besselova nerovnost). Bud {x,}°2, ortogondlni systém Hil-
bertova prostoru H a ¢y koeficienty proku x € H, tj. x =Y ¢yxy, pak

o
> lallal® < 2l
k=1
kde norma || - || je norma indukovand skaldrnim soucinem v H.
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Zjevné jsou splnény predpoklady véty, protoze v nasem pripadé mame
L? prostor s ortogondlnim systémem {cos krz}. V rovnosti (3.5) ozna¢me
¢y, koeficient prvku uf(z), budeme pozadovat, aby byl z L?[0, 1]. Piepisme si
(3.5) s novym znacenim

2
k|ak|:;

! / _ |Ck|
ug(x) cos (knx) dz| = —
0

™

a zjistime, ze nasledujici rada je konvergentni

oc (9]

> Klarl® = E Jex]” = E el 2] cos kmal}§ < —||uo( s
N————

k=1 k=1 1

protoze uy(x) € L?[0,1]. V posledni tipravé jsme pouzili Besselovu nerovnost.
Nyni nasi zddanou fadu odhadneme snadno pomoci Cauchyho-Schwarzovy
nerovnosti.

Sl =3 il 2 (Z ,j>/ (fj k|) -

a protoze jsou oba ¢initelé kone¢né, ptivodni fada konverguje.

Ted zcela analogickym postupem odhadneme konvergenci 3 |by|/k. Tady
nam bude stacit ,pouhd“ spojitost u;(z). Koeficient by je zde piimo koefi-
cient rozkladu funkce u;(z) do béaze sin krz, a tedy

Z|bk|2 Z\bk|2 2] sin kmz [} < 2ljun(@)]f3 < oo.
N—_— ——

1

Znovu pouzitim Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti dostavame konvergenci.
Pro spojitost feseni u(z,t) celkové klademe na pocatecni funkce wug(x)
a uy(z) podminky:

up(z) € C[0,1], uf(z) € L*(0,1), ug(0) = uo(1) =0, wuy(z) € C[0,1].

Pro klasické feSeni bychom ale navic jesté chtéli, aby u(z,t) € C?((0,1) x
(0,00)). Budeme postupovat stejné jako minule, jen navic zapojime Weier-
strassovu vétu pro stejnomérnou konvergenci fady. Ukazeme, Ze tfada dru-
hych derivaci argumentii fady (3.2) konverguje stejnomérné na [0, 1]. Navic
bude-li konvergovat tato fada stejnomérné, budou konvergovat i fady s niz-
Simi derivacemi (derivovanim vyskakuji nepfijemnd k). Celkem bude mo7zné
piehodit derivaci a limitu. Rada druhych derivaci argumenti fady (3.2) vy-
pada takto

oo

by,
— Z k*m? <ak cos (akmt) + —— sin (almt)) sin (kmx),

akm
k=1
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jeji majoranta je az na multiplikativni konstantu rovna
> K |ax] + Kby (3.6)
k=1

Jako minule vyuzijeme integrovani per-partes a vhodné zvolenych okrajo-
vych podminek pozadovanych po ug(z), upravujme

) 1

:EU

1
ay = 2/ ug(z) sin (k7x) dz ug(x) cos (krz) dz =
0

9 Lo 9 1
- _ in (krx)de = — —— " krx)dx.
k27r2/0 ug(x) sin (kmx) da k37r3/0 ug (z) cos (krx) dx

Potiebujeme tedy, aby ug(z) méla dvé spojité derivace na intervalu [0, 1],
uf (z) € L?(0,1) a up(0) = uo(1) = uf(0) = uy(1) = 0. Hrani¢ni ¢len, ktery
se objevi pti druhém per-partes, vypadava z nulovosti sinu na krajich. To nas
vede stejné jako pii ovéFovani spojitosti u(x, t) k zadefinovéani ¢, — koeficientu

rozkladu ug'(x) do baze cos knx.

2 k]
k3|ak‘:; :?

1
/ uy' () cos (kmzx) dz
0

Pak zjistime, ze konverguje rfada

o o¢] o¢]

1 1 BN 2
D Kl = =Y lenl® = =5 D lerl®. 2| cos a3 < S fug'(4)]3
k=1 k=1 k=1 Y

a pouzitim Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti stejnym zptisobem jako diive
dostaneme, 7e Y k*|ag| < oo.

A ted se podivame, kdy je > k|bg| < co. Opét metodou per-partes do-
stavame

9 1

= 0 u (z) cos (krx) dz =

1
by = 2/ uq () sin (k7x) dz
0

2 (! :
:—W/O u(z) sin (kmx) dz,

kde jsme k pouziti integrace po ¢astech potfebovali spojitou derivaci u;(z),
uf(x) € L?(0,1) a hrani¢ni podminku u;(0) = wu(1) = 0. Oznafime ¢y
koeficient rozkladu u}(z) do béaze sin krx, pak

2
2 | _
k\bk\—ﬁ

1
/ uf () sin (krx) dz
0
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a ukdZeme konvergenci

a2 Lo o 1 ¢ 2 - o BN 2 e
DK== D sl = — Yl 2 sin krally < —luf ()]
k=1 k=1 k=1 3

a znovu zopakujeme Cauchyho-Schwarovu nerovnost

00 00 00 1/2 00 1/2

L, €S 1 41712
Sin =S pen S (Sk) (Semr)
k=1 k=1 k=1 k=1

Tim padem Fada (3.6) konverguje.
Pti odhadovani konvergence fad jsme dokéazali nasledujici lemma.

Lemma 3.5.2. Bud f™(z) € C[0,1], f"*(x) € L?(0,1). Necht ax, resp.

by, jsou koeficienty rozkladu fce f(x) do bazesin kmx, resp. cos krx a f)(0) =
fO(1) =0 pro 0 < r < n, kde r je sudé, resp. r je liché. Pak Fada

o] o]
Z |ay|k®, resp. Z by, | K
k=1 k=1

konverguje pro 0 < s < n.

Pozndmka. Standardni znéni véty je odlisné ([4], str. 22). Obvykle se poza-
duje stejné jako v lemmatu spojitost parcialnich derivaci do radu n a prislus-
nost do L*(0,1) pro (n + 1)-nf derivaci, ale namisto nulovosti na krajich se
pozaduje periodicita vSech derivaci na [0, 1] az do ¥adu n. Fce se rozklada do
systému {sin 2k7z, cos 2kmx}52 . s koeficienty ay a by. V nasem piipadé za-
jistilo vymizeni hrani¢nich ¢lenti z integrace per-partes nulovost na krajich.
Zde s jinym systémem staci periodicita, aby

> (larl + i)k
k=1

konvergovala pro 0 < s < n.
Zformulujme si pozadavek klasického feseni rovnice struny.
Tvrzeni 3.5.3 (Klasické feSeni rovnice struny). Rovnice uy—a’uy, =0
a (0,1) x (0,00) s okrajovymi podminkami u(0,t) = u(1,t) = 0 a pocatec-
nimi podminkami u(z,0) = ug(z) a uy(x,0) = ui(x) mad klasické feseni, tj.
u(x,t) € C?([0,1] x [0,00)), jestlize
ug(x) € C?[0,1], uf € L?(0,1), ug(0) = up(1) = ug(0) = uf(1) = 0,
ul(x) S CI[OJ 1]: u’ll € L2(07 1): UI(O) = ul(l)
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Priklad

Nyni vypocitame konkrétni piiklad splnujici predpoklady tvrzeni. Bu-
deme fesit Dirichletovu tlohu u(0,¢) = u(1,t) = 0 s poc¢ateénimi podmin-
kami

up(r) = 2° — 32" +32° — 2%, wi(2) = -2 + 2.

Dle piedchozi teorie urc¢ime koeficienty a; a by

ap = 2/0 uo () sin (krz) dr = 144((}:71737 - 1) (k27r2 — 10),
b, = 2/0 wy () sin (krz) de = _%

A miZeme ptfimo psat feSeni ve tvaru nekoneéné sumy (3.2)

o0

u(z,t) = Z <ak cos (akmt) + bk—k sin (almrt)) sin (knzx) =

arT
k=1

= (-DF=1/736,,, 1. .
—24 i k37r3(k7r —10)Cos(ak7rt)—asm(ak7rt) sin (kmx).
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Kapitola 4

Stacionarni ulohy

4.1 Priklady na Laplaceovu rovnici v polar-
nich souradnicich

V nésledujicich ptikladech fesime Laplaceovu rovnici na rtiznych oblas-
tech s riznymi okrajovymi podminkami.

Priklad 1
Au=0v Q= {(z,y) € R?, 2> +y> < R*}, u= gna 9.

Prevedeme do polarnich souradnic u = u(r, ¢), pak Laplaceova rovnice vy-
pada nasledovné

10 1

—on(ru) + e, =0, 1 €(0,R), ¢ €l0,2m).

Predpokladejme feseni ve tvaru separovanych proménnych

u(r, o) = f(r)w(y).

Rovnice se pak prevadi na nésledujici (derivaci podle r znac¢ime ¢éarkou,
derivaci dle ¢ teckou, vynechdvime proménné)

S
Pff b rfu s fi =0 = = s ) =

kde p musi byt konstanta, nebot funkce na levé strané je zavisla jen na ¢,
a funkce na pravé strané jen na r. Nejprve vyresime rovnici

W+ pw = 0.
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Funkce w(y) je 27 periodicka, tedy w(yp + 27) = w(y). Jediné netrividlni
feseni pro w(0) = w(27) méame pro g > 0. Z divodu 27 periodicity funkce
navic dostavame

w(p) = Acos(/up) + Bsin(\/up) = =k € Z.

Celkem je tedy
wi(p) = Ag cos(ky) + By sin(ky).

Déle vyiesime rovnici, pfi¢emz si uvédomime, 7e p = k2.
T2f”—|—7”fl—k2f:0,

pro k # 0 to je Eulerova rovnice, jejiz obecné feseni je
f(r)y=Cr*+ Dr7*

Pro k = 0 pouZijeme substituci f'(r) = g(r) a Fesime rovnici r?¢’ + rg = 0.
Separaci proménnych dostavame g = ¢/r, tedy po odsubstituovani a vhod-
ném oznaceni konstant mame f = Cylnr + Dy.

Navic ovSéem vime, 7e u splhuje Laplaceovu rovnici v €2, tj. je v ni har-
monickd a nemize tedy v ni divergovat. Jenze pro Dy # 0 a r — 0 jde f
(a tedy i u) k nekoneénu. Proto D = Dy = 0. Pro f mame tedy vztah

fi(r) = Cr*.
Dohromady pak plati
ug(r, ) = r*(Ag cos(ky) + By sin(ky)),
kde nové konstanty jsou definovany takto
Ay =CAy, By =CB;y.

Fourierova metoda nam potom nabizi nasledujici feSeni ve tvaru nekonec¢né
rady

u( = Z (Aj cos(ky) + By sin(kg)),
g(p) = Z (Ay cos(ky) + By sin(ky)),

kde druhy vztah vyplyva z okrajovych podminek. Za predpokladu, 7ze ¢
spliiuje Dirichletovu-Jordanovu vétu (viz [3], str. 490), tj. je integrovatelnd
a po Castech spojita na [0, 27], miiZzeme ji zapsat ve tvaru Fourierovy rady

o<
Qo + Zak cos kg + by sin ko,

9(0) = 5
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1 o 1 2m 1 2m
ag = _/ g(t) dt, a,= —/ g(t) cosktdt, b= —/ g(t) sin kt dt.
0 ™ Jo ™ Jo

Piimym provnanim koeficienti obou fad dostavame

Qn bn

Ag=—=2 A, =" B, =-"
0 Rn Rn

> k
u(r, @) = ag + Z (%) (ar cos ky + by sin k),
kde tato fada konverguje stejnomérné na (0, R) x (0, 27).

Priklad 2
Au=0vQ={(rcosp,rsing) eR*, 0<r <R, pc(0,0)},
u=0na{{p=0}, {p=0}}noQ,
u=gna {r=R}NON.
V polarnich soutadnicich vypadaji okrajové podminky snadnéji
u(R,p) = g(p), u(r,0) =u(r,0) =0 Vr€l0,R].

Opét budeme hledat FeSeni ve tvaru separovanych proménnych wu(r,¢) =
f(r)w(p). Oproti predchozimu piikladu bude vypadat jinak funkce w(y).
7 okrajovych podminek dostavame

krm

0=w(0)= A 0=w(6) = Bsin(ip) = V=
kde implikace vychazi z pozadavku netrivialniho feseni w. Mame tedy

. km
wi () = By sin Vi
Regeni pro f(r) zfistavé stejné jako v prvnim piikladé

fi(r) = Cr*.

Dohromady je pak s pouzitim Fourierovy metody

- k
u(r, @) = ZAkrk sin <77r80> ,
k=0
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kde A, = C'By,. Okrajova podminka nam jesté poskytuje vztah
() = u(Rog) = 3 Ak sin (B
g\p) = yP) = £ k ) ¥

ze kterého ziskame koeficienty Ay, mohli bychom opét porovnat s vhodné
upravenou (ztzenou na (0, )) Fourierovou fadou. Namisto toho nyni vyuzi-
jeme ortogonality a plnosti systému sin (Ir@/f). Vime totiz, 7e

0
. [k . (Ir 0
/0 sin (7g0> sin <?90> dp = 55191-
Pocitejme

0 l 0
A AR'0 2 A
/0 9(p) sin (g@) dp=—— = A= —Rl9/0 9(¢p) sin (g@) dep.

Provadeéli jsme zaménu sumy a integralu diky stejnomérné konvergenci rady.
Celkem tedy mame

o0

u(r, @) = Z AgrF sin (%gp) ,

k=0

2 0 . km
A = W/o g(ip) sin <7g0> de.

Priklad 3
Au=0v Q= {(rcosp,rsinp) €ER>, 0< Ry <r <R, p€(0,0)},

u=0na {{p =0}, {¥=10}} N0,
u= fyna {r=R} NI,
u = fi na {r= Ry} N Q.

V polarnich soufadnicich vypadaji okrajové podminky néasledovné
u(R, ¢) = fa(), u(Ro, ) = fi(p), u(r,0) =u(r,0) =0 Vr € [Ro, R].

Opét budeme hledat separované feseni u(r, p) = f(r)w(y). Zcela stejné jako
v druhém prikladé vychazi, ze

km
wi (@) = Agsin —,

6
fr(r) =Cr* + Dr %k >0,
fU(T) = CU + DU Inr.
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kde koeficient D uz nemusi byt nutné nulovy. SepiSme si feseni a okrajové
podminky ve tvaru rad.

= . km
u(r,¢) = Z(AM“ + By *) sin 7O
= . km
filp) = u(Ro, ) = Z(AkRg + BrR,*) sin 5 ¥

fa(@) = u(R, @) = Z(AkRk + BrR *)sin %

kde fo(r) se ndm neprojevilo, nebot jsme ho prenasobovali sinem s nulovym
argumentem. Analogicky jako minule dostavame

b . kT 0 & —k
| ) sm?odsozg(AkRﬁBkRo )

0
/ fa(p) sin —gp dyp = (AkRk + BkR*k),

coz je soustava dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé Ay, By. Jeji TeSeni
vypada takto.

2 ’ km
A, = R—k_ R_k in % od ’
k G(ngRfk . ROkRk)/U (fl(@) fQ((P) 0 )Sln 7 pdp
2

O(R*Ry* —

By =

[4
RER) /U (fi(@)R* — f2(p)Rp) sin %ﬂw dep.

Priklad 4

Au=0vQ={(z,y) € R, R <2’+19* < R*},

u = fo na {2* +y*> = R*} N O,
u=f; na {z* +y°> = R3} N 0.

V polarnich souradnicich vypadaji okrajové podminky nasledovné

u(Ry, ) = fi(e), w(R,¢) = folp) Vr € [Ro,R].
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Regeni hleddme v separovaném tvaru u(r,¢) = f(r)w(y¢). Jako v prvnim
prikladé ndm vychazi

wi(p) = A cosky + By sin ko,
fr(ry=Cr* +Dr " k>0,
fU(T) = Co + DU Inr.

Reseni a okrajové podminky ve tvaru fad vypadaji nasledovné
o
u(r,¢) = Z(C,%Tk cos ko + CEr¥sin ko) +
k=1

+ Z(D,ir’k cos ky + Dir*sinkp) + CL + DjInr,

00
k=1

file) = Z(C;R’g cos ki + CERE sin k) +
k=1
+ Z(DiRak cos kp + DERy* sin k) + Cy + Dy In Ry,
k=1
falp) = Z(C,ﬁRrk cos kg + CER sin ko) +
k=1
+ Y (DiR™*cosky + D} R *sinkp) + Cy + Dy In R.
k=1

Zapiseme si fi(p) a fo(p) ve tvaru Fourierovy tady

a - .
fi(p) = 50 + kg_l(ak cos kg + b sin k),

¢ - _
faolp) = 50 + E (e cos kg + dy sin k).

=
Il

1

Porovnanim koeficientt u fi(¢) a fo(p) dostavame

%:%+mm%wﬁﬂwpDMﬁm:ﬁ%+mmﬂ

%0 =Cy+DyInR, ¢y =CLR" + DR *, dy = CiR* + D{R ",
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coZ je soustava Sesti rovnic o Sesti neznamych, kde
1 [7 1 [7 )
a = p filp) coskpdep, by = p fily) sinke de,
1 [7 1 [7 )
Cp = p fop) coskpdep, dy, = p folp) sinke dp.

Soustava se rozpada na tfi soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych (jsou
napsané pod sebou). Prvni soustava mé feSeni

plo_ =0 a_ 1 fao co—a 1\
"7 2In(R/Ry)’ ° 2Ry \ 2 2In(R/Ry)

Zbylé rovnice fesime pronasobenim vhodnym koeficientem a sectenim.

1 akRk — Cleg 1 akR_k — CkRak

F T RERF _RERE’ T RER* _ RERSF
BB dRE o, BRF - iRy

" Ry*Rk — R-FRE’ TF T RER—k — RERSF’

¢imz jsme urcili vSechny koeficienty a jsme hotovi.
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