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zAbstrakt: V pøedlo¾ené prá
i odvodíme rovni
i vedení tepla a rovni
i struny.Ty pak následnì øe¹íme v jedné prostorové dimenzi pomo
í Fourierovy me-tody spoèívají
í v separa
i promìnný
h a nalezení øe¹ení ve tvaru neko-neèné øady. Zabýváme se tøemi rùznými okrajovými podmínkami. Dále vy-¹etøujeme vlastnosti øe¹ení tì
hto dvou problémù. Provádíme analýzu kon-vergen
e øe¹ení ve tvaru øad v závislosti na poèáteèní
h podmínká
h úloh.Uká¾eme, ¾e pomo
í Fourierovy metody lze øe¹it také sta
ionární úlohy,konkrétnì se zabýváme Lapla
eovou rovni
í s okrajovými podmínkami narùzný
h oblaste
h (kruh, výseè, výseè mezikru¾í, mezikru¾í).Klíèová slova: Par
iální diferen
iální rovni
e, Fourierova metoda, rovni
evedení tepla, rovni
e struny.Title: Fourier method for solving partial di�erential equationsAuthor: Karel TùmaDepartment: Matemati
ký ústav UKSupervisor: Mgr. Milan Pokorný, Ph.D.Supervisor's e-mail address: pokorny�karlin.mff.
uni.
zAbstra
t: In the present work we derive the heat equation and the waveequation. They are solved in one spa
e dimension by the Fourier methodthat lies in a separation of variables and �nding the solution in the formof an in�nite series. We study three di�erent boundary 
onditions. Furtherwe investigate properties of the solutions of these two problems. We analysea 
onvergen
e of the solutions in the dependen
e on initial 
onditions ofthe problems. We show that also stationary equations 
an be solved by theFourier method. Espe
ially we solve Lapla
e equation with boundary 
on-ditions on several areas (a 
ir
le, a se
tor, a se
tor of an annulus, an annulus).Keywords: Partial di�erential equations, Fourier method, heat equation,wave equation.
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Kapitola 1ÚvodPar
iální deferen
iální rovni
e lze øe¹it rùznými zpùsoby. Jednou z mo¾-ností je metoda 
harakteristik. Tato metoda ov¹em funguje dobøe jen naneomezený
h oblaste
h. Ch
eme-li poèítat øe¹ení rovni
e v omezené oblasti,mù¾eme pou¾ít Fourierovy metody.Pøedpokládejme, ¾e máme lineární par
iální diferen
iální rovni
i splòují
íhomogenní okrajovou podmínkuau(~x) + b�u(~x)�~n = 0na hrani
i oblasti, kde ~n je jednotková normála hrani
e. Pøepokládáme-liøe¹ení v separovaném tvaru, najdeme s pomo
í okrajový
h podmínek po-¾adavky na separované funk
e. Souèin odpovídají
í
h separovaný
h funk
ínám dává øe¹ení rovni
e. Jeliko¾ jde o lineární rovni
i, je i souèet libovolný
hdvou øe¹ení také øe¹ením. Fourierova metoda spoèívá v seètení tì
hto øe¹enído nekoneèné øady. Díky ortogonalitì a úplnosti oddìlený
h funk
í a s u¾itímpoèáteèní podmínky dostáváme koe�
ienty v souètu funk
í øe¹í
í
h rovni
i.Konkrétnì je Fourierova metoda pou¾ita pro homogenní rovni
i vedení teplaa rovni
i struny.Dùle¾itou souèástí pou¾ití této metody je dokázání toho, ¾e nekoneènáøada nalezená zmínìným postupem je skuteènì øe¹ením. V této prá
i jsouzformulovány vìty urèují
í, kdy jsou konkrétní dvì rovni
e klasi
kým øe¹e-ním. Jednoznaènost øe¹ení tepelné rovni
e plyne pak pøímo z prin
ipu ma-xima (napø. v [1℄, str. 172). Vìta o jednoznaènosti øe¹ení vlnové rovni
e jezformulována v [6℄, str. 51. Fourierova metoda je popsána v [1℄, str. 114 {131 a [5℄, str. 91 { 96. Odvození rovni
e vedení tepla vy
hází z [5℄, str. 38,rovni
i struny jsme odvodili podle [1℄, str. 28.
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Kapitola 2Rovni
e vedení tepla
2.1 Odvození rovni
e vedení teplaMìjme tìleso T zaujímají
í oblast 
 � R3 . Rovni
i vedení tepla odvo-díme z bilan
e energií Q0 �Q1 = Q2; (2.1)kde Q0 je teplo vytvoøené tepelnými zdroji G(~x; t) umístìnými v tìlese T, Q1je teplo, které protéká hrani
í �
, a Q2 je zmìna tepla tìlesa T odpovídají
ízmìnì teploty u(~x; t). Dále pøedpokládejme, ¾e tìleso T má hustotu �(~x),mìrnou tepelnou kapa
itu 
(~x) a souèinitel vnitøní tepelné vodivosti �(~x).Nyní urèíme, èemu jsou rovny jednotlivá tepla. Tepelné zdroje G(~x; t)pøedstavují
í tepelný výkon vzta¾ený na jednotku objemu za èasový oka-m¾ik Æt vyprodukují energiiQ0 = Æt Z
G(~x; t) dx:Pøes hrani
i �
 proteèe za èas Æt teplo o velikostiQ1 = Æt Z�
 ~q(~x; t):~n(~x) dS;kde ~n je jednotková vnìj¹í normála k hrani
i �
 v bodì ~x a ~q(~x; t) je hustotatepelného toku, který mù¾eme urèit z Fourierova zákona~q(~x; t) = ��ru(~x; t):Dosazením zpìt do vztahu pro Q1 dostávámeQ1 = �Æt Z�
 [�ru(~x; t)℄ :~n(~x) dS:6



Nakone
 je¹tì urèíme vztah mezi teplem a zmìnou teploty. Energie po-tøebná k zahøátí tìlesa T o teplotu Æu je rovnaQ2 = Z
 
(~x)�(~x)Æu(~x; t) dx:Zmìna teploty Æu, ke které dojde mezi èasem t a t2 = t+ Æt, je rovnaÆu(~x; t) = u(~x; t2)� u(~x; t) = �u(~x; t�)�t Æt;kde jsme pou¾ili Lagrangeovu vìtu o støední hodnotì za pøedpokladu spoji-tosti u a t� 2 [t; t2℄. Dosazením do vztahu pro Q2 dostávámeQ2 = Æt Z
 
(~x)�(~x)�u(~x; t�)�t dx:Dosazením do bilan
e energie (2.1) dostáváme rovni
iÆt�Z
G(~x; t) dx + Z�
 [�ru(~x; t)℄ :~n(~x) dS � Z
 
(~x)�(~x)�u(~x; t�)�t dx� = 0:Na druhý integrál v pøed
hozím vztahu u¾ijeme vìtu o divergen
i a získá-váme Æt Z
 �G(~x; t) + div [�ru(~x; t)℄� 
(~x)�(~x)�u(~x; t�)�t � dx = 0:Rovni
i podìlíme Æt a provedeme limitu Æt ! 0, pak t� ! t. Pøed
hozíbilan
i mù¾eme ale provádìt nejen v 
, ale i v ka¾dé její libovolné podoblasti,proto musí být argument integrálu roven nule. Pøedpokládáme-li naví
, ¾e
; �; � = konst:, mù¾eme � vytknout z divergen
e a u¾ pøímo napsat rovni
ipro vedení tepla �u(~x; t)�t � �
��u(~x; t) = G(~x; t)
� :Uva¾ujme spe
iálnì za tìleso tyè (jednorozmìrný pøípad), její¾ kon
e jsouumístìny v bode
h 0 a 1. Dále pøedpokládejme, ¾e nemá ¾ádné tepelné zdroje(G(~x; t) � 0). Pak mù¾eme problém vedení tepla zapsat ve tvaruut � a2uxx = 0 na (0; 1)� (0;1); (2.2)kde a2 = �=(
�) a dolní indexy znaèí par
iální deriva
i podle t, resp. podle x.
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2.2 Vedení tepla 1Øe¹íme rovni
i vedení tepla (2.2) s poèáteèní podmínkou u(x; 0) = u0(x)a okrajovými podmínkami u(0; t) = 0; u(1; t) = 0 pro v¹e
hna t.Pøedpokládejme øe¹ení separují
í obì promìnné u(x; t) = e(x)v(t). Podosazení do rovni
e (2.2) dostávámee(x) _v(t)� a2v(t)e00(x) = 0 ) a2 e00(x)e(x) = _v(t)v(t) ; (2.3)a tedy výraz na levé stranì je závislý jen na x, pøièem¾ výraz na pravé stranìjen na t, z toho vyplývá, ¾e oba zlomky musí být rovny konstantì. Z tohotodùvodu oznaème � = �e00(x)e(x) : (2.4)Tento vztah nám spolu s okrajovými podmínkami e(0) = e(1) = 0 dáváomezení na �. Uká¾eme, ¾e netriviální øe¹ení u(x; t) dostáváme jen pro � > 0.Rovni
i (2:4) pøenásobme e2(x) a integrujme od 0 do 1. Pøi integra
i perpartes vypadne podle okrajový
h podmínek hranièní èlen (e(0) = e(1) = 0).� Z 10 e2(x) = � Z 10 e(x)e00(x) PP= ��[e(x)e0(x)℄10 � Z 10 e02(x)� = Z 10 e02(x):Pro e(x) nenulové dostáváme, ¾e nutnì � > 0 a pro nì vyøe¹íme z (2:4)e(x) = 
1 sinp�x + 
2 
osp�x;to dosadíme do okrajový
h podmínek. Dostáváme0 = e(0) = 
2;0 = e(1) = 
1 sinp�;nemá-li být e(x), a tedy i u(x; t) identi
ky roven nule, musí být � = k2�2,k 2 Z. Z oznaèení (2:4) a rovni
e (2.3) mù¾eme urèit èemu je rovno v(t),tedy _v + a2�v = 0 ) v(t) = v(0) e�a2�t;kde v(0) je hodnota v v èase t = 0. Tu urèíme z poèáteèní podmínkyu0(x) = u(x; 0) = e(x)v(0) = e(x)a0;kde a0 je nové oznaèení pro v(0). Nyní u¾ víme, èemu je rovno u(x; t). Obìfunk
e e(x); v(t) máme vyjádøené pomo
í konstanty �, která je omezenávztahem � = k2�2. Pro rùzná k dostáváme rùzná øe¹ení. Tedyuk(x; t) = vk(x; t)ek(x; t) = ak e�a2k2�2t sin (k�x);8



kde ak nyní obsahuje i multiplikativní konstantu ze sinu.Rovni
i (2:2) øe¹í také ka¾dý souèet uk. To nás pøivádí k tomu hledatøe¹ení ve tvaru nekoneèné øadyu(x; t) = 1Xk=1 ak e�a2k2�2t sin (k�x);u0(x) = 1Xk=1 akek(x) = 1Xk=1 ak sin (k�x);kde druhá rovni
e je patøiènì upravená poèáteèní podmínka.Systém fsin (k�x)g1k=1 tvoøí ortogonální úplnou bázi prostoru L2[0; 1℄.To se nám bude hodit ke spoèítání hodnot koe�
ientù ak.Z 10 u0(x) sin (k�x) dx = Z 10 1Xl=1 al sin (l�x) sin (k�x) dx == 1Xl=1 al Z 10 sin (l�x) sin (k�x) dx = ak2 ;pøièem¾ suma
i a integrál mù¾eme pøehodit, nebo» suma konverguje stejno-mìrnì na [0; 1℄ a poslední rovnost vyplývá z ortogonality (polovina { ovìøenívýpoètem). Tak¾e je-li splnìna poèáteèní podmínka, musí být nutnìak = 2 Z 10 u0(x) sin (k�x) dx:Naopak, pro taková ak je z úplnosti systému splnìna poèáteèní podmínka,proto¾eZ 10  u0(x)� 1Xk=1 ak sin (k�x)! sin (l�x) dx = 0 8l 2 Z )) u0(x)� 1Xk=1 ak sin (k�x) = 0:Celkovì tedy dostávámeu(x; t) = 2 1Xk=1 e�a2k2�2t sin (k�x) Z 10 u0(x) sin (k�x) dx: (2.5)2.3 Vedení tepla 2Uva¾ujme poèáteèní podmínku u(x; 0) = u0(x) a smí¹ené okrajové pod-mínky u(0; t) = 0; ux(1; t) = 0 pro v¹e
hna t.9



Separujeme u(x; t) = v(t)e(x). Stejnì jako èásti Vedení tepla 1 dospìjemek závìru, ¾e � > 0; opìt dostávámee(x) = 
1 sinp�x + 
2 
osp�xa okrajové podmínky dávají0 = e(0) = 
2;0 = e0(1) = 
1p� 
osp�xa opìt pro netriviálnost øe¹ení nutnì 
h
eme, aby p� = (k + 1=2)�. Dostá-váme tedy e(x) = 
1 sin [(k + 1=2)�x℄:Separovaná funk
e v(t) vyjde stejnì jako v èásti Vedení tepla 1, proto 
elkovìpo seètení dostávámeu(x; t) = 1Xk=1 ak e�a2(k+1=2)2�2t sin [(k + 1=2)�x℄;u0(x) = 1Xk=1 akek(x) = 1Xk=1 ak sin [(k + 1=2)�x℄:Systém funk
í fsin (k + 1=2)�xg je opìt úplný ortogonální se stejnou normoujako minule a pro koe�
ienty vy
házíak = 2 Z 10 u0(x) sin [(k + 1=2)�x℄ dx:Celkem pak tedy dostávámeu(x; t) = 2 1Xk=1 e�a2(k+1=2)2�2t sin [(k + 1=2)�x℄ Z 10 u0(x) sin [(k + 1=2)�x℄ dx:(2.6)2.3.1 Vedení tepla 3Uva¾ujme poèáteèní podmínku u(x; 0) = u0(x) a okrajové podmínkyux(0; t) = 0; ux(1; t) = 0 pro v¹e
hna t.Separujeme u(x; t) = v(t)e(x). Stejným postupem jako v èásti Vedenítepla 1 dostaneme e(x) = 
1 
os (k�x):10



Separovaná funk
e v(t) vyjde stejnì jako v èásti Vedení tepla 1, proto 
elkovìpo posèítání dostávámeu(x; t) = 1Xk=1 ak e�a2k2�2t 
os (k�x);u0(x) = 1Xk=1 akek(x) = 1Xk=1 ak 
os (k�x):Systém funk
í f
os k�xg je úplný ortogonální se stejnou normou jako v èástiVedení tepla 1 a 2 a pro koe�
ienty vy
házíak = 2 Z 10 u0(x) 
os (k�x) dx:Celkem pak tedy dostávámeu(x; t) = 2 1Xk=1 e�a2k2�2t 
os (k�x) Z 10 u0(x) 
os (k�x) dx: (2.7)2.4 Vlastnosti øe¹ení rovni
e vedení teplaNyní se podíváme, kdy jde v pøípadì rovni
e vedení tepla o klasi
kéøe¹ení a 
o víme o diferen
ovatelnosti øe¹ení. Nejprve si zformulujeme vìtu(viz [2℄, str. 139).Vìta 2.4.1 (Weierstrass o deriva
í
h). Buï sn(x) =Pnk fk(x) èásteènýsouèet øady. Ne
h» existují s0n(x) na (a; b) pro v¹e
hna n = 1; 2; 3; : : : Ne
h»dále s0n(x)�lo
 na (a; b) a existuje bod x0 2 (a; b), ¾e sn(x0) konverguje.Pak sn(x)�lo
 na (a; b), oznaèíme-li s(x) := limn!1 sn(x), paklimn!1 s0n(x) = s0(x); 8x 2 (a; b):Nyní ovìøíme, ¾e øe¹ení u(x; t) v pøípadì rovni
e vedení tepla je nekoneènìdiferen
ovatelné. Pro zaji¹tìní (lokálnì) stejnomìrné konvergen
e na [0; 1℄øad (2.5), (2.6) a (2.7) budeme po¾adovat u0(x) 2 L1[0; 1℄. Konvergentnímajoranta vypadá pak 8t > Æ > 0 následovnì2 1Xk=1 e�a2(k+1)2�2Æ Z 10 ju0(x)j dx;nebo» sinx � 1. Pro ovìøení diferen
ovatelnosti u(x; t) pou¾ijeme Weier-strassovu vìtu. Pro pevné, a libovolné t > Æ vypadá konvergentní majorantaøad (2.5), (2.6) a (2.7) po n derivování
h2 1Xk=1 kn e�a2(k+1)2�2Æ Z 10 ju0(x)j dx:11



Tato øada konverguje pro ka¾dé n = 1; 2; 3 : : : Pøedpoklady Weierstrassovyvìty jsou splnìny, nebo» pùvodní nederivovaná øada konverguje nejen bodovìv jednom bodì z [0; 1℄, ale dokon
e stejnomìrnì na 
elém intervalu. Naví
libovolná nekoneèná suma deriva
e argumentu øady konverguje stejnomìrnìna daném intervalu, a tedy jsou splnìny pøedpoklady Weierstrassovy vìtypro libovolnou deriva
i. Tím se myslí, ¾e jakmile zjistíme z vìty, ¾e sumaderiva
í konverguje k deriva
i øady, tak ji oznaèíme jako novou øadu a s toupokraèujeme dále. Tedy u(x; t) je nekoneènì diferen
ovatelná pro t > Æ. Proklasiènost øe¹ení by
hom je¹tì 
htìli, aby u(x; t) 2 C([0; T ℄� [0; 1℄). K tomustaèí, aby øada (2.5) konvergovala stejnomìrnì pro t 2 [0; Æ℄, tj. staèí, abykonvergovala její majoranta2 1Xk=1 ����Z 10 u0(x) sin (k�x) dx����:Buï bk Fourierovy koe�
ienty pro u00(x) v L2 prostoru s ortogonálním sys-témem f
os k�xg. Pomo
í integra
e per partes dostávámejakj = ����2 Z 10 u0(x) sin (k�x) dx���� = ����2 Z 10 u00(x)
os (k�x)k� dx���� � jbkjk ;kde po¾adujeme, aby u0(0) = u0(1) = 0 pro vymizeni hranièní
h èlenù. Pakpomo
í Besselovy nerovnosti (viz str. 17) máme1Xk=1 jbkj2 = 1Xk=1 jbkj2 2k 
os k�xk22| {z }1 BN� 2ku00(x)k22 <1;nebo» pøedpokládáme u00(x) 2 L2(0; 1). Dále pomo
í Cau
hyho-S
hwarzovynerovnosti dostáváme2 1Xk=1 ����Z 10 u0(x) sin (k�x) dx���� = 1Xk=1 jakj < 1Xk=1 jbkjk CS�CS�  1Xk=1 jbkj2!1=2 1Xk=1 1k2!1=2 <1a vy¹e uvedená majoranta konverguje. Napi¹me si vìtu o klasi
kém øe¹enírovni
e vedení tepla.Tvrzení 2.4.2 (Klasi
ké øe¹ení rovni
e vedení tepla). Rovni
e ut �a2uxx = 0 na (0; 1) � (0;1) s okrajovými podmínkami u(0; t) = 0 a po-èáteèními podmínkami u(x; 0) = u0(x) má klasi
ké øe¹ení, tj. u(x; t) 2C([0; 1℄� [0;1)), jestli¾eu0(x) 2 C[0; 1℄; u00(x) 2 L2(0; 1); u0(0) = u0(1) = 0:Naví
 øe¹ení dané øadou (2.5) je nekoneènìkrát diferen
ovatelné pro t > 0.12



Kapitola 3Rovni
e struny
3.1 Odvození rovni
e strunyMìjme strunu nata¾enou mezibody 0 a 1 (viz obr. 1). Stu-dujme malé pøíèné kmity struny,pak struna kmitá v jedné rovinì,kolmo na osu x a v èase t má vý-
hylku u(x; t), zanedbáváme vy¹¹ímo
niny ux. Dále pøedpokládejme,¾e struna je ohebné pru¾né vlákno,a tedy vektor napìtí ~T má smìrteèny k vláknu.

u

x0 1

α

~T

Obrázek 1: StrunaNyní uká¾eme, ¾e napìtí ve strunì má ve v¹e
h míste
h x a pro v¹e
hnyèasy t konstantní velikost. Hookùv zákon øíká, ¾e relativní prodlou¾ení jepøímo úmìrné napìtí ve strunì. Podíváme se tedy, jakou mírou pøispívárelativní prodlou¾ení zpùsobené kmitáním struny. Délka struny mezi bodyx1 a x2 má velikost l = Z x2x1 p1 + u2x dx � x2 � x1;
o¾ je pùvodní délka struny, relativní prodlou¾ení je nulové, a tedy dle Ho-okova zákona kmitání nepøispívá k napìtí ve strunì { napìtí je pro v¹e
hnyèasy t v daném místì konstantní.Zaveïme prùmìt napìtí ~T do osy x, Tx(x) = T (x) 
os� a prùmìt ~T doosy u, Tu(x) = T (x) sin� � T (x) tg� = T (x)ux, aproxima
i jsme mohliprovést díky malým �. Na strunu nalézají
í se mezi body x1 a x2 pùsobísíly napìtí, vnìj¹í síly a síly setrvaèné (pozorujeme ze soustavy spojené sestrunou). Poslední dvì síly mají smìr osy u. Proto¾e studujeme pøíèné kmity,13



musí být souèet sil promítnutý
h do osy x roven nule, tedyTx(x1)� Tx(x2) = 0;kde x1; x2 jsme ale volili libovolnì, a proto T nezávisí ani na x, oznaème totokonstantní napìtí T0.Nyní sepí¹eme pohybovou rovni
i pro úsek [x1; x2℄. Zmìna hybnosti mezièasem t1 a t2 je rovna�p = Z x2x1 �(x)[ut(x; t2)� ut(x; t1)℄ dx;kde �(x) je lineární hustota struny. Celkový impulz síly pùsobí
í na tentoúsek po dobu t2 � t1, který se skládá z napìtí Tu(x) = T0ux(x) a vnìj¹í
hobjemový
h sil f(x; t), je roven�I = Z t2t1 �T0(ux(x2; t)� ux(x1; t)) + Z x2x1 f(x; t) dx� dt:Dle druhého Newtonova zákona si musí být tyto dva impulzy rovny. Pøed-pokládáme-li spojitost první
h deriva
í u(x; t), mù¾eme pou¾ít první vìtuo støední hodnotì pro integrální poèet, dostáváme�p = �(x�)[ut(x�; t2)� ut(x�; t1)℄�x;�I = �T0(ux(x2; t��)� ux(x1; t��)) + Z x2x1 f(x; t��) dx��t;kde x� 2 [x1; x2℄, �x = x2 � x1, t�� 2 [t1; t2℄ a �t = t2 � t1. Nyní stejnýmzpùsobem pøepí¹eme integrál pomo
í vìty o støední hodnotì a pou¾ijemeLagrangeovu vìtu o støední hodnotì na rozdíly. Pak dostáváme rovni
i�(x�)utt(x�; t�)�x�t = [T0(uxx(x��; t��)) + f(x���; t��)℄�x�t;kde t� 2 [t1; t2℄ a x��; x��� 2 [x1; x2℄. Obì strany rovni
e podìlíme �x�ta provedeme limity �x ! 0, �t ! 0. Pak z libovolnosti x1; t1 dostávámerovni
i pøíèný
h kmitù strunyutt(x; t) = a2(x)uxx(x; t) + F (x; t);kde a2(x) = T0=�(x) a F (x; t) = f(x; t)=�(x). Budeme-li nyní pova¾ovathustotu struny � za konstantu a zanedbáme-li vnìj¹í síly F (x; t), dostávámeutt � a2uxx = 0 na (0; 1)� (0;1): (3.1)14



3.2 Struna 1Øe¹íme rovni
i struny (3.1) s poèáteèními podmínkami u(x; 0) = u0(x),ut(x; 0) = u1(x) a okrajovými podmínkami u(0; t) = 0; u(1; t) = 0 prov¹e
hna t.Hledejme øe¹ení v separovaném tvaru u(x; t) = v(t)e(x). Stejným postu-pem jako v èásti Vedení tepla 1 dospìjeme k závìru, ¾e ek(x) = 
1 sin k�x.Funk
i v(t) získáme øe¹ením rovni
e�v + a2k2�2v = 0:Proto¾e z èásti o rovni
i vedení tepla víme, ¾e � > 0, jde o rovni
i harmo-ni
kého os
ilátoru, a tudí¾ mù¾eme pøímo psát øe¹ení rovni
evk(t) = ak 
os (ak�t) + bkak� sin (ak�t);kde ak = vk(0) a bk = v0k(0). Rovni
e struny je lineární rovni
e, a tedyposèítáním v¹e
h øe¹ení vk(t)ek(x) získáme také øe¹ení. Dostáváme tedyu(x; t) = 1Xk=1 �ak 
os (ak�t) + bkak� sin (ak�t)� sin (k�x); (3.2)u0(x) = 1Xk=1 akek(x) = 1Xk=1 ak sin (k�x);u1(x) = 1Xk=1 bkek(x) = 1Xk=1 bk sin (k�x):Jako døíve mù¾eme z ortogonálnosti a úplnosti systému fsin k�xg1k=1v prostoru L2[0; 1℄ urèit koe�
ienty ak a bk, dostávámeak = 2 Z 10 u0(x) sin (k�x) dx;bk = 2 Z 10 u1(x) sin (k�x) dx:3.3 Struna 2Uva¾ujme poèáteèní podmínky u(x; 0) = u0(x), ut(x; 0) = u1(x) a okra-jové podmínky u(0; t) = 0; ux(1; t) = 0 pro v¹e
hna t.Hledejme øe¹ení v separovaném tvaru u(x; t) = v(t)e(x). Stejným postu-pem jako v èásti Vedení tepla 2 zjistíme, ¾e ek(x) = 
1 sin [(k + 1=2)�x℄.Funk
e v(t) má tvarvk(t) = ak 
os (ak�t) + bkak� sin (ak�t);15



kde ak = vk(0) a bk = v0k(0). Posèítáním v¹e
h øe¹ení vk(t)ek(x) dostávámeu(x; t) = 1Xk=1 �ak 
os (ak�t) + bkak� sin (ak�t)� sin [(k + 1=2)�x℄; (3.3)u0(x) = 1Xk=1 akek(x) = 1Xk=1 ak sin [(k + 1=2)�x℄;u1(x) = 1Xk=1 bkek(x) = 1Xk=1 bk sin [(k + 1=2)�x℄:Ortogonálnost systému fsin [(k + 1=2)�x℄g1k=1 nám pomù¾e urèit koe�-
ienty ak a bk, dostávámeak = 2 Z 10 u0(x) sin [(k + 1=2)�x℄ dx;bk = 2 Z 10 u1(x) sin [(k + 1=2)�x℄ dx:3.4 Struna 3Uva¾ujme poèáteèní podmínky u(x; 0) = u0(x), ut(x; 0) = u1(x) a okra-jové podmínky ux(0; t) = 0; ux(1; t) = 0 pro v¹e
hna t.Hledejme øe¹ení v separovaném tvaru u(x; t) = v(t)e(x). Stejným postu-pem jako v èásti Vedení tepla 3 dospìjeme k závìru, ¾e ek(x) = 
1 
os (k�x).Funk
e v(t) má tvarvk(t) = ak 
os (ak�t) + bkak� sin (ak�t);kde ak = vk(0) a bk = v0k(0). Posèítáním v¹e
h øe¹ení vk(t)ek(x) dostávámeu(x; t) = 1Xk=1 �ak 
os (ak�t) + bkak� sin (ak�t)� 
os (k�x); (3.4)u0(x) = 1Xk=1 akek(x) = 1Xk=1 ak 
os (k�x);u1(x) = 1Xk=1 bkek(x) = 1Xk=1 bk 
os (k�x):Ortogonálnost systému f
os (k�x)g1k=1 nám pomù¾e urèit koe�
ienty ak16



a bk, dostáváme ak = 2 Z 10 u0(x) 
os (k�x) dx;bk = 2 Z 10 u1(x) 
os (k�x) dx:3.5 Vlastnosti øe¹ení rovni
e strunyNyní se podívejme na vlastnosti øe¹ení. Zøejmì nemù¾eme pøedpokládatnekoneènou diferen
ovatelnost jako v pøípadì øe¹ení rovni
e vedení tepla. Pøiderivování nekoneèné øady (pøedpokládejme na okam¾ik, ¾e mù¾eme pøeho-dit deriva
i a limitu) nám ze sinu þvyskakujíÿ k. Èím vy¹¹í deriva
i budemepo¾adovat, tím nároènìj¹í budou na¹e po¾adavky na poèáteèní podmínkyu0(x) a u1(x).Zabývejme se nejdøíve, 
o budeme 
htít pro to, aby øe¹ení u(x; t) bylospojité na [0; 1℄ � [0;1). Pro spojitost nám urèitì staèí stejnomìrná kon-vergen
e øad (3.2), (3.3) nebo (3.4). Budeme studovat pøípad (3.2), ostatnípøípady by se provedly z
ela analogi
ky. Majorantní øada vypadá pro t > 0následovnì 1Xk=1 jakj+ jbkjk :A teï se ptáme, kdy tato øada konverguje (absolutnì { rozdìlíme si ji nadvì)? Pøedpokládejme, ¾e u0 má první deriva
i, pak mù¾eme s pomo
í inte-gra
e per-partes psátak = 2 Z 10 u0(x) sin (k�x) dx = 2k� Z 10 u00(x) 
os (k�x) dx�[u0(x) 
os (k�x)℄10 ;kde naví
 po¾adujeme, aby hranièní èlen vymizel, tj. 
h
eme u0(0) = u0(1) =0. Zatím tedy máme kjakj = 2� Z 10 u00(x) 
os (k�x) dx: (3.5)Dále se nám bude hodit následují
í nerovnost ([4℄, str. 10).Vìta 3.5.1 (Besselova nerovnost). Buï fxng1n=1 ortogonální systém Hil-bertova prostoru H a 
k koe�
ienty prvku x 2 H, tj. x =P 
kxk, pak1Xk=1 j
kj2:kxkk2 � kxk2;kde norma k � k je norma indukovaná skalárním souèinem v H.17



Zjevnì jsou splnìny pøedpoklady vìty, proto¾e v na¹em pøípadì mámeL2 prostor s ortogonálním systémem f
os k�xg. V rovnosti (3.5) oznaème
k koe�
ient prvku u00(x), budeme po¾adovat, aby byl z L2[0; 1℄. Pøepi¹me si(3.5) s novým znaèenímkjakj = 2� ����Z 10 u00(x) 
os (k�x) dx���� = j
kj�a zjistíme, ¾e následují
í øada je konvergentní1Xk=1 k2jakj2 = 1�2 1Xk=1 j
kj2 = 1�2 1Xk=1 j
kj2: 2k 
os k�xk22| {z }1 BN� 2�2ku00(x)k22;proto¾e u00(x) 2 L2[0; 1℄. V poslední úpravì jsme pou¾ili Besselovu nerovnost.Nyní na¹i ¾ádanou øadu odhadneme snadno pomo
í Cau
hyho-S
hwarzovynerovnosti.1Xk=1 jakj = 1Xk=1 1kkjakj C�S�  1Xk=1 1k2!1=2 1Xk=1 k2jakj2!1=2 ;a proto¾e jsou oba èinitelé koneèné, pùvodní øada konverguje.Teï z
ela analogi
kým postupem odhadneme konvergen
iP jbkj=k. Tadynám bude staèit þpouháÿ spojitost u1(x). Koe�
ient bk je zde pøímo koe�-
ient rozkladu funk
e u1(x) do báze sin k�x, a tedy1Xk=1 jbkj2 = 1Xk=1 jbkj2: 2k sin k�xk22| {z }1 BN� 2ku1(x)k22 <1:Znovu pou¾itím Cau
hyho-S
hwarzovy nerovnosti dostáváme konvergen
i.Pro spojitost øe¹ení u(x; t) 
elkovì klademe na poèáteèní funk
e u0(x)a u1(x) podmínky:u0(x) 2 C[0; 1℄; u00(x) 2 L2(0; 1); u0(0) = u0(1) = 0; u1(x) 2 C[0; 1℄:Pro klasi
ké øe¹ení by
hom ale naví
 je¹tì 
htìli, aby u(x; t) 2 C2((0; 1)�(0;1)). Budeme postupovat stejnì jako minule, jen naví
 zapojíme Weier-strassovu vìtu pro stejnomìrnou konvergen
i øady. Uká¾eme, ¾e øada dru-hý
h deriva
í argumentù øady (3.2) konverguje stejnomìrnì na [0; 1℄. Naví
bude-li konvergovat tato øada stejnomìrnì, budou konvergovat i øady s ni¾-¹ími deriva
emi (derivováním vyskakují nepøíjemná k). Celkem bude mo¾népøehodit deriva
i a limitu. Øada druhý
h deriva
í argumentù øady (3.2) vy-padá takto� 1Xk=1 k2�2�ak 
os (ak�t) + bkak� sin (ak�t)� sin (k�x);18



její majoranta je a¾ na multiplikativní konstantu rovna1Xk=1 k2jakj+ kjbkj: (3.6)Jako minule vyu¾ijeme integrování per-partes a vhodnì zvolený
h okrajo-vý
h podmínek po¾adovaný
h po u0(x), upravujmeak = 2 Z 10 u0(x) sin (k�x) dx = 2k� Z 10 u00(x) 
os (k�x) dx == � 2k2�2 Z 10 u000(x) sin (k�x) dx = � 2k3�3 Z 10 u0000 (x) 
os (k�x) dx:Potøebujeme tedy, aby u0(x) mìla dvì spojité deriva
e na intervalu [0; 1℄,u0000 (x) 2 L2(0; 1) a u0(0) = u0(1) = u000(0) = u000(1) = 0. Hranièní èlen, kterýse objeví pøi druhém per-partes, vypadává z nulovosti sinu na krají
h. To násvede stejnì jako pøi ovìøování spojitosti u(x; t) k zade�nování 
k { koe�
ienturozkladu u0000 (x) do báze 
os k�x.k3jakj = 2�3 ����Z 10 u0000 (x) 
os (k�x) dx���� = j
kj�3 :Pak zjistíme, ¾e konverguje øada1Xk=1 k6jakj2 = 1�6 1Xk=1 j
kj2 = 1�6 1Xk=1 j
kj2: 2k 
os k�xk22| {z }1 BN� 2�6ku0000 (x)k22a pou¾itím Cau
hyho-S
hwarzovy nerovnosti stejným zpùsobem jako døívedostaneme, ¾e P k2jakj <1.A teï se podíváme, kdy je P kjbkj < 1. Opìt metodou per-partes do-stávámebk = 2 Z 10 u1(x) sin (k�x) dx = 2k� Z 10 u01(x) 
os (k�x) dx == � 2k2�2 Z 10 u001(x) sin (k�x) dx;kde jsme k pou¾ití integra
e po èáste
h potøebovali spojitou deriva
i u1(x),u001(x) 2 L2(0; 1) a hranièní podmínku u1(0) = u1(1) = 0. Oznaèíme 
kkoe�
ient rozkladu u001(x) do báze sin k�x, pakk2jbkj = 2�2 ����Z 10 u001(x) sin (k�x) dx���� = j
kj�219



a uká¾eme konvergen
i1Xk=1 k4jbkj2 = 1�4 1Xk=1 j
kj2 = 1�4 1Xk=1 j
kj2: 2k sink�xk22| {z }1 BN� 2�4ku001(x)k22a znovu zopakujeme Cau
hyho-S
hwarovu nerovnost1Xk=1 kjbkj = 1Xk=1 1kk2jbkj C�S�  1Xk=1 1k2!1=2 1Xk=1 k4jbkj2!1=2 :Tím pádem øada (3.6) konverguje.Pøi odhadování konvergen
e øad jsme dokázáli následují
í lemma.Lemma 3.5.2. Buï f (n)(x) 2 C[0; 1℄, f (n+1)(x) 2 L2(0; 1). Ne
h» ak, resp.bk jsou koe�
ienty rozkladu f
e f(x) do baze sin k�x, resp. 
os k�x a f (r)(0) =f (r)(1) = 0 pro 0 � r � n, kde r je sudé, resp. r je li
hé. Pak øada1Xk=1 jakjks; resp: 1Xk=1 jbkjkskonverguje pro 0 � s � n.Poznámka. Standardní znìní vìty je odli¹né ([4℄, str. 22). Obvykle se po¾a-duje stejnì jako v lemmatu spojitost par
iální
h deriva
í do øádu n a pøíslu¹-nost do L2(0; 1) pro (n + 1)-ní deriva
i, ale namísto nulovosti na krají
h sepo¾aduje periodi
ita v¹e
h deriva
í na [0; 1℄ a¾ do øádu n. F
e se rozkládá dosystému fsin 2k�x; 
os 2k�xg1k=0 s koe�
ienty ak a bk. V na¹em pøípadì za-jistilo vymizení hranièní
h èlenù z integra
e per-partes nulovost na krají
h.Zde s jiným systémem staèí periodi
ita, aby1Xk=1 (jakj+ jbkj)kskonvergovala pro 0 � s � n.Zformulujme si po¾adavek klasi
kého øe¹ení rovni
e struny.Tvrzení 3.5.3 (Klasi
ké øe¹ení rovni
e struny). Rovni
e utt�a2uxx = 0na (0; 1)� (0;1) s okrajovými podmínkami u(0; t) = u(1; t) = 0 a poèáteè-ními podmínkami u(x; 0) = u0(x) a ut(x; 0) = u1(x) má klasi
ké øe¹ení, tj.u(x; t) 2 C2([0; 1℄� [0;1)), jestli¾eu0(x) 2 C2[0; 1℄; u0000 2 L2(0; 1); u0(0) = u0(1) = u000(0) = u000(1) = 0;u1(x) 2 C1[0; 1℄; u001 2 L2(0; 1); u1(0) = u1(1):20



PøíkladNyní vypoèítáme konkrétní pøíklad splòují
í pøedpoklady tvrzení. Bu-deme øe¹it Diri
hletovu úlohu u(0; t) = u(1; t) = 0 s poèáteèními podmín-kami u0(x) = x3 � 3x4 + 3x5 � x6; u1(x) = �x2 + x:Dle pøed
hozí teorie urèíme koe�
ienty ak a bkak = 2 Z 10 u0(x) sin (k�x) dx = 144((�1)k � 1)k7�7 (k2�2 � 10);bk = 2 Z 10 u1(x) sin (k�x) dx = �4((�1)k � 1)k3�3 :A mù¾eme pøímo psát øe¹ení ve tvaru nekoneèné sumy (3.2)u(x; t) = 1Xk=1 �ak 
os (ak�t) + bkak� sin (ak�t)� sin (k�x) == 1Xk=1 4(�1)k � 1k4�4 � 36k3�3 (k2�2 � 10) 
os (ak�t)� 1a sin (ak�t)� sin (k�x):

21



Kapitola 4Sta
ionární úlohy
4.1 Pøíklady na Lapla
eovu rovni
i v polár-ní
h souøadni
í
hV následují
í
h pøíklade
h øe¹íme Lapla
eovu rovni
i na rùzný
h oblas-te
h s rùznými okrajovými podmínkami.Pøíklad 1�u = 0 v 
 = f(x; y) 2 R2 ; x2 + y2 < R2g; u = g na �
:Pøevedeme do polární
h souøadni
 u = u(r; '), pak Lapla
eova rovni
e vy-padá následovnì1r ��r (rur) + 1r2u'' = 0; r 2 (0; R); ' 2 [0; 2�):Pøedpokládejme øe¹ení ve tvaru separovaný
h promìnný
hu(r; ') = f(r)w('):Rovni
e se pak pøevádí na následují
í (deriva
i podle r znaèíme èárkou,deriva
i dle ' teèkou, vyne
háváme promìnné)r2f 00w + rf 0w + f �w = 0 ) �ww = � 1f (rf 0 + r2f 00) = ��;kde � musí být konstanta, nebo» funk
e na levé stranì je závislá jen na ',a funk
e na pravé stranì jen na r. Nejprve vyøe¹íme rovni
i�w + �w = 0:22



Funk
e !(') je 2� periodi
ká, tedy !(' + 2�) = !('). Jediné netriviálníøe¹ení pro w(0) = w(2�) máme pro � > 0. Z dùvodu 2� periodi
ity funk
enaví
 dostávámew(') = A 
os(p�') +B sin(p�') ) p� = k 2 Z:Celkem je tedy wk(') = Ak 
os(k') +Bk sin(k'):Dále vyøe¹íme rovni
i, pøièem¾ si uvìdomíme, ¾e � = k2.r2f 00 + rf 0 � k2f = 0;pro k 6= 0 to je Eulerova rovni
e, její¾ obe
né øe¹ení jef(r) = Crk +Dr�k:Pro k = 0 pou¾ijeme substitu
i f 0(r) = g(r) a øe¹íme rovni
i r2g0 + rg = 0.Separa
í promìnný
h dostáváme g = 
=r, tedy po odsubstituování a vhod-ném oznaèení konstant máme f = C0 ln r +D0.Naví
 ov¹em víme, ¾e u splòuje Lapla
eovu rovni
i v 
, tj. je v ní har-moni
ká a nemù¾e tedy v ní divergovat. Jen¾e pro Dk 6= 0 a r ! 0 jde f(a tedy i u) k nekoneènu. Proto D = D0 = 0. Pro f máme tedy vztahfk(r) = Crk:Dohromady pak platíuk(r; ') = rk(Ak 
os(k') +Bk sin(k'));kde nové konstanty jsou de�novány taktoAk = CAk; Bk = CBk:Fourierova metoda nám potom nabízí následují
í øe¹ení ve tvaru nekoneènéøady u(r; ') = 1Xk=0 rk(Ak 
os(k') +Bk sin(k'));g(') = u(R;') = 1Xk=0 Rk(Ak 
os(k') +Bk sin(k'));kde druhý vztah vyplývá z okrajový
h podmínek. Za pøedpokladu, ¾e gsplòuje Diri
hletovu-Jordanovu vìtu (viz [3℄, str. 490), tj. je integrovatelnáa po èáste
h spojitá na [0; 2�℄, mù¾eme ji zapsat ve tvaru Fourierovy øadyg(') = a02 + 1Xk=1 ak 
os k'+ bk sin k';23



kdea0 = 1� Z 2�0 g(t) dt; ak = 1� Z 2�0 g(t) 
os kt dt; bk = 1� Z 2�0 g(t) sinkt dt:Pøímým provnáním koe�
ientù obou øad dostávámeA0 = a02 ; An = anRn ; Bn = bnRn :Tím pádem lze u zapsatu(r; ') = a02 + 1Xk=1 � rR�k (ak 
os k'+ bk sin k');kde tato øada konverguje stejnomìrnì na (0; R)� (0; 2�).Pøíklad 2�u = 0 v 
 = f(r 
os'; r sin') 2 R2 ; 0 < r < R; ' 2 (0; �)g;u = 0 na ff' = 0g; f' = �gg \ �
;u = g na fr = Rg \ �
:V polární
h souøadni
í
h vypadají okrajové podmínky snadnìjiu(R;') = g('); u(r; 0) = u(r; �) = 0 8r 2 [0; R℄:Opìt budeme hledat øe¹ení ve tvaru separovaný
h promìnný
h u(r; ') =f(r)w('). Oproti pøed
hozímu pøíkladu bude vypadat jinak funk
e w(').Z okrajový
h podmínek dostáváme0 = w(0) = A; 0 = w(�) = B sin(p�') ) p� = k�� ;kde implika
e vy
hází z po¾adavku netriviálního øe¹ení w. Máme tedywk(') = Bk sin k�� ':Øe¹ení pro f(r) zùstává stejné jako v prvním pøíkladìfk(r) = Crk:Dohromady je pak s pou¾itím Fourierovy metodyu(r; ') = 1Xk=0 Akrk sin�k�� '� ;24



kde Ak = CBk. Okrajová podmínka nám je¹tì poskytuje vztahg(') = u(R;') = 1Xk=0 AkRk sin�k�� '� ;ze kterého získáme koe�
ienty Ak, mohli by
hom opìt porovnat s vhodnìupravenou (zú¾enou na (0; �)) Fourierovou øadou. Namísto toho nyní vyu¾i-jeme ortogonality a úplnosti systému sin (l�'=�). Víme toti¾, ¾eZ �0 sin�k�� '� sin� l�� '� d' = �2Ækl:PoèítejmeZ �0 g(') sin� l�� '� d' = AlRl�2 ) Al = 2Rl� Z �0 g(') sin� l�� '� d':Provádìli jsme zámìnu sumy a integrálu díky stejnomìrné konvergen
i øady.Celkem tedy máme u(r; ') = 1Xk=0 Akrk sin�k�� '� ;Ak = 2Rk� Z �0 g(') sin�k�� '� d':Pøíklad 3�u = 0 v 
 = f(r 
os'; r sin') 2 R2 ; 0 < R0 < r < R; ' 2 (0; �)g;u = 0 na ff' = 0g; f' = �gg \ �
;u = f2 na fr = Rg \ �
;u = f1 na fr = R0g \ �
:V polární
h souøadni
í
h vypadají okrajové podmínky následovnìu(R;') = f2('); u(R0; ') = f1('); u(r; 0) = u(r; �) = 0 8r 2 [R0; R℄:Opìt budeme hledat separované øe¹ení u(r; ') = f(r)w('). Z
ela stejnì jakov druhém pøíkladì vy
hází, ¾ewk(') = Ak sin k�� ';fk(r) = Crk +Dr�k k > 0;f0(r) = C0 +D0 ln r:25



kde koe�
ient D u¾ nemusí být nutnì nulový. Sepi¹me si øe¹ení a okrajovépodmínky ve tvaru øad.u(r; ') = 1Xk=1(Akrk +Bkr�k) sin k�� ';f1(') = u(R0; ') = 1Xk=1(AkRk0 +BkR�k0 ) sin k�� ';f2(') = u(R;') = 1Xk=1(AkRk +BkR�k) sin k�� ';kde f0(r) se nám neprojevilo, nebo» jsme ho pøenásobovali sinem s nulovýmargumentem. Analogi
ky jako minule dostávámeZ �0 f1(') sin k�� ' d' = �2(AkRk0 +BkR�k0 );Z �0 f2(') sin k�� ' d' = �2(AkRk +BkR�k);
o¾ je soustava dvou lineární
h rovni
 pro dvì neznámé Ak; Bk. Její øe¹enívypadá takto.Ak = 2�(Rk0R�k �R�k0 R�k) Z �0 �f1(')R�k � f2(')R�k0 � sin k�� ' d';Bk = 2�(RkR�k0 �R�kR�k0 ) Z �0 �f1(')Rk � f2(')Rk0� sin k�� ' d':
Pøíklad 4�u = 0 v 
 = f(x; y) 2 R2 ; R20 < x2 + y2 < R2g;u = f2 na fx2 + y2 = R2g \ �
;u = f1 na fx2 + y2 = R20g \ �
:V polární
h souøadni
í
h vypadají okrajové podmínky následovnìu(R0; ') = f1('); u(R;') = f2(') 8r 2 [R0; R℄:
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Øe¹ení hledáme v separovaném tvaru u(r; ') = f(r)w('). Jako v prvnímpøíkladì nám vy
hází wk(') = Ak 
os k'+Bk sin k';fk(r) = Crk +Dr�k; k > 0;f0(r) = C0 +D0 ln r:Øe¹ení a okrajové podmínky ve tvaru øad vypadají následovnìu(r; ') = 1Xk=1(C1krk 
os k'+ C2krk sin k')++ 1Xk=1(D1kr�k 
os k'+D2kr�k sin k') + C10 +D10 ln r;f1(') = 1Xk=1(C1kRk0 
os k'+ C2kRk0 sin k')++ 1Xk=1(D1kR�k0 
os k'+D2kR�k0 sin k') + C10 +D10 lnR0;f2(') = 1Xk=1(C1kRrk 
os k'+ C2kRk sin k')++ 1Xk=1(D1kR�k 
os k'+D2kR�k sin k') + C10 +D10 lnR:Zapí¹eme si f1(') a f2(') ve tvaru Fourierovy øadyf1(') = a02 + 1Xk=1(ak 
os k'+ bk sin k');f2(') = 
02 + 1Xk=1(
k 
os k'+ dk sin k'):Porovnáním koe�
ientù u f1(') a f2(') dostávámea02 = C10 +D10 lnR0; ak = C1kRk0 +D1kR�k0 ; bk = C2kRk0 +D2kR�k0 ;
02 = C10 +D10 lnR; 
k = C1kRk +D1kR�k; dk = C2kRk +D2kR�k;27




o¾ je soustava ¹esti rovni
 o ¹esti neznámý
h, kdeak = 1� Z ��� f1(') 
os k'd'; bk = 1� Z ��� f1(') sink' d';
k = 1� Z ��� f2(') 
os k' d'; dk = 1� Z ��� f2(') sin k' d':Soustava se rozpadá na tøi soustavy dvou rovni
 o dvou neznámý
h (jsounapsané pod sebou). První soustava má øe¹eníD10 = 
0 � a02 ln (R=R0) ; C10 = 12 lnR0 �a02 � 
0 � a02 ln (R=R0)� :Zbylé rovni
e øe¹íme pronásobením vhodným koe�
ientem a seètením.D1k = akRk � 
kRk0R�k0 Rk �R�kRk0 ; C1k = akR�k � 
kR�k0Rk0R�k � RkR�k0 ;D2k = bkRk � dkRk0R�k0 Rk � R�kRk0 ; C2k = bkR�k � dkR�k0Rk0R�k �RkR�k0 ;èím¾ jsme urèili v¹e
hny koe�
ienty a jsme hotovi.

28



Literatura[1℄ Barták J., Herrmann L., Lovi
ar V., Vejvoda O.: Par
iální diferen
iálnírovni
e II, SNTL, Praha, 1988.[2℄ Jarník V.: Diferen
iální poèet II, A
ademia, Praha, 1976.[3℄ Jarník V.: Integrální poèet II, Nakladatelství Èeskoslovenské Akademievìd, Praha, 1955.[4℄ Kopáèek J.: Matematika pro fyziky IV., SPN, Praha, 1989.[5℄ Míka S., Kufner A.: Par
iální diferen
iální rovni
e I, SNTL, Praha,1983.[6℄ Samarskij A. A., Ti
honov A. N.: Rovni
e matemati
ké fysiky, Nakla-datelství Èeskoslovenské Akademie vìd, Praha, 1955.

29


