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Úvod

Tato práce se zabývá nalezením optimální obchodní strategie p°i existenci
transak£ních náklad· v diskrétním modelu a jejich porovnáním s výsledky modelu
spojitého.

První kapitola je v¥novaná shrnutí poznatk· o °ízených i ne°ízených Marko-
vových °et¥zcích s diskrétním £asem. Klí£ovou £ástí této kapitoly je popis a d·kaz
Howardova itera£ního algoritmu v sekci 1.2.1, který je v diskrétním p°ípad¥ pouºitý
k nalezení optimální obchodní strategie. Jako výchozí zdroje mi v této kapitole
slouºily [6] v £ásti v¥nované ne°ízeným Markovovým °et¥zc·m a [3] pro °ízené
°et¥zce.

Druhá kapitola se zabývá co nejjednodu²²ím p°iblíºením Brownova pohybu
a pojmu martingal·, které jsou pouºívány p°i odvození spojitého modelu. Vzhle-
dem k tomu, ºe tato práce je zam¥°ena hlavn¥ na diskrétní p°ípad, jsou pojmy
v této kapitole pouze zjednodu²en¥ p°iblíºeny. �erpala jsem p°itom z publikací [1]
a [4].

Záv¥re£ná kapitola se v £ásti 3.1 v¥nuje popisu problému hledání obchodní
strategie ve spojitém modelu. Ani tady nebyl kladen hlavní d·raz na detailní
popis, ale spí²e na shrnutí hlavních charakteristik spojitého modelu, které jsou
vyuºity v záv¥re£né numerické studii. Problematice spojitého modelu se detailn¥
v¥nuje [2] nebo [5], z nichº jsem také £erpala.

V £ásti 3.2 je pak ukázán zp·sob, jak lze situaci ve spojitém modelu
diskrétn¥ aproximovat.

Záv¥re£ná sekce 3.3.4 se zabývá porovnáním numerických hodnot získaných
realizací algoritmu v programu Mathematica verze 5.2. Programové °e²ení obou
model· je uvedeno v p°íloze.
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Kapitola 1

Markovovy °et¥zce s diskrétním
£asem

M¥jme homogenní Markov·v °et¥zec Xn s kone£nou mnoºinou stav· S.
Ke kaºdému stavu s ∈ S uvaºujme kone£nou mnoºinu moºných rozhodnutí Zs.
Pak celková mnoºina °ízení je Z :=

∏
s∈S Zs a následující systém rozhodnutí

(zs ∈ Zs, s ∈ S) ∈ Z nazveme homogenním °ízením °et¥zce.
P°edpokládejme, ºe p°echod °et¥zce Xn ze stavu i ∈ S do stavu j ∈ S je

spojen se ziskem ρrij pokud jsme volili rozhodnutí ρ ∈ Zi. Dále p°edpokládejme,
ºe p°echod °et¥zce Xn ze stavu i ∈ S do stavu j ∈ S nastane p°i rozhodnutí ρ ∈ Zi

s pravd¥podobností ρpij.
Pro konkrétní °ízení z ∈ Z jsme schopni sestavit matici ocen¥ní zR = (rij),

kde rij je zisk související s p°echodem °et¥zce ze stavu i do stavu j p°i rozhodnutí
zi ∈ Zi a matici zP = (pij), kde pij je pravd¥podobnost p°echodu °et¥zce ze stavu
i ∈ S do stavu j ∈ S p°i rozhodnutí zi ∈ Zi. Pak °ízený °et¥zec je homogenní
Markov·v proces s maticí p°echodu zP.

1.1 Markovovy °et¥zce s ocen¥ním p°echod·
V této £ásti budeme p°edpokládat, ºe je pevn¥ zvoleno n¥jaké °ízení z ∈ Z

a budeme se zajímat o asymptotiku st°edního výnosu p°i tomto °ízení. P°ední
index z tak budeme vynechávat. V²echny uvaºované Markovovy °et¥zce budou
homogenní.

V¥ta 1.1.1. M¥jme nerozloºitelný Markov·v °et¥zec s kone£nou mnoºinou sta-
v· S, matici pravd¥podobností p°echodu P a matici ocen¥ní p°echodu R, kde
P ∈ RS×S a R ∈ RS×S. Pro výpo£et st°edního výnosu v(n) ∈ RS za n období
platí následující rekurentní vztah

v(n) = q + P · v(n− 1), (1.1)

kde n ≥ 1, v(0) = 0 ∈ RS a q ∈ RS zna£í výnos realizovaný za jedno období

q = di(P ·RT ), (1.2)
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kde di(K) = (Kii)i∈S.

D·kaz: Viz d·kaz v¥ty 2.29 v [6].
2

V¥ta 1.1.2. V nerozloºitelném °et¥zci s kone£nou mnoºinou stav· jsou v²echny
stavy trvalé nenulové.

D·kaz: Viz d·kaz v¥ty 2.18. v [6].
2

V¥ta 1.1.3. M¥jme nerozloºitelný Markov·v °et¥zec s maticí pravd¥podobností
p°echodu P, ve kterém jsou v²echny stavy trvalé nenulové. Pak stacionární rozd¥-
lení existuje a je ur£ené jednozna£n¥. Jsou-li v²echny stavy neperiodické, pak navíc
platí

lim
k→∞

Pk = Π, (1.3)

kde Π := (π, . . . π)T ∈ RS×S je matice, jejíº °ádky jsou tvo°eny vektory sta-
cionárního rozd¥lení π ∈ RS.

D·kaz: Viz d·kaz v¥ty 2.25. v [6].
2

Poznámka 1.1.1: P°ipomeneme n¥kolik z°ejmých vztah·

Π = 1 · πT ,

kde 1 = (1, . . . , 1)T ∈ RS. Z p°edpokladu, ºe matice P je stochastická plyne, ºe

P · 1 = 1.

Dále
P ·Π = P · 1 · πT = 1 · πT = Π

a z vlastnosti πT · 1 = 1 dostáváme, ºe

Π2 = Π ·Π = 1 · πT · 1 · πT = 1 · πT = Π.

Z de�nice stacionárního rozd¥lení πT ·P = πT tak získáme, ºe

Π ·P = 1 · πT ·P = 1 · πT = Π.

S jejich pouºitím odvodíme

(P−Π)2 = P2 −ΠP−PΠ + Π2 = P2 −Π

a indukcí pro k ≥ 1 získáme

(P−Π)k = Pk −Π. (1.4)
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V¥ta 1.1.4. Nech´ M ∈ RS×S je matice taková, ºe Mn → 0 p°i n → ∞, kde
0 ∈ RS×S je nulová matice. Potom matice I−M je regulární a platí

(I−M)−1 =
∞∑

k=0

Mk.

D·kaz: Viz d·kaz v¥ty B.2 ve [6].
2

Poznámka 1.1.2: Podle v¥ty 1.1.3 a poznámky 1.1.1

(P−Π)k = Pk −Π → 0 (1.5)

pro k →∞. Podle v¥ty 1.1.4 je matice I− (P−Π) regulární, p°i£emº platí

(I− (P−Π))−1 =
∞∑

k=0

(P−Π)k = I +
∞∑

k=1

(P−Π)k = I +
∞∑

k=1

(Pk −Π),

z £ehoº vyplývá, ºe
∞∑

k=1

(Pk −Π) = (I− (P−Π))−1 − I. (1.6)

Posunutím s£ítacího indexu do nuly a dosazením (1.6) do posledního vztahu
získáme konvergentní maticovou °adu

∞∑

k=0

(Pk −Π) = I−Π +
∞∑

k=1

(Pk −Π) = I−Π + (I− (P−Π))−1 − I,

neboli ∞∑

k=0

(Pk −Π) = (I− (P−Π))−1 −Π. (1.7)

Nyní se vra´me k v¥t¥ 1.1.1. Postupným dosazováním do vztahu (1.1) dostaneme

v(n) = q + Pv(n− 1) = q + P(q + Pv(n− 2)) = . . .

=
n−1∑
k=0

Pkq = nΠq +
n−1∑
k=0

(Pk −Π)q.

Podle vztahu (1.7) je °ada
∑∞

k=0(P
k −Π) konvergentní a lze tedy psát

v(n) = nΠq +
∞∑

k=0

(Pk −Π)q−
∞∑

k=n

(Pk −Π)q.
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Aplikací (1.7) získáme následující rovnosti

v(n) = [(I− (P−Π))−1 −Π]q−
∞∑

k=n

(Pk −Π)q + nΠq

= [(I− (P−Π))−1 −Π]q + nΠq−
∞∑

k=n

(P−Π)kq.

Zanedbáním zbytku
∞∑

k=n

(P−Π)kq = (P−Π)n · (I− (P−Π))−1 · q → 0 ∈ RS,

pro n →∞ získáme p°ibliºnou hodnotu o£ekávaného výnosu

v(n) ∼ nΠq +
[
(I− (P−Π))−1 −Π

]
q. (1.8)

Ozna£ení: Matici [(I− (P−Π))−1 −Π] odvozenou v (1.7) budeme v dal²ím
ozna£ovat

A =: I− (P−Π))−1 −Π (1.9)
a pro sou£iny Aq a Πq zavedeme ozna£ení

b = Aq c = Πq.

P°i pouºití tohoto ozna£ení v (1.8) dostaneme vyjád°ení o£ekávaného výnosu v(n)
pro n →∞ ve tvaru

v(n) = nΠq + Aq + o(1) = nc + b + o(1). (1.10)

Shrnutí: Ze vztahu Π = 1 · πT plyne, ºe

c = Π · q = 1 · πT · q = c · 1,

kde c = πT · q reprezentuje dlouhodobý p°írustek st°edního výnosu za jedno
období. Vektor b pak p°edstavuje korekce zohled¬ující to, ze kterého stavu °et¥zec
vychází.

Poznámka 1.1.3: Je je²t¥ nutné uvést zp·sob, jakým lze vektor b a vektor c,
resp. konstantu c vypo£ítat. Ze vztahu (1.10) a (1.1) plyne pro n →∞

nc + b + o(1) = q + P [(n− 1)c + b] + o(1).

Zanedbáním o(1) na obou stranách a s vyuºitím vztahu P · c = P · 1 · c = 1 · c
dojdeme k rovnosti

c1 + b = q + Pb. (1.11)
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Soustava (1.11) je tvo°ena m rovnicemi, které nesta£í k ur£ení (m+1) neznámých,
tedy k ur£ení m-rozm¥rného vektoru b a konstanty c. Proto je nutné jednu pro-
m¥nnou eliminovat. To lze ud¥lat nap°íklad tímto zp·sobem: de�nujeme novou
soustavu rovnic, v níº místo vektoru b pouºijeme vektor b′. Jeho i-tá sloºka je
de�novaná následovn¥

b′i = bi − bm.

Tedy od kaºdé sloºky p·vodního vektoru ode£teme sloºku poslední. Tím dosáhne-
me toho, ºe ve vektoru b′ bude poslední sloºka vºdy nulová a po£et stup¬· volnosti
vektoru b′ je (m− 1) . Soustava (1.11) je po ode£tení vektoru bm1 od obou stran
ve tvaru

c1 + b′ = q + Pb′ (1.12)
b′m = 0. (1.13)

Tato soustava jiº má °e²ení, jímº je konstanta c a rozdíly bi−bm, nebo´ z°ejm¥ platí
bi − bm = b′i − b′m, pro kaºdé i ∈ S. Vynásobením (1.7) zleva maticí Π dostaneme
z de�nice matice A v (1.9) rovnost Πb = 0. Dosazením b = b′ + bm1 dostaneme
bm = −πTb′. Platí tedy

b = b′ + 1bm = b′ − 1πTb′ = (I−Π)b′.

1.2 �ízené Markovovy °et¥zce
M¥jme nerozloºitelný Markov·v °et¥zec s kone£nou mnoºinou stav· S

a °ízení tohoto °et¥zce z ∈ Z :=
∏m

i=1 Zi. Nech´ zP je matice pravd¥podobno-
stí p°echodu p°i °ízení z a zR je matice ocen¥ní p°echodu p°íslu²ná °ízení z.

Nehomogenním °ízením °et¥zce Xn na intervalu (0, N) budeme rozum¥t
posloupnost °izení z = (z1, . . . , zN) ∈ ZN . Ozna£íme-li symbolem v(n,N) st°ední
výnos za £asové období (n, N), dostaneme podobn¥ jako ve v¥t¥ 1.1.1 rekurentní
vztah

v(n,N) = zq + zPv(n + 1, N), (1.14)
kde v(N, N) = 0 a zq zna£í výnos realizovaný za jedno období

zq = di(zP · zR
T ). (1.15)

p°i£emº ve vzorcích (1.14) a (1.15) pokládáme z := zn+1. De�nujeme-li

v̂i(m− 1, N) = max
z∈Z

eT
i (zq + zPv̂(m,N)) (1.16)

a v̂(N, N) = 0 ∈ RS, dostaneme

v(m,N) ≤ v̂(m,N)
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pro kaºdé m ∈ {0, . . . , N}, viz. [3] strana 124. To znamená, ºe p°íslu²né neho-
mogenní °ízení je na intervalu (0, N) optimální. Na p°íkladech v [3] se na stranách
125-128 ukazuje, ºe pro velká N ∈ N vychází optimální °ízení v následujícím tvaru
z = (z, . . . , z, zk, . . . , zN), kde z odpovídá optimálnímu homogennímu °ízení.
Vztah (1.10) má pro Markov·v °et¥zec s homogenním °ízením z tvar

v(n,N) ∼ (N − n)zc + zb, (1.17)

kde vektory zb a zc mají stejný význam jako b a c ve vztahu (1.10) p°i volb¥
P := zP a jsou de�novány jako

zc = zΠ zq, (1.18)

kde zΠ je matice stacionárního rozd¥lení vztahující se k matici zP a

zb = zAzq, (1.19)

pro zA = [I− (zP− zΠ)]−1 − zΠ.

Poznámka 1.2.1: Konstantu zc a rozdíly zb
′
i = zbi − zbm lze vypo£ítat ze sous-

tavy rovnic

zc1 + zb
′ = zq + zPzb

′ (1.20)
zb
′
m = 0, (1.21)

kde zb
′ je vektor, jehoº i-tá sloºka je zb

′
i.

Poznámka 1.2.2: Najít optimální homogenní °ízení z znamená najít °ízení,
které maximalizuje výnos v(n,N) pro velká N . Pokud do vztahu (1.14) dosadíme
za v(n + 1, N) jeho p°ibliºnou hodnotu odvozenou v (1.17) získáme

v(n,N) ∼ ezq + ezP [(N − n− 1)zc + zb]
∼ ezq + ezPzb

′ + ezPzbm1 + (N − n− 1)ezPzc1

za p°edpokladu, ºe na intervalu (n, n + 1) pouºijeme °ízení z̃ ∈ Z. S vyuºitím
vztahu P1 = 1 pro stochastické matice dostaneme

v(n,N) ∼ ezq + ezPzb
′ + [zbm1 + (N − n− 1)zc1]. (1.22)

Poslední výraz ve vyjád°ení výnosu nezávísí na z̃ a tedy nemá vliv p°i maximalizaci
výrazu v(n,N). Ekvivalentn¥ lze problém hledání optimálního homogenního °ízení
p°epsat ve tvaru

max
ez∈Z

(ezq +ez Pzb
′), (1.23)

p°i£emº maximalizaci v (1.23) je t°eba uvaºovat po sloºkách
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1.2.1 Howard·v itera£ní postup
V této £ásti zavedeme zkrácené ozna£ení: p°ední index odpovídající °ízení

zk v k-tém kroku algoritmu budeme zkrácen¥ zapisovat jako k. Tedy místo zkP bu-
deme uºívat jen kP.
Algoritmus popí²eme v n¥kolika následujících krocích:

1. Zvolíme nulté p°iblíºení zk, k = 0 k hledanému homogennímu °ízení.

2. Toto zk jednozna£n¥ ur£uje matice kP a kR. Jejich dosazením do vzta-
hu (1.15) vypo£ítáme výnos za období délky jedna pro °ízení zk

kq = di(kR · kP
T ).

3. Ze soustavy rovnic (1.20) a (1.21)

kc1 + kb
′ = kq + kP · kb

′

kbm = 0

vypo£ítáme sloºky vektoru kb
′ a konstantu kc.

4. S vypo£tenými hodnotami kb
′ maximalizujeme (1.23)

zk+1
i = eT

i arg max
z∈Z

eT
i (zq + zPkb

′), (1.24)

kde ei ∈ RS je vektor sestavený ze samých nul, jen v i-tém °ádku je hodnota
jedna. Pokud není rozhodnutí zi ∈ Zi ur£eno jednozna£n¥, pak se volí pokud
moºno to, které odpovídá °ízení v minulém kroku. Tím se zaru£í, ºe zm¥na
°ízení vede k vy²²ímu výnosu.
Hodnota z, která maximalizuje výraz (1.24) je novým p°iblíºením zk+1 op-
timálního °ízení. S ní opakujeme itera£ní postup od bodu 2. Po kone£n¥
mnoha krocích algoritmus kon£í nalezením optimálního homogenního °ízení,
coº nastává v okamºiku, kdy dal²í itera£ní krok nevede k vy²²ímu o£ekáva-
nému výnosu.

D·kaz: Je nutné ukázat, ºe po kone£n¥ mnoha krocích dosp¥je algoritmus k op-
timálnímu °ízení. Tento d·kaz rozd¥líme do t°í £ástí. Nejprve ukáºeme, ºe kaºdý
krok vede k vy²²ímu o£ekávanému výnosu, pokud se °ízení v jednotlivých krocích
li²í, ve druhé £ásti ov¥°íme, ºe výsledné °ízení je skute£n¥ optimální a na záv¥r
vylou£íme moºnost, ºe by itera£ní postup nikdy neskon£il.

1. Z podstaty itera£ního algoritmu plyne, ºe hodnota v kroku k + 1 nesmí být
"hor²í" neº hodnota v kroku k. Pro nás to znamená, ºe (1.24) v kroku k +1
musí být vy²²í nebo stejná jako v kroku k

k+1q + k+1Pkb
′ ≥ kq + kPkb

′.
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P°eve¤me pravou stranu na levou a ozna£me rozdíl levé a pravé strany ∆q̃

∆q̃ := k+1q− kq + k+1Pkb
′ − kPkb

′ ≥ 0. (1.25)

Do soustavy (1.20) pro výpo£et zc a zb
′ dosadíme nejd°ív hodnoty odpoví-

dající °ízení zk a potom zk+1. Tím dostaneme rovnice

k+1c + k+1b
′ = k+1q + k+1Pk+1b

′

kc + kb
′ = kq + kPkb

′.

Jejich ode£tením a zavedením ozna£ení ∆c a ∆b′ pro rozdíly k+1c − kc
a k+1b

′ − kb
′ dostáváme

∆c + ∆b′ = k+1q− kq + k+1Pk+1b
′ − kPkb

′

Po p°i£tení a ode£tení hodnoty k+1Pkb
′ od pravé strany dostáváme s vyuºitím

de�nice ∆q̃ v (1.25) rovnost

∆c + ∆b′ = ∆q̃ + k+1P∆b′.

To je op¥t soustava (1.20) p°i volb¥ c := ∆c, b′ := ∆b′ a q := ∆q̃. A tedy
je ∆c a ∆b′ touto soustavou ur£eno jednozna£n¥ (d·kaz jednozna£nosti viz
v¥ta 1.2.1). Vynásobením ∆q̃ v (1.25) maticí k+1Π dostaneme z de�nice
k+1c = k+1Πk+1q

k+1Π∆q̃ = k+1c + k+1Πk+1Pkb
′ − k+1Π(kq + kPkb

′)
= k+1c + k+1Πkb

′ − k+1Π(kq + kPkb
′)

= k+1c− k+1Π[kq− (I− kP)kb
′]

= k+1c− kc,

nebo´
k+1Πk+1P = k+1Π

k+1Πkc = kck+1Π1 = kc1 = kc

a nebo´ z (1.20) plyne, ºe

kc = kq− (I− kP)kb
′.

Shrneme-li výsledek pravé a levé strany máme

∆c = k+1Π∆q̃ = 1 · k+1π
T ∆q̃.

Vektor k+1π je vektorem stacionárního rozd¥lení v nerozloºitelném °et¥zci
s maticí p°echodu k+1P. Podle v¥ty 2.25. v [6] jsou v²echny jeho sloºky
kladné. Symbolicky to lze zapsat k+1π > 0. Dále ∆q̃ ≥ 0 a pro zk+1 6= zk

platí ∆q̃ 6= 0. Tím jsme odvodili, ºe 1 · k+1π
T ∆q̃ > 0, neboli k+1c > kc

pro zk+1 6= zk. Podle (1.17) vede kaºdý itera£ní krok i k vy²²ímu o£eká-
vanému výnosu v(n,N).
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2. P°istupme k d·kazu optimality výsledného °ízení. P°edpokládejme, ºe algo-
ritmus po k krocích kon£í. Tedy dosp¥jeme k rovnosti zk+1 = zk. V p°ípad¥,
ºe takto získané °ízení je optimální zk = ẑ, muselo by podle práv¥ dokázané
£ásti platit, ºe kc = ĉ, coº je ekvivalentní tomu, ºe o£ekávaný výnos je ma-
ximální. D·kaz provedeme sporem. P°edpokládejme pro spor, ºe algoritmus
kon£í, tedy zk+1 = zk, ale nedosp¥li jsme k optimálnímu °ízení ẑ a proto
ĉ > kc. Nejd°íve vyuºijeme faktu, ºe algoritmus kon£í a ºe Howard·v algo-
ritmus je itera£ní. Dostaneme

q̂ + P̂kb
′ ≤ kq + kPkb

′.

Pokud by totiº platilo, ºe levá strana je ost°e v¥t²í neº pravá, z podstaty
itera£ního postupu by Howard·v algoritmus pokra£oval a tedy zk+1 6= zk,
ale to je spor s p°edpokladem, ºe algoritmus po k krocích skon£il. Vektor q̂
odpovídá výnosu za období délky jedna p°i °ízení ẑ a P̂ je matice p°echodu
odpovídající tomuto °ízení. Ode£tením obou stran nerovností získáme

∆̂q̃ := q̂− kq + P̂kb
′ − kPkb

′ ≤ 0.

Podobn¥ jako v p°edchozí £ásti vyjdeme ze soustavy (1.20), do které pos-
tupn¥ dosadíme optimální °ízení ẑ a °ízení z posledního kroku algoritmu zk.
Tím obdrºíme

ĉ + b̂′ = q̂ + P̂b̂′

kc + kb
′ = kq + kPkb

′.

Podobn¥ jako v £ásti 1 dostaneme ode£tením obou rovnic po p°íslu²ných
úpravách

∆̂c + ∆̂b′ = ∆̂q̃ + P̂∆b′,

kde ∆̂c := ĉ− kc a ∆̂b′ := b̂′− kb
′. I v tomto p°ípad¥ se jedná o modi�kaci

soustavy (1.20), která jednozna£n¥ ur£uje ∆̂c i ∆̂b′. Pouºitím vztahu (1.18)
dostaneme ∆̂c = Π̂∆̂q̃. Protoºe sloºky stochastické matice Π̂ jsou nezá-
porné a ∆̂q̃ ≤ 0 z de�nice, je i ∆̂c ≤ 0. Tím jsme dosp¥li k nerovnosti
ĉ > kc, coº je spor s p°edpokladem, ºe ĉ < kc a tedy platí ĉ = kc a získané
°ízení je optimální.

3. Moºnost, ºe by itera£ní postup neskon£il po kone£n¥ mnoha krocích není.
V první £ásti d·kazu jsme ukázali, ºe kaºdý itera£ní krok vede pro r·z-
ná °ízení k vy²²ímu o£ekávanému výnosu. S p°ihlédnutím k p°edpokladu,
ºe °ízení je jen kone£n¥ mnoho, je z°ejmé, ºe algoritmus musí po kone£n¥
mnoha krocích skon£it.

2

V¥ta 1.2.1. Soustava

∆c1 = (P− I)∆b′ (1.26)
eT

m∆b′ = 0 (1.27)

má pouze triviální °e²ení.
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D·kaz:

1. Vynásobením (1.26) vektorem πT zleva dostaneme

∆c = ∆c πT1 = πT (P− I)∆b′ = 0.

2. Sou£et na °ádcích matice Q := P − I je vºdy roven nule. Je tedy nap°.
poslední její sloupec lineární kombinací ostatních.

3. Z poznámky 1.1.2 víme, ºe matice I − (P −Π) = Π −Q je regulární. Má
tedy hodnost m.

4. Z vlastnosti, ºe hodnost sou£tu matic není v¥t²í neº sou£et jejich hodností,
dostaneme, ºe

m = h(Π−Q) ≤ h(Π) + h(−Q) = 1 + h(Q).

Platí tedy, ºe h(Q) ≥ m− 1.

5. Protoºe poslední sloupec matice Q je lineární kombinací ostatních, dosta-
neme s p°ihlédnutím k bodu 4, ºe neexistuje netriviální lineární kombinace
ostatních sloupc· matice Q dávající ve výsledku nulový sloupcový vektor.
Symbolicky to lze zapsat ve tvaru

Q.∆b′ = 0, eT
m∆b′ = 0 → ∆b′ = 0

a to spolu s bodem 1 dává triviální °e²ení soustavy (1.26) a (1.27).

2



Kapitola 2

Brown·v pohyb a martingaly

D·sledná analýza pojm· jako Brown·v pohyb nebo martingal je pom¥rn¥
rozsáhlou partií stochastické analýzy. Proto je tato kapitola zam¥°ena spí² neº
na exaktní de�nice na jejich srozumitelné vysv¥tlení.

2.1 Itôvo lemma
P°íklad 2.1.1: Náhodná procházka na p°ímce:
Nejd°íve si p°ipomeneme nejjednodu²²í p°ípad, kterým je symetrická náhodná
procházka. Máme £ástici, jejíº po£áte£ní stav je X0 = 0. Pro kaºdý £as t platí, ºe
Xt = Xt−1 + 1 nebo Xt = Xt−1 − 1 se stejnou pravd¥podobností a nech´ zm¥ny
pozice ∆Xt = Xt −Xt−1 jsou nezávislé náhodné veli£iny pro t = 1, 2, · · · .

X0 = 0
©©*

HHj

X1 = +1

X1 = −1

©©*

HHj

©©*

HHj

X2 = 0

X2 = +2

X2 = −2

. . .

. . .

. . .

St°ední hodnota je EXt = 0 a rozptyl varXt = t pro v²echna t ∈ N.
Tento p°íklad dále zobecníme. Budeme p°edpokládat, ºe £ástice se pohy-

buje o krok nahoru s pravd¥podobností p a o jeden krok dol· s pravd¥podobností
q = (1 − p). Krok bude mít v tomto p°ípad¥ obecnou délku, kterou ozna£íme
jako σ. Pro st°ední hodnotu a rozptyl získáme tyto výrazy

EX1 = pσ + q(−σ) = µ
EX2

1 = pσ2 + qσ2 = σ2

varX1 = EX2
1 − (EX1)

2 = 4σ2pq.

16
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Vzhledem k p°edpokladu nezávislosti také platí

EXn = nµ
varXn = 4nσ2pq.

Nyní se pokusme o dal²í zobecn¥ní symetrické náhodné procházky. P°ed-
pokládejme, ºe v £ase 0 jsme v pozici X0 a ºe v kaºdém kroku hodnota náhodné
veli£iny X vzroste o hodnotu µ s pravd¥podobností 1 a s pravd¥podobností 1/2
vzroste £i klesne o velikost kroku σ.

X0

©©*

HHj

X1 = X0 + µ + σ

X1 = X0 + µ− σ

Dal²í modi�kace bude spo£ívat ve volb¥ £asového intervalu. Doposud jsme
uvaºovali ekvidistantní £asové úseky délky jedna. Nyní provedeme analogické
úvahy pro obecný £asový okamºik ∆t.

X0

©©*

HHj

X∆t = X0 + µ∆t + σ
√

∆t

X∆t = X0 + µ∆t− σ
√

∆t

Pro p°írustek náhodné veli£iny X v intervalu ∆t platí

∆X = X∆t −X0 = µ∆t + εσ
√

∆t, (2.1)

kde ε je náhodná veli£ina, která nabývá hodnoty +1 nebo −1 s pravd¥podobno-
stí 1/2.

�asto je nutné ur£it p°írustek nikoli náhodné veli£iny X, ale její fun-
kce f(X). Pro vyjád°ení hodnoty funkce náhodné veli£iny X v £ase ∆t je moºné
pouºít rozpis pomocí Taylorova polynomu druhého stupn¥ v bod¥ X0.

f(X∆t) ∼ f(X0) +
f ′(X0)

1!
(X∆t −X0) +

f ′′(X0)

2!
(X∆t −X0)

2 (2.2)

∼ f(X0) + f ′(X0)(µ∆t + εσ
√

∆t) +
f ′′(X0)

2
(µ∆t + εσ

√
∆t)2.(2.3)

V poslední £ásti jsme vyuºili vztah (2.1). Protoºe £asové intervaly ∆t volíme malé,
je moºné £asové p°írustky, které jsou °ádov¥ men²í neº ∆t, zanedbat. Vyjád°ení
(2.3) zjednodu²íme do tvaru

f(X∆t) ∼ f(X0) + f ′(X0)(µ∆t + εσ
√

∆t) +
f ′′(X0)

2
ε2σ2∆t,
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kde ε2 = (±1)2 = 1. Pro p°írustek funkce f(X) získáme vyjád°ení

∆f(X) ∼ f(X∆t)− f(X0) (2.4)

∼ f ′(X0)(µ∆t + εσ
√

∆t) +
f ′′(X0)

2
σ2∆t (2.5)

∼
[
f ′(X0)µ +

f ′′(X0)

2
σ2

]
∆t + f ′(X0)εσ

√
∆t. (2.6)

Vztah (2.6) bývá ozna£ován za nejjednodu²²í vyjád°ení Itôova lemmatu.

2.2 Brown·v pohyb
V odvození Itôova lemmatu jsme p°edpokládali, ºe £asový interval ∆t je

malý. �ím men²í tento interval volíme, tím men²í chyby se dopou²tíme p°i zaned-
bání £len· °ádov¥ men²ích neº ∆t ve výsledné formuli a tedy tím p°esn¥j²í je
Itôova formule.

P°i p°echodu od diskrétních interval· ∆t ke spojitému £asu, budou kumula-
tivní sou£ty nezávislých veli£in ε po £asové a prostorové standardizaci konvergovat
v distribuci k Wienerov¥ procesu (viz de�nice 2.2.1). P°esná formulace principu
invariance je nad rámec tohoto textu.

P°írustek £asu ∆t je ve spojitém modelu reprezentován jako dt. Potom,
pokud náhodnou veli£inu X chápeme jako funkci £asu t, tedy jako X(t), získáme
pro její p°írustky vyjád°ení, které bývá ozna£ováno jakoBrown·v pohyb s drif-
tem ve tvaru

dX(t) = µ dt + σ dW (t), (2.7)
kde X(0) = x0 a dW (t) symbolicky ozna£uje in�nitezimální p°írustek Wien-
erova procesu, jehoº de�nice je následující:

De�nice 2.2.1: Nech´ náhodný proces W (t) spl¬uje následující podmínky:

1. W (0) = 0 a (W (t), t ≥ 0) má spojité trajektorie.

2. P°írustky ∆W (t1), ∆W (t2), . . . , ∆W (tn) jsou nezávislé náhodné veli£iny pro li-
bovolné £asy 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn, kde ∆W (ti) = W (ti)−W (ti−1).

3. Pro libovolné £asové okamºiky mají p°írustky W (t)−W (s) normální rozd¥lení
N (0, t− s) pro t ≥ s,

pak tento náhodný proces nazýváme Wienerovým procesem.

Poznámka 2.2.1: Podstatnou vlastností Wienerova procesu je
n∑

k=1

[
W

(
k∆t

n

)
−W

(
(k − 1)∆t

n

)]2

→ ∆t, (2.8)
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pro n → ∞ v pravd¥podobnosti, resp. v distribuci. Slovy bychom °ekli, ºe kva-
dratická variace Wienerova procesu na intervalu [0, t] je rovna t pro kaºdé t ≥ 0
a symbolicky to budeme zapisovat v diferenciální podob¥ ve tvaru

(dW (t))2 = dt. (2.9)
Z°ejm¥ [

W

(
k∆t

n

)
−W

(
(k − 1)∆t

n

)]
∼ N

(
0,

∆t

n

)
,

coº není nic jiného neº
√

n

∆t

[
W

(
k∆t

n

)
−W

(
(k − 1)∆t

n

)]
∼ N (0, 1).

Sou£et druhých mocnin n nezávislých náhodných veli£in s normovaným normál-
ním rozd¥lením má χ2

n rozd¥lení o n stupních volnosti. Náhodná veli£ina s tímto
rozd¥lením pak podle slabého zákona velkých £ísel konverguje po znormování hod-
notou n v distribuci ke st°ední hodnot¥ náhodné veli£iny s rozd¥lením χ2

1, coº je 1.
Tedy platí (2.8).

Nech´ µt a σt jsou pro jednoduchost spojité procesy takové, ºe jejich historie
do £asu t (µs, s ≤ t) a (σs, s ≤ t) jsou dohromady nezávislé s (W (T )−W (t), T ≥ t)
pro kaºdé t ≥ 0 a nech´ in�nitezimální p°írustek procesu Xt se dá zapsat ve tvaru

dXt = µt dt + σt dW, (2.10)
pak procesu Xt budeme °íkat Itôo·v proces, kde µt se nazývá drift, σt je
disperzní koeficient a σ2

t difúzní koeficient. Dosazením speciální volby
µ(t,X) = µX a σ(t,X) = σX

do (2.10) získáme rovnici geometrického Brownova pohybu ve tvaru
dXt = µXt dt + σXt dW. (2.11)

Poznámka 2.2.2: Nech´ Ut je Itôo·v proces a f ∈ C2(R), pak f(Ut) je také
Itôo·v proces a platí Itôova formule

df(Ut) = f ′(Ut) dUt +
1

2
f ′′(Ut)(dUt)

2. (2.12)

V dal²ím textu budeme vyuºívat i následující zn¥ní vícerozm¥rné verze Itôovy
formule bez toho, abychom uvád¥li její p°esnou formulaci.
df(Ut, Vt) = f ′1(Ut, Vt) dUt + f ′2(Ut, Vt) dVt

+1
2
[f ′′11(Ut, Vt)(dUt)

2 + f ′′22(Ut, Vt)(dVt)
2 + 2f ′′12(Ut, Vt)(dUt)(dVt)] ,

pokud f ∈ C2(R2) a (Ut, Vt) je "sdruºen¥" Itôo·v proces.
Speciáln¥, volbou f(x, y) = xy, dostaneme stochastickou verzi Per Partes
ve tvaru

dUtVt = Ut dVt + Vt dUt + (dUt)(dVt). (2.13)



Kapitola 2: Brown·v pohyb a martingaly 20

Poznámka 2.2.3: Vztahy v poznámce 2.2.2 z·stanou v platnosti i v p°ípad¥, ºe
v de�nici Itôova procesu Xt nahradíme diferenciál µt dt diferenciálem ze spojitého
procesu dZt s kone£nou variací takového, ºe jeho historie (Zs, s ≤ t) dohromady
s historií procesu (σs, s ≤ t) do £asu t je nezávislá s (W (T ) − W (t), T ≥ t)
pro kaºdé t ≥ 0.

2.3 Martingaly
De�nice 2.3.1: Náhodný proces X(t), t ∈ N, pro který E|X(t)| < ∞ pro v²ech-
na t ∈ N, se nazývá martingal jestliºe

E[X(t)|X(r), r ≤ s] = X(s) pro kaºdé s ≤ t.

Pokud
E[X(t)|X(r), r ≤ s] ≤ X(s) pro kaºdé s ≤ t

ozna£ujeme jako supermartingal a v p°ípad¥, ºe

E[X(t)|X(r), r ≤ s] ≥ X(s) pro kaºdé s ≤ t

mluvíme o náhodném procesu X(t) jako o submartingalu.



Kapitola 3

Optimální obchodní strategie

3.1 Spojitý model
M¥jme investora, který investuje na akciovém a pen¥ºním trhu. P°ed-

pokládejme, ºe trºní cenu akcie Xt je moºné modelovat pomocí geometrického
Brownova pohybu

dXt = µXt dt + σXt dWt, X0 = x0.

Dále zavedeme následující ozna£ení: Yt je trºní cena portfolia, Ht udává
po£et akcií v portfoliu a investorova pozice v £ase t je Gt. Pozice Gt je ur£ena
podílem investic na akciovém trhu v investorov¥ portfoliu. Omezíme se pouze
na p°ípad, kdy Gt ∈ (0, 1). P°i tomto ozna£ení je moºné vyjád°it cenu akciové
£ásti portfolia jako

GtYt = HtXt.

Pokud investor neobchoduje, pak Ht je konstantní a p°írustek trºní ceny
portfolia je zp·soben pouze zm¥nou trºní ceny akcie

dYt = Ht dXt = HtXt(µ dt + σ dWt) = YtGt(µ dt + σ dWt). (3.1)

Podle vztahu (3.1) a Itôovy formule (2.6) s volbou f(x) = x−1 platí

Yt dY −1
t = −dYt

Yt

+

(
dYt

Yt

)2

= Gt(−µ + σ2Gt) dt−Gtσ dWt.

Z (3.1) a Itôova lemmatu volbou f(x) = ln x dostáváme

d ln Yt = (µGt − 1

2
σ2G2

t ) dt + σGt dWt. (3.2)

Podle stochastické verze Per Partes vztah· (2.11), (3.1) a p°edpokladu, ºe Ht je
konstantní dostaneme

dGt = HtY
−1
t dXt + HtXtY

−1
t Yt dY −1

t + Ht(dXt)(dY −1
t ) (3.3)

= Gt(1−Gt)[(µ− σ2Gt) dt + σ dWt]. (3.4)

21
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Po zavedení vztah· pro drift B(x) a difuzi S2(x)

B(x) = x(1− x)[µ− σ2x] S(x) = σx(1− x),

m·ºeme p°írustek pozice p°i neobchodování zapsat ve tvaru
dGt = B(Gt) dt + S(Gt) dWt. (3.5)

Nyní budeme p°edpokládat, ºe v £ase t nakoupíme ∆Ht ≥ 0 akcií, pak
HtXt = YtGt vzroste o hodnotu Xt∆Ht, coº p°edstavuje objem tohoto obchodu.
P°edpokládejme dále, ºe p°i nákupu platíme (1+δ)-krát trºní cenu akcie. Velikost
transak£ních náklad· je pak rovna

δXt∆Ht = ∆(δXtHt),

nebo´ nákup prob¥hne v nekone£n¥ krátném £asovém intervalu [t, t + dt], b¥hem
n¥hoº se cena akcie Xt nezm¥ní. O tutéº hodnotu musí poklesnout trºní cena
portfólia. Nasledující hodnota tak b¥hem nákupu z·stává konstantní

Yt + δHtXt = Yt(1 + δGt).

V diferenciální podob¥ lze psát
d+ ln Yt = −d+ ln(1 + δGt) = ϑ+(Gt) d+Gt,

kde d+ reprezentuje in�nitezimální zm¥nu zp·sobenou nákupem akcie odpovída-
jící in�nitezimální zm¥n¥ pozice d+Gt a kde

ϑ+(x) =
δ

1 + δx
. (3.6)

P°i prodeji p°edpokládáme, ºe obdrºíme (1 − ε)-krát trºní cenu akcie.
Podobn¥ jako p°i nákupu bychom mohli ukázat, ºe p°i prodeji z·stává konstantní
následující hodnota

Yt − εHtXt = Yt(1− εGt).

V diferenciální podob¥ s vyuºitím d−, které reprezentuje zm¥nu zp·sobenou pro-
dejem akcií odpovídající in�nitezimální zm¥n¥ pozice −d−Gt dostaneme

d− ln Yt = −d− ln(1− εGt) = −ϑ−(Gt) d−(Gt),

kde
ϑ−(x) =

ε

1− εx
. (3.7)

Obecn¥ pak celkový p°írustek pozice vyjad°uje rovnice
dGt = B(Gt) dt + S(Gt) dWt + d+Gt − d−Gt. (3.8)

Tuto rovnost lze také chápat jako de�ni£ní rovnost pro diferenciály d+Gt a d−Gt

spolu s omezujícím p°edpokladem, ºe jejich neur£ité integrály jsou neklesající
procesy, coº lze v diferenciální symbolice napsat ve tvaru d+Gt, d

−Gt ≥ 0. Rovnost
(3.8) tak blíºe up°es¬uje význam diferenciál· d+ a d−. Celkovou dynamiku trºní
ceny portfolia je tak moºné zapsat rovnicí

d ln Yt =

(
µGt − 1

2
σ2G2

t

)
dt + σGt dWt − ϑ+(Gt) d+Gt − ϑ−(Gt) d−Gt. (3.9)
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3.2 Aproximace spojitého modelu diskrétním
Model investorovy pozice (3.8) je modelem spojitým. P°i aproximaci tohoto

modelu diskrétním, musí být zachovány charakteristiky jako jsou st°ední hodnota
a rozptyl in�nitezimálních p°írustk· procesu. P°edpokládejme, ºe po£áte£ní pozice
investora v £ase nula je

G0 = g.

Pro podmín¥nou st°ední hodnotu ve spojitém modelu pak platí vztah

E[Gdt −G0︸ ︷︷ ︸
dGt

|G0 = g] ∼ B(g) dt. (3.10)

P°i výpo£tu st°ední hodnoty jsme vy²li ze vztahu (3.8) a poznatku ze sekce 2.2
o Wienerov¥ procesu, jehoº p°írustek dW (t) ∼ N (0, dt). Toho vyuºijeme i p°i vý-
po£tu rozptylu

var[Gdt −G0|G0 = g] ∼ E[(Gdt −G0)
2|G0 = g] ∼ S2(g) dt. (3.11)

V (3.11) jsme ve druhém £lenu zanedbali výraz

(E[Gdt −G0|G0 = g])2 ∼ B2(g) (dt)2,

coº je moºné za p°edpokladu, ºe £asové p°írustky dt jsou malé.

V diskrétním modelu bude situace vypadat následovn¥.

q qq -¾
g g + hg − h

P+(g)P−(g)

Po£áte£ní investorova pozice v £ase nula je v bod¥ g. V £ase dt bude Gdt = g + h
s pravd¥podobností P+(g), s pravd¥podobností P−(g) v Gdt = g − h a s pravd¥-
podobností P0(g) z·stane v bod¥ Gdt = g. P°itom musí platit

P0(g) = 1− P+(g)− P−(g). (3.12)

Za£neme vyjád°ením st°ední hodnoty investorovy pozice Gdt.

E[Gdt|G0 = g] = P−(g)(g − h) + P0(g)g + P+(g)(g + h)
= g + P−(g)(−h) + P+(g)(h),

kde jsme v posledním vztahu vyuºili (3.12). Po ode£tení G0 získáme vyjád°ení
pro st°ední hodnotu a rozptyl p°írustku tohoto diskrétního modelu

E[Gdt −G0|G0 = g] = h(P+(g)− P−(g)) (3.13)
var[Gdt −G0|G0 = g] ∼ E[(Gdt −G0)

2|G0 = g] (3.14)
∼ h2(P−(g) + P+(g)). (3.15)
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Ve vztahu (3.14) jsme zanedbali druhý £len rozptylu. To je moºné p°i volb¥ malých
zm¥n investorovy pozice h. Porovnáním výsledk· spojitého a diskrétního p°ístupu
dostaneme odhad P+(g) a P−(g).

B(g) dt ∼ h[P+(g)− P−(g)] (3.16)
S2(g) dt ∼ h2[P+(g) + P−(g)]. (3.17)

�e²ením soustavy rovnic (3.16) a (3.17) pro dt → 0 a h → 0 jsme získali odhady

P+(g) ∼ hB(g) dt + S2(g) dt

2h2
≥ 0 (3.18)

P−(g) ∼ −hB(g) dt + S2(g) dt

2h2
≥ 0, (3.19)

kde nezápornost v (3.18) a (3.19) m·ºeme pro malá h dosáhnout v p°ípad¥, ºe
S2(g) > 0. Ze vztahu (3.12) je te¤ moºné dopo£ítat P0(g)

P0(g) = 1− [P+(g) + P−(g)] ∼ 1− S2(g) dt

h2
. (3.20)

P°itom P0(g) musí spl¬ovat podmínku

P0(g) ≥ 0.

To platí, pokud S2(g) dt ≤ h2 a tedy lze volit

dt =
h2

k
,

kde k ≥ S2(g) plat pro v²echna uvaºovaná g.

3.3 Nalezení optimálního °ízení
V p°ípad¥, ºe platíme za obchodování transak£ní náklady, lze o£ekávat, ºe

optimální strategií bude udrºovat pozici v ur£itém intervalu, ozna£me jej [α, β],
a neobchodovat, pokud se pozice investora nachází uvnit° (α, β), viz [2] a [5].

3.3.1 Spojitý model
Podrobné odvození je zpracováno v [2]. Na tomto míst¥ pouze shrneme

vztahy, které umoº¬ují porovnání numerických výsledk· diskrétního a spojitého
modelu.
Optimální interval (α, β) nalezneme v p°ípad¥ spojitého modelu jako argument
maxima funkce

u(α, β) =

∣∣∣ β
1−β

∣∣∣
2ρ

ξβ −
∣∣ α
1−α

∣∣2ρ
ξα

1
2ρ

[∣∣∣ β
1−β

∣∣∣
2ρ

−
∣∣ α
1−α

∣∣2ρ
] pro ρ 6= 0 nebo
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u(α, β) =
ξβ − ξα

ln β
1−β

− ln α
1−α

pro ρ = 0

na mnoºin¥ {(α, β), 0 < α < β < 1}, kde

ρ :=
µ

σ2
− 1

2
, ξα := α

1 + δ

1 + δα
a ξβ := β

1− ε

1− εβ
.

3.3.2 Diskrétní model
V tomto modelu vyuºijeme p°i hledání optimální strategie Howard·v ite-

ra£ní postup odvozený v £ásti 1.2.1.
P°edpokládejme, ºe mnoºina moºných stav· Markovova °et¥zce je ve tvaru

S = {k, k = 1, . . . , m}, kde m = 1/h − 1 ∈ N. To odpovídá mnoºin¥ pozic in-
vestora G := {gk, k = 1, . . . , m} ⊆ (0, 1), kde gk = h · k.

Za p°ípustná °ízení budeme v tomto modelu povaºovat rozhodnutí in-
vestora koupit akcie (+), prodat akcie (−) nebo v·bec neobchodovat (0). Mnoºiny
moºných °ízení °et¥zce v jednotlivých stavech jsou následující:

• Z1 = {+} a Zm = {−}: krajní polohy povaºujeme za bezpodmíne£né. Tedy
musíme zahájit okamºitý nákup, resp. prodej, abychom udrºeli pozici Gt

v mnoºin¥ G resp. v intervalu [h, 1− h].

• Z2 = {+, 0} a Zm−1 = {0,−}: ve stavech bezprost°edn¥ sousedících s krajní-
mi stavy volíme strategii tak, abychom op¥t udrºovali pozici Gt v intervalu
[h, 1− h].

• Zi = {+, 0,−} pro i ∈ {3, . . . , m − 2}: v t¥chto stavech není investorovo
rozhodování nijak omezeno.

Mnoºina v²ech °ízení °et¥zce je pak ve tvaru Z =
∏m

i=1 Zi.

Abychom zaru£ili nerozloºitelnost °et¥zce, nebudeme rozhodnutí nakupo-
vat nebo prodávat povaºovat ve stavech {2, . . . ,m−1} za absolutní. To znamená,
ºe i v p°ípad¥, ºe rozhodnutí zní nap°. nakoupit, p°ipustíme ur£itou pravd¥podo-
bnost ε → 0+, se kterou se tento zám¥r neuskute£ní. Po£áte£ní a koncový stav
°et¥zce chápeme jako bezpodmíne£ný, tedy v t¥chto p°ípadech je ε = 0.

Pro kaºdé °ízení °et¥zce je nutné ur£it matici pravd¥podobností p°echodu P.
Její £leny závisí na rozhodnutí, které v daném stavu u£iníme. Pokud je na²ím
rozhodnutím ve stavu i neobchodovat, pak °et¥zec z·stává ve stavu i a rozd¥lení
pravd¥podobností p°echodu je následující:

(0)
©©©

HHH

pi,i−1 = P−(gi)

pi,i+1 = P+(gi),

pi,i = P0(gi)
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kde P−(gi), P0(gi) a P+(gi) jsou po °ad¥ dány vztahy (3.19), (3.20) a (3.18).

Pokud rozhodnutí nakupovat nepovaºujeme za absolutní, p°ipou²tíme dv¥ moºnosti:

• S pravd¥podobností (1 − ε) nákup opravdu uskute£níme a posuneme tím
°et¥zec do stavu (i+1). Pak pohybu z tohoto stavu odpovídají pravd¥podob-
nosti p°echodu:

(+) : i → i + 1
©©©

HHH

(1− ε)P−(gi+1) p°i p°echodu i + 1 → i

(1− ε)P+(gi+1) p°i p°echodu i + 1 → i + 2,

(1− ε)P0(gi+1) p°i p°echodu i + 1 → i + 1

• Zamý²lený nákup s malou pravd¥podobností ε neuskute£níme, tedy °et¥zec
z·stane ve stavu i a pravd¥podobnosti dal²ího vývoje jsou

(+) : i → i

©©©

HHH

εP−(gi) p°i p°echodu i → i− 1

εP+(gi) p°i p°echodu i → i + 1,

εP0(gi) p°i p°echodu i → i

Tedy celkové rozd¥lení pravd¥podobností pro rozhodnutí nakupovat je

(+)

¢
¢
¢
¢

¡
¡

@
@A

A
A
A

pi,i−1 = εP−(gi)

pi,i = εP0(gi) + (1− ε)P−(gi+1)

pi,i+1 = εP+(gi) + (1− ε)P0(gi+1)

pi,i+2 = (1− ε)P+(gi+1).
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Analogickým postupem dostáváme pro rozhodnutí prodávat

(−)

¢
¢
¢
¢

¡
¡

@
@A

A
A
A

pi,i−2 = (1− ε)P−(gi−1)

pi,i−1 = (1− ε)P0(gi−1) + εP−(gi)

pi,i = (1− ε)P+(gi−1) + εP0(gi)

pi,i+1 = εP+(gi).

Matice ocen¥ní p°echod· R také re�ektuje zám¥r investora.

• P°i rozhodnutí neobchodovat se neplatí ºádné transak£ní náklady a ocen¥ní
p°echodu odpovídá p°írustku logaritmu trºní hodnoty portfolia spojených
se setrvním pozice Gt v blízkosti hodnoty gi, resp. s p°írustkem procesu∫

(µGs − 1
2
σ2G2

s) ds.

ri,j = 0r(gi) := (µgi − 1

2
σ2g2

i ) dt pro v²echna j = 1, . . . , m.

• Rozhodnutí nakoupit je zatíºeno transak£ními náklady hϑ+(x) de�novanými
vztahem (3.6). P°íslu²né ocen¥ní je ve tvaru

ri,j = +r(gi) := 0r(gi)− hϑ+(gi) pro v²echna j = 1, . . . , m.

• Pro p°ípad prodeje a s tím spojenými transak£ními náklady hϑ−(x) ur£enými
(3.7) je ocen¥ní p°echodu

ri,j = −r(gi) := 0r(gi)− hϑ−(gi) pro v²echna j = 1, . . . , m.

Nyní uº je moºné pro nalezení optimálního °ízení pouºít Howard·v algoritmus
s po£áte£ním p°iblíºením nap°. 0z := (+, 0, . . . , 0,−).

3.3.3 Porovnání o£ekávaných výsledk· v daných modelech
• Spojitý p°ípad: Základní úlohou je nalézt funkci f ∈ C2(−1/δ, 1/ε) a hod-

notu ν ∈ R takovou, ºe
ln Yt − f(Gt)− νt (3.21)

je martingal, pokud aplikujeme strategii (α, β), a ºe (3.21) je supermartingal,
pokud aplikujeme jakoukoli jinou strategii udrºující Gt odraºenou od hodnot
0, 1 takovou, ºe EY η

t < ∞ platí pro kaºdé η < 0, t ≥ 0viz [2]. Speciáln¥ pak
pro strategii (α, β) dostáváme

E[ln Yt − f(Gt)− νt] = ln y0 − f(g0),
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kde y0 je po£áte£ní trºní cena portfolia a g0 je po£áte£ní pozice. Platí tedy

E ln Yt = νt + ln y0 − f(g0) + Ef(Gt),

coº pro velká t odpovídá hodnot¥

νt− f(g0) + ln y0 +

∫ β

α

f(x)π (dx),

kde π je stacionární rozd¥lení pozice Gt p°i strategii [α, β].

• Diskrétní p°ípad: nech´ ei ozna£uje vektor sloºený ze samých nul, pouze
na i - té pozici je hodnota 1. P°edpokládejme, ºe se °et¥zec nachází na po-
£átku ve stavu i, pak o£ekávaný výnos za n období je podle p°ibliºn¥

vi(n) = eT
i v(n) ∼ eT

i (nπTq + Aq) = eT
i (nc1 + b) = nc + bi,

kde bi = eT
i b.

• V p°ípad¥, ºe £asový interval [0, t] rozd¥líme na n podinterval· délky dt, kde
n · dt = t, dostáváme analogii mezi diskrétním a spojitým p°ípadem

E(ln Yt|G0 = g0) ∼ νt− f̃(g0)
vi(n) ∼ n · c + bi,

kde f̃(y) = f(y) − ln y0 −
∫ β

α
f(x)π(dx). Odpovídající si hodnoty tedy

jsou ν ∼ c/dt a funkce −f̃ ∼ b. Funkce f̃ ′ = f ′ je rostoucí a p°echází
ze záporných hodnot do kladných tomu odpovídá pr·b¥h vektoru b, který
odpovídá konkávní funkci, která nejprve roste a posléze klesá. Numericky
porovnatelné hodnoty jsou c ∼ ν dt a p°írustky
bi − bi−1 ∼ f(gi−1)− f(gi) ∼ f ′(gi)(−h) tj. −f ′(gi) ∼ (bi − bi−1)/h.

3.3.4 Porovnání numerických hodnot
Ekvivalence model· je ilustrována na dvou p°íkladech, v obou jsou trans-

ak£ní náklady δ = ε = 2%, volatilita σ = 1. Odli²nost p°íklad· je v hodnot¥ µ.
Nejd°íve budeme uvaºovat, ºe µ = 1/2 a poté µ = 2/5.

Výsledky spojitého modelu dávají po °ad¥ interval (α, β) a hodnotu o£eká-
vaného výnosu ν.

SpojityModel[0.5, 1, 0.02, 0.02]SpojityModel[0.5, 1, 0.02, 0.02]SpojityModel[0.5, 1, 0.02, 0.02]

SpojityModel[0.4, 1, 0.02, 0.02]SpojityModel[0.4, 1, 0.02, 0.02]SpojityModel[0.4, 1, 0.02, 0.02]

{{0.374939, 0.625155}, 0.117751}

{{0.279021, 0.522021}, 0.073158}

Diskretizace spojitého modelu byla provedena s krokem h = 0.005 a
£asovou zm¥nou dt = 0.0004 p°i volb¥ ε = 0.00001.
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Výstupem jsou po °ad¥ graf diferen£ních podíl· vektoru b′, výsledné °ízení
z posledního kroku, kde strategii nakoupit odpovídá 1, rozhodnutí prodat je
reprezentováno −1 a neobchodování 0. Dal²í £ást výstupu tvo°í posloupnost hod-
not c/dt v jednotlivých krocích, která by podle p°edpokladu m¥la být rostoucí.
Na záv¥r je uveden výsledný interval (α, β).
Howard[0.005, 0.0004, 0.5, 1, 0.02, 0.02, 0.00001]Howard[0.005, 0.0004, 0.5, 1, 0.02, 0.02, 0.00001]Howard[0.005, 0.0004, 0.5, 1, 0.02, 0.02, 0.00001]

Howard[0.005, 0.0004, 0.4, 1, 0.02, 0.02, 0.00001]Howard[0.005, 0.0004, 0.4, 1, 0.02, 0.02, 0.00001]Howard[0.005, 0.0004, 0.4, 1, 0.02, 0.02, 0.00001]

0.25 0.5 0.75

-0.03

-0.02

-0.01

0.01

0.02

0.03

{1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,−1,−1,−1,−1,−1,−1,
−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,
− 1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,
− 1,−1,−1,−1,−1}
{0.0505698, 0.0749822, 0.104863, 0.105674, 0.115659, 0.115714, 0.117667, 0.11771, 0.117737, 0.117737, 0.117737}

{0.37, 0.63}

0.25 0.5 0.75

-0.02

-0.01

0.01

0.02

0.03

{1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,
− 1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,
− 1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,
− 1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1}

{0.0156127, 0.0270612, 0.0559198, 0.0583913, 0.0706488, 0.0709241, 0.0730585, 0.0730909, 0.0731476, 0.0731476}

{0.275, 0.525}

Z výsledk· je patrné, ºe diskrétní model dává srovnatelné výsledky jako
spojitý. Hodnoty se li²í °ádov¥ aº na t°etím desetinném míst¥. Z°ejmá je i kore-
spondence ν ∼ c/dt. Na grafech jsou zobrazeny hodnoty diferen£ních podíl· ko-
rek£ního £lenu b′ s opa£ným znaménkem tak, aby se daly srovnávat s pr·b¥hem
f ′. Poznamenejme jen, ºe diference i diferen£ní podíly jsou stejné jak pro vektor
b′ tak i pro vektor b.

Je tedy moºné p°i výpo£etních obtíºích ve spojitém modelu p°ejít k diskrét-
nímu modelu, jehoº výpo£et je z matematického hlediska pom¥rn¥ snadný.
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Nevýhodou diskrétního modelu z·stává fakt, ºe volba kroku by m¥la být
co nejmen²í. Tím se ale zvy²uje £asová náro£nost výpo£tu. Je tedy nutné zvolit
kompromis mezi p°esností výsledku a dobou na jeho £ekání.



Dodatek A

Programová realizace diskrétního
modelu

Howard[hH_, dtH_, µH_, σH_, bH_, cH_, εH_]:=Howard[hH_, dtH_, µH_, σH_, bH_, cH_, εH_]:=Howard[hH_, dtH_, µH_, σH_, bH_, cH_, εH_]:=

Module[{h, dt, µ, σ, b, c, ε, vysledneRizeni, z, vysledneC,Ce, vysledneB, vysledekB, velikost, νplust, νminus, qplus, qminus, qnula,Module[{h, dt, µ, σ, b, c, ε, vysledneRizeni, z, vysledneC,Ce, vysledneB, vysledekB, velikost, νplust, νminus, qplus, qminus, qnula,Module[{h, dt, µ, σ, b, c, ε, vysledneRizeni, z, vysledneC,Ce, vysledneB, vysledekB, velikost, νplust, νminus, qplus, qminus, qnula,

Qnula,Qplus,Qminus, index, rizeni,Rozmezi, x, α, β, Q, diference, posledniB,PopisOsy},Qnula,Qplus,Qminus, index, rizeni,Rozmezi, x, α, β, Q, diference, posledniB,PopisOsy},Qnula,Qplus,Qminus, index, rizeni,Rozmezi, x, α, β, Q, diference, posledniB,PopisOsy},

h = Rationalize[hH]; dt = Rationalize[dtH]; µ = Rationalize[µH]; σ = Rationalize[σH]; b = Rationalize[bH]; c = Rationalize[cH];h = Rationalize[hH]; dt = Rationalize[dtH]; µ = Rationalize[µH]; σ = Rationalize[σH]; b = Rationalize[bH]; c = Rationalize[cH];h = Rationalize[hH]; dt = Rationalize[dtH]; µ = Rationalize[µH]; σ = Rationalize[σH]; b = Rationalize[bH]; c = Rationalize[cH];

ε = Rationalize[εH];ε = Rationalize[εH];ε = Rationalize[εH];

(***********************************************************************************************)(***********************************************************************************************)(***********************************************************************************************)

ReseniSoustavy[q_, h_, dt_, µ_, σ_, ε_, z1_List]:=ReseniSoustavy[q_, h_, dt_, µ_, σ_, ε_, z1_List]:=ReseniSoustavy[q_, h_, dt_, µ_, σ_, ε_, z1_List]:=

Module[{velikostR, cR,BR, bR, f, promenna, rovnice, reseni, S, B,Pplus,Pminus,Pnula, xR, g},Module[{velikostR, cR,BR, bR, f, promenna, rovnice, reseni, S, B,Pplus,Pminus,Pnula, xR, g},Module[{velikostR, cR,BR, bR, f, promenna, rovnice, reseni, S, B,Pplus,Pminus,Pnula, xR, g},

velikostR = Round[1/h]− 1;velikostR = Round[1/h]− 1;velikostR = Round[1/h]− 1;

BR:=Array[bR, velikostR];BR:=Array[bR, velikostR];BR:=Array[bR, velikostR];

B[xR_]:=xR ∗ (1− xR) ∗ (µ− (σ∧2) ∗ xR);B[xR_]:=xR ∗ (1− xR) ∗ (µ− (σ∧2) ∗ xR);B[xR_]:=xR ∗ (1− xR) ∗ (µ− (σ∧2) ∗ xR);

S[xR_]:=σ ∗ xR ∗ (1− xR);S[xR_]:=σ ∗ xR ∗ (1− xR);S[xR_]:=σ ∗ xR ∗ (1− xR);

Pplus[xR_]:=(h ∗ B[xR] ∗ dt + (S[xR])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);Pplus[xR_]:=(h ∗ B[xR] ∗ dt + (S[xR])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);Pplus[xR_]:=(h ∗ B[xR] ∗ dt + (S[xR])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);

Pminus[xR_]:=(−h ∗ B[xR] ∗ dt + (S[xR])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);Pminus[xR_]:=(−h ∗ B[xR] ∗ dt + (S[xR])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);Pminus[xR_]:=(−h ∗ B[xR] ∗ dt + (S[xR])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);

Pnula[xR_]:=1− Pplus[xR]− Pminus[xR];Pnula[xR_]:=1− Pplus[xR]− Pminus[xR];Pnula[xR_]:=1− Pplus[xR]− Pminus[xR];

P = Table[0, {velikostR}, {velikostR}];P = Table[0, {velikostR}, {velikostR}];P = Table[0, {velikostR}, {velikostR}];

g = h;g = h;g = h;

P [[1, 1]] = Pminus[g + h]; P [[1, 2]] = Pnula[g + h]; P [[1, 3]] = Pplus[g + h];P [[1, 1]] = Pminus[g + h]; P [[1, 2]] = Pnula[g + h]; P [[1, 3]] = Pplus[g + h];P [[1, 1]] = Pminus[g + h]; P [[1, 2]] = Pnula[g + h]; P [[1, 3]] = Pplus[g + h];

g = 2 ∗ h; i = 2;g = 2 ∗ h; i = 2;g = 2 ∗ h; i = 2;

While[i 6= velikostR,While[i 6= velikostR,While[i 6= velikostR,

If[z1[[i]]==0, P [[i, i− 1]] = Pminus[g]; P [[i, i]] = Pnula[g]; P [[i, i + 1]] = Pplus[g]];If[z1[[i]]==0, P [[i, i− 1]] = Pminus[g]; P [[i, i]] = Pnula[g]; P [[i, i + 1]] = Pplus[g]];If[z1[[i]]==0, P [[i, i− 1]] = Pminus[g]; P [[i, i]] = Pnula[g]; P [[i, i + 1]] = Pplus[g]];

If[z1[[i]]==1, P [[i, i− 1]] = ε ∗ Pminus[g]; P [[i, i]] = ε ∗ Pnula[g] + (1− ε) ∗ Pminus[g + h]; P [[i, i + 1]] = ε ∗ Pplus[g]+If[z1[[i]]==1, P [[i, i− 1]] = ε ∗ Pminus[g]; P [[i, i]] = ε ∗ Pnula[g] + (1− ε) ∗ Pminus[g + h]; P [[i, i + 1]] = ε ∗ Pplus[g]+If[z1[[i]]==1, P [[i, i− 1]] = ε ∗ Pminus[g]; P [[i, i]] = ε ∗ Pnula[g] + (1− ε) ∗ Pminus[g + h]; P [[i, i + 1]] = ε ∗ Pplus[g]+

(1− ε)Pnula[g + h]; P [[i, i + 2]] = (1− ε) ∗ Pplus[g + h]];(1− ε)Pnula[g + h]; P [[i, i + 2]] = (1− ε) ∗ Pplus[g + h]];(1− ε)Pnula[g + h]; P [[i, i + 2]] = (1− ε) ∗ Pplus[g + h]];

If[z1[[i]]==− 1, P [[i, i− 2]] = (1− ε) ∗ Pminus[g − h]; P [[i, i− 1]] = (1− ε)Pnula[g − h] + ε ∗ Pminus[g]; P [[i, i]] =If[z1[[i]]==− 1, P [[i, i− 2]] = (1− ε) ∗ Pminus[g − h]; P [[i, i− 1]] = (1− ε)Pnula[g − h] + ε ∗ Pminus[g]; P [[i, i]] =If[z1[[i]]==− 1, P [[i, i− 2]] = (1− ε) ∗ Pminus[g − h]; P [[i, i− 1]] = (1− ε)Pnula[g − h] + ε ∗ Pminus[g]; P [[i, i]] =

(1− ε) ∗ Pplus[g − h] + ε ∗ Pnula[g]; P [[i, i + 1]] = ε ∗ Pplus[g]];(1− ε) ∗ Pplus[g − h] + ε ∗ Pnula[g]; P [[i, i + 1]] = ε ∗ Pplus[g]];(1− ε) ∗ Pplus[g − h] + ε ∗ Pnula[g]; P [[i, i + 1]] = ε ∗ Pplus[g]];

g = g + h; i++];g = g + h; i++];g = g + h; i++];

g = 1− h;g = 1− h;g = 1− h;

31
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P [[velikostR, velikostR− 2]] = Pminus[g − h]; P [[velikostR, velikostR− 1]] = Pnula[g − h]; P [[velikostR, velikostR]] =P [[velikostR, velikostR− 2]] = Pminus[g − h]; P [[velikostR, velikostR− 1]] = Pnula[g − h]; P [[velikostR, velikostR]] =P [[velikostR, velikostR− 2]] = Pminus[g − h]; P [[velikostR, velikostR− 1]] = Pnula[g − h]; P [[velikostR, velikostR]] =

Pplus[g − h];Pplus[g − h];Pplus[g − h];

Rationalize[P ];Rationalize[P ];Rationalize[P ];

f [x_]:=cR + BR[[x]]==q[[x]] + P [[x,All]].BR;f [x_]:=cR + BR[[x]]==q[[x]] + P [[x,All]].BR;f [x_]:=cR + BR[[x]]==q[[x]] + P [[x,All]].BR;

rovnice = {Map[f,Range[velikostR]], bR[velikostR] == 0}//Flatten;rovnice = {Map[f,Range[velikostR]], bR[velikostR] == 0}//Flatten;rovnice = {Map[f,Range[velikostR]], bR[velikostR] == 0}//Flatten;

reseni = Solve[rovnice, {BR, cR}//Flatten]//Flatten;reseni = Solve[rovnice, {BR, cR}//Flatten]//Flatten;reseni = Solve[rovnice, {BR, cR}//Flatten]//Flatten;

{Rationalize[BR/.Take[reseni, velikostR]],Rationalize[cR/.Take[reseni, {velikostR + 1}]]}];{Rationalize[BR/.Take[reseni, velikostR]],Rationalize[cR/.Take[reseni, {velikostR + 1}]]}];{Rationalize[BR/.Take[reseni, velikostR]],Rationalize[cR/.Take[reseni, {velikostR + 1}]]}];

(*************************************************************************************************)(*************************************************************************************************)(*************************************************************************************************)

Maximum[Qnula_,Qplus_,Qminus_, h_, dt_, µ_, σ_, ε_, vysledekB_]:=Maximum[Qnula_,Qplus_,Qminus_, h_, dt_, µ_, σ_, ε_, vysledekB_]:=Maximum[Qnula_,Qplus_,Qminus_, h_, dt_, µ_, σ_, ε_, vysledekB_]:=

Module[{velikostM, vyberMaximum, rizeni,BM, SM,PplusM,PminusM,PnulaM, xM, iM, gM,PM, pozice},Module[{velikostM, vyberMaximum, rizeni,BM, SM,PplusM,PminusM,PnulaM, xM, iM, gM,PM, pozice},Module[{velikostM, vyberMaximum, rizeni,BM, SM,PplusM,PminusM,PnulaM, xM, iM, gM,PM, pozice},

velikostM = Round[1/h]− 1;velikostM = Round[1/h]− 1;velikostM = Round[1/h]− 1;

vyberMaximum = Table[0, {3}];vyberMaximum = Table[0, {3}];vyberMaximum = Table[0, {3}];

rizeni = Table[0, {velikostM}];rizeni = Table[0, {velikostM}];rizeni = Table[0, {velikostM}];

BM[xM_]:=xM ∗ (1− xM) ∗ (µ− (σ∧2) ∗ xM);BM[xM_]:=xM ∗ (1− xM) ∗ (µ− (σ∧2) ∗ xM);BM[xM_]:=xM ∗ (1− xM) ∗ (µ− (σ∧2) ∗ xM);

SM[xM_]:=σ ∗ xM ∗ (1− xM);SM[xM_]:=σ ∗ xM ∗ (1− xM);SM[xM_]:=σ ∗ xM ∗ (1− xM);

PplusM[xM_]:=(h ∗ BM[xM] ∗ dt + (SM[xM])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);PplusM[xM_]:=(h ∗ BM[xM] ∗ dt + (SM[xM])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);PplusM[xM_]:=(h ∗ BM[xM] ∗ dt + (SM[xM])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);

PminusM[xM_]:=(−h ∗ BM[xM] ∗ dt + (SM[xM])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);PminusM[xM_]:=(−h ∗ BM[xM] ∗ dt + (SM[xM])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);PminusM[xM_]:=(−h ∗ BM[xM] ∗ dt + (SM[xM])∧2 ∗ dt)/(2 ∗ h∧2);

PnulaM[xM_]:=1− PplusM[xM]− PminusM[xM];PnulaM[xM_]:=1− PplusM[xM]− PminusM[xM];PnulaM[xM_]:=1− PplusM[xM]− PminusM[xM];

rizeni[[1]] = 1;rizeni[[1]] = 1;rizeni[[1]] = 1;

iM = 2; gM = Rationalize[2 ∗ h];iM = 2; gM = Rationalize[2 ∗ h];iM = 2; gM = Rationalize[2 ∗ h];

PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM− 1]] = PminusM[gM];PM[[iM]] = PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];PM[[iM− 1]] = PminusM[gM];PM[[iM]] = PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];PM[[iM− 1]] = PminusM[gM];PM[[iM]] = PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];

vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;

PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM− 1]] = ε ∗ PminusM[gM]; P [[iM]] = ε ∗ PnulaM[gM] + (1− ε) ∗ PminusM[gM + h];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM]+PM[[iM− 1]] = ε ∗ PminusM[gM]; P [[iM]] = ε ∗ PnulaM[gM] + (1− ε) ∗ PminusM[gM + h];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM]+PM[[iM− 1]] = ε ∗ PminusM[gM]; P [[iM]] = ε ∗ PnulaM[gM] + (1− ε) ∗ PminusM[gM + h];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM]+

(1− ε)PnulaM[gM + h];PM[[iM + 2]] = (1− ε) ∗ PplusM[gM + h];(1− ε)PnulaM[gM + h];PM[[iM + 2]] = (1− ε) ∗ PplusM[gM + h];(1− ε)PnulaM[gM + h];PM[[iM + 2]] = (1− ε) ∗ PplusM[gM + h];

vyberMaximum[[2]] = Qplus[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[2]] = Qplus[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[2]] = Qplus[[iM]] + PM.vysledekB;

pozice = Position[vyberMaximum,Max[Take[vyberMaximum, 2]]];pozice = Position[vyberMaximum,Max[Take[vyberMaximum, 2]]];pozice = Position[vyberMaximum,Max[Take[vyberMaximum, 2]]];

If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, rizeni[[iM]] = 1];If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, rizeni[[iM]] = 1];If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, rizeni[[iM]] = 1];

iM = 3; gM = Rationalize[3 ∗ h];iM = 3; gM = Rationalize[3 ∗ h];iM = 3; gM = Rationalize[3 ∗ h];

While[iM 6= velikostM− 1,While[iM 6= velikostM− 1,While[iM 6= velikostM− 1,

PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM− 1]] = PminusM[gM];PM[[iM]] = PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];PM[[iM− 1]] = PminusM[gM];PM[[iM]] = PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];PM[[iM− 1]] = PminusM[gM];PM[[iM]] = PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];

vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;

PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM− 1]] = ε ∗ PminusM[gM];PM[[iM]] = ε ∗ PnulaM[gM] + (1− ε) ∗ PminusM[gM + h];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM]+PM[[iM− 1]] = ε ∗ PminusM[gM];PM[[iM]] = ε ∗ PnulaM[gM] + (1− ε) ∗ PminusM[gM + h];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM]+PM[[iM− 1]] = ε ∗ PminusM[gM];PM[[iM]] = ε ∗ PnulaM[gM] + (1− ε) ∗ PminusM[gM + h];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM]+

(1− ε)PnulaM[gM + h];PM[[iM + 2]] = (1− ε) ∗ PplusM[gM + h];(1− ε)PnulaM[gM + h];PM[[iM + 2]] = (1− ε) ∗ PplusM[gM + h];(1− ε)PnulaM[gM + h];PM[[iM + 2]] = (1− ε) ∗ PplusM[gM + h];

vyberMaximum[[2]] = Qplus[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[2]] = Qplus[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[2]] = Qplus[[iM]] + PM.vysledekB;

PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM− 2]] = (1− ε) ∗ PminusM[gM− h];PM[[iM− 1]] = (1− ε)PnulaM[gM− h] + ε ∗ PminusM[gM];PM[[iM]] =PM[[iM− 2]] = (1− ε) ∗ PminusM[gM− h];PM[[iM− 1]] = (1− ε)PnulaM[gM− h] + ε ∗ PminusM[gM];PM[[iM]] =PM[[iM− 2]] = (1− ε) ∗ PminusM[gM− h];PM[[iM− 1]] = (1− ε)PnulaM[gM− h] + ε ∗ PminusM[gM];PM[[iM]] =
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(1− ε) ∗ PplusM[gM− h] + ε ∗ PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM];(1− ε) ∗ PplusM[gM− h] + ε ∗ PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM];(1− ε) ∗ PplusM[gM− h] + ε ∗ PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM];

vyberMaximum[[3]] = Qminus[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[3]] = Qminus[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[3]] = Qminus[[iM]] + PM.vysledekB;

pozice = Position[vyberMaximum,Max[vyberMaximum]];pozice = Position[vyberMaximum,Max[vyberMaximum]];pozice = Position[vyberMaximum,Max[vyberMaximum]];

If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, If[pozice == {{2}}, rizeni[[iM]] = 1, rizeni[[iM]] = −1]];If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, If[pozice == {{2}}, rizeni[[iM]] = 1, rizeni[[iM]] = −1]];If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, If[pozice == {{2}}, rizeni[[iM]] = 1, rizeni[[iM]] = −1]];

gM = Rationalize[gM + h]; iM++];gM = Rationalize[gM + h]; iM++];gM = Rationalize[gM + h]; iM++];

iM = velikostM− 1; gM = Rationalize[1− 2 ∗ h];iM = velikostM− 1; gM = Rationalize[1− 2 ∗ h];iM = velikostM− 1; gM = Rationalize[1− 2 ∗ h];

PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM− 1]] = PminusM[gM];PM[[iM]] = PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];PM[[iM− 1]] = PminusM[gM];PM[[iM]] = PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];PM[[iM− 1]] = PminusM[gM];PM[[iM]] = PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = PplusM[gM];

vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[1]] = Qnula[[iM]] + PM.vysledekB;

PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];PM = Table[0, {velikostM}];

PM[[iM− 2]] = (1− ε) ∗ PminusM[gM− h];PM[[iM− 1]] = (1− ε)PnulaM[gM− h] + ε ∗ PminusM[gM];PM[[iM]] =PM[[iM− 2]] = (1− ε) ∗ PminusM[gM− h];PM[[iM− 1]] = (1− ε)PnulaM[gM− h] + ε ∗ PminusM[gM];PM[[iM]] =PM[[iM− 2]] = (1− ε) ∗ PminusM[gM− h];PM[[iM− 1]] = (1− ε)PnulaM[gM− h] + ε ∗ PminusM[gM];PM[[iM]] =

(1− ε) ∗ PplusM[gM− h] + ε ∗ PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM];(1− ε) ∗ PplusM[gM− h] + ε ∗ PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM];(1− ε) ∗ PplusM[gM− h] + ε ∗ PnulaM[gM];PM[[iM + 1]] = ε ∗ PplusM[gM];

vyberMaximum[[2]] = Qminus[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[2]] = Qminus[[iM]] + PM.vysledekB;vyberMaximum[[2]] = Qminus[[iM]] + PM.vysledekB;

pozice = Position[vyberMaximum,Max[Take[vyberMaximum, 2]]];pozice = Position[vyberMaximum,Max[Take[vyberMaximum, 2]]];pozice = Position[vyberMaximum,Max[Take[vyberMaximum, 2]]];

If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, rizeni[[iM]] = −1];If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, rizeni[[iM]] = −1];If[pozice == {{1}}, rizeni[[iM]] = 0, rizeni[[iM]] = −1];

rizeni[[velikostM]] = −1;rizeni[[velikostM]] = −1;rizeni[[velikostM]] = −1;

rizeni];rizeni];rizeni];

(*************************************************************************************************)(*************************************************************************************************)(*************************************************************************************************)

GenerovaniQ[h_,Qnula_,Qplus_,Qminus_, z2_]:=Module[{velikostG,QG, iG},GenerovaniQ[h_,Qnula_,Qplus_,Qminus_, z2_]:=Module[{velikostG,QG, iG},GenerovaniQ[h_,Qnula_,Qplus_,Qminus_, z2_]:=Module[{velikostG,QG, iG},

velikostG = Round[1/h]− 1;velikostG = Round[1/h]− 1;velikostG = Round[1/h]− 1;

QG = Table[0, {velikostG}];QG = Table[0, {velikostG}];QG = Table[0, {velikostG}];

iG = 1;iG = 1;iG = 1;

While[iG 6= (velikostG + 1), If[z2[[iG]]==1,QG[[iG]] = Qplus[[iG]], If[z2[[iG]]==0,QG[[iG]] = Qnula[[iG]],QG[[iG]] =While[iG 6= (velikostG + 1), If[z2[[iG]]==1,QG[[iG]] = Qplus[[iG]], If[z2[[iG]]==0,QG[[iG]] = Qnula[[iG]],QG[[iG]] =While[iG 6= (velikostG + 1), If[z2[[iG]]==1,QG[[iG]] = Qplus[[iG]], If[z2[[iG]]==0,QG[[iG]] = Qnula[[iG]],QG[[iG]] =

Qminus[[iG]]]]; iG++];Qminus[[iG]]]]; iG++];Qminus[[iG]]]]; iG++];

Rationalize[QG]];Rationalize[QG]];Rationalize[QG]];

(*************************************************************************************************)(*************************************************************************************************)(*************************************************************************************************)

vysledneRizeni = Array[z, 1000000];vysledneRizeni = Array[z, 1000000];vysledneRizeni = Array[z, 1000000];

vysledneC = Array[Ce, 1000000];vysledneC = Array[Ce, 1000000];vysledneC = Array[Ce, 1000000];

vysledneB = Array[vysledekB, 1000000];vysledneB = Array[vysledekB, 1000000];vysledneB = Array[vysledekB, 1000000];

velikost = Round[1/h]− 1;velikost = Round[1/h]− 1;velikost = Round[1/h]− 1;

diference = Table[0, {velikost− 1}];diference = Table[0, {velikost− 1}];diference = Table[0, {velikost− 1}];

νplus[x_]:=b/(1 + b ∗ x);νplus[x_]:=b/(1 + b ∗ x);νplus[x_]:=b/(1 + b ∗ x);

νminus[x_]:=c/(1− c ∗ x);νminus[x_]:=c/(1− c ∗ x);νminus[x_]:=c/(1− c ∗ x);

qnula[x_]:=(µ ∗ x− 1/2 ∗ σ∧2 ∗ x∧2) ∗ dt;qnula[x_]:=(µ ∗ x− 1/2 ∗ σ∧2 ∗ x∧2) ∗ dt;qnula[x_]:=(µ ∗ x− 1/2 ∗ σ∧2 ∗ x∧2) ∗ dt;

qplus[x_]:=qnula[x]− h ∗ νplus[x];qplus[x_]:=qnula[x]− h ∗ νplus[x];qplus[x_]:=qnula[x]− h ∗ νplus[x];

qminus[x_]:=qnula[x]− h ∗ νminus[x];qminus[x_]:=qnula[x]− h ∗ νminus[x];qminus[x_]:=qnula[x]− h ∗ νminus[x];

Qnula = Map[qnula,Range[h, 1− h, h]];Qnula = Map[qnula,Range[h, 1− h, h]];Qnula = Map[qnula,Range[h, 1− h, h]];

Qplus = Map[qplus,Range[h, 1− h, h]];Qplus = Map[qplus,Range[h, 1− h, h]];Qplus = Map[qplus,Range[h, 1− h, h]];

Qminus = Map[qminus,Range[h, 1− h, h]];Qminus = Map[qminus,Range[h, 1− h, h]];Qminus = Map[qminus,Range[h, 1− h, h]];
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index = 1;index = 1;index = 1;

rizeni = Table[0, {velikost}]; rizeni[[1]] = 1; rizeni[[velikost]] = −1;rizeni = Table[0, {velikost}]; rizeni[[1]] = 1; rizeni[[velikost]] = −1;rizeni = Table[0, {velikost}]; rizeni[[1]] = 1; rizeni[[velikost]] = −1;

z[index] = rizeni;z[index] = rizeni;z[index] = rizeni;

Q = GenerovaniQ[h,Qnula,Qplus,Qminus, z[index]];Q = GenerovaniQ[h,Qnula,Qplus,Qminus, z[index]];Q = GenerovaniQ[h,Qnula,Qplus,Qminus, z[index]];

{vysledekB[index],Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, µ, σ, ε, z[index]];{vysledekB[index],Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, µ, σ, ε, z[index]];{vysledekB[index],Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, µ, σ, ε, z[index]];

index = 2;index = 2;index = 2;

z[index] = Maximum[Qnula,Qplus,Qminus, h, dt, µ, σ, ε, vysledekB[index− 1]];z[index] = Maximum[Qnula,Qplus,Qminus, h, dt, µ, σ, ε, vysledekB[index− 1]];z[index] = Maximum[Qnula,Qplus,Qminus, h, dt, µ, σ, ε, vysledekB[index− 1]];

Q = GenerovaniQ[h,Qnula,Qplus,Qminus, z[index]];Q = GenerovaniQ[h,Qnula,Qplus,Qminus, z[index]];Q = GenerovaniQ[h,Qnula,Qplus,Qminus, z[index]];

{vysledekB[index],Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, µ, σ, ε, z[index]];{vysledekB[index],Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, µ, σ, ε, z[index]];{vysledekB[index],Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, µ, σ, ε, z[index]];

While[z[index] 6= z[index− 1], index++;While[z[index] 6= z[index− 1], index++;While[z[index] 6= z[index− 1], index++;

z[index] = Maximum[Qnula,Qplus,Qminus, h, dt, µ, σ, ε, vysledekB[index− 1]];z[index] = Maximum[Qnula,Qplus,Qminus, h, dt, µ, σ, ε, vysledekB[index− 1]];z[index] = Maximum[Qnula,Qplus,Qminus, h, dt, µ, σ, ε, vysledekB[index− 1]];

Q = GenerovaniQ[h,Qnula,Qplus,Qminus, z[index]];Q = GenerovaniQ[h,Qnula,Qplus,Qminus, z[index]];Q = GenerovaniQ[h,Qnula,Qplus,Qminus, z[index]];

{vysledekB[index],Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, µ, σ, ε, z[index]]];{vysledekB[index],Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, µ, σ, ε, z[index]]];{vysledekB[index],Ce[index]} = ReseniSoustavy[Q, h, dt, µ, σ, ε, z[index]]];

posledniB = vysledekB[index];posledniB = vysledekB[index];posledniB = vysledekB[index];

PopisOsy = Table[{i ∗ 50,ToString[(h ∗ i ∗ 50)//N ]}, {i, 1, (velikost)/50}];PopisOsy = Table[{i ∗ 50,ToString[(h ∗ i ∗ 50)//N ]}, {i, 1, (velikost)/50}];PopisOsy = Table[{i ∗ 50,ToString[(h ∗ i ∗ 50)//N ]}, {i, 1, (velikost)/50}];

i = 1;i = 1;i = 1;

While[i 6= velikost, diference[[i]] = (posledniB[[i]]− posledniB[[i + 1]])/h; i++];While[i 6= velikost, diference[[i]] = (posledniB[[i]]− posledniB[[i + 1]])/h; i++];While[i 6= velikost, diference[[i]] = (posledniB[[i]]− posledniB[[i + 1]])/h; i++];

ListPlot[diference,PlotJoined→ True,Ticks→ {PopisOsy,Automatic}];ListPlot[diference,PlotJoined→ True,Ticks→ {PopisOsy,Automatic}];ListPlot[diference,PlotJoined→ True,Ticks→ {PopisOsy,Automatic}];

Rozmezi[x_List]:={Position[x, 1]//Last,Position[x,−1]//First}//Flatten;Rozmezi[x_List]:={Position[x, 1]//Last,Position[x,−1]//First}//Flatten;Rozmezi[x_List]:={Position[x, 1]//Last,Position[x,−1]//First}//Flatten;

{α, β} = Rozmezi[z[index]];{α, β} = Rozmezi[z[index]];{α, β} = Rozmezi[z[index]];

Print[z[index]];Print[z[index]];Print[z[index]];

Print[(Take[vysledneC, index]/dt)//N ];Print[(Take[vysledneC, index]/dt)//N ];Print[(Take[vysledneC, index]/dt)//N ];

Print[(h ∗ {α, β})//N ]];Print[(h ∗ {α, β})//N ]];Print[(h ∗ {α, β})//N ]];



Dodatek B

Programová realizace spojitého
modelu

SpojityModel[µ_, σ_, b_, c_]:=Module[{ρ, ξα, ξβ, α, β, αopt, βopt, opt, u1, u2},SpojityModel[µ_, σ_, b_, c_]:=Module[{ρ, ξα, ξβ, α, β, αopt, βopt, opt, u1, u2},SpojityModel[µ_, σ_, b_, c_]:=Module[{ρ, ξα, ξβ, α, β, αopt, βopt, opt, u1, u2},

ρ:=µ/σ∧2− 1/2;ρ:=µ/σ∧2− 1/2;ρ:=µ/σ∧2− 1/2;

ξα:=α ∗ (1 + b)/(1 + b ∗ α);ξα:=α ∗ (1 + b)/(1 + b ∗ α);ξα:=α ∗ (1 + b)/(1 + b ∗ α);

ξβ:=β ∗ (1− c)/(1− c ∗ β);ξβ:=β ∗ (1− c)/(1− c ∗ β);ξβ:=β ∗ (1− c)/(1− c ∗ β);

u1[α_, β_]:=(ξβ ∗ Abs[β/(1− β)]∧(2 ∗ ρ)− ξα ∗ Abs[α/(1− α)]∧(2 ∗ ρ))/u1[α_, β_]:=(ξβ ∗ Abs[β/(1− β)]∧(2 ∗ ρ)− ξα ∗ Abs[α/(1− α)]∧(2 ∗ ρ))/u1[α_, β_]:=(ξβ ∗ Abs[β/(1− β)]∧(2 ∗ ρ)− ξα ∗ Abs[α/(1− α)]∧(2 ∗ ρ))/

((1/(2 ∗ ρ)) ∗ (Abs[β/(1− β)]∧(2 ∗ ρ)− Abs[α/(1− α)]∧(2 ∗ ρ)));((1/(2 ∗ ρ)) ∗ (Abs[β/(1− β)]∧(2 ∗ ρ)− Abs[α/(1− α)]∧(2 ∗ ρ)));((1/(2 ∗ ρ)) ∗ (Abs[β/(1− β)]∧(2 ∗ ρ)− Abs[α/(1− α)]∧(2 ∗ ρ)));

u2[α_, β_]:=(ξβ − ξα)/(Log[β/(1− β)]− Log[α/(1− α)]);u2[α_, β_]:=(ξβ − ξα)/(Log[β/(1− β)]− Log[α/(1− α)]);u2[α_, β_]:=(ξβ − ξα)/(Log[β/(1− β)]− Log[α/(1− α)]);

If[ρ == 0, opt = NMaximize[{u2[α, β], 0 < α&&α− β < 0.00000000001&&β < 1}, {α, β}],If[ρ == 0, opt = NMaximize[{u2[α, β], 0 < α&&α− β < 0.00000000001&&β < 1}, {α, β}],If[ρ == 0, opt = NMaximize[{u2[α, β], 0 < α&&α− β < 0.00000000001&&β < 1}, {α, β}],

opt = NMaximize[{u1[α, β], 0 < α&&α− β < 0.00000000001&&β < 1}, {α, β}]];opt = NMaximize[{u1[α, β], 0 < α&&α− β < 0.00000000001&&β < 1}, {α, β}]];opt = NMaximize[{u1[α, β], 0 < α&&α− β < 0.00000000001&&β < 1}, {α, β}]];

ν = opt[[1]] ∗ σ∧2/2;ν = opt[[1]] ∗ σ∧2/2;ν = opt[[1]] ∗ σ∧2/2;

{αopt, βopt} = {α, β}/.opt[[2]];{αopt, βopt} = {α, β}/.opt[[2]];{αopt, βopt} = {α, β}/.opt[[2]];

{{αopt, βopt}, ν}]{{αopt, βopt}, ν}]{{αopt, βopt}, ν}]
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