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Abstrakt: Tato prace se zabyva konstrukci télesa p-adickych ¢isel, jako zupl-
néni télesa cisel racionalnich a nasledné predstavi nékteré dilezité vlastnosti to-
hoto télesa. Predstavi pojmy absolutni hodnoty, metriky, ultrametriky a ziplnéni
télesa vzhledem k absolutni hodnoté. Nasledné zavedeme specialni p-adickou ab-
solutni hodnotu a metriku - takovou, ktera méri, ,,jak moc”je dané ¢islo délitelné
prvocislem p. Skonstruujeme zuplnéni télesa racionédlnich ¢isel vzhledem k ta-
kové absolutni hodnoté - téleso p-adickych cisel. Uvedeme, jak je mozno tato
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p-adickych ¢isel - Henselovo lemma a Hasse-Minkowského vétu.
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Abstrakt: Tato praca sa zameriava na konstrukciu telesa p-adickych ¢isel, ako
zuplnenia telesa cisel racionalnych a nasledne predstavi niektoré doélezité vlast-
nosti tohoto telesa. Predstavi pojmy absolitnej hodnoty, metriky, ultrametriky a
zuplnenia telesa vzhladom k absolitnej hodnote. Nasledne zavedieme Specialnu p-
adicki absolitnu hodnotu a metriku - taki, ktora meria, ,,ako velmi”je dané ¢islo
delitelné prvocislom p. Skonstruujeme zuplnenie telesa racionalnych ¢isel vzhla-
dom k tejto absolutnej hodnote - teleso p-adickych ¢isel. Uvedieme, ako je tieto
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tedrie p-adickych cisel - Henselovo lemma a Hasse-Minkowského vetu.
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Kapitola 1
Uvod

Pojmy ako absolutna hodnota, teleso iplne vzhladom k danej absolutnej hod-
note, pripadne ziplnenie netplého telesa vzladom k danej absolttnej hodnote st
zname zo zakladného kurzu matematickej analyzy. Tam sa mozeme stretnit s tele-
som ¢isel racionéalnych a jeho ztplnenim vzhladom k $tandardnej absolatnej hod-
note - ¢islami redlnymi. Ak hovorime standardné absoltitna hodnota, myslime tym
taki, ktord meria ,vzdialenost” od nuly. To ale nie je jedin& absolitna hodnota,
ktort je mozné zaviest na racionalnych ¢islach, a redlne ¢isla nie st ich jediné mo-
zné zuplnenie - a presne to je predmetom tejto prace. Ukazeme si, Ze na raciondl-
nych ¢islach sa d4 zaviest iplne iné absolitna hodnota, nez na ak sme ,,zvyknuti”
- takd, ktora meria, ,ako velmi”je dané racionalne ¢islo delitelné nejakym pevne
zvolenym prvocislom. Nésledne skonstruujeme ztplnenie raciondlnych ¢isel vzla-
dom k tejto nami zadefinovanej absolitnej hodnote - tzv. p-adické ¢isla, ktoré sa,
ako uvidime, od ¢isel redlnych v mnohom lisia. Ukazeme si aj niektoré vlastnosti
tohto tplného telesa, ale vicsia Cast tejto préace sa sustredi na jeho konstrukciu.

P-adické ¢isla boli prvykrat popisané Kurtom Henselom v roku 1897 v snahe
zapracovat do tedrie ¢isel techniky pouzivané pri praci s mocninnymi radami.
Jedna sa o silny nastroj, ktory napriklad pouzil aj Andrew Wiles pri dokazovani
Velkej Fermatovej vety. V sti¢asnosti sa vyuzivaji napr. ako nastroj pri kryptogra-
fii eliptickymi krivkami, alebo v tzv. p-adickej kvantovej mechanike - modernom
pristupe k snahe porozumiet fundamentalnej fyzike.



Kapitola 2

Ochutnavka

Cely nasledujuci text, ak nie je uvedené inak, nasleduje knihu Fernanda Q.
Gouveu - p-adic Numbers: an Introduction, uvadza dokazy v podobe, v akej st
uvedené v tejto knihe, pripadne pontika riesenie tzv. Problems - spravidla dokazov
pomocnych tvrdeni a viet, ktoré st v spominanej knihe prenechané na citatela.
Predmetom tejto prace su takzvané p-adické ¢isla - ich podrobnti a matematicky
korektna konstrukciu si ukdzeme v nasledujicej kapitole, spolu s niektorymi vy-
znamnymi vlastnostami tejto Struktiry. Na zaciatok si teda neformélne ukazeme,
¢o si mdzeme pod tymto pojmom predstavif a k ¢omu celd praca smeruje.

Vieme, Ze Tubovolné prirodzené ¢islo m vieme zapisat ,v bazi p”, p uvazujeme
TubovoIné prvocislo:

m=ag+ aip + agp® + -+ - + ap”,

kde a; € Z, 0 < a; < p—1 pre vsetky i = 1,...,n. Napriklad pre m =65ap =3
mame:
66 =2+0x3+1x3+2x3

Sktisme teraz, ¢isto formélne, prejst od kladnych celych ¢isel ku kladnym raci-
onalnym. Budeme postupovat nasledovne: majme racionalne ¢islo r = #, kde a, b
st kladné celé ¢isla. Aj menovatel zapiSeme v bazi p, ako sme si ukizali vyssie a
nasledne tieto vyrazy formalne vydelime. Priblizme si to na priklade:

p=95
a=9=4+p
b=17=2+3p
Mame teda:
g _d+p
17 2+ 3p’
a po formalnom vydeleni dostavame:
9 4+p 2 3 5 6
S —9249 4 3
17 213p C X TWAPAPA



Spravnost vysledku overime - jednoducho ho prenasobime p-rozvojom ¢isla 17, a
ak je vSetko v poriadku, potom by sme mali dostat prave p-rozvoj ¢isla 9.

(2+3p)(2+2p° +4p° +p° +3p° + - =

=44+  6p  +4p*+6p° +8p® + 12p* +2p° + 3p° + 6p° + 9p” + - -

=p+bp=p+p?

=4+ p+p* + 4p> +6p° + 8p® + 12p* + 2p° + 3p® + 6p° + 9p” + - --
——

=5p2=p3

=4+p+p°+6p® + 8p® +12p* + 2p° + 3p° + 6p° + 9p” + - - -
—_——

=15p3=3p?

=4+ p+3p* +12p" +2p° + 3p® +6p° + 9" + - -
———

=15p%=3p5

=4+p+3p° +2p° +3p° +6p° + 9" + - --
——

=5p>=pS

=4+p+p°+3p° +6p°+9p" + - -
—_—

=10p8=2p7

=4+p,

Ako teda vidime, vSetky mocniny p vysSie ako 2, nam ,miznt doprava”. Ostava
nam
4+p=9.

Chceli by sme este tymto p-rozvojom vediet zapisat aj zaporné racionédlne ¢isla.

K tomu nam ale stac¢i najst p-rozvoj ¢isla -1, pretoZze mocninné rady s p, s ktorymi
tu formélne pracujeme, méZzeme bez problémov medzi sebou nésobit.
Vsimnime si, ze:

L+(p-D+p-Dp+p-p*+p-1)p°+-- =

—_————
=p



=p+@-p+p-1)p"+(p-1p’+-- =
———

Dostéavame tak hladany p-rozvoj ¢isla -1:
“l=(p-+@E-p+@-Dp*+@p-1p*+--

Teraz uz vieme zapisat Tubovolné racionélne ¢islo z v tvare

=Y ap”,

n>ng

kde ng je celé &islo. (Presnejsie: ng je prave ¢islo splitajice:

a//

0
v’

T

r=p

kde pta’ aptb'.) Takyto zépis ¢isla x budeme nazyvat (zatial ni¢ nedefinujeme
- pripominam, Ze s mocninnymi radami zatial pracujeme iba formalne) p-adicky
T0ZV0] X.

Nie je tazké ukézaft, Ze mnozina vSetkych mocninnych rad tvaru

> awp”,

n>ng

spolu s operaciami ich nasobenia a s¢itania, tvori teleso.
Toto teleso oznacime Q, a nazveme ho teleso p-adickych cisel.
V nasledujicej kapitole pristipime k tejto problematike poctivejsie: zadefinujeme

na telese Q absolitnu hodnotu (odlisni od $tandardnej, na akt sme zvyknuti),
nou indukovant metriku a nésledne skonstruujeme teleso @, ako ztplnenie Q
vzhladom k nami zadefinovanej absoltatnej hodnote.



Kapitola 3

Teoreticka priprava

3.1 P-valuacia. P-adicka absolutna hodnota.

Dobre pozname absolitnu hodnotu na R, resp. Q, ktor4 meria ,yvzdialenost od
0”, a taktiez vieme, Ze R je ziplnenim Q vzhladom k metrike indukovanej touto
absolitnou hodnotou (tzn., Ze R je tplny vzladom k tejto metrike v zmysle, Ze
kazdé Cauchyovska postupnost prvkov z R ma taktieZ limitu v R a R obsahuje
Q ako hustt podmnozinu).

My si na zaciatok na QQ zavedieme novi absolitnu hodnotu - narozdiel od vyssie

spominanej, tdto novéa absolitna hodnota bude merat, ,ako velmi je dané ¢islo
delitelné prvocislom p”, pre p Iubovolné, pevne zvolené.

Definicia 3.1.1. Nech F je teleso. Absolitna hodnota na F je funkcia
| | F —[0,00),
spliiajica:
i) |z| =0 vtedy a len vtedy, ak v =0
it) |zy| = |z||ly| pre vsetky x,y € F
iit) |z +y| < |z| + |y| pre vsetky x,y € F
Absolitnu hodnotu nazveme nearchimedovskou, ak spliia silnejsiv podmienku
) |z +y| < max{|z],|y|} pre vietky x,y € F

V opacnom pripade hovorime o archimedovskej absolitnej hodnote.

Vidime, Ze podmienka iv) implikuje podmienku 4ii).



Definicia 3.1.2. Pre pevne zvolené prvocislo p a a € Z\ 0 definujeme p-valudciu
cisla a ako:
vp(a) =mazx{r e NU{0} : p" | a}

Pre nenulové raciondlne cislo § potom definujeme jeho p-valudciv ako

v, () = vla) = uy(b)

Nakoniec poloZime
v,(0) = o0.

Lemma 3.1.3. Nech z,y € Q. Potom v, md nasledujice vlastnosti:

1. vy(x) = oo vtedy a len vtedy, ak v =0
2. vp(zy) = vp(z) + vp(y)
3. vp(x +y) = min{v,(x),v,(y)}-

Dokaz.
1) Implikécia sprava dolava je priamo definiciou p-valuacie pre z = 0. Naopak,
ak v,(r) = oo. pre nejaké x = §, potom iste musi platit v,(a) = oo., ¢o ziadne
nenulové prirodzené ¢islo nespliiuje - teda nutne a = 0.
2) Majme nenulové racionalne ¢isla z,y, pre ktoré plati v,(z) = n,v,(y) = m,
potom x = p" ¢,y = p™4 pre nejaké a,b, ¢, d celé, také, ze p 1 abed (teda p nedeli
a,b,c, ani d). Potom

a . c ac

up(zy) = vp(p" gpm 3) = Up(pern@) =n+m=v,(z) + vy(y).
3) Opét majme nenulové racionalne ¢isla z,y, z = p" ¢,y = p™9, p{ abed. Najprv

ak n = m, dostavame:

. (A C » ad + be
vry=0" (5+3) ="

a kedze p { bd, dostavame v,(z + y) > n.
Teraz nech n # m, BUNO m > n. Potom

n a m—n c
vry=1 (5+rg)

, ad+p" "be
bd ’
a kedze m —n > 0 a p 1 ad, dostavame, ze

vp(r +y) =n =min{v,(z),v,(y)}



O

Definicia 3.1.4. Pre lubovolné nenulové x € Q definujeme jeho p-adicki abso-
litnu hodnotu nasledovne:
’a’;lp — p—’l}p(ﬂf).

Navyse polozime
0], = 0.

Tvrdenie 3.1.5. Funkcia | |, je nearchimedovskd absolitna hodnota na Q.

Dokaz.
Spravnost tvrdenia okamzite plynie z Lemmy 3.1.3.

3.2 Metrika, ultrametrika. Princip rovnoramen-
nosti trojuholnikov.

Definicia 3.2.1. Nech X je mnoZina, metrikou nazveme funkciu
p: X x X —R,

spliiajicu pre vietky x,y,z € X.:

1. p(z,y) >0

2. p(z,y) = 0 prave vtedy, ked x =y
8. p(z,y) = ply, x)

4. plx, 2) < pl,y) + p(y, 2)

Navyse p nazveme ultrametrikou, ak namiesto podmienky 4), spliia silnejsiu pod-
mienku:
Pre vsetky x,y,z € X,

p(x,z) < maz{p(z,y), p(y, 2)}.
Definicia 3.2.2. Nech F je teleso a | | je absolitna hodnota na F. Definujeme
vzdialenost medzi dvoma prvkami x,y € F ako

d(z,y) = |z —yl.



Veta 3.2.3. Nech | | je nearchimedovskd absolitna hodnota na telese F. Potom
funkcia d(z,y) je ultrametrika.

Dokaz.
Vlastnosti 1. a 2. z definicie metriky plyni bezprostredne z definicie absolitne;j
hodnoty.
Dalej si véimnime, Ze plati:
1] = 1% = 1 x 1| = [1]]1] = 1",
pricom jediné pozitivne redlne &islo, ktoré toto spliia (tj. Ze pre a plati: a = a?),
je ¢islo 1, a teda musi platit, ze |1| = 1.
Dalej si véimnime, Ze
=1 =[(=D(=D[ == -1},

a rovnako, ako v predchadzajicej uvahe, dostavame, ze | — 1| = 1. (vdaka tomu,
ze absolitna hodnota je nezédporné ¢islo.)
Teraz uz ndm ni¢ nebrani ukazat, ze pre lubovolné x € F plati :

| = = |(=1)a| = | = U] = |2,

¢o ndm okamzite déva platnost 3. vlastnosti z definicie metriky. Nakoniec pouZi-
jeme vlastnost nearchimedovskej absolitnej hodnoty |z + y| < max {|z],|y|} na
rovnost (x —y) = (z —2) + (2 — y):

|z =yl < mazx{|z — 2|, [z = yl},

a teda d(z,y) je skutocne ultrametrika. Takato metriku (resp. ultrametriku) na-
zyvame metrika (resp. ultrametrika) indukované absolitnou hodnotou.

O

Tvrdenie 3.2.4. V ultrametrickom priestore (tj. na mnoZine s ultrametrikou)
plati takzvany princip rovnoramennosti trojuholnikov, tj. Ze kaZdy ,trojuholnik”je
v tomto priestore rovoramenny.

Dokaz.
Majme tri body x, vy, z - vrcholy nasho trojuholnika v ultrametrickom priestore s
ultrametrikou p. Z definicie ultrametriky vidime ze:

p(r,y) < max{p(z,2), p(z,y)}

Bez Gjmy na obecnosti, nech je p(z,z) > p(z,y) (v pripade, Ze p(x, z) = p(z,y)
uz mame rovnoramenny trojuholnik). Teda p(z,y) < p(z,z). Zaroven ale musi
platit, ze
p(z,z) < maz{p(z,y), p(y, 2)}-
Predpokladali sme p(x,z) > p(z,y), takZe nutne musi uz byt p(z,z) < p(z,vy),
takze dostavame rovnost
p(z,y) = p(z, 2).

9



Obecne teda plati, ze ak p(z, z) # p(z,y), potom nutne

p(z,y) = maz{p(z, z), p(z,y)},
¢ize kazdy trojuholnik v ultrametrickom priestore je skuto¢ne rovnoramenny.

O

P-adicka absoluitna hodnota je, ako sme ukazali, nearchimedovska, a teda je nou
indukovana metrika samozrejme ultrametrikou, takze prave dokazany princip rov-
noramennosti trojuholnikov je v priestore s p-adickou metrikou v platnosti, ¢o
neskor vyuzijeme.

3.3 Zuplnenie telies.

Pripomenieme si pojmy Cauchyovskej postupnosti, iplného telesa a hustej podm-
noziny - jedna sa o obdoby danych pojmov, ako ich pozname zo zakladného kurzu
analyzy, rozdiel spociva len v tom, Ze pracujeme s telesom, nie obecnym metric-
kym priestorom (tj. obecnou mnozinou a na nej zavedenou metrikou). Potom uz
budeme pripraveny zostrojit teleso p-adickych ¢isel Q,.

Definicia 3.3.1. Hovorime, Ze postupnost (a,) prvkov telesa F md limitu a € F
vzhladom k absolitnej hodnote | |, ak plati

Ve > 0 3dng € N :Vn > ng plati, Ze |a — a,| < e.

Definicia 3.3.2. Hovorime, Ze postupnost (a,) prvkov telesa F je cauchyovskd
vzhladom k absolitnej hodnote | |, ak plati

Ve > 03dng € N:Vm,n > ng plati, Ze |a,, — a,| < €.

Definicia 3.3.3. Hovorime, Ze teleso F je iplné vzhladom k absolitnej hodnote
| |, ak kazda cauchyovskd postupnost prokov F md limitu v F vzhladom k | |.

Definicia 3.3.4. Hovorime, Ze S C F je hustd v F vzhladom k absolitnej hodnote
||, ak
Ve>0Ve e F: B(x,e)NS #10,

kde B(z,€) je otvorend gula o polomere € so stredom v x, tj.

B(z,e) ={a € F: |a—z| <¢€}.

10



Teraz si uz mozeme riadne zadefinovat ziplnenie telesa vzhladom k danej abso-
latnej  hodnote,  (resp. vzladom k  metrike 1iou  indukovanej).

Definicia 3.3.5. Nech A, B si telesd, | | je absolitna hodnota na A a existuje
vnorenie A — B spliajice nasledujice podmienky:

e abolitna hodnota sa dd rozsirit na B

e B je upiné vzhladom k absolitnej hodnote | | (resp. vzhladom k metrike riou
indukovanej)

e A je hustd v B (vzladom k|| ),

potom B nazveme zuplnenie telesa A.

Zo zékladného kurzu analyzy vieme, ze v tomto zmysle je R teleso redlnych
¢isel ziuplnenim Q vzhladom k Standartnej metrike. Nasim cielom je zostrojit
zuplnenie vzhladom k p-adickej metrike, danej p-adickou absoltitnou hodnotou,
pre lubovolné prvocislo p. Najprv si teda ukazeme, Ze QQ skutocne nie je vzhladom
k | |, aplné (a teda Ze naSa snaha nie je zbytocéna).

Lemma 3.3.6. Postupnost (x,) ¢isel zQ je cauchyovskd vzhladom k nearchime-
dovskej absolitnej hodnote | | prdve vtedy, ked plati

1My 00| Tny1 — | = 0.
Dokaz.
Pre m = n + k dostavame:
[T — | = |Tpik — Tkt + Togho1 + -+ Tpg1 — T,
a kedZze ide o nearchimedovski normu, dostavame
|Tm — zn| < maz {|Tpir — Toik-1l [Tnik-1 — Togr—2l, -+ [Tnt1 — Tl

¢o nam déva spravnost tvrdenia.

Veta 3.3.7. Teleso raciondlnych ¢isel Q nie je uplné vzhladom k absolitnej hod-
note | |, pre Ziadne prvocislo p.

11



Dokaz.

Vetu dokazeme zvlast pre neparne prvocisla a pre p = 2. Najprv nech p je neparne
prvocislo. Skon§truujeme cauchyovska postupnost racionalnych cisel, ktora ale v
racionalnych ¢islach nebude mat limitu. Zvolme najprv celé ¢islo a také, Ze a
nie je §tvorcom v Q, sti¢asne nie je delitelné prvocislom p a kongruencia X? =
a (mod p) ma rieSenie (tomu sa hovori aj, ze a je kvadraticky zvySok modulo
p). Také a iste existuje - staci napriklad vziat nejaky Stvorec v celych ¢islach,
a pripocitat /odpo¢itat vhodny nasobok ¢isla p. Teraz skonstruujeme nasledovni
postupnost (x,): Polozime xy rovné nejakému rieSeniu kongruencie, ktori sme
uviedli, tzn. bude platit, Ze
z2 = a (mod p).

4sledne zvolime z; také, ze x1 = zg (Mo a zaroven z2 = a (mo ) ecne
Nasled 1 takeé, 0 d 2 d p?). Ob

v n-tom kroku volime x,, pre ktoré plati:
Ty = Tp_q (mod p"),

a zarovell
2 n—l—l)
. .

x; =a (mod p

Nahliadnime este, Ze takéto x,, vieme vzdy najst. Ak polozime z, = z,_; + kp",
potom prva podmienka je iste splnena. Druhii podmienku si teraz prepiSeme ako

(21 + kp™)? = a (mod p™™H).

Po umocneni zatvorky mozeme posledny ¢len ignorovat, kedze p v 1iom figuruje
v mocnine 2n a teda modulo p"*! nezohréva ziadnu rolu. Dostavame tak

22 |+ 22, 1kp" = a (mod ™).

Vieme ale, Ze z2_; je modulo p" rovné a, inak povedané z2 | —a = [p" pre nejaké

[, takze po odéitani x,,_; na oboch stranidch mozeme celtt kongruenciu predelit
p", ¢im dostaneme
2z, 1k = —1 (mod p).

Avsak vieme, ze p # 2, takze p nedeli 2x,,_; (v8imnime si, ako sme volili ¢isla
(x,)), takzZe nech je [ akékolvek, vzdy vieme najst k také, aby kongruencia bola
splnena.

Teraz si vSimnime, Ze
_ n+1 —(n+1)
|Tn1 — Tnlp = [kp" [, < p ( 5

a teda podla predchadzajicej Lemmy 3.3.6 je nami skonstruovana postupnost
skutocne cauchyovska. Zaroven ale

|xi - alp = |lpn+1|p < p_(n+1)=

takZe limita postupnosti, ak existuje, musi byt rovhd odmocnine z a, to ale nie
je Stvorcom v Q, takZe sme nasli cauchyovski postupnost prvkov Q, ktord v Q
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nema limitu, ¢o je presne to, ¢o sme chceli.

V pripade, ze p = 2 pouzijeme rovnaky postup, s tym rozdielom, ze budeme
chciet, aby z3 = 3 (mod 2) (takZe napr. xp = 1) a pozadujeme, aby pre ¢len x,
platila pozmenend podmienka z3 = 3 (mod 2"*'). Ten potom volime ako

n
Ty = Tpo1+ 27,

potom po dosadeni do podmienky a ,odignorovani” prilis vysokych mocnin ¢isla
2 dostavame
322k = —1 (mod 2),

a iste nie je problém polozit k tak aby bola kongruencia splnena. Obdobne ako
v predchédzajicom pripade potom dostavame, ze limita takejto postupnosti, ak
existuje, by musela byt rovné tretej odmocnine z ¢isla 3, ktora ale v raciondlnych
¢islach nenajdeme.

O
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Kapitola 4

Konstrukcia Q)

41 0dQkuQ,

Konec¢ne moézeme pristipit k samotnej konstrukcii ziplnenia. Ako sme si uz viac-
krat povedali, potrebujeme, aby kazda cauchyovska postupnost v Q mala v tomto
zuplneni limitu. Limity, ktoré nam v Q ,chybaji”, nahradime samotnymi po-
stupnostami. Problém je, Ze dve postupnosti, ktoré ,by mali mat’rovnaki li-
mitu (intuitivne mozeme chépat tak, Ze ich ,rozdiel”konverguje k 0), buda stale
dvoma rdoznymi objektami. Vsetky takéto postupnosti preto stotoznime. Tomu
zodpoveda konstrukcia faktorového okruhu vsetkych cauchyovskych (vzhladom
k p-adickej metrike) postupnosti racionalnych ¢isel, podla jeho idedlu tvoreného
postupnostami s nulovou limitou.

Definicia 4.1.1. Bud Q teleso raciondlnych cisel a | |, p-adickd absolitna hod-
nota. Oznacime

CP = CP,(Q) = {(zn) : (x,) je cauchyovskd vzhladom k | |,}.

Na CP zavedieme operdcie scitania a ndsobenia nasledovne:
(2n) + (Yn) = (T + Yn),

(20)(Yn) = (TnYn)-

Tvrdenie 4.1.2. CP spolu s takto zadefinovanymi operdciami sc¢itania a ndso-
benia tvori komutativny okruh s jednotkou.

Dokaz.

Potrebujeme ukéazat, Ze takto definovany stucet i stcin dvoch cauchyovskych po-
stupnosti je opét cauchyovska postupnost. S¢itanie:

|xn T Yn — T — ym|p < |xn - xm|p + |yn - ym’p
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z trojuholnikovej nerovnosti.
Pozn.: | |, je nearchimedovska, takze v skuto¢nosti dokonca

20+ Y — T — Ul < 102 {120 — ol [0 — il
Kedze (z,) a (y,) st cauchyovské, dostdavame cauchyovskost ich sactu.
Co sa tyka suéinu, mame
[0y = TmYm| = |Tnn = Tnlm + Tnlm = TmYm|
< |2nyn = Tnlml + [T0Ym = Tmm]

= |xn||yn - yml + |ym||xn - $m|

Z cauchyovskosti (x,,) a (y,) je jasné, ze |x,| aj |y,| st ohrani¢ené nejakou (spo-
lo¢nou) konstantou (cauchyovskd postupnost samozrejme musi byt ohranic¢end),
a z toho uz dostavame cauchyovskost stcinu.

O

(Pozn.: CP ale nie je teleso. Ak vezmeme cauchyovské postupnosti
(xn) = O7p707p27 ]

(yn) :paoap2707"'7

vidime, Ze ich stéin je nulova postupnost (tj. nulovy prvok v CP), a teda CP
nie je dokonca ani obor integrity.)

Definicia 4.1.3. Bud Q teleso raciondlnych cisel a | |, p-adickd absolitna hod-
nota. Definujeme

CP O NP =NP,(Q) = {(z,) : limy—o0|n|p = 0},
mnozinu vsetkych cauchyouvskiych postupnosti, ktorych limita je rovnd 0.
Tvrdenie 4.1.4. NP je maximalny idedl okruhu CP.

Dokaz.

Pre dve postupnosti z NP je uréite aj ich sucet v NP, takisto pre (z,) € NP
aj —(z,) € NP. (To okamzite vidno z nearchimedovskej vlastnosti p-adickej
absolutnej hodnoty. Samozrejme nam ju v skutocnosti vobec netreba - staci ar-
chimedovské |z + y| < |z| + |y|). Pre (z,) € NP a (y,) € CP méame

(ZnYn) = (¥4)(yn) € NP,

¢o vidime z toho, Ze (ako sme si uz povedali) ¢leny cauchyovskej postupnosti ()
musia byt ohranicené.
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NP je teda ideal v CP. Ostava ukéazat, Zze je maximalny. To spravime tak, Ze
ukazeme, ze ideél I generovany NP a lubovolnou (z,,) € CP, ktora ale nema nu-
lovii limitu, uZ nutne musi byt cely okruh CP. K tomu vyuZijeme znalosti toho,
Zze idedl okruhu obsahujuici jednotku, je uz cely okruh. Nasim ciefom teda bude
ukéazat, ze v ideéle I sa nachadza jednotkovy prvok okruhu CP (tj. konstantna
jednotkové postupnost (1)).

Majme teda cauchyovski postupnost (x,), ktorej limita nie je 0. Potom pre 1u
iste existuje ng € N a konstanta c, také ze pre

Vn>ng: |x,l, > c>0.

(V opa¢nom pripade by bud musela (z,) konvergovat k 0, alebo by nebola ca-
chyovska.) To okrem iného znamend, ze od indexu ny vysSie st vSetky ¢leny
postupnosti (x,) nenulové. Mézeme definovat postupnost (y,) = 0 ak n < ng a
(yn) = 1/z,, ak n > ny. Potom pre n > ny plati:

1 I [Tni1 — T < | Znt1 — T
Tpi1  Tp |Tnxpir| — c2
pracujeme samozrejme s p-adickou absoltitnou hodnotou, ktora je nearchimedov-
sk, takze (opét s pouzitim Lemmy 3.3.6) dostéavame, ze (y,) € CP.

Ynt1 — Yn| = | — 0,

Pozrime sa teraz, ako vyzera postupnost (z,y,). Prvych ny— 1 ¢lenov je nulovych
a nasleduji samé jednotky. Potom postupnost z, = (1) — (z,y,) je prvkom NP.
Inak povedané, postupnost (1) vieme dostat ako stcet (z,) € NP C I a ndsobku
(xn) € I, takze aj (1) € I, ¢o sme chceeli ukazaf.

O

Teraz uz konecne dostavame to, k ¢omu sme cely ¢as smerovali - definicia
p-adickych ¢isel. V okruhu CP chceme navzajom stotoznit prvky, ktoré , by mali
mat rovnakt limitu”. Tomu zodpovedé faktorovy okruh CP podla NP, navyse
zo zakladného kurzu algebry vieme, ze faktor komutativneho okruhu podla jeho
maximalneho idealu je teleso.

(Pozn.: Toto je mimochodom obecny navod, ako mozno postupovat pri zapliiovani
obecného telesa vzhladom k nejakej absolitnej hodnote na nom definovane;j.)

Definicia 4.1.5. Definujeme teleso p-adickych cisel ako faktorovy okruh CP po-
dla NP, tj.
Q, = CP/NP.

4.2 Je vsetko v poriadku?

Zadefinovali sme teleso p-adickych ¢isel Q,, no ostava este ukazat, Ze je skutocne
tym, ¢im sme chceli aby bolo - ziplnenim telesa Q vzhladom k p-adickej absolit-
nej hodnote | |,.

Potrebujeme teda odpovedat na nasledujice otazky:
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Existuje inkltzia (homomorfizmus) Q do Q,7

D4 sa p-adicka absolitna hodnota | |, rozsirit na Q,?

Je Q, tplné vzhladom k | |,?

Je Q husta v Q, vzladom k | |,7

UkéZzeme si teraz, Ze na vSetky tieto otdzky mozeme odpovedat kladne, a teda
nasa snaha nebola zbytoc¢na.

Otazka 4.2.1. Ezistuje inklizia (homomorfizmus) Q do Q,.

Samozrejme priradime ¢islu z € Q konstantnt postupnost (z) = z,z,z, . ... To
je ocividne cauchyovska postupnost. (Presnejsie povedané, priradime mu triedu
ekvivalencie postupnosti (z)!) Dostavame inklaziu Q do Q,.

Otazka 4.2.2. Dd sa p-adickd absolitna hodnota | |, rozsirit na Q,?

Najprv dodefinujeme | |, tak, ako nam kaze intuicia. Pre a € Q, polozime

’O‘|p = limnﬂooywﬂpa

kde (x,) je  lubovolny  reprezentant  rozkladovej triedy  a.
V pripade, 7ze a = 0, (z,) € NP (tzn., Ze (x,) konverguje k 0), konverguje
|z,,|, k nule, takze ||, = 0, presne ako by sme cakali.

Ak «a # 0, vyuzijeme nasledujice pozorovanie:

Ak (x,) je cauchyovska postupnost, ktora nekonverguje k 0, existuje (ako sme uz
raz vyuzili) konstanta ¢ a prirodzené ¢islo n; také, ze

Vn>ny: |x,l, > c>0.
Z cauchyovskosti ale samozrejme mame aj existenciu ns, takého, ze
Vm,m > ng: |z, — Ty < c

Takze ak polozime ng = max {ny,ns}, potom pre Vm, n > ng je jednak |z, |, |2n|p >
calr, —x,| <c

Teraz si spomenme na princip rovnoramennosti ,trojuholnikov”’v ultrametrike;

v tomto pripade ,trojuholnik”je tvoreny ,vrcholmi”0,x,,z,,. A kedze velkost
Shrany” x,x,, je mensia ako velkost obidvoch hréan Oz,,0x,, (tieto velkosti st
totiz rovné |x,|,, resp. |z,|,), dostavame tak, Ze nutne musi byt

Znlp = [Zm]p-
Ak sa pozrieme, ¢im celd tato ivaha zacala, vidime, Ze sme vlastne ukézali, Ze
ak (z,) je cauchyovska (pri¢om nekonverguje k 0), tak postupnost (|x,|,) nutne

musi byt od ur¢itého indexu konStantna.
Pre nas to znamena predovsetkym to, Ze pre nenulové o € Q, existuje |af, tak
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ako sme ju definovali.

Hodnota ||, bude iste rovnkd, nech uz za reprezentanta danej triedy ekviva-
lencie vyberieme akutkolvek postpnost z danej triedy ekvivalencie - ak totiz (yy)
je nejakd ina postupnost z triedy ekvivalencie s reprezentantom (z,,), potom po-
stupnost (z,, — y,) konverguje k 0 (ved prave na zdklade toho sme stotoziovali
jednotlivé postupnosti), teda aj postupnost ¢isel |z,, — y,|, konverguje k 0, ale po-
tom aj (|z,|p — |ynlp) iste konverguje k 0, takze limity noriem Iubovolnych dvoch
postupnosti z rovnakej triedy ekvivalencie st rovnaké, inak povedané, hodnota
||, nie je zavisla na volbe reprezentanta triedy ekvivalencie.

Nakoniec este overime, ze takto dodefinovana absolitna hodnota je skutocne
absolttnou hodnotou: Ak |a|, = 0, znamena to, ze |a| je triedou ekvivalencie
postupnosti, ktorych limity postupnosti absolutnych hodnét ich ¢lenov, st rovné
0, teda aj limity samotnych postupnosti su rovné 0 - a samozrejme tato trieda
ekvivalencie je prave nulou v Q,,.

Naopak, ak o = 0, vezmime za jeho reprezentanta konstantni nulovi postupnost
(ako sme ukazali, na vybere reprezentanta nezalezi) - takze |a, = 0.
Dalej

|a5|p = llmn—>oo|xnyn‘p = lzmn—>oo|xn|plzmn—>oo‘yn|p = |a|p|ﬁ|pa

kde (x,), (yn) st nejaké reprezentanty tried «, f3.
Nakoniec este nahliadneme, ze

= maxr {limn—>00|xn|pa limn—>00|yn|p} = max {|a|pv |/B|p}

Podarilo sa ndm teda korektne rosirit nearchimedovskt p-adick( absolttnu hod-
notu na celé Q,.

Otazka 4.2.3. Je obraz Q hustd mnoZina v Q, vzladom k | |,?

Aby toto bola pravda, musi platit, Ze pre Tubovolné o € Q, a lubovolne malé
€ kladné, nachadza sa v otvorenej guli

B(a,€)

nejaka konstantna postupnost prvkov Q. Bud teda (x,) nejaky reprezentant o a
0 < € < e. Postupnost (z,) je cauchyovska, takze existuje ng také, Ze pre

Vm,n > ng: o, — Tml, < €.
Polozime y = x,,, a uvazujme konstantna postupnost (y). Takze

o — (y)|p = |(zn — y>|p = limp,—soo|Tn — y|p <€ <e,

pre vietky n > ny, ¢ize skutocne (y) € B(a, ).
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Otazka 4.2.4. Je Q, dplné vzladom k | |,?

Nech je Ay, ..., Ap, ... cauchyovska postupnost prvkov Q, (tj. cauchyovska po-
stupnost cauchyovskych postupnosti). Chceme ukazat, ze v Q, méa limitu. Mno-
zina Q je hustd v Q,, a tak pre kazdé n vieme najst (y,,) konstantnti postupnost
racionéalnych ¢isel, takd, ze |\, — (y,)|p, < 1/n. Nech teraz € > 0 a N je celé ¢islo,
N > 1/e. Potom dostavame pre vSetky n > N:

A — (y)]p < 1/n < 1/N < e.

Teda postupnost (A, — (y,)) konverguje k 0, nutne teda musi byt cauchyovska.
Mame (y,,) = A\ — (A — (yn), takze aj (y,) je cauchyovska (v Q, a tympadom aj
v Q.) Polozme teraz A = y1, ..., Y, ... a ukdzeme, Ze A je limitou postupnosti A,,.
V prvom rade zvolme € a N také, Ze pre vSetky m,n > N bude |y, — y,| < €.
Potom pre vSetky n > N je |A — (yn)| = limyy o0 |Ym — yn| < €. Takze |\ — (y,)]
konverguje k nule, a z toho uz dostavame, ze (A — A\,) = (A — (yn)) — (A — (Yn))
konverguje k 0, ¢o je presne to, ¢o sme chceli.
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Kapitola 5

Reprezentacia prvkov Q,

Teraz sa kone¢ne vraciame spit k prvej kapitole, kde sme ¢isto formalne pra-
covali s p-adickymi ¢islami ako s ,mocninnymi radami v p”, bez toho, aby sme
sa trapili niecim, ako je ich konvergencia. Teraz si ukazeme, Ze to, ¢o sme v kapi-
tole jedna nadrtli, je riadna reprezentacia p-adickych ¢isel (nazveme ju kanonické
reprezentacia), teda ze kazdy prvok Q,, tj. trieda ekvivalencie cauchyovskych
postupnosti z Q v sebe obsahuje aj cauchyovski postupnost prave v tvare, o kto-
rom sme sa zmienili na zaciatku tejto prace, a teda ze kazdy prvok Q, mozeme
reprezentovat prave takouto postupnostou. A nielen to - ukdzeme, Ze narozdiel
od napriklad standardnej reprezentécie redlnych ¢isel (tj. napriklad v desiatkove;
ststave), je tato reprezenticia jednoznacna.

5.1 Kanonicka reprezentacia p-adickych cisel

V nasledujticej kapitole si uvedieme najbeznejsiu z moznych reprezentacii p-
adickych ¢isel, spolu s pomocnymi tvrdeniami, ako je uvedené v texte [2]

Lemma 5.1.1. Nech x € Q a |z|, < 1. Potom pre lubovolné i existuje celé ¢islo
A také, Ze |\ — x|, < p~'. Navyse \ je mozné vybrat z mnoZiny {1,2,...,p" — 1}
a v takom pripade je urcené jednoznacne.

Dokaz.

Nech z = ¢, a, b nesudelitelné. Z predpokladu vety |z|, < 1, takze p nemdze delit
b. Potom aj b a p* st nesudelitelné, tzn. existuji celé ¢isla m, n také, ze

mb+ np' = 1.

Polozme \ = am. Potom dostéavame:

a
2y

a
|/\—x|p:|am— :|Z|p|mb_1|p

< |mb — Hp = |npi|p < pii~
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Nakoniec ndjdime « také, aby A + ap’ € {1,2,...p" — 1}. Potom ale nearchime-
dovska vlastnost p-adickej absolatnej hodnoty (resp. metriky) zaisti, ze

A+ ap' = xly < max {|A = 2|, [ap'|,},

¢ize nerovnost |\ + ap’ — z|, < p~* bude platit.

Veta 5.1.2. Pre kazdy prvok a € Q, taky, Ze ||, < 1 existuje prdve jeden jeho
reprezentant (tj. cauchyovskd postupnost (a,)) pre ktory plati:

e, €Z,0<a;<p prei=1,2,...
® a;=a; (modp;)prei=12,....

Dokaz.

Nech (b,) je nejaké cauchyovskéd postupnost reprezentujica a. Chceme najst po-
stupnost (a,) € «, ktora splita obidve podmienky zo znenia vety.
BUNO predpokladajme, ze |b;], < 1 pre Vi. (Vieme totiz, Ze lim, . oo|bnl, =
lim,_lan|, a |af, <1, takZe v pripade potreby vieme ,vyskrtnat” prvych tolko
¢lenov postupnosti (b,) aby nerovnost |b;, < 1 bola splnena).
Postupnost (b,) je cauchyovska, takze pre kazé j € N vieme néjst n; € N také,
ze

|bZ — bj|p S p_j, VZ,] Z nj.
Postupnost ¢isel n; iste vieme volit tak, aby bola rydzorasttca, tj. vieme zaistit
aby n; > j.
Veta vravi, ze vieme najst postupnost (a;) pre ktort plati:

|aj - b”j |p < pij'
Pisme
|aj+1 - aj|p = |aj+1 - bnj+1 + bnj+1 - bnj - (a’j - bnj)'P
< mazx {|a;1 — bnj+1 s |bnj+1 - bnj lps laj; — bnjlp}
< mazx {1/p"1 1/ 1/p'} =p7,

¢o nie je ni¢ iné, ako ze po vydeleni p? sa a;1,a; nelisia, tj.
a; = aj+1 (mod pj).

7z v ’ v % u ’ - .
Zaroven ale plati, Ze pre Iubovolné j, Vi > n;

|(IZ‘ — bl|p = |CL,’ — aj -+ aj - bnj - (bz - bnj)|p

< mazx {HCL@ — aj|p7 |aj - bnj ’pv |bi o b”j |P}

takze lim;_,o0|a; — b;|, = 0, tzn. (a,) skutoéne nélezi a.
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Dokézali sme teda existenciu postupnosti zo znenia vety. Ostava jednoznacnost.
Bud (a,) postupnost spliiajica podmienky vety, tak, Ze d,, # an, pre nejaké ng.
Potom ale a,, nie je kongruentné s a,, modulo p®. Z podmienky vety ale musi
zaroven platif, ze

Uy = Qpy F Gy = G, (mod p'),
pre vsetky n > ng.
To ale neznamena nic¢ iné, ako ze

|y, — @nl, > p™.
Potom ale postupnosti (a,) a (a,) nemozu byt z rovnakej triedy ekvivalencie a.

O

Konecne sa dostavame k zapisu p-adického ¢isla z prvej kapitoly. Ak teraz za
reprezentanta o € Q,, |a|, < 1, zvolime postupnost ¢iastoénych sactov (a,), kde
-ty ¢len ma tvar

a; = by + bip + bap® + -+ + by_1p™

kde Vi d; € {1,...,p — 1}, je to prave postupnost vyhovujica zneniu prave
dokazanej vety.
Prvok « tak moZeme reprezentovat (v p-adickej norme) konvergentnou radou

o0
E d,p".
n=0
Na tato radu mozeme pozerat ako na ,zapis ¢isla v bazi p”, mozeme teda pisat
o = ...dn...dgdldo.

Vidime, 7Ze sa jedna o analdgiu zapisu realneho c¢isla, na aky sme zvyknuty, s
tym rozdielom, Ze v nasom pripade je zapis koneény ,doprava”, zato moze byt
nekonecny ,,dolava”.

V pripade, ze |a|, > 1, prenasobenim « ¢islom |af, = p™ dostaneme p-adické
¢islo o/ = ap™, ktoré uz splia |a’|, < 1 (presnejsie |a/|, = 1). Potom mdZeme

pisat
a = Z dnpna
alebo
a = ... dn .. .d2d1d0,d,1,d,2 c. d,m.

Takejto reprezentécii budem hovorit kanonicka reprezentacia p-adického cisla o.
Cislam d; budeme hovorit p-adické cifry . To nas vedie k definicii p-adickych
celych cisel.

Definicia 5.1.3. Prvku o € Q, hovorime p-adicke celé cislo, ak v jeho kanonickej
reprezentdcii su tba nezaporné mocniny p. Mnozinu vsetkych p-adickych celych
c¢isel znacime Zy,.
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Poznamka: P-adické celé cisla, st prave ¢isla, ktorych p-adicka absolitna hodnota
je mensia alebo rovna 1, tj. Z, tvori v Q, jednotkovi gulu.
Na zaver si uvedieme maly ilustrac¢ny priklad.

Priklad:

_ __ 16 £ .
Pre p =15 a x = 5 mame:

r=1-5240-524+3-5240-540-5°+0 -5 +....

Pre p-adickt absolitnu hodnotu |z|, plati

||, = |76/625[, = |5_4 - 76, = 57 (9. 59 = 625.

Poznamenajme este, Ze zatial ¢o kazdé celé ¢islo je aj p-adickym celym ¢islom,
existuju racionalne zlomky, ktoré si v telese p-adickych cisel celymi p-adickymi
¢islami. Spomerime si napriklad na rozvoj ¢isla 9/17 v kapitole 2. Da sa Tahko
nahliadnut, ze obecne kazdé racionélne ¢islo tvaru a/b, kde p nedeli b je celym
p-adickym cislom.

23



Kapitola 6

Niektoré dolezité vysledky

6.1 Henselovo lemma

Na zaver si uvedieme dva z najdolezitejsich vysledkov teorie p-adickych cisel:
Prvym je Henselovo lemma, hovoriace o existencii korenov polynému, ktorého
koeficienty st p-adické celé ¢isla, v zneni a s dékazom ako je uvedené v texte [2].

Veta 6.1.1. (Henselovo lemma):
Nech
F(z) = by + biw + boa® + ... + ba™,

je polynom, ktorého koeficienty si p-adické celé ¢isla a nech
F'(x) = by + 2byx + ...+ nbya"

je formdlna derivicia F(z). Nech a je celé p-adické ¢islo spliajice F(@a) = 0
(mod p) a F'(a) # 0 (mod p). Potom ezistuje jednoznacne uréené p-adické cislo
a také, Ze F(a) =0 aa=a (modp).

Dokaz.

Tvrdenie dokazeme induktivnym konstruovanim kanonickej reprezentacie p-adického
¢isla a, ktorého existenciu chceme dokdzat. V k-tom kroku najdeme a; = dg +
dip + -+ + dip®. Jednotlivé a;, sice nebudt korene polynému F(z), no bude pre
nich platit F(ay) = 0 (mod p**'). Limitnym prechodom k& — oo dostaneme
hladané a, ktoré uz bude koretiom F'(x).

Chceme teda dokazat indukciou, Ze Vk € N existuje celé p-adické ¢islo tvaru

ak:do+d1p+---+dkpk,
ktoré spliia:
o Vi: dye{l,....p—1}

e F(ay) =0 (mod pFtl)
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e a; = a (mod p)

V nultom kroku polozime aqg = dy rovné prvej p-adickej cifre ¢isla a. Potom iste
ap = a (mod p) a F(ap) =0 (mod p).

Prevedieme indukény krok k—1 — k. Polozime aj, = aj_1 +cip¥, kde 0 < ¢, < p
zatial nepozname. Teraz dosadime a, do F'(z), pricom si ¢leny, ktoré st delitelné
p**1 nebudeme vimat (st rovné 0 modulo pt1).

F(ak) = F(ak_l + Ckpk> = Z bi(ak_l + Ckpk)i.
=0

V sume napravo teraz ,odignorujeme”vietky ¢leny delitelné p*+!, lebo modulo
pF! nehraja ziadnu rolu. To znamen4, e z binomického rozvoja zatvorky pre
kazdé i ndm ostani len tie ¢leny, v ktorych je c,p* nanajvys v prvej mocnine.
Dostavame

Fag) = bo+ ) bilaj_y + aj Yicyp® = Flag1) + cxp* F' (1) (mod p**),
=1

Z indukéného predpokladu je F(a,_1) = 0 (mod p* ), takZe existuje nejaké celé
Cislo0 < A\ <p—1,ze
F(ak,l) = )\kpk

Dostavame tak, ze
F(a) = Mp® + cxp®F'(ak — 1) (mod pF+).
Po predeleni p* tak dostdvame kongruenciu
Ap + g F'(ag-1) = 0 (mod p),

pre neznadmu c. Pripometime si teraz, ze ax_; = a modulo p, takze aj F'(ak — 1)
je kongruentné s F’(a) modulo p (vSeky Cleny okrem absolttnych su delitelné p).
Z predpokladu vety ale p nedeli F’(a), takze nedeli ani F'(ak — 1). Tympadom
mozme z kongruencie

e + e F'(ar—1) = 0 (mod p),

vyjadrit ¢; ako

Ck = o (mod p),

F’(ak_l)
ktoré zaisti, ze F'(az) = 0 (mod p**1).

Nakoniec teda polozme
a=co+cp+ep+---.

Pre vsetky £ je
F(a) = F(a;) =0 (mod p**tt),

takze F'(a) = 0.
Jednozna¢nost a plynie z jednoznacnosti postupnosti (a,,).
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Poznamka: Predpoklad F'(a) # 0 (mod p) z nami uvedeného znenia Henselovho
lemma, moézeme v skutocnosti nahradif predpokladom slabsim - a to, ze |F'(a)| <
|F'(a)|* (pri¢om zaver, 7e a = a (mod p) bude nahradeny zdverom, Ze |a — a| <
|F'(a)]). Dokaz Henselovho lemma v tejto jeho silnejSej podobe néjdeme napr.
v knihe J.W.S. Cassels, Local Fields, Cambridge University Press, Cambridge,
1986.

6.2 Lokalny-globalny princip

Poznamka:

V tejto podkapitole, budeme pouzivat znacenie Q, pre p < oo, kde pre p = oo bu-
deme prislusnou p-adickou absoltitnou hodnotou rozumiet standardni absolttnu
hodnotu. Samozrejme potom telesom Q, rozumieme teleso realnych cisel.

Prostrednictvom Henselovho lemma, sme si ukazali, Ze nie je tazké zistit, ¢i
polyném ma korene v Z,, - sta¢i totiz najst korene modulo p. Pozrime sa teraz na
int tlohu - ¢o ak chceme zistit, ¢i dany polyném méa korene v Q7 Urcite vieme
povedat, Ze ak nema ziadny koren v Q,,, pre nejaké p < oo, nemoze maf koreri ani v
Q. Kazdé teleso QQ, pre rozne p, nam déva ,lokélne” informacie ,blizko” prvocisla
p. Korene z Q (uvazujme o nich ako o ”globalnych”) st samozrejme korerimi
v kazdom Q, (tj. ,lokalnymi”korenmi). Ovela zaujimavejsie a uzitocnejsie by
ale bolo, keby sme sa naopak od ,lokalnych”koreriov v Q,, pre vsetky p < oo,
vedeli dostat ku ,,globalnym”. Tato metdda sa ¢asto pouziva napriklad pri hladani
rieSeni (alebo rozhodovani o ich existencii) diofantickych rovnic. Samozrejme, nie
je vzdy uspesné - existuju diofantické rovnice s koretimi v QQ,, pre vsetky p < oo,
ktoré nemaju ziadne racionalne korene. Nasledujica Hasse-Minkowského veta,
ktoru si uvedieme bez dokazu, je prikladom, kedy taktika ,,od lokalnych korenov
ku globalnym”ispesna je.

Veta 6.2.1. (Hasse-Minkowského veta):
Nech
F(X17X2 cee 7Xn) S Q(XlaXQ- . Xn)

je kvadratickd forma. Potom rovnica
F(Xl,XQ...7Xn) - O

md netrivialne riesenie v Q vtedy a len vtedy, ak ma netrividlne riesenie v Q,,
pre vSetky p < oo.
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Namiesto dokazu Hasse-Minkowského vety, si teda uvedieme jej aplikaciu na
priklade s rieSenim, ako je uvedené v texte [1]. Ukazeme si, kedy mé rovnica

aX? 4+ bY? 4 cZ% =0,

kde a, b, c st racionalne ¢isla, netrivialne racionalne riesenie, resp. rieSenia. Mame
teda rovnicu
aX?+bY? +cZ% =0.

T uréite moézeme prendsobit najmensim spoloénym nasobkom menovatelov ¢isel
a,b,c, takze a,b,c mozeme predpokladat celé. Navyse, ak je najvicsi spoloény

.....

mozeme predpokladat nestudelitelné. Vsimnime si tiez, ze ak
a = An?,
pre nejaké A, n celé ¢isla, potom rieSenie (z,y, z) rovnice
aX®+bY? +cZ% =0,
zodpoveda rieseniu (nx,y, z) rovnice
AX? +bY? + 2% = 0.

To znamend, ze a, b, c mozeme predpokladat ,bezstvorcové”(tj. v ich prvocisel-
nom rozklade nie je ziadna druhé mocnina)- méZzme totiz predpokladat, ze kazdy
takyto Stvorec ,,absorbuje” prislusné nezndma. To ndm umoznuje ucinit eSte jeden
predpoklad - Ze a, b, ¢ st dokonca po dvoch nestdelitelné. Dovod je nasledovny:
polozme k rovné NSD(a,b) a predpokladame, ze k > 1. Toto k iste nedeli ¢
(predpokladdme NSD(a,b,c) = 1). Mozme pisat:

kKAX? +kB* +cZ% =0,

pre nejaké A, B celé, z ¢oho okamzite vidime, Ze k musi delit aj cZ2, ale k nedeli
¢, teda k deli Z2. Navyse kedZe k je bezstvorcové, k musi nutne delit Z. Potom je
ale mozné celt rovnicu predelit ¢islom k. Cisla a, b, ¢ teda skutoéne smieme pred-
pokladat po dvoch nesudelitelné (¢o tiez znamend, Ze sucin abe je bezstvorcovy).

Hasse-Minkowského veta ndm hovori, Ze vieme rozhodnuf, ¢i rovnica zo zada-
nia mé, alebo nema4 rieSenie v racionélnych ¢islach, podla toho, ¢i t4 ista rovnica
ma, alebo nema riesenie vo vetkych Q, pre p < co. Podme teda zistit, ¢i existuji
a ak 4no, tak za akych podmienok, riesenia rovnice v jednotlivych telesich Q,.

1. Nech p je nepdrne prvocislo, ktoré nedeli Ziaden z koeficientov a, b, c. Bu-
deme najprv Studovat rieSenia modulo p, aby sme potom, za pomoci Henselovho
lemmatu rozhodli o existencii riesenia v QQ,. Predpokladajme totiz, Ze vieme, Ze
existuje nejaké netrividlne rieSenie modulo p, (o, Yo, 20), rovnice zo zadania také,
ze p nedeli aspon jedno z ¢isel xg, yo, 20 (bez Gjmy na obecnosti, nech p nedeli z).
Potom ale polyném

F(X) =aX?+bys + ¢z}
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spliia podmienky Henselovho lemmatu - F(z,) je rovné 0 modulo p (predpo-
kladame, Ze ¢ je jeho koren), a p nedeli F'(zy) = 2axy (nezabudnime, Ze sme
predpokladali, Ze p je nielen neparne a nedeli z, ale nedeli ani a.) Takze vieme, ze
existuje (jednoznacne urcené) p-adické ¢islo x, ktoré je koretiom polynému F'(z),
Cize trojica (x, yo, 29) je nami vytizenym rieSenim rovnice zo zadania. Ostava ale
ukézat, Ze nas prvotny predpoklad bol naozaj spravny, tj. Ze pre vSetky neparne
prvodisla p a celé ¢isla a, b, ¢ po dvoch nestudelitelné a nedelitelné ¢islom p, existuje
trojica celych ¢isel (xg, yo, 20), v ktorej aspon jedno ¢islo nie je delitelné ¢islom p
taka, ze plati
azxg +bys +czp =0 (mod p).

Skisme teda spocitat, kolko trojic (z,y, z) z celkového podétu p® moZnosti (pracu-
jeme totiz modulo p, teda pre kazd z neznamych pripada do uvahy p hodnoét - od
0 do p—1), je rieSenim tejto kongruencie (zatial nds nezaujima, ¢i je to rieSenie, v
ktorom aspor jedna z hodndt neznamej je nedelitelnd p). Ak (x,y, z) je rieSenim,
potom iste plati

(ax® + by + 21 =0 (mod p).
V opac¢nom pripade vdaka malej Fermatovej vete vieme, Ze

(ax? + by +c2*)P"' =1 (mod p).
Pocet takychto trojic, ktoré riesenim nie si, oznacme n. Potom pre toto n plati

n= Z (ax® + by + c2*)*~1 (mod p).
(2,y,2)

Po umocneni jednotlivych sc¢itancov dostavame n ako sumu sim nasledovného

tvaru:
E aaz?by¥ ez,

(z,y,2)
kde 2i 4+ 2j + 2k = 2(p — 1) a « je celé ¢islo. Aspon jeden z exponentov 2i, 27, 2k
je ostro mensi ako p — 1 (v opa¢nom pripade by ich suma bola viésia alebo rovna
3(p—1)). Bez ijmy na obecnosti predpokladajme, Ze 2i < p— 1. Jednotlivé sumy
teraz moZzeme prepisat v tvare

Z(aijZQk Z in)‘

(%)
Pozrime sa bliZsie na sumu Y 2%), resp. na jej obecnejsiu podobu Y z"), kde

n < p — 1. Ak prenasobime vSetky prvky koneéného p—prvkového telesa Iubo-
volnym nenulovym, pevne zvolenym prvkom toho istého telesa, dostaneme opif
vSetky prvky tohto telesa (prepermutované). (Pre spor predpokladajme, Ze exis-
tuju nejaké dva rozne prvky x,y a nenulové a také, ze ax a ay davaju modulo p
rovnaky zvysok. Potom ale ax — ay = a(z — y) je modulo p rovné nula, a teda p
by muselo delit a, alebo (x — y), ¢o je spor.) Potom ale aj zoznam prvkov a"z™
pre a nenulové je prepermutovany zoznam prvkov z™ (pozor - nie nutne vSetkych
prvkov telesa!) To ale znamena, ze

"= a"z" (modp),



a teda

h?
—_
h?
—_
h?
—_

0=)» a2"—= ) a"2"=(1—-a") ) z" (modp).

8
I
o
8
Il
o
8
Il
o

Ak navySe nezvolime a ako Tubovolny nenulovy prvok telesa, ale ako nejaky jeho
primitivny prvok, potom uré¢ite bude vzdy a™ modulo p rozne od 1 (¢o je okamzite
vidiet z toho, Ze primitivny prvok je vlastne generator cyklickej grupy telesa a
Mal4 fermatova veta nam hovori, ze a?~' = 1  (mod p), zatialéo n moze byt
rovné nanajvys p — 2, a kedZze a je generdtor, nemodze nadobudnit hodnotu 1
modulo p aj v nejakej nizSej mocnine ako je p — 1.) Ale potom sme uz hotovi -
—1
suma pX: 2™ musi byt nutne rovna nule modulo p, teda aj vSetky sumy

=0
Z(aijZQk Z xZi)

(y,2)

st rovné nule modulo p, takze aj pocet vsetkych ne-rieseni, ktory sme chceli
povodne urcit, je rovny nule modulo p, inak povedané, tento pocet je prvocis-
lom p delitelny, a teda musi nim byt delitelny aj pocet rieseni (nezabudnime,
7e podet rieSeni + polet nerieseni je rovny p3.) Jedno riesenie je nam ale iste
1 (musi byt predsa delitelny p!), takZe nutne existuje riesenie (x,y, z), kde as-
pon jedno ¢islo z trojice nie je delitelné prvocislom p, ¢o sme chceli ukazat.

2. Nech p=2 a a,b,c si nepdrne. Predpokladajme, 7Ze nejaké rieSenie (z,v, 2)
v Q, existuje. Potom mozme x,y, z prenasobit takou mocninou dvojky, aby x,y
aj z boli celé p-adické cisla, a aby aspon jedno z ¢isel malo v kanonickom za-
pise poslednt cifru (myslené samozrejme ti ,najviac vpravo”’) nenulovi (inak
povedané, aby to bola p-adickd jednotka) - jednd sa vlastne len o prendsobenie
celej rovnice prislusnou mocninou dvojky. No a,b i ¢ st vSetky neparne, takze
v skuto¢nosti musia byt medzi x,y a z p-adické jednotky prave dve - v inom
pripade by sa nemohlo jednat o rieSenie rovnice (po dosadeni by sme totiz do-
stali p-adicka jednotku.) Bez 0jmy na obecnosti, nech y a z st dve p-adické
jednotky, a z je celd p-adickd nejednotka - teda x lezi v idedle 2Z, (¢o nezna-
mené nic¢ iné, ako ze poslednd cifra x je nula). Potom 2 nalezi 4Z, a y?, 22 nalezia
14-475. Potom ak vezmeme celd rovnicu modulo 4, dostavame nutni podmienku,
ze b+c=0 (mod p). (Obdobne, ak by nejednotka bola y alebo z, dostaneme
podmienku pre zvysné dva koeficienty). Na najdenie postacujicej podmienky pre
existenciu rieSenia pouzijeme opit Henselovo lemma, presne ako v predchadza-
jucom pripade. Problém je, Ze tentoraz mame p = 2, takze derivacia bude iste
vzdy delitelnd p. Spomenme si ale na slabsiu podmienku, z poznamky za doka-
zom Henselovho lemmatu! V nasom konkrétnom pripade, aby tato podmienka
bola splnené, musi platit:

laxg + bys + cz5| < [2azo|?

|ax§ + byg + cz§| < 1/4|x(2)|

29



pre nejaké pociatocné xy. Skuisme polozit zyp = 1. Potom uz vidime, Ze lava
strana nerovnosti musi byt mensia ako 1/4, teda musi byt rovna minimalne 1/8
(pracujeme s p-adickou absolitnou hodnotou), inak povedané, musi platit

laxg + bys +cz3| =0 (mod 8).

Vieme uz tiez, ze pre dva z koeficientov, bez ijmy na obecnosti nech su to a, b,
plati a4+b = 0 (mod 4). TakZze bud a+b = 0 (mod 8) a potom ak poloZzime yy = 1
a 29 = 0 Henselovo lemma nam uz dava existenciu riesenia, tak ako v predchadza-
jucom pripade. To isté plati aj ak a + b = 4 (mod 8) - polozime yo = 1 a zg = 2.
Teda nutnd podmienka je zaroven aj postacujuca, tzn. pre 2 z koeficientov musi
platit, Ze ich sucet je delitelny 4.

3. Nech p=2 a jeden z koeficientov a,b, c je pdrny. Predpokladajme, Ze parnym
koeficientom je a. (Stale predpokladame, Ze x,y, z s p-adické celé ¢isla, a aspon
jedno z nich je p-adickd jednotka). Nech najprv x € 2Z,, Potom (a je parne)
ax® € 87y, a y alebo z je 2-adickd jednotka, nutne teda uZ takymi jednotkami
musia byt obidve. Ich Stvorce teda iste lezia v 1 + 8Z5 (to vidno okamzite, ak si
2-adickt jednotku zapiSeme v tvare 1+ 2z a umocnime na druht). Dostéavame tak
nutni podmienku b+c¢ = 0 (mod 8). Naopak, ak z je 2-adicka jednotka, musianimi
opit byt aj y a z. Ak by totiz napr. y € 2Z,, potom by bolo dvomi delitelné aj
ax’*+by? a teda nutne aj cz2, ¢ viak predpokladdme nepéarne, tzn. muselo by plati5,
7e z € 27Z,. To by ale znamenalo, Ze by? + cz? € 4Z, a teda by tam muselo patrit
aj az?, ¢o pravda byt nemusi. VSetky tri ¢leny teda iste nélezia 1 4 8Zs, z ¢oho
dostdvame podmienku a + b + ¢ = 0 (mod 8). To, ze tato podmienka je zaroven
postacujuca, dostaneme uplne tak isto, ako v predchadzajicom pripade (tentoraz
napr. ako polyném v premennej y, aby sme sa nemuseli trapit s parnostou koefi-
cientu a) - navyse uz mame informécie o koeficientoch a, b, c modulo 8 (na lavej
strane nerovnosti z prepokladu Henselovho lemmatu teda bude maximélne 1/16).

4. Nech p je nepdrne prvocislo a jeden z koeficientov a, b, ¢ je delitelny p. Nech je
takym koeficientom napriklad a. Potom moéZeme pisat
by? +cz> =0 (mod p).

Stale predpokladame, Ze jedno z ¢isel je p-adickd jednotka. Opéf 1iou teda musia
byt obe (inak by sa ndm ,nevynulovali”), teda k obom existuje inverzny prvok,
a my mozeme rovnicu prepisat ako

b+c(z/y)> =0 (mod p).

Ak pre nutnt podmienku teraz predpokladame, ze takéto p-adické cislo existuje,
existuje iste aj ¢islo celé, ktoré splituje to isté (sta¢i zobrat koneény pocet cifier z
jeho zéapisu), a teda iste plati, Ze

b+cr? =0 (modp),

pre nejaké r celé. Pouzitim Henselovho lemmatu rovnako ako v predchédzajicich
pripadoch, dostaneme opit, Ze je to aj podmienka postacujica.
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5. Teleso redlnych cisel so Standartnou metrikou. Je okamzite vidief, Ze rovnica
bude mat netrividlne rieSenie prave vtedy, ak a, b, ¢ nebudi maft vSetky to isté
znamienko.

Tym sme ziskali vSetky podmienky pre koeficienty v zavislosti od jednotlivych
hodnét p - ak teda budu vsetky tieto podmienky splnené sticasne, Hasse-Minkowského
veta nam dava existenciu netrividlneho riesenia v Q. Moézeme tak vyslovit nasle-
dovné zhrnutie:

Rovnica aX? + bY? + ¢Z? = 0 zo zadania, ma v Q netrividlne rieSenie prave
vtedy, ked koeficienty a, b, ¢ spliiaji nasledujiice podmienky:

e Pre kazdé nepéarne prvocislo, ktoré deli a (a obdobne pre neparne prvocisla,
ktoré delia b, ¢) existuje celé ¢islo r také, ze b+ r?c =0 (mod p).

e Ak a,b, c st neparne, potom sucet niektorych dvoch z nich je delitelny ¢islom
4.

e Ak a je parne (a obdobne, ak b alebo ¢ je parne) potom bud sucet b + ¢
alebo stucet a + b + ¢ je delitelny ¢islom 8.

e Cisla a, b, c nemaji vetky to isté znamienko.
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Kapitola 7

Z.aver

Strucne sme si teda predstavili teleso p-adickych ¢isel. Ukazali sme si, ze abso-
lutna hodnota moze mat skutoéné rozne podoby, tak ako aj koncept ,vzdiale-
nosti”dvoch prvkov telesa, v dosledku ¢oho moze mat rézne podoby aj ztuplnenie
neuplného telesa, v zavislosti od toho, vzhladom k akej absolitnej hodnote ho
zuplnujeme. Okrem samotnej konstrukcie telesa p-adickych ¢isel sme si aj nacrtli
ich moznu reprezentaciu. Iste by stélo za to ukézat si, ako je to s aritmetikou
tychto ¢isel - to aj mnoho dalSich zaujimavych informécii najde Citatel napri-
klad v knihe [2]. Samostatnou kapitolou by iste bolo hladanie rozsirenia telesa
p-adickych ¢isel analogicky k tomu, ako je teleso komplexnych ¢isel rozsirenim
redlnych - teda telesa ktoré je nielen uplné, ale aj algebraicky uzavreté (jedna sa
o zlozitejsi problém ako v pripade realnych/komplexnych ¢isel - tvori samostatni
kapitolu v knihe [1]).
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