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0.1 Uvod

Vzhledem k tomu, Ze je vétSina investic ovliviiovina ndhodnymi faktory,
nemiizeme doptedu presné odhadnout, jak se v budoucnu bude ménit jejich
vynosnost. Tim vznika riziko financ¢ni ztraty, které je tfeba odhadnout a volit
takové slozeni investic, aby riziko bylo co nejnizsi. Staré pravidlo nabadalo k
rozdéleni disponibilnich zdroji na tfi ¢asti: tretinu ulozit, tfetinu investovat
do akcii a za zbytek nakoupit zlato. Po vzniku teorie optimalnich portfolii H.
Markowitze, se zacalo riziko mérit pomoci smérodatné odchylky. Portfolio je
soubor riznych investic (penézni hotovost, cenné papiry, nemovitosti atd.),
ktery racionalni investor vytvari se zamérem minimalizovat riziko spojené s
investovanim a soucasné maximalizovat vynos 7z investic. Konstrukce port-
folia takového investora je tak hledani optiméalniho kompromisu mezi vysi
rizika a vynosu.

Cilem této prace je demonstrovat moznost vyuziti systému Mathematica
pro optimalizacni tlohy ve financich. Ke konstrukci optimalniho portfolia
funkci NMinimize je detailné popsana v prvni ¢asti. Pak nésleduje obecna
teorie konstrukce portfolia podle H. Markowitze a posledni ¢ast se vénuje
konkrétnim ptikladim konstrukce portfolia z akcii baze indexu PX50.

Na prilozeném CD jsou uloZeny soubory s daty a vypocty v programu
mathematica.



Kapitola 1

Popis funkci systému
Mathematica

1.1 Funkce NMinimize

Funkce NMinimize (i NMaximize) je implementovdna v programu Mathe-
matica verze 5.2. Jak uvadi [2] je funkce Minimize stejné jako jeji numericka
obdoba NMinimize urcena pro hledani globalniho minima. Na rozdil od Mi-
nimize funkce NMinimize nemuze obvykle zarucit nalezeni globdlniho mi-
nima, presto vSak podava dobré vysledky, pokud je minimalizovana funkce
pomérné hladka a nema prili§ mnoho lokalnich extrémii. Na rozdil od nu-
merické funkce FindMinimum neni potieba do funkce NMinimize zadavat
pocatecni bod vyhledavani. NMinimize je tfeba zadat pouze funkci a pro-
ménou, vzhledem ke které chceme funkci minimalizovat. Navic je mozné
zadat mnozinu omezeni, ve které bude vyhledavano globalni minimum. Ome-
zeni mohou obsahovat seznam nebo logické kombinace rovnosti, nerovnosti a
specifikaci defini¢nich obortt proménnych. Rovnosti a nerovnosti mohou byt
nelinearni. Ostré nerovnosti budou prevedeny na neostré diky limitam pra-
cujicim s pribliznymi ¢isly. Standardné jsou vSechny proménné povazovany
za realné. Pokud pozadujeme pouze celociselné proménné, specifikujeme je
pomoci = € Integers. V soucasné verzi jsou pripustné pouze obory realnych
a celych ¢isel. Obor mize byt specifikovan pouze pro proménné. Splnéni pod-
minek se kontroluje penalizaci, pokud body opusti pripustny prostor. Pokud
ma NMinimize zacit pracovat, potfebuje pocatecni oblast, ve které ma za-
¢it, podobné jako se u ostatnich numerickych metod zadava pocatecni bod.
Pocatecni oblast miizeme specifikovat zadanim horni a dolni hranice pro



kazdou proménnou. To bud zahrneme do podminek a < x < b nebo do pro-
ménnych {x,a,b}. Pokud je zadédno oboji, jako pocatecni oblast se pouzivaji
hranice uvedené v proménnych a podminky se pouziji pouze jako podminky.
Pokud neni uvedena zadna pocatecni oblast pro proménnou x, pouzije se
oblast —1 < z < 1. Riizné proménné mohou mit pocatecni oblasti defino-
vané riznym zpusobem. NMinimize provadi nékolik algoritmi pro nalezeni
vazaného globalniho minima. Vyuzivané metody jsou dostatec¢né flexibilni,
aby zvladly funkce, které nejsou diferencovatelné nebo spojité. Hledani glo-
balniho optima miize byt dosti slozité, dokonce bez omezeni, takze pouzité
metody mohou selhat. Casto je ispésny postup optimalizovat funkci nékoli-
krat s riznymi pocate¢nimi podminkami a volbami metody a vybrat nejlepsi
vysledek.

Funkci NMinimize v programu Mathematica volame nasledujicim zpt-
sobem:
- NMinimize[f, {z, y,...}] - minimalizuje f numericky vzhledem k z, v,. .. .
- NMinimize[{f, podm}, {z, y,. .. }| - minimalizuje f numericky za podminek
podm.
NMinimize vrati list ve formé { fiin, {& = Tmin, ¥ = Ymin, - - } }-
Pokud NMinimize zjisti, ze podminky nemohou byt splnény, vrati nasledujici
list {Infinity, {z — Indeterminate,. .. }}.

MoZnosti nastaveni NMinimize

jméno volby natavena hodnota

AccuracyGoal Automatic pocet desetinnych mist

EvaluationMonitor None sledovani vypoctu po kro-
cich

MaxlIterations 100 maximalni pocet iteraci

Method Automatic jakd metoda se pouzije pri
minimalizaci

PrecisionGoal Automatic pocet cifer v jedné hodnoté

StepMonitor None vyhodnocovany vyraz v

kazdém kroku vypoctu
WorkingPrecision = MachinePrecision pocet pouzitych cifer pri
vnitfnim vypoctu

NMinimize a NMaximize pouzivaji nékolik optimaliza¢nich metod: Auto-
matic, DifferentialEvolution, Nelder-Mead, RandomSearch a SimulatedAn-
nealing. Optimalizac¢ni metoda je ovladana pomoci volby Method, ktera ma



tvar pouze volby metody nebo seznamu, jehoz prvni polozkou je volba me-
tody a dalsi polozky seznamu specifikuji nastaveni zvolené metody.

Pokud je nastaveno Method— Automatic, NMinimize na zakladé typu
zadani vybere, kterou metodu pouzit pri feseni. Pokud jsou podminky a tice-
lova funkce linearni, pouzije se pti vypoctu zabudovana funkce LinearPrograming.
Pokud se v zadani vyskytuji celoc¢iselné proménné nebo pokud hlava ucelové
funkce neni numerickou funkci, pro vypocet se pouzije Differential Evolution.
Pro vSechny dalsi pripady se pouziva Nelder-Mead. Pokud Nelder-Mead po-
dava chabé vysledky, je vyzkousen vypocet pomoci Differential Evolution.

Differential Evolution je vyvojovy algoritmus, ktery vytvari populaci vzori,
T1,...,T,, reprezentovanou jako vektor realnych ¢isel ("geny”). Kazda ite-
race vybere pro kazdé x; ndhodna cela ¢isla a,b,c a vytvorl dvojice x;,
y; = o, +7v(xp — .), kde 7 je hodnota ScalingFactor. Potom je x; sparovano
s y; podle hodnoty CrossProbability. Toto spojeni dava potomka z;, ktery
souperi s z; o misto genu z; v populaci. Standardni hodnota SearchPoints je
Automatic, Min[10*d,50], kde d je pocet proménnych. Differential Evolution
je pomérné robustni , ale nasledkem pomeérné velkého mnozstvi bodi, které
vytvari, je obecné pomalejsi nez ostatni metody.

Specifické moznosti nastaveni DifferentialEvolution

jméno volby nastavena hodnota

" CrossProbability” 0.5 pravdépodobnost, ze gen
vznikl z x;

" InitialPoints” Automatic soubor vychozich bodt

"PenaltyFunction” Automatic funkce, ktera penalizaci
omezuje nepripustné body

"PostProcess” Automatic jestli k naslednému postupu
pouzit lokalni rezim vyhle-
davani

”"RandomSeed” 0 pocatecni hodnota pro ge-
nerator nahodnych ¢isel

”ScalingFactor” 0.6 vaha rozdilu (z,—z.) pri vy-
tvareni paru

”SearchPoints” Automatic velikost populace pouzita
Pro vyvoj

"Tolerance” 0.001 tolerance pri  prekroceni
omezeni




Nelder-Mead je realizace Nelder-Meadova simplexového algoritmu. Ten
byl navrzen jako metoda pro minimalizovani redlné funkce f(x) pro z € R".
Podle [3] Nelder-Meadova metoda vyzaduje stanoveni étyt parametri: ko-
eficienty reflexe (p), expanze (), kontrakce () a sraZzeni (o). Téméf uni-
verzalni volba pouzivana ve standardnim Nelder-Meadové algoritmu je p=1
(ReflectRatio), x=2 (EzpandRatio), v = 3 (ContractRatio) a o = % (Shrin-
kRatio). Na zacatku k-té iterace je dan nedegenerovany simplex Ay, spolu s
n + 1 vrcholy, kde kazdy z nich je dan bodem v R". Kazd4 iterace zac¢ina se-
fazenim téchto vrcholt do do xgk),. . xﬁl, podle fl(k) < fQ(k) <. < fy(lli)l,
kde fi(k) oznacuje f (xfk)) K-t4 iterace vygeneruje sadu n + 1 vrcholi, které
urcuji simplex pro dalsi iteraci tak, ze App1 # Aj. ProtoZze chceme mini-

malizovat f, oznacujeme x&k) jako nejlepsi a xﬁl jako nejhorsi bod nebo

vrchol. Stejné tak oznaCujeme f (a:,(ﬂl) jako nejhorsi funkéni hodnotu atd.
Pribéh jedné iterace Nelder-Meadova algoritmu vypada takto. Nejdriv
je pottfeba sefadit vrcholy podle fl(k) < fQ(k) <. < fgi)l. Potom algoritmus

YV n x;

najde tézisté n nejlepsich bodt z, kde 7 = ) " | . Déle spocita bod reflexe
T, =T+ p(T —xpi1= (14 p)T — pTpia

avycisli f, = f(x,). Pokud f; < f, < f,, bod x, spliiuje podminky a iterace
je ukoncena. Pokud f, < f;, spoc¢ita bod expanze

e =T+ X(¥, —Z) =T+ Xp(T — Tnt1) = (L + XP)T — XpTnta

avycisli f. = f(z.). Pokud f. < f,, pfijme x. a ukon¢i iteraci. Naopak pokud
fe > f., prijme z, a ukonci iteraci. Pokud f, > f,, provede se kontrakce
mezi T a lepsim z bodi z,.1 a z,.. Vnéjsi kontrakce nastava v pripadé, ze
fn < fr < fans1. Spocita bod

Te=T+v, —%) =T +v0(T — Tpy1) = (1 +70)T — YpTp i1

Vy¢isli se f. = f(xz.). Pokud f, < f,, pfijme z. a ukondi iteraci. Jinak
pristoupi k poslednimu kroku srazeni. Vnitrni kontrakce nastava v pripadé,
7e fr > fui1- Spocita bod

Tee =T — V(T — Tpt1) = (1 = 7)T +¥Tnp1

a vycisli f.. = f(xe). Pokud f.. < fni1, pfijme z. a ukond iteraci. Jinak
pristoupi k poslednimu kroku sraZeni. SraZeni spociva ve vypocteni f v n
bodech v; = z1+0(x;—x1), proi=2,... ,n+1. Neusporadané vrcholy simplexu
nasledujici iterace jsou x1,va, ..., Upiq.



Specifické moznosti nastaveni NelderMead

jméno volby nastavena hodnota

”ContractRatio” 0.5 koeficient pouzity pro kon-
trakci

" ExpandRatio” 2.0 koeficient pouzity pro ex-
panzi

" InitialPoints” Automatic soubor vychozich bodt

"PenaltyFunction” Automatic funkce, ktera penalizaci
omezuje nepripustné body

" PostProcess” Automatic jestli k naslednému postupu
pouzit lokalni rezim vyhle-
davani

”"RandomSeed” 0 pocatecni hodnota pro ge-
nerator ndhodnych cisel

" ReflectRatio” 1.0 koeficient pouzity pro re-
flexi

”ShrinkRatio” 0.5 koeficient pouzity pro sra-
zeni

"Tolerance” 0.001 tolerance pri  prekroceni
omezeni

RandomSearch je jednoduchd metoda, kterd generuje velky pocet bodi
a kazdy z nich pouzije jako pocatecni bod pro lokalni vyhledavani. Mozné
metody lokalniho vyhledavani jsou Automatic, FindMinimum a Interior-
Point. Standardni hodnota Method je Automatic, ktera pouziva FindMini-
mum. Kdyz FindMinimum nemiize mit omezeni jako argumenty, pouziva
se modifikovana ticelova funkce. Pokud je zadano Method — InteriorPoint,
je pouzita nelinearni metoda vnitiniho bodu. Zakladni nastaveni hodnoty
pro pocet SearchPoints je Automatic, coz znamena Min[10*d,100], kde d je
pocet proménnych. RandomSearch je rychla metoda, ale jsou problémy s di-
menzi prostoru. Také ma hodné stejnych omezeni jako FindMinimum. Neni
prilis vhodna pro teseni diskrétnich tiloh a tloh, kde derivace nepodévaji
dobrou predstavu o feseném problému.

10



Specifické moznosti nastaveni RandomSearch

jméno volby nastavena hodnota

" InitialPoints” Automatic sada pocatecnich bodi

"Method” Automatic ktera metoda bude pouzita
pri minimalizaci

”PenaltyFunction” Automatic funkce, ktera penalizaci
omezuje nepripustné body

" PostProcess” Automatic jestli k naslednému postupu
pouzit lokalni rezim vyhle-
davani

”"RandomSeed” 0 pocatecni hodnota pro ge-
nerator nahodnych cisel

”SearchPoints” Automatic velikost populace pouzita
Pro vyvoj

"Tolerance” 0.001 tolerance pri  prekroceni
omezeni

SitmulatedAnnealing je pouziti hledani pomoci zkreslené nahodné pro-
chazky. Generuje nahodny pocet pocatecnich bodu a pro kazdy pocatecni
bod vybere ndhodny smér, kterym se vyda. Pokud se pohybem dostane do
lepsiho bodu, prijme ho. Pokud se nedostane do lepsiho bodu, vypocita prav-
dépodobnost p a porovna ji s ndhodnou hodnotou r €(0,1) a pokud r < p,
novy bod prijme i pres to, zZe neznamena zlepseni. Pravdépodobnost p je
dana vztahem p = #2750l kde b je funkce definovana BoltzmannovymE-
xponentem, i je soucasna iterace, Af je zména hodnoty tcelové funkce a fy
je hodnota ticelové funkce z predchézejici iterace. Tento postup je opakovan
pro kazdy pocatecni bod, dokud neni dosazeno maximalniho poctu iteraci,
neni nalezen bod konvergence nebo neztiistane nepretrzité v jednom bodé po
dobu (pocet kroki) zadanou v Levellterations. Pokud je BoltzmannFEzpo-
nent — Automatic, pouzita funkce je Function[{i,df,f0},- df * Log[i+1]/10].
Standardni hodnota SearchPoints je Automatic, coz znamena Min[2*d,50],
kde d je pocet proménnych. SimulatedAnnealing je obecné o trochu rychlejsi
nez DifferentialEvolution, ale neresi tak presné nékteré tulohy.
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Specifické moznosti nastaveni Simulated Annealing

jméno volby

nastavena hodnota

”BoltzmannExponent”
" InitialPoints”

" Levellterations”
”PenaltyFunction”

” PerturbationScale”
”PostProcess”

” RandomSeed”
”SearchPoints”

”Tolerance”

Automatic

Automatic

50

Automatic

1.0
Automatic

Automatic

0.001

exponent pravdépodob-
nostni funkce

sada pocatecnich bodi
maximalni pocet iteraci,
kdy miize proces ziistat v
jednom bodé

funkce, ktera penalizaci
omezuje nepripustné body
stupnice pro nahodny skok
jestli k naslednému postupu
pouzit lokalni rezim vyhle-
davani

pocatecni hodnota pro ge-
nerator ndhodnych cisel
velikost populace pouzita
Pro vyvoj

tolerance pri  prekroceni
omezeni
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Kapitola 2

Markowitzovo portfolio

2.1 Predpoklady

Podle [1], je ke konstrukei optimélniho portfolia podle teorie H.Markowitze
zapotiebi nékolika rozumnych a nékolika umélych omezujicich ekonomickych
predpokladi. Eficientni trh musi splhovat nasledujici pozadavky (v zavorce
je uveden komentér ke kazdému pozadavku):

1. Investofi rozhoduji o sloZeni svého portfolia vyhradné na zakladé oceka-
vanych vynost a kovarian¢éni struktute vynosu (realistické)

2. Investori z portfolii se stejnym rizikem preferuji portfolio s nejvyssim oce-
kavanym vynosem (realistické; racionalni chovani)

3. Investori z portfolii se stejnym ocekavanym vynosem preferuji portfolio s
nejnizsim rizikem (realistické; odpor k riziku)

4. Aktiva jsou absolutné délitelnd (omezujici; obchodovéani na burze se vét-
sinou provadi v lotech (sto akcii), pii obchodovani s méné akciemi se piipo-
¢itavaji extra naklady)

5. Investi¢ni horizont je jedna ¢asova perioda (realistické)

6. Neexistence transakénich nakladi a dani (omezujici; dané a transakéni
naklady mohou byt ¢astecné zaclenény do vynosi pokud jsou linedrné za-
vislé na velikosti transakce)

7. Existuje pouze jedina bezrizikova trokova mira pro vsSechny investory,
kteri mohou poskytnout nebo si mohou ptjcit libovolné velky obnos za tuto
bezrizikovou tirokovou miru (nerealistické)

8. Vechna uvazovana aktiva jsou obchodovatelna (realistické)

9. Jsou povoleny prodeje nakratko (omezujici; koupé k aktiv k financovéani
jiného projektu, omezeno legislativou)
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10. Zadny investor nemtize podstatné ovlivnit vynosy piislusného aktiva
(omezujici; neexistuje zadny investor disponujici vyrazné vétsimi prostiedky
neZ ostatni investoii)
11. V8echny informace (o stfedni hodnoté a kovarianci) jsou stejné pristupné
v8em investorim ve stejném case (omezujici)

Za splnéni téchto predpokladi vznika trzni rovnovaha (pokud investori
maji presné informace o trhu a chovaji se racionalné).

2.2 Obecna konstrukce

P1i konstrukei optimalniho portfolia uvazujeme N aktiv a disponibilni zdroje
vyse 1. Potom portfolio je vektor x=(z1,...,zy)T, kde z, piedstavuje ¢st
bohatstvi investovanou do n-tého aktiva, n = 1,..., N, proto plati 17z=1.
Obecné nepredpokladame, ze x,, > 0. Pokud ptipustime x,, < 0 hovotrime o
prodejich nakratko (investor mize prodat zaruku, kterou nevlastni. Investor
si pujcuje prislusné aktivum). Dale budeme predpokladat, ze vynos (mira
vynosnosti) z N zminénych aktiv je ndhodna proménnd p=(py,...,pn)" s
o¢ekavanymi vynosy r=Ep=(ry,...,ry)T a kovarianéni matici V'=(0;;), kde
oij=cov(oy,0;), 1, j=1,...,N. Prvky na diagonale matice V' mizeme oznacit
02:=0;;. Smérodatna odchylka vymnost je 0i:=4/04;. Ofekavany vynos port-
folia p, reprezentovaného vektorem x je r,=rTx a rozptyl vimosu portfolia
p je ngwTV:D. Potom riziko portfolia p je smérodatna odchylka o,=,/0?.

Konstrukce optimalniho portfolia pouze na zakladé znalosti o¢ekavanych
vynosti a kovarian¢ni matice vynosi je znama jako Markowitziiv pristup.
Optimalizaci je mozné provést dvéma zptisoby.

1. Minimalizovat 127V za podminek 17z=1 a rT@=y, kde ;1 je poza-
dovany ocekavany vynos. Jinak fec¢eno investor hleda ocekavany vynos u s co
nejmensim rizikem. Odpovidajicimu portfoliu se rika portfolio s minimalnim
rozptylem. Minimalizovani rizika je ekvivalentni minimalizovani rozpt%flu.

- . . , i rie

2. Maximalizovat Sharpetiv pomér (Sharpeovu miru portfolia) TV
co7 je o¢ekavany vynos portfolia déleny rizikem portfolia za podminky 17z=1.
Nékdy se maximalizuje modifikovand Sharpeova mira portfolia, tj. pomér

, .. Top— . .. s 7 ,
nadvynosu ku riziku &Liv”’, kde r( je bezrizikova tirokova mira.
TV

U obou zptisobtl je nutné uvazovat definicni obor slozek vektoru a a
vlastnosti kovarian¢ni matice V. Pokud x; > 0 pro i=1,... ,N, prodeje na-
kratko jsou zakazany. V pripadé povoleni prodeji nakratko mohou byt slozky
vektoru @ i zaporné. U kovarian¢ni matice V rozliSujeme, jestli je pozitivné
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definitni nebo je pozitivné semidefinitni, coz naznacuje, ze existuji bezrizi-
kova aktiva nebo dvé aktiva, kterd maji korelaci mezi vynosy v absolutni
hodnoté rovnou jedné, tj. jsou perfektné korelovana. V takovém piipadé je
matice V singularni a nemé smysl maximalizovat Sharpetv pomér.
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Kapitola 3

Konstrukce optimalniho
portfolia

3.1 Priprava dat

Obecnou teorii budeme ilustrovat na konstrukci optimalniho portfolia slo-
zeného z akcii zafazenych do baze indexu PX 50 spole¢nosti CEZ, ERSTE
BANK, CESKY TELECOM, KOMERCNI BANKA, UNIPETROL, PHI-
LIP MORRIS CR, ZENTIVA, ORCO PROPERTY GR a CENT EURO
MEDTA podle teorie H. Markowitze pomoci funkci implementovanych v pro-
gramu Mathematica. Tento systém umozinuje zadani jednoho piikazu néko-
lika rtiznymi zptsoby. Proto je mozné dostat se ke stejnému vysledku pri
pouziti rozdilnych prikazi, nez které jsou v této praci uvedeny. Data cen
akcii jsou z druhého pololeti roku 2005 pro kazdy den, kdy byly obchodo-
vany, coz predstavuje dostatecnou databazi 126 vynosu pro kazdy titul. Pred
zacatkem samotné optimalizace je uzitecné zadat vektory cen akcii jednot-
livych firem do funkce

vynos[spol_ | := (Drop[spol, -1] - Drop|spol, 1]) / Drop[spol, 1]

3

ktera z nich vytvori vektory vynosu jednotlivych firem. Funkce vynos pocita
; _ Pa—h > : :
vynosy podle vzorce R; = 7 tak, ze pracuje s vektorem cen akcie, ze
kterého vypusti bud prvni nebo posledni prvek. Vysledek je opét vektor.
7. vynosovych vektorti vytvorime matici, kde v kazdém sloupci jsou vynosy
jedné spolecnosti a v fadku jsou vynosy za stejné obdobi. Tato vynosova
matice predstavuje zaklad pro nasledujici praktické vypocCty v programu

Mathematica, nebot z ni Ize snadno zabudovanymi funkcemi ziskat odhad

16



vektoru ocekavanych vynosi oznaceny r a kovarian¢ni matici V. Matici ulo-
zime prikazem

Export[”umisténi a nédzev souboru”, nazev matice,” Table” |

Nacteni matice vynosi, kterou nazveme data, probéhne nasledujicim zptso-
bem

data = Import[”umisténi a nazev souboru”, ”Table”|

Dale je tireba zavolat standardni balik popisné statistiky prikazem
Needs[” Statistics‘MultiDescriptiveStatistics®” |

Tento balik obsahuje funkce Mean a CovarianceMatrix. Sérii prikazt

r = Mean[data];
V = CovarianceMatrix[datal;
n = Length[r]; X = Table[x;, {i, n}];

ziskame vektor ocekavanych vynost r, kovarianc¢ni matici vynosta V, a vektor
aktiv X. Protoze konstruujeme portfolio 7z vyse uvedenych akcii, miizeme
predpokladat, ze kovarianéni matice V je pozitivné definitni, nebot pripad
bezrizikového aktiva nebo perfektné korelovanych vynosu dvou aktiv je velmi
nepravdépodobny. Protoze matice V je urcité pozitivné semidefinitni, staci
nam pro ovéreni pozitivni definitnosti spocitat determinant zabudovanou
funkci

Det[V]

3

ktery vychazi 3.2514308516475683 * 10734, takZe matice V je sice formalné
pozitivné definitni, ale numerické vypoc¢ty na ni zalozené jsou nestabilni, a
proto je musime brat s rezervou. Korela¢ni matice vsak ukazuje, zZe nejvyssi
korelace je 0.54 mezi spole¢nostmi CEZ a KB.
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1. 02 032 054 041 0.17 049 0.5 0.18
0.20 1. 0.13 0.23 0.12 0.07 0.21 0.11 0.09
0.32 0.13 1. 0.33 0.36 0.13 0.36 0.35 0.08
0.54 0.23 0.33 1. 0.49 0.21 0.39 0.51 0.07
0.41 0.12 0.36 0.49 1. 0.12 0.32 0.44 0.09
0.17 0.07 0.13 0.21 0.12 1. 0.14 0.16 0.25
049 0.21 0.36 0.39 0.32 0.14 1. 0.49 0.20
0.50 0.11 0.35 0.51 0.44 0.16 0.49 1. 0.03
0.18 0.09 0.08 0.07 0.09 0.25 0.20 0.03 1. )

Do listu jmena ulozime nazvy spolecnosti ve stejném poradi v jakém
jsme umistili vektory vynost do matice data. List jmena vypada nasledovné

{"CEZ”,”ERSTE BANK”, "CESKY TELECOM”, "KOMERCNI BANKA”,
"UNIPETROL”, "PHILIP MORRIS CR”,”ZENTIVA”, ”ORCO PROPERTY
GR”,”CENT EURO MEDIA”}

3.2 Minimalizace rozptylu

Minimalizaci rozptylu provedeme hledanim minima funkce %mTVm za pod-
minek 17x=1 a rTx=u, kde 1 je pozadovany ocekavany vynos. V konkrét-
nim ptikladu je zvoleno p=0.004.

1. Minimalizace metodou Lagrangeovych multiplikatori. Predpokladame
povoleni prodeju nakratko a neexistenci bezrizikovych aktiv. Lagrangeova
funkce je dana vztahem

Lagrange = 1X.V.X+\;( 1-ones. X)+Xa(u - r.X),

kde ones je vektor jednicek o délce n. Lagrangeovu funkci derivujeme podle
vSech proménnych X a Lagrangeovych multiplikdtort Aj,\g,

derivace = D[Lagrange,{{X,\1,\2}}// Flatten]

Dostaneme list n+2 vyrazi, ktery se rovna nule. Abychom dostali soustavu
rovnic, pouzijeme

soustava = Thread[derivace == 0].

V poslednim kroku vyresime soustavu
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OptimalniPortfolio = (X/.Solve[soustava,{X,\1,\2}//Flatten])//Flatten

a dostaneme list feSeni x4, ..., z, uloZeny v proménné OptimalniPortfolio.
Konkrétné v nasem pripadé se po prikazu

Print[” Optiméalni portfolio: ”,{jmena,OptimalniPortfolio} //Transpose
//MatrixForm, ”Oc¢ekavany vynos = ”, OptimalniPortfolio.r, 7 Riziko =
7. Sqrt [OptimalniPortfolio. V .OptimalniPortfolio]]

objevi
CEZ 0.523788 \
ERSTE BANK 0.151766
CESKY TELECOM 0.0967847
KOMERCNI BANKA  —0.621273

Optimalni portfolio: UNIPETROL 0.260128
PHILIP MORRIS CR —0.054671
ZENTIVA 0.374391
ORCO PROPERTY GR 0.133806

CENT EURO MEDIA 0.135281

Ocekavany vynos = (0.004
Riziko = 0.015912

Stejny vysledek nam da funkce Portfolio, do které jako proménné zadame
fetézec s uplnou cestou a nazvem souboru s matici vynosti a pozadovany
VYnos.

Portfolio[soubor_ , p_ |:=
Module[{data, r, V, n, ones, X, A1, A2, lagr, der, rov, OP},
Needs[” Statistics ‘MultiDescriptiveStatistics‘ ”|;
data = Import[soubor, " Table”|;
r = Mean|datal;
V = CovarianceMatrix[datal;
n = Length [r];
ones = Table [1,{n}];
X = Table [Unique[ |,{n};
lagr = 1 X.V.X 4+ A1*(1- ones. X)+A2*(p - 1.X);
der = D[lagr,{{X,\1,A\2}//Flatten }|==0;
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rov = Thread|der];

OP = (X/.Solve[rov,X,A\1,A2}//Flatten])//Flatten;

Print[” Optiméalni portfolio : 7 ,{jmena,OptimalniPortfolio} //Transpose //Ma-
trixForm, ” Oc¢ekavany vynos = ", {OP. r}, "Riziko = 7, Sqrt[OP.V.OP]]]

2. Minimalizace uzitim zabudované funkce NMinimize. Predpokladame, Ze
prodeje nakratko jsou zakazany. Funkce NMinimize minimalizuje pfimo za-
danou funkci % TV x s ohledem na podminky 17z=1, rTx=p a z; > 0
pro i=1,...,n. Do funkce PortfolioNMin zadame tetézec s uplnou cestou a
nazvem souboru s matici vynost jako prvni proménnou a pozadovany vynos
jako druhou.

PortfolioNMin[misto_ , p_ | :=
Module[{X, n, f, OP, data, r, V, podm, vahy, ciste, riz},
Needs|” Statistics ‘MultiDescriptiveStatistics® ”|;
data = Import[misto, " Table”|;
r = Mean|datal;
V = CovarianceMatrix[datal;

n = Length]r];
X = Table[Unique] |, { n}];
f= % X.V.X:

podm = Total[X] == 1 && X . r == pu && Apply[And, Thread| X>0 | |;
OP = (NMinimize[{ f, podm }, X]) //Flatten;

vahy = X /. Drop[ OP // Flatten, 1 |;

ciste = Map[Chop[ #, 1079 &, vahy];

Print [?Optimalni portfolio: ”, ({jmena, ciste}//Transpose)// MatrixForm,
”Ocekavany vynos = 7, ciste . r , "Riziko = 7, Sqrt]ciste.V.ciste] | |

Funkce PortfolioNMin provede nasledujici operace:

Funkce Module[{proménné}, vyraz| zavede proménné pouzité ve vyrazu jako
lokalni v pribéhu funkce PortfolioNMin. Po jejim skonceni v nich opét bude
ulozena hodnota, kterou mély pred zavolanim funkce v globalnim kontextu.
V dalsich krocich probéhne natazeni dat z ulozené databaze, vypocteni vek-
toru ocekavanych vynosi a kovarianc¢ni matice. Do proménné podm se ulozi
podminky na velikost disponibilnich zdroji vyse jedna, vysi pozadovaného
vynosu a nezapornost slozek vektoru X. Po numerickém vypoctu se jesté
odstrani zanedbatelné malé hodnoty vysledku. Vysledek se zobrazi stejné
jako u funkce Portfolio.
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Konkrétni vysledky pro zadané data jsou:

CEZ 0.580866
ERSTE BANK 0
CESKY TELECOM 0
KOMERCNI BANKA 0

Optiméalni portfolio: UNIPETROL 0.419134
PHILIP MORRIS CR 0
ZENTIVA

0
ORCO PROPERTY GR 0
CENT EURO MEDIA 0

Ocekavany vynos = 0.004
Riziko = 0.0195202

CEZ 0.379376
ERSTE BANK 0.014892
CESKY TELECOM 0
KOMERCNI BANKA 0

Optiméalni portfolio: UNIPETROL 0.180726
PHILIP MORRIS CR 0
ZENTIVA 0.316392

ORCO PROPERTY GR 0
CENT EURO MEDIA  0.108614

Ocekavany vynos = 0.003
Riziko = 0.0134527

CEZ 0.166539
ERSTE BANK 0.149207
CESKY TELECOM 0.190854
KOMERCNI BANKA 0

Optiméalni portfolio: UNIPETROL 0.0697307
PHILIP MORRIS CR 0
ZENTIVA 0.218779

ORCO PROPERTY GR 0.047373
CENT EURO MEDIA  0.157517

Ocekavany vynos = 0.002
Riziko = 0.00911854
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CEZ 0

ERSTE BANK 0.275107
CESKY TELECOM 0.372497
KOMERCNI BANKA  0.0287675

Optimalni portfolio: UNIPETROL 0
PHILIP MORRIS CR 0.12474
ZENTIVA 0.0120844

ORCO PROPERTY GR 0.027232
CENT EURO MEDIA  0.159571

Ocekavany vynos = 0.001
Riziko = 0.00721113

Pro kazdou volbu metody vychazeji vysledky stejné. Rozdily jsou pouze
v casech vypoctu.

Differential Evolution 0.731 sec
Nelder-Mead 0.15 sec
Random Search 0.831 sec
Simulated Annealing 0.17 sec

3.3 Maximalizace Sharpeova poméru

. . . v ;) . T
Maximalizaci Sharpeova poméru provedeme hledanim maxima funkce 7‘75‘8/
TV

za podminky 17x=1.

1. Maximalizace Ctverce Sharpeova poméru. Protoze nejde explicitné ma-
ximalizovat Sharpetiv pomér metodou Lagrangeovych multiplikatort, ma-
ximalizujeme jeho ctverec (wTTT‘:va;. Vysledkem mitize byt portfolio se zapor-
nym ocekavanym vynosem, tj. ztratou, nicméné na eficientnim trhu se s
touto situaci setkdme vzacné. Predpokladame povoleni prodeji nakratko a
neexistenci bezrizikovych aktiv. Protoze V' je pozitivné definitni, existuje

symetrickd matice druhych odmocnin V/2. Ze Schwarzovy nerovnosti

(PTV 12V 128)2 < (PTVlp) (2T V)

vyplyva, Ze maximum &tverce Sharpeova poméru je 7V ~1r a rovnost plati
pouze pro &= ¢ V ~lr pro libovolnou konstantu c. Proto budeme fesit tuto
funkci s podminkou, ze  ma byt portfolio.
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Xopt = X /. Solve[X == ¢ Inverse[V].r, 1 == X.ones, X, ¢ // Flatten]
// Flatten;

nam da list feSeni x4, ..., z, ulozeny v proménné Xopt. Konkrétni vysledek
ze souboru data, ktery zobrazime piikazem

Print[” Optimélni portfolio: ”, jmena, Xopt // Transpose // MatrixForm,
7 Oc¢ekavany vynos =7, Xopt.r,” Riziko =", Sqrt[Xopt.V.Xopt], ” Sharpetav
pomér =", (Xopt.r)/(Sqrt[Xopt.V.Xopt])]

je
CEZ 0.434885
ERSTE BANK 0.166459

CESKY TELECOM 0.137031
KOMERCNI BANKA  —0.52005

Optimalni portfolio: UNIPETROL 0.213249
PHILIP MORRIS CR —0.0320638
ZENTIVA 0.33177

ORCO PROPERTY GR 0.128459
CENT EURO MEDIA  0.140262

Ocekéavany vynos = 0.00352082
Riziko = 0.0139726
Sharpeuv pomér = 0.251981

2. Maximalizace Sharpeova poméru pomoci zabudované funkce NMaximize.
Na rozdil od prvniho feseni neni pti pouziti funkce NMaximize potifeba ma-
ximalizovat ¢tverec Sharpeova pomeéru, ale funkce NMaximize maximalizuje

N~ o « Ta ’ T s 2
primo Sharpetv pomér % za podminky 1 x=1. Zadanim funkce
Ve

NMaximize[SharpRatio, Total[X] == 1, X]

si ovérime, 7ze vypocet pomoci funkce NMaximize pti povoleni prodejt pro-
deji nakratko a neexistenci bezrizikovych aktiv dava shodny vysledek jako
vypocet pres ¢tverec Sharpeova poméru.

P1i zdkazu prodeji nakratko pridame podminku x; > 0 pro i=1,... n.
Pro ziskani vysledku staci do funkce PortfolioNMax zadat tplnou cestu a
nazev souboru s matici vynost.

23



PortfolioNMax[misto_| := Module[{X, n, SharpRatio, OP, data, r, V,
podm, vahy, ciste},
Needs[” Statistics MultiDescriptiveStatistics”];
data = Import[misto, " Table”];
r = Mean[data];
V = CovarianceMatrix[datal;
n = Length]r];
X = Table[Unique[], n];
SharpRatio = \/%
podm = Total[X] == 1 && Apply[And, Thread[X > 0]];
OP = (NMaximize[{SharpRatio, podm}, X]) // Flatten;
vahy = X /. Drop[OP // Flatten, 1];
ciste = Map[Chop[#, 107%] &, vahy];
Print[” Optiméalni portfolio: ”, {jmena, ciste} // Transpose // MatrixForm,
”Ocekavany vynos = 7, ciste . r,
” Riziko = 7, Sqrt[ciste . V . ciste],
” Sharpetiv pomér = 7 (ciste . r)/(Sqrt[ciste . V . ciste])]]

Funkce PortfolioNMax pracuje podobné jako funkce PortfolioNMin. Rozdil
je pochopitelné v optimalizované funkci a jako disledek chybéjici podminka
na pozadovany ocekavany vynos.

Konkrétni vysledek pro zadana data je

CEZ 0.284556
ERSTE BANK 0.082379
CESKY TELECOM 0.0794738
KOMERCNI BANKA 0

Optimalni portfolio: UNIPETROL 0.132291
PHILIP MORRISCR 0
ZENTIVA 0.283736

ORCO PROPERTY GR 0.00419616
CENT EURO MEDIA  0.133368

Ocekavany vynos = 0.00255163
Riziko = 0.0113521
Sharpeuv pomér = 0.22477
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