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Úvod

Tvorba technických rezerv je dôleºitou sú£as´ou chodu kaºdej pois´ovne. Naj-
významnej²ia rezerva v neºivotnom poistení je rezerva na poistné plnenia. Exis-
tuje nieko©ko rôznych spôsobov ako odhadnú´ vý²ku tejto rezervy. Najviac pou-
ºívaná a pomerne jednoduchá je metóda chain ladder a s ¬ou úzko súvisí metóda
dvojitý chain ladder.

Na²ím cie©om je zoznámi´ £itate©a s metódou dvojitý chain ladder, ktorá vy-
chádza z metódy chain ladder, ale pridaním informácie o po£te nahlásených ²kôd
dokáºe osobitne predpoveda´ RBNS a IBNR rezervu.

Práca je £lenená do piatich kapitol. V prvej kapitole sa oboznámime so zá-
kladnými pojmami pouºívanými pri stanovení rezervy v neºivotnom poistení.

V druhej kapitole opí²eme deterministický model metódy chain ladder, teda
ukáºeme si ako zostroji´ bodový odhad budúcich plnení, za ²kody vzniknuté v
minulosti a bodový odhad ²kodnej rezervy.

V tretej kapitole si predstavíme stochastický Mackov model metódy chain
ladder, z ktorého je moºné vypo£íta´ strednú kvadratickú chybu, skon²truova´
intervaly spo©ahlivosti a ur£i´ rozdelenie vý²ky ²kôd.

Vo ²tvrtej kapitole sa budeme venova´ samotnej metóde dvojitý chain ladder.
Ukáºeme si predpoklady metódy a odvodíme vz´ahy pre výpo£et vý²ky rezervy.
Tieº si ukáºeme aplikáciu na model s jednorazovými výplatami ²kôd a predpo-
klady na rozdelenie veli£ín pouºívaných v tomto modeli, odhad strednej hodnoty
a rozptylu jednotlivých platieb a taktieº výpo£et rezervy.

V poslednej kapitole aplikujeme teóriu z druhej a ²tvrtej kapitoly na skuto£né
dáta. Získame tak bodový odhad rezervy metódou chain ladder a metódou dvojitý
chain ladder a výsledné rezervy porovnáme.
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Kapitola 1

Technické rezervy v neºivotnom
poistení

Na za£iatku si priblíºime základné pojmy pouºívajúce sa pri tvorení technic-
kých rezerv, budeme pritom vychádza´ z Mandl [2009] a Bestová [2007]. Tech-
nické rezervy sa v neºivotnom poistení tvoria na plnenie záväzkov z pois´ovacej
£innosti. V neºivotnom poistení existuje nieko©ko rôznych typov rezerv, pri£om
najvýznamnej²ia je rezerva na poistné plnenia.

1.1 Rezerva na poistné plnenia

Rezervu na poistné plnenia, alebo tieº ²kodnú rezervu pois´ov¬a tvorí, aby
mala v budúcnosti dostatok prostriedkov na vyplatenie poistného plnenia za
²kody vzniknuté v dôsledku poistnej udalosti, ktorá nastala pred rozvahovým
d¬om a doposia© nebola zlikvidovaná. Táto poistná udalos´ je bliº²ie ²peci�ko-
vaná v poistnej zmluve a má náhodný charakter, to znamená, ºe nevieme dopredu
ur£i´ £i táto udalos´ nastane, alebo kedy nastane a tieº nevieme ur£i´ presnú vý²ku
poistného plnenia za ²kody vzniknuté v dôsledku tejto poistnej udalosti. Rezerva
je ur£ená na krytie záväzkov z poistných udalostí:

• RBNS (Reported but not settled), t.j. poistných udalostí vzniknutých aj
nahlásených pred rozvahovým d¬om, ale zatia© nezlikvidovaných.

• IBNR (Incurred but not reported), t.j. poistných udalostí vzniknutých pred
rozvahovým d¬om, ale zatia© nenahlásených.

1.2 Vý²ka rezervy na poistné plnenia

Ke¤ºe poistná udalos´ je náhodná udalos´, vý²ku poistného plnenia nevieme
dopredu ur£i´ a teda nevieme ur£i´ ani vý²ku rezervy, preto je nutné ju odhadnú´.
Pri odhade vý²ky rezervy sa vychádza z údajov o vývoji výplat v danom odvetví
v minulosti.

Vý²ka RBNS rezervy sa stanoví ako súhrn odhadnutých nákladov na poistné
plnenia pre jednotlivé poistné udalosti. Vý²ky poistných plnení jednotlivých uda-
lostí odhaduje likvidátor na základe skúseností s podobnými udalos´ami z minu-
losti, prípadne sa pouºívajú jednoduché matematicko-²tatistické metódy.
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Vý²ku IBNR rezervy stanovuje poistný matematik pomocou matematicko-
²tatistických modelov. Tieto modely tieº vychádzajú z údajov, ktoré pois´ov¬a
získala v minulosti.

Pre reprezentáciu vývoja ²kôd v minulosti sa pouºívajú vývojové trojuholníky,
vidíme na obrázku 1.1.

X1,0 X1,m−2 X1,m−1

X2,0 X2,m−2

. . .

. . .

Xm,0

X1,1

X2,1

...
...

...
...

Xm−1,0 Xm−1,1

0 1

1

2

m

m-1

i
j m-2 m-1

Obrázok 1.1: Vývojový trojuholník.

Hodnoty v trojuholníku, ktoré sa nachádzajú v rovnakom riadku prináleºia
udalostiam, ktoré vznikli v tom istom poistnom roku a hodnoty nachádzajúce sa
v rovnakom st¨pci predstavujú oneskorenie v úhrade, alebo v nahlásení ²kody. Na
diagonále sú potom posledné zaznamenané hodnoty. Vývojový trojuholník môºe
by´ kumulatívny, alebo nekumulatívny. V kumulatívnom trojuholníku sa potom
na mieste Xi,j nachádzajú informácie z udalostí vzniknutých v poistnom roku i
a nahlásených alebo zlikvidovaných do konca roku i + j, a v nekumulatívnom
trojuholníku sa na pozícii Xi,j nachádzajú informácie z udalostí vzniknutých v
poistnom roku i a nahlásených alebo zlikvidovaných v roku i+ j.
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Kapitola 2

Klasický model chain ladder

V tejto kapitole si ukáºeme jednoduchý spôsob ako tvori´ rezervy v neºivot-
nom poistení, mnoºstvo informácii pouºitých v tejto kapitole sa nachádza v Mandl
a Mazurová [1999] a Mandl [2009]. Chain ladder model je pravdepodobne naj-
pouºívanej²ia metóda pre odhad IBNR rezerv v neºivotnom poistení. Hlavným
dôvodom je jej jednoduchos´ a fakt, ºe nemá ºiadne nároky na rozdelenie veli£ín
a teda takmer ºiadne predpoklady na vstupné dáta. Jej najvä£²ou nevýhodou
je, ºe pre posledné ²kodné obdobia je jej odhad ve©mi citlivý na zmeny pozoro-
vaných dát. Vychádza z kumulatívneho trojuholníka, teda hodnoty v riadku sa
nas£ítavajú.

Nech I = {(i,j) : i = 1, . . . ,m; j = 0, . . . ,m − 1}. Ozna£me Ci,j vý²ku
poistného plnenia za ²kody vzniknuté v ²kodnom období i a nahlásené alebo
zlikvidované do konca ²kodného obdobia i+j, kde i,j ∈ I. Ci,j sú náhodné veli£iny.
Pre i + j ≤ m sú Ci,j napozorované dáta z minulosti (©avý horný trojuholník) a
na diagonále sa nachádzajú posledné napozorované hodnoty.

Cie©om je doplni´ tento trojuholník na ²tvorec a hodnoty nachádzajúce sa
v poslednom st¨pci budú celkové odhady poistných plnení za ²kody vzniknuté
v jednotlivých ²kodných obdobiach. A to za predpokladu, ºe pre kaºdé ²kodné
obdobie i je vývoj ²kôd po m rokoch zastavený. To znamená, ºe Ci,m−1 = Ci,∞
pre ∀i = 1, . . . ,m. Potom celková ²kodná rezerva v ²kodnom období i bude Ri =
Ci,m−1 − Ci,m−i pre ∀i = 2,..,m.

Metóda chain ladder ¤alej predpokladá, ºe existujú tzv. vývojové faktory
f1,..,fm−1 > 0 také, ºe platí:

Ci,j
.

= Ci,j−1fj, 1 ≤ i ≤ m− j, 1 ≤ j ≤ m− 1. (2.1)

To znamená, ºe metóda chain ladder predpokladá, ºe st¨pce vývojového troju-
holníka sú úmerné pod©a vývojových fakrotov fj. Zo vz´ahu (2.1) vidíme, ºe pri
dop¨¬aní trojuholníka na ²tvorec potrebujeme pozna´ vývojové faktory f1,..,fm−1.
Tie sa odhadujú následovne

f̂j =

m−j∑
k=1

Ck,j

m−j∑
k=1

Ck,j−1

, 1 ≤ j ≤ m− 1. (2.2)
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Potom pre odhad vý²ky ²kod vzniknutých v ²kodnom období i a zlikvidovaných
najneskôr s j ro£ným oneskorením je

Ĉi,j = Ci,m−i · f̂m−i+1 · · · · · f̂j, ∀j > m− i, (2.3)

celkový odhad vý²ky ²kod v ²kodnom období i je

Ĉi,m−1 = Ci,m−i · f̂m−i+1 · . . . · f̂m−1, i = 1, . . . ,m, (2.4)

a odhad vý²ky rezervy za ²kody vzniknuté v ²kodnom období i vypo£ítame ako

R̂i = Ci,m−i · (f̂m−i+1 · . . . · f̂m−1 − 1), i = 1, . . . ,m.

Vý²ku celkovej rezervy R dostaneme ako sú£et rezerv v jednotlivých ²kodných
obdobiach a jej odhad R̂ = R̂2 + R̂3 + . . .+ R̂m.
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Kapitola 3

Mackov model chain ladder

Pre odhad ²kodnej rezervy existuje okrem metódy chain ladder mnoho ¤al-
²ích metód. Ich výsledky odhadu vý²ky ²kodnej rezervy sa navzájom lí²ia, preto
by bolo uºito£né vedi´ strednú kvadratickú chybu rezervy odhadnutej pomocou
metódy chain ladder. Táto by ur£ovala do akej miery je významný rozdiel medzi
výsledkom metódy chain ladder a výsledkami iných metód, pri ktorých by sme
tieº vedeli ur£i´ strednú kvadratickú chybu. Mackov model chain ladder nám dáva
rovnaký odhad vý²ky rezervy ako klasický model chain ladder. Spo£íva v preve-
dení modelu z kapitoly dva na stochastický model. Je doplnený o predpoklad
nezávislosti ²kodných rokov a výpo£et rozptylu a strednej kvadratickej chyby.
Hlavným zdrojom informácii v tejto £asti je Mack [1993] a Bestová [2007].

3.1 Predpoklady Mackovho modelu

Uvaºujme napozorované dáta vývoja ²kôd uloºené v kumulatívnom trojuhol-
níku. Teda Ci,j je vý²ka ²kôd vzniknutých v ²kodnom roku i a nahlásených alebo
zlikvidovaných do konca ²kodného roku i + j. Pri£om i,j sú také, ºe: i + j ≤ m.
Cie©om je doplni´ tento trojuholník na ²tvorec a teda zostáva ur£i´ budúce hod-
noty Ci,j pre i + j > m a hlavne kone£né vý²ky ²kôd Ci,m−1 pre ∀i = 2, . . . ,m.
Ke¤ºe ich nevieme ur£i´ presne, ale povaºujeme ich za náhodné veli£iny, budeme
sa ich snaºi´ odhadnú´. Teraz zavedieme hlavné predpoklady Mackovho modelu:

1. Predpoklad úmernosti st¨pcov vývojového torjuholníka. Hovorí, ºe existujú
vývojové faktory f1, . . . , fm−1 > 0 také, ºe:

E(Ci,j|Ci,0, . . . , Ci,j−1) = Ci,j−1 ·fj, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m−1. (3.1)

2. Nezávislos´ ²kodných rokov. To znamená, ºe v²etky riadkové vektory sú
navzájom nezávislé.

{Ci,0, . . . , Ci,m−1} ⊥ {Ck,0, . . . , Ck,m−1}, ∀i 6= k, i,k = 1, . . . ,m. (3.2)

3. Predpoklad rozptylu. Hovorí, ºe existuje parameter σj taký, ºe:

V ar (Ci,j|Ci,0, . . . , Ci,j−1) = σ2
j · Ci,j−1, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m− 1.

(3.3)
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4. Predpoklad, ºe vývoj ²kôd je po m rokoch zastavený. To znamená, ºe
Ci,m−1 = Ci,∞ pre ∀i = 1, . . . ,m.

V následujúcom tvrdení ukáºeme, ako z napozorovaných dát získame celkovú
vý²ku ²kôd v ²kodnom roku i.

Tvrdenie 1. Nech D = {Ci,j|i + j ≤ m; (i,j) ∈ I} je mnoºina doteraz napozo-
rovaných dát. Potom za predpokladov (3.1) a (3.2) platí:

E (Ci,m−1|D) = Ci,m−i · fm−i+1 · . . . · fm−1.

Dôkaz. Nájdeme v Mack [1993].
k

3.2 Odhad vývojových faktorov fj
Mackov model chain ladder uvaºuje rovnaký odhad vývojových faktorov, ako

klasický model. Teda

f̂j =

m−j∑
k=1

Ck,j

m−j∑
k=1

Ck,j−1

, 1 ≤ j ≤ m− 1.

Tvrdenie 2 (Nestrannos´ a nekorelovanos´ f̂j). Za splnenia predpokladov (3.1)
a (3.2) sú odhady vývojových faktorov f1, . . . , fm−1 nestranné a nekorelované.

Dôkaz. Dôkaz nájdeme v Mack [1993].
k

Dôsledok. E(f̂m−i+1 · . . . · f̂m−1) = fm−i+1 · . . . · fm−1.
Z dôsledku (3.2), rovnice (2.3) a tvrdenia (1) platí

E(Ĉi,m−1) = E(Ci,m−i · f̂m−i+1 · . . . · f̂m−1)
= Ci,m−1 · fm−i+1 · . . . · fm−1
= E(Ci,m−1|D).

Z toho vyplýva, ºe Ĉi,m−1 je nestranný odhad pre o£akávanú hodnotu celkovej
vý²ky platieb E(Ci,m−1|D) v ²kodnom roku i.
Teda aj pre odhad ²kodnej rezervy R̂i = Ĉi,m−1 − Cm−i v roku i platí, ºe je
nestranným odhadom skuto£nej rezervy Ri = Ci,m−1 − Cm−i.

3.3 Odhad parametra rozptylu σj

Parameter σ2
j odhadujeme následovne

σ̂2
j =

1

m− j − 1
·
m−j∑
k=1

Ck,j−1

(
Ck,j
Ck,j−1

− f̂j
)2

1 ≤ j ≤ m− 2 (3.4)
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V²imnime si, ºe parameter σ2
m−1 nie je moºné odhadnú´ z vy²²ie uvedeného. Preto

tento parameter odhadujeme inou metódou.
Ak f̂m−1 = 1, to znamená, ºe ²kodný vývoj je ukon£ený pom−1 rokoch a teda

platí σ̂2
m−1 = 0. Ak vývoj nie je ukon£ený po m − 1 rokoch, tak extrapolujeme

zvy£ajne klesajúci rad σ̂1,σ̂2, . . . , σ̂m−3,σ̂m−2 ¤al²ím £lenom tak, ºe

σ̂2
m−1 := min

(
σ̂4
m−2

σ̂2
m−3

,min
(
σ̂2
m−3,σ̂

2
m−2
))

.

Tvrdenie 3 (Nestrannos´ σ̂2
j ). Odhad

σ̂2
j =

1

m− j − 1
·
m−j∑
k=1

Ck,j−1

(
Ck,j
Ck,j−1

− fj
)2

1 ≤ j ≤ m− 2

z rovnice (3.4) je nestranným odhadom parametra σ2
j .

3.4 Výpo£et strednej kvadratickej chyby

Metóda chain ladder dáva iba bodový odhad pre Ci,m−1 a preto je malá,
alebo nulová pravdepodobnos´, ºe by skuto£né Ci,m−1 bolo rovné Ĉi,m−1. Ove©a
hodnotnej²ia by pre nás bola informácia, aká ve©ká je priemerná vzdialenos´ medzi
predpove¤ou Ĉi,m−1 a skuto£nou hodnotou Ci,m−1. Teda chceme zisti´ ve©kos´
strednej kvadratickej chyby, ozna£ujeme mse (mean squared error).
Z de�nície mse:

mse
(
Ĉi,m−1

)
= E

((
Ci,m−1 − Ĉi,m−1

)2
| D
)

V²imnime si, ºe mse má podobné zloºenie ako rozptyl náhodnej veli£iny X,
ten môºeme prepísa´ pomocou strednej hodnoty V ar(X) = E(X − EX)2, ako
priemernú vzdialenos´ X od E(X). Ak pouºijeme obecné pravidlo pre rozptyl:
E(X − c)2 = V ar(X) + (E(X) − c)2, kde c je skalár a prevedieme na mse,
dostaneme:

mse
(
Ĉi,m−1

)
= V ar (Ci,m−1|D) +

(
E (Ci,m−1|D)− Ĉi,m−1

)2
To platí, pretoºe Ĉi,m−1 je skalár, za podmienky, ºe v²etky data D sú známe. Táto
rovnica ukazuje, ºe mse je sú£et £istých budúcich náhodných chýb a odhadu chyby,
ktorá sa meria ako kvadratická odchýlka odhadu Ĉi,m−1 od E(Ci,m−1|D).

Aby sme mohli ur£i´ odhad strednej kvadratickej chyby odhadovanej rezervy,
uº nám len sta£í ukáza´, ºe mse odhadovanej rezervy v ²kodnom roku i je rovná
mse odhadovanej celkovej vý²ke ²kôd z tohto roku. To vyplýva priamo z de�nície
mse, pretoºe

mse(R̂i) = E
(

(R̂i −Ri)
2|D
)

= E
(

(Ĉi,m−1 − Ci,m−1)2|D
)

= mse(Ĉi,m−1)

Odhad strednej kvadratickej chyby odhadovanej rezervy mse
(
R̂i

)
si ukáºeme

v nasledujúcom tvrdení.
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Tvrdenie 4. Za platnosti predpokladov (3.1), (3.2) a (3.3), bude odhad strednej
kvadratickej chyby odhadovanej rezervy

̂
mse

(
R̂i

)
=
(
Ĉi,m−1

)2
·

m−1∑
k=m−i+1

σ̂k
2

f̂k
2

 1

Ĉi,k−1
+

1
m−k∑
l=1

Cl,k−1


kde Ĉi,k = Ci,m−i · f̂m−i+1 · . . . · f̂k, k > m − i, sú odhady budúcich ²kôd Ci,k a
predpokladáme Ĉi,m−i = Ci,m−i.

Dôkaz. Dôkaz nájdeme v Mack [1993].
k
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Kapitola 4

Dvojitý chain ladder

Táto kapitola popisuje základnú my²lienku metódy dvojitý chain ladder a
metódu dvojitý chain ladder na modeli s jednorazovými výplatami ²kôd. Vy-
chádzame pritom hlavne z £lánku Martínez Miranda a kol. [2012]. Táto metóda
odhadu vý²ky ²kodnej rezervy roz²iruje metodu chain ladder tak, ºe pouºíva aj
informácie o po£te nahlásených ²kôd. Výhodou tejto metódy je, ºe predpovedá
osobitne rezervu pre IBNR a RBNS ²kody. Má 3 stochastické zloºky, ktoré bu-
deme odhadova´: oneskorenie zlikvidovania, vý²ky jednotlivých platieb a po£et
nahlásených ²kôd.

4.1 Základné údaje a zna£enie

Predpokladáme mnoºinu J0 = {(i,j) : i = 1, . . . ,m; j = 0, . . . ,m− 1; i+ j ≤
m}, a dva nekumulatívne vývojové trojuholníky (obidva dostupné v praxi):

1. Trojuhoník po£tu vzniknutých ²kôd, zna£íme ℵm = {Ni,j : (i,j) ∈ J0}, kde
Ni,j je po£et ²kôd vzniknutých v roku i a nahlásených v roku i+ j..

2. Trojuholník platieb za ²kody, zna£íme ∆m = {Xi,j : (i,j) ∈ J0}, kde Xi,j je
vý²ka platieb za ²kody vzniknuté v roku i a zaplatené v roku i+ j.

Trojuholník po£tu nahlásených ²kôd a trojuholník vý²ky platieb sú napozorované
reálne údaje. Pre odhad vý²ky rezervy budeme potrebova´ oneskorenie v úhrade
nahlásených ²kôd (tzv. RBNS oneskorenie). Je to náhodná veli£ina a budeme ho
modelova´ pomocou veli£iny Npaid

i,j,l , £o je po£et budúcich platieb vychádzajúcich z
Ni,j, ktoré sú nakoniec zlikvidované s l ro£ným oneskorením, kde l = 0, . . . ,m−1.
�alej ozna£me Y (k)

i,j,l je vý²ka platby za k-tu ²kodu vzniknutú v roku i, nahlásenú
v roku i+ j a zlikvidovanú v roku i+ j + l ,kde k = 1, . . . , Npaid

i,j,l , (i,j) ∈ J0, l =
0. . . . ,m− 1.

4.2 Predpoklady 1.momentu:

M1. Po£ty ²kôd Ni,j sú náhodné veli£iny so strednou hodnotou E[Ni,j] = αiβj a
m−1∑
j=0

βj = 1.
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M2. O£akávaná hodnota náhodných veli£ín Npaid
i,j,l , ktoré modelujú oneskorenie

zlikvidovania je E[Npaid
i,j,l |ℵm] = Ni,jπ̃l, (i,j) ∈ J0, l = 0, . . . ,m− 1.

M3. O£akávaná hodnota vý²ky jednotlivých platieb, za podmienky, ºe je známy
ich po£et bude E[Y k

i,j,l|N
paid
i,j,l ] = µ̃lγi.

Za predpokladov M1-M3 platí:

E

N
paid
i,j−l,l∑
k=1

Y
(k)
i,j−l,l

∣∣∣ℵm
 = E

N
paid
i,j−l,l∑
k=1

E[Y
(k)
i,j−l,l|ℵm,N

paid
i,j−l,l]

∣∣∣ℵm


= E[Npaid
i,j−l,lµ̃lγi] = Ni,j−lπ̃lµ̃lγi

Vidíme, ºe celkové vý²ky platieb za ²kôdy vzniknuté v roku i a zaplatené v roku
i+ j môºeme napísa´ ako

Xi,j =

j∑
l=0

Npaid
i,j−l,l∑
k=1

Y
(k)
i,j−l,l, (i,j) ∈ J0.

Potom o£akávaná hodnota budúcich platieb Xi,j bude

E[Xi,j|ℵm] =

j∑
l=0

Ni,j−lπ̃lµ̃lγi =

j∑
l=0

Ni,j−lµπlγi. (4.1)

Pri£om platí µ =
m−1∑
l=0

π̃lµ̃l a πl = π̃lµ̃l
µ
. Nepodmienenú o£akávanú vý²ku platieb

zapí²eme ako

E[Xi,j] = αiµγi

j∑
l=0

βj−lπl. (4.2)

Pre odhad RBNS rezervy by bolo moºné pouºi´ obidve vyjadrenia (4.1) aj (4.2),
ale predpokladáme, ºe bude výhodnej²ie vychádza´ z (4.1), kde po£ítame s aktuál-
nym po£tom nahlásených ²kôd. Ak by sme pouºili (4.2) získame rovnaký odhad,
ako by sme získali klasickou metódou chain ladder, toto nájdeme dokázané v
Martínez Miranda a kol. [2012]. Pre odhad IBNR rezervy budeme vychádza´ z
vyjadrenia (4.2) a odhadu po£tu ²kôd, ktoré budú nahlásené v budúcnosti.

4.3 Odhad prametrov

Pri odhade poistného plnenia a teda pri kon²trukcii RBNS a IBNR rezerv
potrebujeme najskôr odhadnú´ parametre z predpokladov M1-M3. Uº z názvu
kapitoly vyplýva, ºe budeme pouºíva´ metódu chain ladder dva krát a to na
trojuholník po£tu vzniknutých ²kôd ℵm a na trojuholník platieb za ²kody ∆m.
Predpokladáme, ºe (i,j) ∈ J0, potom odhady parametrov ozna£íme (α̂i,β̂j) a

( ̂̃αi, ̂̃βj) v príslu²nom poradí k trojuholníkom ℵm a ∆m.
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Metóda chain ladder predpokladá, ºe Xi,j sú nezávislé náhodné veli£iny a platí

E[Xi,j] = α̃iβ̃j (4.3)

pri£om
m−1∑
j=0

β̃j = 1.

Porovnaním rovníc (4.2) a (4.3) získame

αiµγi = α̃i (4.4)

j∑
l=0

βj−lπl = β̃j (4.5)

4.3.1 Odhad parametrov (αi,βj) a (α̃i,β̃j).

Klasická metóda chain ladder, pouºíva k odhadu vý²ky ²kodnej rezervy vý-
vojové faktory fj, j = 1, . . . ,m− 1, ktoré odhaduje pomocou vz´ahu (2.2). Túto
metódu odhadu pouºijeme na trojuholník po£tu vzniknutých ²kôd ℵm a odhad-
nuté vývojové faktory fj, j = 1, . . . ,m − 1 prevedieme na potrebné odhady
βj, j = 0, . . . ,m− 1 pouºitím následujúcich vz´ahov.

β̂0 =
1

m−1∏
l=1

f̂l

(4.6)

β̂j =
f̂j − 1
m−1∏
l=j

f̂l

(4.7)

pre ∀j = 1, . . . ,m− 1.
Rovnaký postup pouºijeme na trojuholník platieb za ²kody ∆m Odhadneme z
neho vývojové faktory f̃j, ∀j = 1, . . . ,m − 1, a potom dopo£ítame odhad para-
metra β̃j, ∀j = 0, . . . ,m− 1 ako v predchádzajúcom prípade.
Odhad parametrov pre ²kodné roky, αi pre ∀i = 1, . . . ,m získame z posledného
údaja v kaºdom riadku z trojuholníka po£tu vzniknutých ²kôd ℵm.

α̂i =
m−i∑
j=0

Ni,j

m−1∏
j=m−i+1

f̂j (4.8)

Podobne získame odhad parametrov α̃i z trojuholníka platieb za ²kody ∆m.

̂̃αi =
m−i∑
j=0

Xi,j

m−1∏
j=m−i+1

̂̃
fj

4.3.2 Odhad pravdepodobnosti oneskorenia

Odhad pravdepodobnosti oneskorenia π = {π0, . . . , πm−1}, získame vyrie²ením
následujúcej sústavy rovníc, vychádzajúcich z rovnice (4.5).
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̂̃
β0
...
...̂̃

βm−1

 =


β̂0 0 · · · 0 0

β̂1 β̂0 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

β̂m−1 β̂m−2 · · · β̂1 β̂0




π0
...
...

πm−1

 (4.9)

a rie²enie ozna£íme π̂ = {π̂l : l = 0, . . . ,m− 1}.

4.3.3 Odhad parametrov pre jednotlivé vý²ky platieb za
²kody

Parametre pre jednotlivé vý²ky platieb µ a γi kde µ je stredná hodnota vý²ky
jednotlivých ²kôd a γi je parameter in�ácie v ²kodnom roku i, odvodíme zo vz´ahu
(4.4).

γ̂i =
̂̃αi
α̂iµ̂

, ∀i = 1, . . . ,m (4.10)

Najjednoduch²í spôsob odhadu je poloºi´ γ1 = 1 a odhadnú´ parameter µ z
predchádzajúceho vz´ahu.

µ̂ =
̂̃α1

α̂1

(4.11)

Pouºitím µ̂ dopo£ítame odhady zvy²ných parametrov γi, ∀i = 2, . . . ,m z rovnice
(4.10).

4.4 Odhad IBNR a RBNS rezerv

Pomocu odhadnutého parametra θ̂ = (π̂,µ̂,γ̂) uº môºme vypo£íta´ bodový
odhad IBNR a RBNS rezerv. Pri výpo£te RBNS rezervy by bolo najlep²ie vzia´
do úvahy aj aktuálne po£ty nahlásených skôd a teda pouºi´ vz´ah (4.1). Pri
výpo£te IBNR rezervy nás naopak nezaujíma po£et uº nahlásených ²kôd, ale
skôr po£et ²kôd, ktoré budú nahlásené niekedy v budúcnosti. Teda je potrebné
vytvori´ predpove¤ pre po£et nahlásených ²kôd v budúcnosti. Na to pouºijeme
metódu chain ladder. Uvaºujeme predpove¤ cez trojuholníky na obrázku 4.1,

J1

J2

J3

0 1 m-1 m m+ 1 2m-2

1

2

m

J0

Obrázok 4.1: �kodný vývoj s maximálnou dobou oneskorenia m− 1.
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dané mnoºinami J1 aº J3.
J1 = {i = 2, . . . ,m; j = 0, . . .m− 1; i+ j = m+ 1, . . . , 2m− 1}
J2 = {i = 1, . . . ,m; j = m, . . . 2m− 1; i+ j = m+ 1, . . . , 2m− 1}
J3 = {i = 2, . . . ,m; j = m, . . . 2m− 1; i+ j = 2m, . . . , 3m− 2}

Klasická metóda chain ladder robí predpove¤ len cez J1. Metóda dvojitý chain
ladder v²ak predpovedá aj hodnoty na chvoste, teda cez mnoºiny J2 a J3, pri£om
pouºíva rovnaké predpoklady o vývoji ²kôd.

Odhad celkovej rezervy vypo£ítame ako sú£et RBNS rezervy a IBNR rezervy.
Odhad vý²ky RBNS ²kôd je

X̂rbns
i,j =

j∑
l=i−m+j

Ni,j−lπ̂lµ̂γ̂i, (i,j) ∈ J1 ∪ J2.

Odhad vý²ky IBNR ²kôd je

X̂ ibnr
i,j =

i−m+j−1∑
l=0

N̂i,j−lπ̂lµ̂γ̂i, (i,j) ∈ J1,

X̂ ibnr
i,j =

j−m+i−1∑
l=j−m+1

N̂i,j−lπ̂lµ̂γ̂i, (i,j) ∈ J2 ∪ J3,

kde N̂i,j = α̂iβ̂j.
Odhad celkovej rezervy R potom je

R̂ =
∑

(i,j)∈J1∪J2

X̂rbns
i,j +

∑
(i,j)∈J1∪J2∪J3

X̂ ibnr
i,j .

4.5 Model DCL s jednorazovými výplatami ²kôd

Z podmienok prvého momentu je moºné odvodi´ nieko©ko modelov na odhad
rezervy. My si ukáºeme najjednoduch²í model, ktorý predpokladá kaºdú ²kodu
vyplatenú jedinou platbou. Tento model bude zaloºený na rozdelení náhodných
veli£ín a pouºijeme pri tom vy²²ie odhadnuté parametre.

Uvaºujme následujúce podmienky pre rozdelenie náhodných veli£ín.

R1. Po£ty ²kôd Ni,j sú nezávislé náhodné veli£iny z Poissonovho rozdelenia so

strednou hodnotou E[Ni,j] = αiβj a
m−1∑
j=0

βj = 1.

R2. Pre dané Ni,j, majú po£ty zaplatených ²kôd multinomické rozdelenie také,
ºe náhodný vektor Npaid

i,j,0 , . . . , N
paid
i,j,d ∼ Multi(Ni,j; p0, . . . ,pd), ∀(i,j) ∈ J0,

kde d ≤ m − 1 je maximálna doba oneskorenia zlikvidovania nahlásenej
²kody. Ozna£me p = (p0, . . . ,pd) pravdepodobnos´ oneskorenia, pre ktorú

platí
d∑
l=0

pl = 1, a 0 < pl < 1,∀l.

R3. Jednotlivé platby Y k
i,j,l sú navzájom nezávislé z rozdelenia fi. Ozna£me µi a

σ2
i strednú hodnotu a rozptyl pre ∀i = 1, . . . ,m, kde µi = µγi a σ2

i = σ2γ2i .
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R4. Náhodné veli£iny Y k
i,j,l sú nezávislé od po£tu ²kôd Ni,j a tieº od onesko-

renia zlikvidovania a nahlásenia ²kody. Tieº predpokladáme, ºe ²kody sú
vyplatené jednou platbou, alebo nie sú vyplatené vôbec (tzv. zero claims).

Z podmienok R1−R4 máme podmienenú strednú hodnotu vý²ky ²kôd Xi,j:

E[Xi,j|ℵm] =

min{j,d}∑
l=0

Ni,j−lplµlγi, (4.12)

nepodmienená stredná hodnota vý²ky ²kôd Xi,j bude

E[Xi,j] = αiµγi

min{j,d}∑
l=0

βj−lpl, (4.13)

a rozptyl vý²ky ²kôd Xi,j bude úmerný strednej hodnote a teda

V ar[Xi,j|ℵm] = ϕiE[Xi,j|ℵm], (4.14)

kde ϕi = ϕγi a ϕ = (σ2 + µ2)/(µ).

4.5.1 Odhad pravdepodobnosti oneskorenia

Pre odhad parametra pravdepodobnosti oneskorenia p̂ je potrebné najskôr
ur£i´ maximálne oneskorenie vyplatenia ²kôd d. To urobíme tak, ºe zoberieme
postupne v²etky uº odhadnuté parametre π̂l > 0 a d ur£íme tak, aby platilo
d−1∑
l=0

π̂l < 1 ≤
d∑
l=0

π̂l. Potom odhady parametrov oneskorenia p̂l stanovíme, tak, ºe

p̂l = π̂l, (l = 0, . . . , d− 1) a p̂d = 1−
d−1∑
l=0

p̂l. Teda p̂ = (p̂0, . . . , p̂d−1,1−
d−1∑
l=0

p̂l).

4.5.2 Odhad paramerov rozdelenia jednotlivých platieb

Odhad strednej hodnoty µ a parametra in�ácie ²kodného roku i, γi bude
rovnaký ako ten, ktorý sme odhadli v £asti (4.3.3). Parameter σ2 pre rozptyl
odhadneme zo vz´ahu (4.14). Najskôr ale musíme odhadnú´ parameter ϕ. Ten
dostaneme z over-dispersed Poissonovho modelu

ϕ̂ =
1

n− (d+ 1)

∑
(i,j)∈J1

(
Xi,j − X̂DCL

i,j

)2
X̂DCL
i,j γ̂i

,

kde n = m(m + 1)/2 a X̂DCL
i,j je odhad E[Xi,j|ℵm] získaný metódou dvojitý

chain ladder tak, ºe X̂DCL
i,j =

min{j,d}∑
l=0

Ni,j−lp̂lµ̂γ̂i. Pototm parameter pre rozptyl

jednotlivých platieb bude σ̂2
i = σ̂γ̂2i , ∀i = 1, . . . ,m. kde σ̂2 = µ̂ϕ̂− µ̂2.
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4.5.3 Odhad rezervy

Celkovú rezervu tohto modelu, ozna£me ju R∗ vypo£ítame ako sú£et IBNR a
RBNS rezerv.
Odhad RBNS rezervy spo£ítame ako

R̂rbns
∗ =

∑
(i,j)∈J2∪J3

min{d,j}∑
l=i−m+j

Ni,j−lp̂lµ̂γ̂i, (4.15)

a odhad IBNR rezervy ako

R̂ibnr
∗ =

∑
(i,j)∈J1

min{d,i−m+j−1}∑
l=0

N̂i,j−lp̂lµ̂γ̂i +
∑

(i,j)∈J2∪J3

min{d,j−m+i−1}∑
l=j−m+1

N̂i,j−lp̂lµ̂γ̂i

(4.16)
a teda R̂∗ = R̂ibnr

∗ + R̂rbns
∗ .
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Kapitola 5

Aplikácia na reálne dáta

V tejto £asti si ukáºeme aplikáciu metódy chain ladder a dvojitý chain ladder
v praxi. Pouºijeme údaje z balí£ka DCL v programe R. Tento balí£ek obsahuje
skuto£né dáta z pois´ovne, ktoré sú zaznamenané vo dvoch vývojových trojuhol-
níkoch ro£ne po£as 10 rokov. V jednom trojuholníku sú vý²ky zaplatených ²kôd
a v druhom po£ty nahlásených ²kôd. Budeme predpoveda´ vý²ku ²kodnej rezervy
pomocou bodového odhadu budúcich výplat. Najskôr na to pouºijeme metódu
chain ladder a potom metódu dvojitý chain ladder a výsledky porovnáme. Výpo-
£ty sú prevedené v programe Mathematica.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 451288 339519 333371 144988 93243 45511 25217 20406 31482 1729
2 448627 512882 168467 130674 56044 33397 56071 26522 14346
3 693574 497737 202272 120753 125046 37154 27608 17864
4 652043 546406 244474 200896 106802 106753 63688
5 566082 503970 217838 145181 165519 91313
6 606606 562543 227374 153551 132743
7 536976 472525 154205 150564
8 554833 590880 300964
9 537238 701111
10 684944

Tabu©ka 5.1: Vý²ky vyplatených ²kôd

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 6238 831 49 7 1 1 2 1 2 3
2 7735 1381 23 4 1 3 1 1 3
3 10306 1093 17 5 2 0 2 2
4 9639 995 17 6 1 5 4
5 9511 1386 39 4 6 5
6 10023 1342 31 16 9
7 9834 1424 59 24
8 10899 1503 84
9 11954 1704
10 10989

Tabu©ka 5.2: Po£ty nahlásenách ²kôd
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5.1 Aplikácia metódy chain ladder

Metóda chain ladder vychádza z kumulatívneho trojuholníka, preto je po-
trebné z trojuholníka z tabu©ky 5.1 vytvori´ kumulatívny trojuholník pre vý²ky
zaplatených ²kôd. Ten získame tak, ºe postupne s£ítame hodnoty v jednotlivých
riadkoch. �alej predpokladáme, ºe ²kodný vývoj je zastavený po 10 rokoch. Z

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 451288 790807 1124178 1269166 1362409 1407920 1433137 1453543 1485025 1486754
2 448627 961509 1129976 1260650 1316694 1350091 1406162 1432684 1447030
3 693574 1191311 1393583 1514336 1639382 1676536 1704144 1722008
4 652043 1198449 1442923 1643819 1750621 1857374 1921062
5 566082 1070052 1287890 1433071 1598590 1689903
6 606606 1169149 1396523 1550074 1682817
7 536976 1009501 1163706 1314270
8 554833 1145713 1446677
9 537238 1238349
10 684944

Tabu©ka 5.3: Kumulované vý²ky vyplatených ²kôd

predpokladu (3.1) vieme, ºe st¨pce vývojového trojuholníka vyplatených ²kôd sú
úmerné a existujú vývojové faktory f1, . . . ,f9, pomocou ktorých môºeme pred-
poveda´ budúci ²kodný vývoj. Tie odhadujeme zo vz´ahu (2.2). Napríklad pre
vývojový faktor f4 podelíme sú£et hodnôt v piatom st¨pci kumulatívneho tro-
juholníka sú£tom hodnôt vo ²tvrtom st¨pci kumulatívneho trojuholníka, pri£om
poslednú hodnotu vo ²tvrtom st¨pci vynecháme, aby bol po£et hodnôt v £itateli
a menovateli rovnaký.

f̂4 = 1362409 + 1316694 + 1639382 + 1750621 + 1598590 + 1682817
1269166 + 1260650 + 15143364 + 1643819 + 1433071 + 1550074

= 1.06395

Takýmto postupom získame v²etkých 9 vývojových faktorov:

f̂1 f̂2 f̂3 f̂4 f̂5 f̂6 f̂7 f̂8 f̂9
1.98999 1.28515 1.13664 1.06395 1.03114 1.01668 1.00635 1.00409 1.00065

Z odhadnutých vývojových faktorov a z trojuholníka kumulovaných vyplatených
²kôd uº môºeme predpoveda´ vý²ky ²kôd do budúcnosti. Pouºijeme pri tom vz´ah
(2.3). Teda napríklad vý²ku ²kôd vzniknutých v roku 4 a zlikvidovaných do konca
roku 13 dostaneme ako

Ĉ4,9 = f̂9 · f̂8 · f̂7 · C4,6 = 1.00065 · 1.00409 · 1.00635 · 1921062 = 1981700.

Takto môºme predpoveda´ v²etky hodnoty vývoja, aº doplníme vývojový tro-
juholník na ²tvorec a v poslednom st¨pci budú celkové vý²ky výplat za ²kôdy
vzniknuté v rokoch 1, . . . ,10.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 451288 790807 1124178 1269166 1362409 1407920 1433137 1453543 1485025 1486754
2 448627 961509 1129976 1260650 1316694 1350091 1406162 1432684 1447030 1448715
3 693574 1191311 1393583 1514336 1639382 1676536 1704144 1722008 1749350 1751387
4 652043 1198449 1442923 1643819 1750621 1857374 1921062 1948457 1979395 1981700
5 566082 1070052 1287890 1433071 1598590 1689903 1736256 1761016 1788978 1791061
6 606606 1169149 1396523 1550074 1682817 1751758 1799808 1825474 1854459 1856619
7 536976 1009501 1163706 1314270 1417245 1475307 1515774 1537389 1561800 1563619
8 554833 1145713 1446677 1616063 1742684 1814078 1863837 1890416 1920433 1922669
9 537238 1238349 1506570 1682968 1814832 1889181 1941000 1968680 1999939 2002268
10 684944 1326504 1613818 1802774 1944024 2023667 2079175 2108825 2142309 2144804

Tabu©ka 5.4: Predpove¤ vývoja platieb

Rezervu na poistné plnenia spo£ítame ako rozdiel v²etkých platieb za ²kody
a uº zaplatených ²kôd. Takºe je zrejmé, ºe pre rezervu za ²kody vzniknuté v roku
i paltí: R̂i = Ĉi,m−1 − Ci,m−i, ∀i = 2, . . . ,m. V²imnime si, ºe pre prvý rok nie je
potrebné tvori´ rezervu, a napríklad pre i = 4 máme

R̂4 = Ĉ4,9 − C4,6 = 1981700− 1921062 = 60638.

R̂2 R̂3 R̂4 R̂5 R̂6 R̂7 R̂8 R̂9 R̂10

1 685 2 9379 60 638 10 1158 173 802 249 349 475 992 763 919 1 459 860

Celková rezerva R teda bude sú£et jednotlivých rezerv.

R̂ =
10∑
i=2

R̂i = 3 315 782

5.2 Aplikácia metódy dvojitý chain ladder

V tejto £asti si ukáºeme, ako funguje metóda dvojitý chain ladder na modeli,
ktorý je opísaný v podkapitole (4.5), teda predpokladáme, ºe v²etky ²kody sú
zlikvidované jednou platbou. Vychádzame z dvoch vývojových trojuholníkov, ℵ10
(tabu©ka 5.2) a ∆10 (tabu©ka 5.1). Na obidva trojuholníky prevedieme klasickú
metódu chain ladder, ako v podkapitole 5.1. Získame tak vývojové faktory pre

obidva trojuholníky, f̂j z trojuholníka ℵ10 a
̂̃
f j z trojuholníka ∆10.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

f̂j 1.13535 1.00379 1.00092 1.00033 1.00028 1.00023 1.00014 1.00031 1.00042̂̃
f j 1.98999 1.28515 1.13664 1.06395 1.03114 1.01668 1.00635 1.00409 1.00065

Pomocu týchto vývojových faktorov budeme predpoveda´ po£et ²kôd a vý²ku
platieb za ²kody v budúcnosti. Roz²írime teda trojuholníky ∆10 a ℵ10 na ²tvorce,
pri£om znovu pouºijeme klasickú metódu chain ladder. Výsledné hodnoty vidíme
v tabu©kách 5.5 a 5.6.

Z Mack [1991] vieme, ºe o£akávaný po£et ²kôd E[Ni,j] môºme napísa´ ako
sú£in parametrov αi a βj.
Takisto o£akávané vý²ky platieb Xi,j môºeme prepísa´ ako sú£in prametrov α̃i a
β̃j. Teraz uº môºeme prejs´ k odhadu parametrov. Parametre β odhadneme zo
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 6238 831 49 7 1 1 2 1 2 3
2 7735 1381 23 4 1 3 1 1 3 4
3 10306 1093 17 5 2 0 2 2 4 4
4 9639 995 17 6 1 5 4 2 3 4
5 9511 1386 39 4 6 5 3 1 4 4
6 10023 1342 31 16 9 3 3 2 3 5
7 9834 1424 59 24 4 3 3 1 4 5
8 10899 1503 84 11 5 3 3 2 4 5
9 11954 1704 52 12 5 4 3 2 4 6
10 10989 1487 48 11 4 4 3 2 3 6

Tabu©ka 5.5: Vývoj po£tu ²kôd získaný metódou chain ladder

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 451288 339519 333371 144988 93243 45511 25217 20406 31482 1729
2 448627 512882 168467 130674 56044 33397 56071 26522 14346 1685
3 693574 497737 202272 120753 125046 37154 27608 17864 27342 2037
4 652043 546406 244474 200896 106802 106753 63688 27395 30938 2305
5 566082 503970 217838 145181 165519 91313 46353 24760 27962 2083
6 606606 562543 227374 153551 132743 68941 48050 25666 28985 2160
7 536976 472525 154205 150564 102975 58062 40467 21615 24411 1819
8 554833 590880 300964 169386 126621 71394 49759 26579 30017 2236
9 537238 701111 268221 176398 131864 74349 51819 27680 31259 2329
10 684944 641560 287314 188956 141250 79643 55508 29650 33484 2495

Tabu©ka 5.6: Vývoj vý²ok platieb za ²kody získaný metódou chain ladder

vz´ahov (4.6) a (4.7). Teda napríklad odhad prametra β6 je

β̂6 =
f̂6 − 1
9∏
l=6

f̂l

=
1.00023− 1

1.00023 · 1.00014 · 1.00031 · 1.00042
= 0.00023436,

a odhad parametra β̃6 je

̂̃
β6 =

̂̃
f 6 − 1
9∏
l=6

̂̃
f l

=
1.01668− 1

1.01668 · 1.00635 · 1.00409 · 1.00065
= 0.0258803.

Parameter α bude posledná hodnota z kumulovaného vývoja po£tu ²kôd, ktorý
sme získali metódou chain ladder. Budeme pritom vychádza´ zo vz´ahu (4.8).
Teda napríklad odhad parametra α6 je

α̂6 =
4∑
j=0

N6,j

9∏
j=5

f̂j =

= (10023 + 1342 + 31 + 16 + 9) · 1.00028 · 1.00023 · 1.00014 · 1.00031 · 1.00042 =

= 11436.9.

Podobne odhad parametra α̃ odhadneme z vývoja vý²ok platieb za ²kody, ktorý
sme získali metódou chain ladder. V²etky hodnoty parametrov vidíme v tabu©ke
5.7.
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i α̂i ̂̃αi j β̂j
̂̃
βj

1 7135 1486754 0 0.87515 0.31935
2 9155.85 1448715 1 0.11845 0.29912
3 11435.3 1751387 2 0.00377 0.13396
4 10676.3 1981700 3 0.00091 0.0881
5 10963.1 1791061 4 0.00033 0.06586
6 11436.9 1856619 5 0.00028 0.03713
7 11360.5 1563619 6 0.00023 0.02588
8 12519. 1922669 7 0.00014 0.01382
9 13746. 2002268 8 0.00031 0.01561
10 12556.7 2144804 9 0.00042 0.00116

Tabu©ka 5.7: Parametre vývoja

Z prvého predpokladu rozdelenia R1 vieme, ºe Ni,j sú náhodné veli£iny z
Poissonovho rozdelenia s multiplikatívnym parametrom αiβj. Teda pre strednú
hodnotu platí E[Ni,j] = αiβj, a odhad po£tu ²kôd N̂i,j = α̂iβ̂j. V²etky hodnoty
N̂i,j sú spo£ítané v tabu©ke 5.8.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 6244 845 27 7 2 2 2 1 2 3
2 8013 1085 34 8 3 3 2 1 3 4
3 10008 1355 43 10 4 3 3 2 4 5
4 9343 1265 40 10 4 3 3 2 3 4
5 9594 1299 41 10 4 3 3 2 3 5
6 10009 1355 43 10 4 3 3 2 4 5
7 9942 1346 43 10 4 3 3 2 3 5
8 10956 1483 47 11 4 4 3 2 4 5
9 12030 1628 52 13 5 4 3 2 4 6
10 10989 1487 47 11 4 4 3 2 4 5

Tabu©ka 5.8: Vývoj po£tu ²kôd z predpokladu rozdelenia R1

Pre odhad pravdepodobnosti oneskorenia p potrebujeme najskôr pozna´ prav-
depodobnos´ oneskorenia bez restrikcií π, tú dostaneme ako rie²enie sústavy rov-
níc (4.9) a maximálnu d¨ºku oneskorenia d. Rie²ením sústavy (4.9) je vektor:
π̂ = (0.36491, 0.29241, 0.11192, 0.08388, 0.06297, 0.0332, 0.02449, 0.01207, 0.01581,−0.00124) .

Pre maximálnu d¨ºku oneskorenia d musí plati´, ºe
d−1∑
l=0

π̂l < 1 a zárove¬
d∑
l=0

π̂l ≥ 1.

V na²om prípade to platí práve vtedy, ke¤ d = 8. Takºe maximálna d¨ºka one-
skorenia zlikvidovania ²kody je 8 rokov. Teraz uº môºme ur£i´ pravdepodobnos´

oneskorenia p ako v £asti 4.5.1: p̂0 = π̂0 = 0.36491, . . . , p̂7 = π̂7 = a p̂8 = 1−
7∑
l=0

p̂l.

Pri odhade parametrov jednotlivých platieb vychádzame zo vz´ahu (4.10), polo-
ºíme γ1 = 1 a strednú hodnotu jednotlivých platieb odhadneme následovne:

µ̂ =
̂̃α1

α̂1

= 208.375,
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Zvy²né parametre γi, i = 2, . . . ,10 uº ©ahko dopo£ítame z toho istého vz´ahu a
pouºitím µ̂. V²etky parametre modelu a ich hodnoty zhrnieme v tabu©ke 5.9.

γ̂i π̂l p̂l
0 0.36491 0.36491
1 1 0.29241 0.29241
2 0.759345 0.11192 0.11192
3 0.735002 0.08388 0.08388
4 0.890783 0.06297 0.06297
5 0.784027 0.0332 0.0332
6 0.779058 0.02449 0.02449
7 0.660522 0.01207 0.01207
8 0.73704 0.01581 0.01416
9 0.699039 -0.00124
10 0.811972

µ̂ = 208.375

Tabu©ka 5.9: Parametre vývoja

Teraz uº máme v²etky potrebné informácie, aby sme mohli dopo£íta´ pred-
pove¤ ²kôd a ²kodnú rezervu. Pre RBNS ²kodný vývoj, vychádzame zo vz´ahu
(4.15). Po£ty ²kôd Ni,j pritom bereme z trojuholníka ℵm, ktorý reprezentuje po-
£ty nahlásených ²kôd a teda len odhadneme vý²ku týchto uº nahlásených ²kôd,
pri£om rátame s tým, ºe maximála doba oneskorenia vyplatenia je 8 rokov. Ich
sú£et bude tvori´ RBNS rezervu. RBNS vývoj vidíme tabu©ke 5.10. Odhad RBNS

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1 447 160 101 66 39 23 13 9
2 3357 155 78 47 28 16 8 7
3 24595 2490 99 44 22 11 8 4
4 26624 27841 2807 140 65 32 22 11
5 46368 24721 25035 3382 149 41 24 12
6 68879 47771 25422 25962 3257 138 54 21
7 103552 58331 40437 21610 21833 2953 155 47
8 170011 126218 71192 49462 26279 26795 3423 183
9 267460 173834 130474 73441 50876 27090 27643 3513
10 548852 210079 157443 118205 62318 45960 22651 26569

Tabu©ka 5.10: RBNS ²kodný vývoj

rezervy teda je R̂rbns
∗ = 3 029 495.

Pre IBNR ²kodný vývoj budeme vzchádza´ zo vz´ahu (4.16). Pri£om po£ty
²kôd N̂i,j sú odhadnuté po£ty ²kôd, ktoré uº vznikli, ale e²te neboli nahlásené.
Tu tieº po£ítame s tým, ºe maximálna doba oneskorenia zlikvidovania je 8 rokov.
Odhad IBNR rezervy teda bude sú£et v²etkých ²kôd v tabu©ke 5.11. A teda
R̂ibnr
∗ = 296 520.
Celkový vývoj ²kôd vidíme v tabu©ke 5.12 a odhad celkovej rezervy R̂∗ =

R̂ibnr
∗ + R̂rbns

∗ = 3 326 014.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1
2 222 178 68 51 38 20 15 7 9
3 196 426 275 128 96 64 38 25 16 10
4 104 306 514 336 162 118 80 46 32 19 12
5 153 217 323 500 330 161 117 77 48 29 17 11
6 192 313 284 379 551 359 179 127 87 49 30 17 11
7 188 312 321 282 352 481 315 157 114 74 41 25 15 9
8 642 745 581 542 458 491 635 409 218 141 90 51 31 18 11
9 2752 2874 1620 1237 1040 727 696 752 533 227 147 94 53 32 19 12
10 92708 77236 31513 23045 17325 9548 7000 3811 4402 570 243 157 101 57 34 20 13

Tabu©ka 5.11: IBNR ²kodný vývoj

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1 447 160 101 66 39 23 13 9
2 3580 333 146 98 67 36 23 14 9
3 24791 2916 374 172 118 75 46 29 16 10
4 26728 28147 3320 476 228 150 102 57 32 19 12
5 46522 24938 25358 3882 479 202 140 89 48 29 17 11
6 69071 48084 25706 26341 3808 498 234 148 87 49 30 17 11
7 103740 58643 40758 21892 22184 3434 470 204 114 74 41 25 15 9
8 170652 126963 71772 50004 26737 27286 4058 591 218 141 90 51 31 18 11
9 270212 176708 132094 74678 51915 27817 28339 4265 533 227 147 94 53 32 19 12
10 641560 287315 188956 141250 79642 55508 29650 30381 4402 570 243 157 101 57 34 20 13

Tabu©ka 5.12: Celkový ²kodný vývoj

5.3 Zhrnutie a porovnanie výsledkov

V praxi nás naj£astej²ie zaujímajú vý²ky rezerv v kalendárnych rokoch. Tieto
získame z metódy dvojitý chain ladder tak, ºe z tabu©ky 5.12 s£ítame vý²ky ²kôd
na diagonálach. Podobne získame vý²ky rezerv v kalendárnych rokoch pre metódu
chain ladder, s£ítaním hodnôt na diagonále v pravom dolnom trojuholníku z
tabu©ky 5.6. Vypo£ítané vý²ky rezerv pre jednotlivé kalendárne roky vidíme v
tabu©ke 5.13, osobitne pre IBNR a RBNS rezervy spo£ítané metódou dvojitý
chain ladder a tieº celkové rezezervy metódou chain ladder (CLM) a metódou
dvojitý chain ladder (DCL). V²imnime si, ºe odhady vý²ok rezerv sa lí²ia len
ve©mi málo, pretoºe dvojitý chain ladder pouºíva pri svojom výpo£te práve odhad
metódou chain ladder. Navy²e pre odhad RBNS rezervy pouºíva skuto£ný po£et
nahlásených ²kôd, preto je zrejme tento odhad RBNS rezervy presnej²í.
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Budúce roky DCL RBNS DCL IBNR celkom DCL CLM
1 1260146 97158 1357304 1353858
2 671600 82606 754206 754180
3 453087 35499 488586 488612
4 292359 26500 318859 318043
5 164866 20351 185217 184611
6 103060 11970 115029 115023
7 54001 9074 63075 63145
8 30375 5412 35786 35813
9 0 5459 5459 2494
10 1119 1119
11 580 580
12 355 355
13 211 211
14 116 116
15 65 65
16 32 32
17 13 13

Celková rezerva 3029493 296520 3326013 3315779

Tabu©ka 5.13: Bodový odhad rezervy po kalendárnych rokoch
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Záver

Prostredníctvom tejto práce sme mali moºnos´ bliº²ie sa zoznámi´ s problema-
tikou rezervovania, porozumie´ netriviálne metódy na stanovenie vý²ky rezervy a
na²tudovanú teóriu aplikova´ v praxi. Zaoberali sme sa hlavne stanovením vý²ky
rezervy na poistné plnenia v neºivotnom poistení. Opísali sme známu metódu
chain ladder a predstavili novú metódu na stanovenie vý²ky rezervy, korou je
metóda dvojitý chain ladder.

Obidve metódy odhadu rezervy sme aplikovali na skuto£né dáta. Vypo£ítali
sme tak ²kodný vývoj v budúcnosti dvoma spôsobmi, ktoré nie sú aº tak odli²né,
pretoºe metóda dvojitý chain ladder pouºíva pri svojom odhade metódu chain
ladder a aj kone£né výsledky bodového odhadu rezervy sa lí²ia len o málo. Veríme
v²ak, ºe odhad rezervy metódou dvojitý chain ladder je presnej²í, pretoºe pri
odhade RBNS rezervy pouºíva skuto£ný po£et nahlásených ²kôd.

Prácu by bolo moºné ¤alej roz²íri´ o výpo£et strednej kvadratickej chyby a
tak s presnos´ou ur£i´, ktorý odhad vý²ky rezervy je lep²í a do akej miery. Kým
metóda chain ladder po£íta strednú kvadratickú chybu ako v kapitole 3.4, metóda
dvojitý chain ladder pri výpo£te pouºíva bootstrap metódu.
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